
数分分析 A3 第五次习题课

何展韬

2023 年 11 月 18 日

1 作业答案 (第 9,10 周)
练习 (习题 17.1.2). 设 f(x) 是周期为 2π 的可积且绝对可积函数，证明：

(1) 如果 f(x) 在 [−π, π] 上满足 f(x+ π) = f(x)，那么：a2n−1 = b2n−1 = 0

(2) 如果 f(x) 在 [−π, π] 上满足 f(x+ π) = −f(x)，那么：a2n = b2n = 0

解. (1) 直接由 Fourier 系数公式可得：

a2n−1 =
1

π

∫ π

−π

f(x) cos(2n− 1)xdx

=
1

π

∫ 0

−π

f(x) cos(2n− 1)xdx+
1

π

∫ π

0

f(x) cos(2n− 1)xdx

=
1

π

∫ 0

−π

f(x) cos(2n− 1)xdx+
1

π

∫ 0

−π

f(x+ π) cos[(2n− 1)(x+ π)]dx

=
1

π

∫ 0

−π

f(x) cos(2n− 1)xdx− 1

π

∫ 0

−π

f(x) cos(2n− 1)xdx

= 0

b2n−1 =
1

π

∫ π

−π

f(x) sin(2n− 1)xdx

=
1

π

∫ 0

−π

f(x) sin(2n− 1)xdx+
1

π

∫ π

0

f(x) sin(2n− 1)xdx

=
1

π

∫ 0

−π

f(x) sin(2n− 1)xdx+
1

π

∫ 0

−π

f(x+ π) sin[(2n− 1)(x+ π)]dx

=
1

π

∫ 0

−π

f(x) sin(2n− 1)xdx− 1

π

∫ 0

−π

f(x) sin(2n− 1)xdx

= 0

(2) 与 (1) 同理，对 an，这里 n = 0 的情况不需要单独讨论。
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练习 (习题 17.1.4). 如果级数

|an|
2

+
∞∑
k=1

(|ak|+ |bk|) < +∞

那么级数
a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) (1)

必为某周期为 2π 的函数的 Fourier 级数。

解. 首先由于：
|ak cos kx+ bk sin kx| ⩽ |ak|+ |bk| (∀k ∈ N∗, x ∈ R)

故由函数项级数一致收敛的 Weierstrass 判别法可得式 (1) 级数在 x ∈ R 上一致收敛，记为
f(x) (x ∈ R)。易得 f(x) 周期为 2π。更进一步，对每个给定的 n ∈ N，都有：

|(ak cos kx+ bk sin kx)gn(x)| ⩽ |ak|+ |bk| (∀k ∈ N∗, x ∈ R)

其中 gn(x) = cosnx 或 sinnx。

因此对每个 n ∈ N，级数

a0
2
gn(x) +

∞∑
k=1

gn(x)(ak cos kx+ bk sin kx) (2)

在 R 上一致收敛。由于式 (2) 级数通项在 [−π, π] 上 Riemann 可积，由一致收敛的性质可
知，其在 [−π, π] 上 Riemann 可积，且可以逐项积分，故：

1

π

∫ π

−π

f(x)dx

=
1

π

∫ π

−π

(
a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

)
dx

= a0 +
1

π

∞∑
k=1

∫ π

−π

(ak cos kx+ bk sin kx)dx

= a0 +
1

π

∞∑
k=1

∫ π

−π

ak cos kxdx (sin kx那项由于奇函数，积分为 0)

= a0

1

π

∫ π

−π

f(x) cosnxdx

=
1

π

∫ π

−π

(
a0
2

cosnx+
∞∑
k=1

cosnx(ak cos kx+ bk sin kx)

)
dx
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=
1

π

∞∑
k=1

∫ π

−π

cosnx(ak cos kx+ bk sin kx)dx

=
1

π

∞∑
k=1

∫ π

−π

ak cos kx cosnxdx (sin kx那项由于奇函数，积分为 0)

=
1

π

∞∑
k=1

∫ π

−π

ak

(
cos(n+ k)x+ cos(n− k)x

2

)
dx

=
1

π

∫ π

−π

an
2

dx (只有n− k那项在k = n时积分有非 0 值)

= an (∀n ⩾ 1)

同理可得：
1

π

∫ π

−π

f(x) sinnxdx = bn (∀n ⩾ 1)

故式 (1) 级数为 f(x) 的 Fourier 级数。

注 1.1. 注意三角级数和 Fourier 级数的区别：

(1) 三角级数就是形如 a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) 的级数，三角级数不一定是 Fourier

级数；

(2)Fourier 级数是特殊的三角级数，要求存在可积且绝对可积的 f(x) 使得 an, bn 满足

Fourier 系数公式，并由此得到一个必要条件是 lim
n→∞

an = 0, lim
n→∞

bn = 0；

(3) 对本题而言，f(x) 是一个三角级数，由于条件使其代入 Fourier 系数公式中可以逐项
积分，才能通过计算证明 f(x) 的 Fourier 级数是它自己，即三角级数的 Fourier 级数是
它自己。因此计算 Fourier 系数的过程不可省略。

练习 (习题 17.1.6).
设 f 在 [−π, π] 上可导，f ′ 可积且绝对可积。如果 f(−π) = f(π)，证明：

an = o

(
1

n

)
bn = o

(
1

n

)
(n → ∞)

解. 为了让 Fourier 系数公式中出现 f ′，不难想到需要运用分部积分公式，结合条件

f(−π) = f(π) 可得：

an =
1

π

∫ π

−π

f(x) cosnxdx

=
1

nπ

(
f(x) sinnx

∣∣∣∣π
−π

−
∫ π

−π

f ′(x) sinnxdx
)
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= − 1

nπ

∫ π

−π

f ′(x) sinnxdx (∀n ⩾ 1)

由于 f ′ 可积且绝对可积，因此对 f ′ 用 Riemann-Lebesgue 引理可得：

lim
n→∞

nan = − 1

π
lim
n→∞

∫ π

−π

f ′(x) sinnxdx = 0

此即

an = o

(
1

n

)
(n → ∞)

对 bn 同理。

练习 (习题 17.2.2(1)).
在区间 (−π, π) 上把下列函数展开为 Fourier 级数：(1) |x|.

解. 首先将 |x| 以 2π 为周期延拓为 R 上的函数。由于 |x| 在 (−π, π) 上是偶函数，故

bn = 0 (∀n ∈ N∗)。对 an，直接代入 Fourier 系数公式得：

a0 =
1

π

∫ π

−π

|x|dx =
2

π

∫ π

0

xdx = π

an =
1

π

∫ π

−π

|x| cosnxdx

=
2

π

∫ π

0

x cosnxdx

=
2

nπ

(
x sinnx

∣∣∣∣π
0

−
∫ π

0

sinnxdx
)

= − 2

nπ

∫ π

0

sinnxdx

=
2

n2π
cosnx

∣∣∣∣π
0

=
2

n2π
((−1)n − 1) (∀n ⩾ 1)

由于延拓后的函数在 R 上连续且分段可微，因此它的 Fourier 级数在 (−π, π) 上逐点收敛于

|x|，故：

|x| = π

2
+

∞∑
n=1

2

n2π
((−1)n − 1) cosnx (x ∈ (−π, π))
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练习 (习题 17.2.4(1)).
在区间 (−l, l) 上把下列函数展开为 Fourier 级数：(1) x.

解. 首先将 x 以 2l 为周期延拓为 R 上的函数 (可以补充定义 x = l 上的值再周期延拓，这

个补充定义的值对之后的计算没有任何影响)。由于 x 在 (−l, l) 上是奇函数，故 an = 0

(∀n ∈ N)。对 bn，直接代入区间 (−l, l) 的 Fourier 系数公式得：

bn =
1

l

∫ l

−l

x sin nπ

l
xdx

=
2

l

∫ l

0

x sin nπ

l
xdx

t=π
l
x

=====
2l

π2

∫ π

0

t sinntdt

=
2l

nπ2

(
t cosnt

∣∣∣∣0
π

+

∫ π

0

cosntdt
)

=
2l

nπ2

(
(−1)n−1π +

1

n
sinnt

∣∣∣∣π
0

)
= (−1)n−1 2l

nπ
(∀n ⩾ 1)

由于延拓后的函数在 R 上分段可微，且在 (−l, l) 上连续，因此它的 Fourier 级数在 (−l, l)

上逐点收敛于 x，故：

x =
2l

π

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
sin nπ

l
x (x ∈ (−l, l))

注 1.2. 注意习题 17.2.2 和 17.2.4，题目要求“将函数展开为 Fourier 级数”，因此我们需
要建立类似于幂级数展开的等式，即“f(x) = f(x) 的 Fourier 级数 (x ∈ I)”的等式，而不

只是写“f(x) ∼ f(x) 的 Fourier 级数”的结果。

练习 (问题 17.2.3). 设 g 是区间 [0, h](h > 0) 上的增函数，证明：

lim
λ→+∞

∫ h

0

g(t)
sinλt

t
dt = π

2
g(0 + 0)

解. 首先，右式可以表达为：

π

2
g(0+0) = g(0+0)

∫ +∞

0

sinx

x
dx = g(0+0) lim

λ→+∞

∫ λh

0

sinx

x
dx x=λt

==== g(0+0) lim
λ→+∞

∫ h

0

sinλt

t
dt
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因此要证命题成立，即证：

lim
λ→+∞

∫ h

0

(g(t)− g(0 + 0))
sinλt

t
dt = 0 (3)

一方面，对 ∀ϵ > 0，∃ 0 < δ = δ(ε) < h，使得：

0 ⩽ g(δ)− g(0 + 0) < ε (4)

固定 δ，由于 g(t)− g(0 + 0) 在 [0, δ] 非负且单调递增，
sinλt

t
在 [0, δ] 可积，因此由第二积

分中值定理，∃ η ∈ [0, δ]，使得：∫ δ

0

(g(t)− g(0 + 0))
sinλt

t
dt = (g(δ)− g(0 + 0))

∫ δ

η

sinλt

t
dt

故：

lim
λ→+∞

∣∣∣∣∫ δ

0

(g(t)− g(0 + 0))
sinλt

t
dt
∣∣∣∣ = (g(δ)− g(0 + 0)) lim

λ→+∞

∣∣∣∣∫ δ

η

sinλt

t
dt
∣∣∣∣ (5)

又有：

lim
λ→+∞

∣∣∣∣∫ δ

η

sinλt

t
dt
∣∣∣∣ = lim

λ→+∞

∣∣∣∣∫ λδ

λη

sin t

t
dt
∣∣∣∣ =


0 η > 0

π

2
η = 0

(6)

其中 η = 0 时的值即为
sinx

x
在 (0,+∞) 上的积分值，η > 0 时的值为 0 是由于

sinx

x
在

(0,+∞) 上反常可积，利用无穷积分的 Cauchy 收敛。因此结合式 (4)(5)(6) 可得：

lim
λ→+∞

∣∣∣∣∫ δ

0

(g(t)− g(0 + 0))
sinλt

t
dt
∣∣∣∣ ⩽ π

2
ε (7)

另一方面，
g(t)− g(0 + 0)

t
在 t ∈ [δ, h] 上 Riemann 可积，故由 Riemann-Lebesgue 定理：

lim
λ→+∞

∫ h

δ

(g(t)− g(0 + 0))
sinλt

t
dt = 0 (8)

故结合式 (7)(8) 可得：

lim
λ→+∞

∣∣∣∣∫ h

0

(g(t)− g(0 + 0))
sinλt

t
dt
∣∣∣∣

⩽ lim
λ→+∞

∣∣∣∣∫ δ

0

(g(t)− g(0 + 0))
sinλt

t
dt
∣∣∣∣+ lim

λ→+∞

∣∣∣∣∫ h

δ

(g(t)− g(0 + 0))
sinλt

t
dt
∣∣∣∣

⩽ π

2
ε

(9)

对式 (9) 令 ε → 0，得：

lim
λ→+∞

∣∣∣∣∫ h

0

(g(t)− g(0 + 0))
sinλt

t
dt
∣∣∣∣ = 0

从而式 (3) 成立，即证。
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2 期中考试延伸

本次期中考试第 8 题（详见群文件《2023 数分 A3 期中考试答案与答案指引》）对“闭
区间上连续”的运用是：利用“一致连续”，将有限闭区间进行足够细的分割，从而让每一

段小区间里函数值的变化都能得到很好的控制；同时还利用分割点的有限性，将区间上每一

点的逐点收敛问题转化为有限个点上的逐点收敛问题，从而可以取到一个充分大但有限的

N。这种有限分割，考察分割点的思想其实在之前的某道补充作业里已经出现过（详见群文

件《第三次习题课讲义》），它在某些重要定理的证明中也发挥着巨大作用。下面我们介绍这

种思想在 Arzela-Ascoli 定理中的运用。

定理 1 (Arzela-Ascoli).
[a, b] 是有限闭区间，F = {f |f ∈ C([a, b])} 是 [a, b] 上的连续函数族（可以不可数），则 F

是列紧集，当且仅当 F 在 [a, b] 上一致有界且等度连续。

注 2.1. 关于“列紧集”，“一致有界”，“等度连续”的概念：

(1) F 是列紧集：∀{fn} ⊂ F，∃{fnk
} ⊂ {fn} 和某个 f ∈ F，使得对 ∀ε > 0，当 k 充分大

时都有 max
x∈[a,b]

|fnk
(x)− f(x)| < ε；即 ∀{fn} ⊂ F 都有一致收敛子列；

(2) F 在 [a, b] 上一致有界：∃M ⩾ 0 与 f ∈ F 无关，使得 max
x∈[a,b]

|f(x)| ⩽ M (∀f ∈ F )；

(3) F 在 [a, b] 上等度连续：∀ε > 0，∃δ > 0 与 f 无关，使得 ∀|x− y| < δ (∀x, y ∈ [a, b])，都

有 |f(x)− f(y)| < ε (∀f ∈ F )。

我们只证明定理 1 的“已知一致有界和等度连续”，推“列紧”这一方向。为证此，我
们还需要关于 F“列紧性”的一个刻画。

引理 1 (F 列紧性刻画).
对定理 1 中的函数族 F，若其完全有界，则其为列紧集。

注 2.2.
F 完全有界是指：∀ε > 0，∃{fn}Nn=1 ⊂ F，N = N(ε) < ∞，使得 F ⊂

N⋃
n=1

B(fn, ε)，其中

B(fn, ε) =

{
g ∈ F

∣∣∣∣ max
x∈[a,b]

|g(x)− fn(x)| < ε

}
(∀n ∈ N∗)。

证明. 对 ∀{fn} ⊂ F，由 F 完全有界，对 ε = 1，F 会被有限个“球”覆盖，“球”即类似

B(hn, 1) 的集合，且满足每个“球”的球心 hn ∈ F。故存在一个“球”，它包含 {fn} 中无穷

多个元素，不妨设这个球为 B(g1, 1)，记 {fn} ∩B(g1, 1) = {f (1)
n }。对 {f (1)

n } 和 ε =
1

2
，我们

同理可以选出一个“球”B(g2,
1

2
)，它包含 {f (1)

n } 中无穷多个元素，记 {f (1)
n } ∩ B(g2,

1

2
) =
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{f (2)
n }。以此类推，我们可以得到一列“球”{B(gn,

1

n
)}，以及 {f (k+1)

n } ⊂ {f (k)
n } ⊂ {fn}。现

在我们取出所有的 {f (k)
k }(∀k ∈ N∗)，即 f

(1)
1 , f

(2)
2 , f

(3)
3 · · ·，则 {f (k)

k } 为 {fn} 的一个一致收

敛子列。这是因为在给定 k 之后，f
(k)
k , f

(k+1)
k+1 , f

(k+2)
k+2 · · · 都会在 {f (k)

n } 中，从而在 B(gk,
1

k
)，

从而：

max
x∈[a,b]

|f (m)
m (x)− f (n)

n (x)| ⩽ max
x∈[a,b]

|gk(x)− f (m)
m (x)|+ max

x∈[a,b]
|gk(x)− f (n)

n (x)| < 2

k
(∀n,m ⩾ k)

不难发现这是函数列一致收敛的 Cauchy 收敛准则，即证。

下面进行定理 1“已知一致有界和等度连续”，推“列紧”这一方向的证明。

证明. 由引理 1，我们只需要证明 F“一致有界和等度连续”可以推出“完全有界”即可。

首先由等度连续，对 ∀ε > 0，∃δ > 0 与 f 无关，使得：

|f(x)− f(y)| < ε (∀f ∈ F , |x− y| < δ)

对这个 δ，由于 [a, b] 是有限闭区间，因此我们可以对其做分割，得到 {xn}Nn=1，满足 x0 = a

xN = b�|xi+1 − xi| < δ (∀0 ⩽ i < N)。

又由一致有界，∃M ⩾ 0 与 f ∈ F 无关，使得 max
x∈[a,b]

|f(x)| ⩽ M (∀f ∈ F )。进一步我们可以

对函数族 F 的“一致值域”做分割：把 [−M,M ] 等分为长度 < ε 的区间并，并把分割点

记为 {yk}mk=1。由此我们把 [a, b] 和 [−M,M ] 都做了分割，可以想象这两个分割构成了一个

很密的“网”。

接着我们定义分割点之间的映射集合 E =
{
g : {xn}Nn=1 7→ {yk}mk=1

}
，E 包含了所有从 x 轴

分割点到 y 轴分割点的映射，由于两个分割有限，因此 E 是个有限集。

我们再定义一个映射 ϕ : F → E , f 7→ g，满足对 ∀0 ⩽ n ⩽ N 都有：

ϕ(f)(xn) = g(xn) |f(xn)− g(xn)|最小

其中若对某个 xn，符合条件的 g(xn) 不止一个，那么取函数值较小的那个，以保证映射的

良定义。换句话说，映射 ϕ 是任给一个 f ∈ F，找到一个在分割点 {xn}Nn=1 上跟 f 函数值

靠得最近的 g ∈ E。

此时若 ∃ f1, f2 ∈ F 满足 ϕ(f1) = ϕ(f2) = g，则对每个 x ∈ [a, b]，也可以找到一个分割点

xn，使得 |x− xn| < δ，故有：

|f1(x)− f2(x)|

⩽ |f1(x)− f1(xn)|+ |f1(xn)− g(xn)|+ |g(xn)− f2(xn)|+ |f2(xn)− f2(x)| (10)

< ε+ ε+ ε+ ε
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= 4ε

其中第 1,4 项放缩用的是等度连续，第 2,3 项放缩来自我们定义的映射 ϕ。因此若 f1, f2 ∈
F 在 ϕ 下的像是同一个函数，那么它们的差值会一致小。

注意到 F =
⋃
g∈E

Fg，其中 Fg = {f ∈ F |ϕ(f) = g}，由于 ϕ 是映射，且 E 有限集，故这个

并集是有限不交并，且在每一个 Fg 中都有：

max
x∈[a,b]

|f1(x)− f2(x)| < 4ε (∀f1, f2 ∈ Fg)

因此我们只要在每个 Fg 中取出一个代表元，得到一个有限集 {hn}N0
n=1 ⊂ F，N0 为集合 E

的大小，是个有限数，则必有 F ⊂
N0⋃
n=1

B(hn, 4ε)，故 F 完全有界。
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