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写给数理方程 08 班的同学们的一封信

� 亲爱的 2020 春数理方程 08 班的同学们，你们好:

� 这本《数理方程复习指导》在几个月的努力下终于和大家见面了。这学期是

我第一次当助教，而且由于特殊情况我们的课堂教学、习题课讨论等过程只能在

线上进行。考虑到各种原因，这一个学期在和大家的交流中我也在一直寻找合适

的方法能够尽自己所能为大家提供帮助，最终能够和大家一起顺利完成这门课程

的学习。

� 综合各种考虑，我决定制作这本《数理方程复习指导》，希望能够和大家分享

学习数理方程的方法、经验，以及遇到的困难。衷心希望这本复习指导能够对大

家有所帮助，也希望大家都能够圆满地完成这学期的学习。

� 遇到我们这个大家庭的每一个成员都让我感到幸运，衷心希望能够和大家一

起变得更好。
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本书的使用说明

2.1 本书的设计初衷

这本《数理方程复习指导》的设计初衷是，希望可以帮助大家复习。主要希望可以

解决的问题有：

1. 没有建立课程的知识体系

2. 没有理解课程的重点

3. 不清楚目前自己会哪些内容，不会哪些内容

4. 不清楚考试会考哪些内容

5. 不清楚自己应该从哪些方面着手复习，重点是什么，按照自己的考试预期，至少
应该掌握什么

2.2 本书的设计思想

首先，这本复习指导是在我的学习笔记以及参考大量学习指导、习题指导、习题集

的基础上制作的，其中学习指导等部分重点参考姚端正老师编著的《数学物理方法学习

指导》、吴崇试老师编著的《数学物理方法习题指导》以及经典的《数学物理方法习题

集》。这本复习指导的制作是按照这样的流程进行的。

1. 首先我总结归纳课程主要内容、学习目标以及学习方法，综合比较各种求解方法
的使用条件以及选择原则，并总结提出数理方程求解定解问题的三步走战略。

2. 接着，对应每一章的内容，分别进行归纳整理。站在大家复习备考的角度，我在
总结每部分的主要内容和学习目标的时候，会用“了解”、“理解”、“掌握”、“熟

练掌握”等词语来标识对应知识点对于考试来说的重要程度。具体分析请见“本

书的使用方法”板块。

3. 对应于每一部分的知识点，对于本课程来说主要就是每一种求解方法，我会按照
归纳整理出来的这一部分要掌握的重点内容设计例题，主要涉及参考各种学习指
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导、习题集等并适当地改编，另外会适当添加解题过程部分的分析过程说明，以

方便说明这类问题的分析思路以及解题原则。

4. 对应每一部分的题目，按照题目类型归纳简洁的说明作为例题的分类介绍。其中
一道例题会代表一类问题。有些问题会以不同的形式呈现在不同章节中，比如教

材上在讲述非齐次方程使用分离变量法求解的部分提到用拉普拉斯变换法求解常

微分方程定值问题，这个也是建议掌握的内容，对应在这本复习指导中，我以综

合运用傅里叶变换和拉普拉斯变换求解定解问题的形式呈现，其中拉普拉斯变仍

然是应用于求解常微分方程，只不过在这里对应的是傅里叶变换后得到的像函数

满足的常微分方程。

2.3 本书的使用方法

温馨提示：以本书作为辅助，配合课程回放、老师的板书、教材以及自己记录的课

堂笔记，食用效果更好哦！

1. 首先本书主要是作为复习过程的指导建议，对于知识点部分只是做出归纳总结，
但没有详细说明，具体内容仍要对应教材等。

2. 如果觉得自己的状态是“课程学习的时候有些地方就不太清晰”，那建议对照教材
等资料，每章对应地复习。在复习时，可以首先看一下这一章的重点内容，然后

回归教材，并对照笔记。如果有看不懂的地方，可以看看课程回放，反复听一听，

或者和同学、助教讨论，如果觉得以上方法效果不好可以在合适的时间请教老师。

3. 如果觉得自己的状态是“学习的时候学每一部分都还好，大概都懂，做题不太顺
利”，那建议对应做题不顺利的地方，在本书目录部分查找对应类型题目，然后进

行查看。说明，本书的 pdf 版本提供书签，方便大家可选择性查看。

4. 如果觉得自己的状态是“学习理论部分还可以，做题虽然慢但是大体都还会做”，
那建议从知识点出发进行复习，查看每章的总结部分，对应思考，这一个知识点

是否还有印象，如果没有，对应的去看教材等。然后在复习完本章知识点后，查

看目录，看对应每章的类型题总结，思考是否对某一类型题不熟练，如果是，可

以查看相关例题。

5. 如果觉得自己的状态是“学习还算顺利”，那如果想使用本书进行复习，建议翻看
每章的前面部分，对应每章的重点内容，浏览一下然后总结自己是否有还不熟练

的知识点或者没注意到的重点。对应看教材、笔记等进行复习。

6. 如果觉得自己的状态是“学得挺好的，如果有点例题看看也不错”，那如果对本书
感兴趣，可以看看总结归纳的例题。
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7. 另外，建议使用本书的时候，复习每一部分和建立整体知识体系都要注意，并且
注意例题并不是孤立地对应一章，有时候会有综合性的例题，可以看看这种类型

题目是怎样考察的。

祝食用愉快！
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课程综述

3.1 课程主要内容

� 偏微分方程的基本概念

� 常见偏微分方程的通解的求解

� 数理方程的建立过程

� 三类常见方程及其对应的定解问题的书写及对应的物理意义

� 行波法求解一维无界区域波动方程问题的基本操作

� 延拓法的基本思想和应用

� 通解法求解一类定解问题的基本操作

� 分离变量法求解有界区域问题的基本操作

� 应用特殊函数实现分离变量法在柱坐标和球坐标系下分离变量得到的固有值问题
求解

� 傅里叶变换法求解无界区域问题的基本操作

� 正余弦变换的应用

� 拉普拉斯变换求解半无界区域问题的基本操作

� 基本解方法求解定解问题的基本操作

3.2 课程学习目标

� 掌握数理方程的基本概念

� 理解数理方程的建立过程

� 理解三类重要方程及其对应的定解问题中的元素的物理意义

8
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� 熟练掌握根据自然语言描述的物理过程书写定解问题的方法

� 熟练掌握各种定解问题求解方法的适用范围

� 熟练掌握各种定解问题求解方法的具体操作

3.3 课程学习方法

� 熟练掌握基本概念，并且能够对定解问题进行分类，明确我们的分类是和不同求
解方法的使用条件相对应的

� 熟练掌握定解问题的各个组成元素对应的物理意义

� 熟练掌握三类重要方程及其定解问题的书写

� 熟练掌握求解定解问题的方法的使用条件和具体操作

3.4 课程学习中蕴含的转化思想

转化思想是数学学习中的重要思想之一，其根本想法是把不熟悉的问题和熟悉的

问题建立联系，进而实现求解。在这门课程中，主要学习几类偏微分方程的求解方法，

其中蕴含着转化的思想，理解了这一点会有助于知识体系结构的建立和对于各种求解方

法的理解。

� 借鉴

� 行波法的转化思想体现在借鉴常微分方程的定值问题求解，首先求得泛定方
程通解，进而根据定解条件得到解。但由于偏微分方程的通解我们只熟悉几

类常见问题，其他问题求解难度较大，所以，我们要思考，其他的转化思路，

以实现能够顺利求解三类重要方程对应的定解问题

� 转化为常微分方程

� 分离变量法和积分变换法的转化思想体现在把偏微分方程的定解问题求解转
化为常微分方程定值问题求解，其中分离变量法通过将解和定解条件在固有

函数系上展开实现转化操作，积分变换法通过使用积分变换并利用积分变换

的性质实现转化操作

� 转化为特殊定解问题

� 基本解方法的转化思想体现在将一般的定解问题转化为特殊的定解问题，结
合物理意义以及叠加原理，实现转化和求解

9
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3.5 定解问题求解方法的使用条件

在这门课程的学习中，我们主要学习求解三类重要方程对应的定解问题的方法，

每种方法都有其使用条件，因而明确每种方法的使用条件会有助于在遇到定解问题时选

择合适的方法。

� 行波法

� 行波法用于求解一维无界区域的波动方程问题（注意，应用延拓法可以实现
将一维半无界区域波动方程的问题求解转化为一维无界区域波动方程问题求

解，进而可以使用行波法；另外球对称问题可以通过对球坐标系下的方程进

行函数变换转化为一维半无界区域的波动方程问题，进而再利用延拓法课可

以转化为一维无界区域的波动方程问题，进而使用行波法求解）

� 分离变量法

� 分离变量法用于求解有界区域的问题，其中有界是针对于形成固有函数系的
变量来说的，所以对于球外空间，θ 的定义域是有界的，因而可以做分离变

量操作。

� 分离变量法的直接应用要求齐次方程和齐次边界。但我们可以通过固有函数
系展开法、齐次化原理、特解法等方法将非齐次方程转化为齐次方程，可以

用基于叠加原理的特解法将非齐次边界转化为齐次边界，进而可以利用分离

变量法求解。

� 积分变换法

� 傅里叶变换法用于求解无界区域的问题，一般用于坐标变量，并且要求对应
的一系列函数值在无穷远点为零

� 正余弦变换法用于求解半无界区域的问题，本质上仍属于傅里叶变换法，一
般用于坐标变量，分别对应第一类和第二类边界条件。注意在正反变换的时

候，建议严格按照定义进行求解。

� 拉普拉斯变换法用于求解半无界区域的问题，一般用于时间变量，大多数情
况下不能用于坐标变量，无法用于求解椭圆方程。

� 基本解方法

� 基本解方法用于求解无界区域的问题，其中对于椭圆方程可以求解有界区域
的问题。

10
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3.6 数理方程课程中的三步走战略

� 行波法的三步走

� 求解偏微分方程得到通解

� 将定解条件代入通解中建立已知函数和未知函数关系，并用已知函数表达通
解中未知函数

� 带入通解得到原问题的解

� 分离变量法的三步走

� 将解写成分离变量形式，选定合适变量，求解固有值问题得到固有值和固有
函数系

� 求解其他常微分方程得到形式解，即把解在定解条件上展开

� 把定解条件代入形式解中确定形式解的系数，即把定解条件在固有函数系上
展开

� 积分变换法的三步走

� 选取合适积分变量，进行正变换，将偏微分方程转化为常微分方程

� 求解像函数满足的常微分方程得到像函数

� 对像函数反变换得到解

� 基本解方法的三步走

� 根据原问题对应写出格林函数满足的定解问题

� 应用镜像法、分离变量法、积分变换法等方法求解得到格林函数

� 把格林函数带入解的积分表达式得到解

11
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第一章综合复习

4.1 主要内容

� 偏微分方程的基本概念

� 常见偏微分方程的通解的求解

� 偏微分方程特解的求解

� 数理方程的建立过程

� 三类常见方程的书写及其对应的物理意义

� 定解条件的个数、物理意义

� 行波法求解一维无界区域波动方程问题

� 延拓法求解一维半无界区域波动方程问题

� 通解法求解定解问题

� 叠加原理及其应用

� 齐次化原理及其应用

4.2 学习目标

� 掌握基本概念，如方程的阶、线性方程、齐次方程等

� 理解对方程分类的标准和求解方程的方法的适用条件是对应的

� 掌握对于偏微分方程的分类，并且熟练掌握三类偏微分方程通解的求解方法

� 理解数理方程的建立过程，对于微元法要有基本的了解

� 熟练掌握三类方程的书写，以及方程中元素对应的物理意义

12
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� 熟练掌握定解问题的构成原则，定解条件的个数确定方法，定解条件的物理意义

� 熟练掌握行波法的使用条件，以及应用于求解定解问题的具体操作

� 掌握延拓法在求解一维半无界区域波动方程问题中的应用，了解延拓法的思想以
及奇、偶延拓的选择原因

� 了解通解法求解定解问题的步骤

� 理解叠加原理的意义及其应用

� 熟练掌握齐次化原理在求解非齐次发展方程中的应用

4.3 学习方法

� 熟练掌握基本概念，并且能够对定解问题进行分类

� 熟练掌握求解定解问题的方法及其使用条件

� 对比不同方法在求解问题时的求解过程，明确方法选择

4.4 应用变量代换求解偏微分方程通解

uxx + 2uxy − 3uyy = 0

解：利用变量代换将方程转化为可以直接积分求解的偏微分方程。(
∂2

∂x2
+ 2

∂2

∂x∂y
− 3

∂2

∂y2

)
u(x, y) = 0

亦即 (
∂

∂x
− ∂

∂y

)(
∂

∂x
+ 3

∂

∂y

)
u(x, y) = 0

引入变量代换 x = x(ξ, η), y = y(ξ, η), 使

∂
∂ξ

= ∂
∂x

∂x

∂ξ⃗
+ ∂

∂y
∂y
∂ξ

=
(
∂
∂x

− ∂
∂y

)
A

∂
∂η

= ∂
∂x

∂x
∂η

+ ∂
∂y

∂y
∂η

=
(
∂
∂x

+ 3 ∂
∂y

)
B

其中,A 、B 为任意常数。可令 {
x = ξ + η

y = −ξ + 3η

13
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即 {
ξ = 3x−y

4

η = x+y
4

则方程变为
∂2

∂ξ∂η
u(ξ, η) = 0

此时已经完成转化目标，直接积分即可得到方程的解

u(ξ, η) = f1(ξ) + f2(η)

其中，f1(ξ) 和 f2(η) 分别为 ξ 和 η 的任意函数。

4.5 定解问题的书写

在去年的期末考试试题中出现给出自然语言描述的物理问题，要求根据对于数理方

程的理解，写出对应的定解问题。这类题目要求我们对数理方程的建立、三类典型方程

的书写及其物理意义、定解条件的书写及物理意义都要有一定理解。

设有一厚壁圆筒, 其初始温度为 u0, 并设它的内表面的温度增加与时间 t 成线性关系，

外表面和温度为 u1 的介质进行热交换, 试写出其温度分布满足的定解问题。

这类问题的求解首先要明确题目所述的物理问题属于哪类问题，尤其是对于温度分布类

问题，要判断题目要求求解的是某一时间段的温度分布还是稳定时刻的温度分布。

解：

ut = D∆u = D

(
∂2u

∂r2
+
1

r

∂u

∂r

)
, u|t=0 = u0

而内表面的温度为

u|r=r1 = at+ b

其中, a, b 为常数。由 u|t=0 = u0 可求得 b = u0, 故有

u|r=r1 = at+ u0

由题意知周围介质的温度为 u1, 则由 Newton 冷却定律有

− kur|r=r2 = H
(
u|r=r2 − u1

)

14
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即

(u+ hur)|r=r2 = u1

其中, h = k
H
, k 和 H 分别为热传导系数和热交换系数.

4.6 行波法求解一维无界区域弦振动问题

{
utt = a2uxx (−∞ < x < +∞, t > 0)

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ϕ(x)(−∞ < x < +∞)

利用上述变量代换法可以求得一维齐次波动方程的通解为

u = f(x− at) + g(x+ at)

由所给的初始条件，就有{
u(0, x) = f(x) + g(x) = φ(x)

ut(0, x) = −af ′(x) + ag′(x) = ϕ(x)

积分可得

−f(x) + g(x) =
1

a

∫ x

0

ψ(ξ)dξ + c

联立上式，解得

f(x) = φ(x)
2

− 1
2a

∫ x
0
ϕ(ξ)dξ − c

2

g(x) = φ(x)
2

+ 1
2a

∫ x
0
ϕ(ξ)dξ + c

2

于是，我们得到了

u(t, x) = f(x− at) + g(x+ at)

=
φ(x− at) + φ(x+ at)

2
+

1

2a

∫ x+at

x−at
ϕ(ξ)dξ

即为原问题的解。
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4.7 一维半无界区域的弦振动方程的处理之通解法和延拓

法

首先我们的想法很明确，即基于对行波法求解一维无界区域弦振动方程的理解，进

行转化。有两类转化目标，即借鉴思想和直接转化为可处理的问题。这道例题的法一和

法二分别是这两种思路的应用。
utt − a2uxx = 0(0 < x <∞, t > 0)

u(x, 0) = φ(x)

ut(x, 0) = ψ(x)

ux(0, t) = 0

解：法一

泛定方程的通解为

u(x, t) = f1(x+ at) + f2(x− at)

故有

f1(x) + f2(x) = φ(x)

进而可得

af ′
1(x)− af ′

2(x) = ψ(x)

即

f1(x)− f2(x) =
1

a

∫ x

0

ψ(ξ)dξ + C

其中, C = f1(0)− f2(0).

f1(x) =
1
2
φ(x) + 1

2a

∫ x
0
ψ(ξ)dξ + C

2

f2(x) =
1
2
φ(x)− 1

2a

∫ x
0
ψ(ξ)dξ − C

2

以上二式均是在 0 ≤ x <∞ 的前题下推得的. 因为 x+ at 总是大于, 等于零的, 故有

f1(x+ at) =
1

2
φ(x+ at) +

1

2a

∫ x+at

0

ψ(ξ)dξ + C

2

至于 x− at 就不一定大于零了。

(1) 若 x− at ≥ 0, 则有

f2(x− at) =
1

2
φ(x− at)− 1

2a

∫ x−at

0

ψ(ξ)dξ − C

2

16
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(2) 若 x− at < 0, 则上式不能用。但将边界条件代入通解得

f ′
1(at) + f ′

2(−at) = 0

令 x = at, 并对上式从 0 到 x 积分得

f1(x)− f2(−x) = C

即

f2(−x) = f1(x)− C(x ≥ 0)

故

f2(x− at) =f2[−(at− x)](at− x ≥ 0)

= f1(at− x)− C

=
1

2
φ(at− x) +

1

2a

∫ at−x

0

ψ(ξ)dξ − C

u(x, t) =



1
2
[φ(x+ at) + φ(x− at)] + 1

2a

∫ x+at
x−at ψ(ξ)dξ

x− at ≥ 0
1
2
[φ(x+ at) + φ(at− x)] + 1

2a

[∫ x+at
0

ψ(ξ)dξ

+
∫ at−x
0

ψ(ξ)dξ
]
, x− at < 0

法二:
设想将半无限长的杆,延拓 (拼接)成无限长的杆，并将原定解问题的初始条件看成无限
长杆的纵振动的初始条件在 0 ≤ x <∞ 中的部分 , 即将原定解问題转化为

utt = a2uxx(−∞ < x <∞, t > 0)

u(x, 0) = Φ(x) =

{
φ(x), 0 ≤ x <∞
f(x),−∞ < x ≤ 0

ut(x, 0) = Ψ(x) =

{
ψ(x), 0 ≤ x <∞
g(x),−∞ < x < 0

ux(0, t) = 0

则由 d’Alembert 公式立即可写出定解问题的解为

u(x, t) =
1

2
[Φ(x+ at) + Φ(x− at)] +

1

2a

∫ x+at

x−at
Ψ(ξ)dξ

其中, f(x) 和 g(x) 是未知的。

延拓的目标是要用延拓后的解来得到原问题的解，因此要让延拓后的解在原问题的定

义域处的部分和原问题解相同。所以利用原问题的边界条件可以求得的 u(x, t) 在 0 ≤
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x <∞ 中的值即为原定解问题的解.

ux(0, t) =
1

2
[Φ′(0 + at) + Φ′(0− at)]

+
1

2a
[Ψ(0 + at)−Ψ(0− at)] = 0

即
1

2
[Φ′(ξ) + Φ′(−ξ)] + 1

2a
[Ψ(ξ)−Ψ(−ξ)] = 0(ξ ≥ 0)

由此有 Φ(ξ) = Φ(−ξ),Ψ(ξ) = Ψ(−ξ) 这说明满足边界条件的 Φ 和 Ψ, 均为偶函数。即

Φ(x) =

{
φ(x), 0 ≤ x <∞
φ(−x),−∞ < x < 0

Ψ(x) =

{
ψ(x), 0 ≤ x <∞
ψ(−x),−∞ < x < 0

亦即

f(x) = φ(−x), g(x) = ψ(−x)

注意到 x+ at 总于大于等于零的, 于是有

Φ(x+ at) = φ(x+ at)∫ x+at
0

Ψ(ξ)dξ =
∫ x+at
0

ψ(ξ)dξ

而 x− at 有可能大于, 等于或小于零。
(1) 若 x− at ≥ 0, 则

Φ(x− at) = φ(x− at)∫ 0

x−at
Ψ(ξ)dξ =

∫ 0

x−at
ψ(ξ)dξ

(2) 若 x− at < 0, 则

Φ(x− at) = φ[−(x− at)] = φ(at− x)∫ 0

x−at
Ψ(ξ)dξ =

∫ 0

x−at
ψ(−ξ)dξ η=−ξ

= −
∫ 0

at−x
ψ(η)dη

即 ∫ 0

x−at
Ψ(ξ)dξ =

∫ at−x

0

ψ(ξ)dξ
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最后得到：

u(x, t) =



1
2
[φ(x+ at) + φ(x− at)] + 1

2a

∫ x+at
x−at ψ(ξ)dξ

x− at ≥ 0
1
2
[φ(x+ at) + φ(at− x)] + 1

2a

[∫ x+at
0

ψ(ξ)dξ

+
∫ at−x
0

ψ(ξ)dξ
]
, x− at < 0

即为原问题的解。

4.8 可以通过函数变换转化为一维无界区域波动方程问题

求圆锥杆的纵振动问题: ∂
∂x

[(
1− x

h

)2 ∂u
∂x

]
= 1

a2

(
1− x

h

)2 ∂2u
∂t2

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x)

解: 泛定方程为： (
1− x

h

)
uxx −

1

a2

(
1− x

h

)
utt −

2

h
ux = 0

我们发现这个方程并不是我们熟悉的方程，不能直接使用行波法求解。但考虑题目提示

为杆的纵振动问题，并且是一维无界区域问题，所以考虑通过函数变换将方程转化为一

维无界区域波动方程问题，进而可以使用行波法求解。（说明，对于这个问题，我们对

方程进行分类后发现，也可以使用积分变换法或者基本解方法。只不过因为行波法求解

比较简单，而且这个问题说明是一维无界区域的纵振动问题，所以考虑尝试一下通过转

化来利用行波法求解。如果不想这样求解也可以直接进行积分变换等。）

考虑到各式的系数只是 x 的函数, 故可令

u(x, t) = w(x)v(x, t)

于是

ux = wxv + wvx, uxx = wxxv + 2wxvx + wvxx

ut = wvt, utt = wvtt

代入上式得

(
1− x

h

)
wvtt =a

2
(
1− x

h

)
wvxx +

[
2a2

(
1− x

h

)
wx −

2a2

h
w

]
vx

+

[
a2

(
1− x

h

)
wxx −

2a2

h
wx

]
v
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令此式中

2a2
(
1− x

h

)
wx −

2a2

h
w = 0

则
wx
w

=
1

h(1− x/h)
=

1

h− x

即
dw

w
=

dx

h− x

两边积分，可得 w 的一个特解

w(x) =
1

(h− x)

从而有

wx =
1

(h−x)2

wxx =
2

(h−x)3

将 w 及其各阶导数代入作函数变换后的泛定方程中得到

vn − a2vn = 0

此方程的通解为

v(x, t) = f1(x+ at) + f2(x− at)

于是原问题的泛定方程的通解为

u(x, t) = w(x)v(x, t)

= [f1(x+ at) + f2(x− at)] /(h− x)

将定解条件代入泛定方程通解得

f1(x) + f2(x) = (h− x)φ(x)

和

a [f1(x)− f2(x)] /(h− x) = ψ(x)

即

f1(x)− f2(x) =
1

a

∫ x

x0

(h− ξ)ψ(ξ)dξ + C

联立上式得

f1(x) =
(h−x)φ(x)

2
+ 1

2a

∫ x
x0
(h− ξ)φ(ξ)dξ + C

2

f2(x) =
(h−x)φ(x)

2
− 1

2a

∫ x
x0
(h− ξ)ψ(ξ)dξ − C

2
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所以，定解问题的解为

u(x, t) =
1

2(h− x)
[(h− x− at)φ(x+ at) +(h− x+ at)φ(x− at) +

∫ x+at

x−at

h− ξ

a
ψ(ξ)dξ

]

4.9 通解法求解定解问题

可通过函数变换转化为可直接积分类型的偏微分方程求解{
∂2u
∂x∂y

+ ∂u
∂x

= 0

u(0, y) = φ(y), u(x, 0) = ψ(x)

解：利用函数代换来求解泛定方程。

∂

∂x

(
∂u

∂y
+ u

)
= 0

两边对 x 积分一次得
∂u

∂y
+ u = g(y)

其中, g(y) 为任意函数, 故上述方程又可写为

∂

∂y
(eyu) = eyg(y)

两边对 y 积分得

eyu =

∫
eyg(y)dy + h(x)

于是得泛定方程的通解为

u(x, y) = f(y) + e−yh(x)

其中, f(y)和 h(x)为任意函数. 将定解条件代入通解，构建已知函数和未知函数的联系{
f(y) + e−yh(0) = φ(y)

f(0) + h(x) = ψ(x)

故有

h(x) = ψ(x)− f(0)

f(y) = φ(y)− e−yh(0) = φ(y)− e−y[ψ(0)− f(0)]

用已知函数表达未知函数并代入通解，得到定解问题的解为

u(x, y) = φ(y) + e−y[ψ(x)− φ(0)]
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第二章综合复习

5.1 主要内容

� 分离变量法的基本概念以及想法来源

� 分离变量法的适用范围

� 分离变量法的具体操作

� 施刘方程的定义以及将一般二阶常微分方程转化为施刘方程的方法

� 施刘定理的成立条件

� 施刘定理的具体内容

� 非齐次方程的定解问题结合分离变量法求解

� 非齐次边界条件的定解问题结合分离变量法求解

� 非齐次方程和非齐次边界混合问题的求解

5.2 学习目标

� 理解分离变量法的想法来源，即转化思想

� 理解分离变量法的适用范围，有界区域，齐次方程，齐次边界

� 理解分离变量法的本质，把解和定解条件在固有函数系上展开

� 熟练掌握分离变量法的具体流程

� 熟练掌握固有值问题的书写以及求解，可以记忆不同边界条件对应的固有值问题
的解

� 熟练掌握形式解的书写

� 熟练掌握利用正交性求解形式解中的系数的方法
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� 了解施刘方程的定义以及一般二阶常微分方程转化为施刘方程的方法

� 了解施刘定理的成立条件

� 理解施刘定理的具体内容及其应用

� 熟练掌握非齐次问题的处理方法

5.3 学习方法

� 理解分离变量法所蕴含的转化思想，了解转化目标和方法

� 理解分离变量法的适用范围，以及具体操作

� 理解分离变量法的本质，把解和定解条件在固有函数系上展开

� 理解施刘定理的重要意义

5.4 明确齐次方程的基本概念


ut −Duxx − βu = 0(0 < x < l, t > 0)

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0

u(x, 0) = φ(x)

解：遇到定解问题我们要首先明确其类型，进而选择合适的方法进行求解。首先根据 x

的定义域是有界区域判断满足分离变量法的要求。进一步看方程和边界条件是否齐次。

这个问题的方程看起来会有一点点迷惑性，但是要注意，这是齐次的方程，只不过有了

原函数项。而边界条件是齐次的。因此，经过分析我们确定，可以采用分离变量法。按

照分离变量法的三步走战略，求解过程如下：

(1) 写出分离变量形式。令

u(x, t) = X(x)T (t)

代入泛定方程得

X(x)T ′(t)−DX ′′(x)T (t)− βX(x)T (t) = 0

两边除 DXT 得
T ′(t)

DT (t)
− β

D
=
X ′′(x)

X(x)
=µ

23



202
0 春
数
理
方
程

08
班

数理方程复习指导 2020 春数理方程 08 班

则得 {
X ′′ − µX(x) = 0

T ′(t)− (β + µD)T = 0

结合边界条件得

X(0) = 0, X(l) = 0

(2) 求解固有值问题得

µ = −n
2π2

l2
, Xn(x) = Cn sin nπ

l
x, n = 1, 2, · · ·

(3) 将 µ 代入关于 T 的常微分方程并求解

T ′
n(t) +

(
Dn2π2/l2 − β

)
Tn(t) = 0, Tn(t) = bne(β−D2π2/l2)t

于是

un(x, t) = ane(β−Dn2π2/l2)t sin nπ
l
xu(x, t) =

∞∑
n=1

ane(β−Dn2π2/l2)t sin nπ
l
x

将初始条件代入得

∞∑
n=1

an sin nπ
l
x = φ(x), an =

2

l

∫ l

0

φ(α) sin nπ
l
αdα

将求得的 an 代入上式, 即得原定解问题的解。

5.5 对于不满足施刘定理的问题的处理

我们这门课研究的主要是二阶的线性方程，一般分离变量得到的固有值问题都是满

足施刘定理的。但是如果遇到不满足施刘定理的情形，也要了解这类特殊问题的处理方

法。 
utt + a2uxxxx = 0, 0 < x < l, t > 0

u(0, t) = uxx(0, t) = 0

u(l, t) = uxx(l, t) = 0

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x)
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解: 令 u(x, t) = X(x)T (t)。代入方程得

X(x)T ′′(t) = −a2X(4)(x)T (t)

即
X(4)(x)

X(x)
= − T ′′(t)

a2T (t)
=λ2

进一步得到固有值问题和其他常微分方程
X(4)(x)− λ2X(x) = 0

X(0) = X ′′(0) = 0

X(l) = X ′′(l) = 0

T ′′ + a2λ2T (t) = 0

下面求解固有值问题

1. 若 λ = 0, 则

X(x) = C1 + C2x+ C3x
2 + C4x

3

将边界条件代入得 C1 = C3 = 0, 所以

X(x) = C2x+ C4x
3

{
C2 + C4l

2 = 0

6C4l = 0

于是得 C4 = 0, C2 = 0, 即, 当 λ = 0 时 X(x) ≡ 0, 故 λ ̸= 0

2. 若 λ > 0, 则固有值问题的方程有通解

X(x) = C1 ch
√
λx+ C2 sh

√
λx+ C3 cos

√
λx+ C4 sin

√
λx

将边界条件代入有 {
C1 + C3 = 0

C1λ− C3λ = 0

解得 C1 = 0, C3 = 0,

所以

X(x) = C2 sh
√
λx+ C4 sin

√
λx
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由边界条件得 {
C2 sh

√
λl + C4 sin

√
λl = 0

C2 sh
√
λl − C4 sin

√
λl = 0

解得

C2 = 0, C4 sin
√
λl = 0

所以

sin
√
λl = 0,

√
λl = nπ (n = 1, 2, · · · )

所以固有值为为 λ = n2π2

l2
, 固有函数为 Xn(x) = Cn sin nπ

l
x

将 λ 代入 T 的方程得

T ′′
n (t) +

a2n4π4

l2
Tn(t) = 0

Tn(t) = An cos n2π2a
l2

t+Bn sin n2π2a
l2

t

从而有

u(x, t) =
∞∑
n=1

(
An cos n

2π2a

l2
t+Bn sin n

2π2a

l2
t

)
sin nπ

l
x

将初始条件代入得

An =
2

l

∫ l

0

φ(x) sin nπ
l
xdx,Bn =

2l

n2π2a

∫ l

0

ψ(x) sin nπ
l
xdx

3. 若 λ < 0, 类似上述讨论。

5.6 根据自然语言描述的物理问题书写定解问题并求解

长为 l 的杆, 侧面和 x = 0 端绝热, 另一端 x = l 与外界按 Newton 冷却定律交换热
量 (设外界温度为 0), 初始时刻杆内温度为常数 u0, 求杆内温度分布.
解: 其定解问题为 

ut − a2uxx = 0, 0 < x < l, t > 0

ux(0, t) = 0, [u+ hux]x=l = 0

u(x, 0) = u0

令

u(x, t) = X(x)T (t)
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则由方程和边界条件得

T ′(t)− µa2T (t) = 0

X ′′(x)− µX(x) = 0

X ′(0) = 0, X(l) + hX ′(l) = 0

求解固有值问题得{
固有值 µn = −λ2n

l2

固有函数 Xn(x) = C ′
n cos λn

l
x

n = 1, 2, · · ·

其中，λn 由方程

cotλn = λnh/l

给出。

解其他常微分方程得

T ′
n(t) +

λ2na
2

l2
Tn(t) = 0, Tn(t) = A′

ne−(λ
2
na

2l2)
t

进而得到形式解的第 n 项的表达式

un(x, t) = Ane−(λ2a2/t2)t cos λn
l
x

叠加得到形式解

u(x, t) =
∞∑
n=1

Ane−(λ2na2)(t2)t cos λn
l
x

结合初始条件解得

An =
u0l

2

λn

1√
l2 + λ2nh

2
/
l

2

[
l2 + λ2nh

2 + hl

l2 + λ2nh
2

]
=

2u0
λn

√
l2 + λ2nh

2

l2 + λ2nh
2 + hl

进而得到解

u(x, t) = 2u0

∞∑
n=1

√
l2 + λ2nh

2

l2 + λ2nh
2 + hl

e−(λ2na2/l2)t cos λnx
l

即为原问题的解。
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5.7 验证固有值问题是否满足施刘定理使用条件

将一般方程转化为施刘方程以验证固有值问题是否满足施刘定理条件。

注意，转化为施刘方程形式只是为了判断是否固有值问题满足施刘定理条件，而不是为

了求解。求解的时候仍然按照求解常微分方程的一般方法求解原方程。

解固有值问题 {
x2y′′ + xy′ + λy = 0(1 < x < e)
y(1) = y(e) = 0

解：题中方程不是施-刘型的, 所以为了验证是否满足施刘定理条件，要先转化为施刘方
程。按照教材公式

ρ(x) =
1

x2
exp

{∫
x

x2
dx

}
=

1

x

把方程两端乘以 ρ(x), 即化成施-刘型方程

d

dx
(xy′) +

λ

x
y = 0

系数 k(x) = x, q(x) = 0, ρ(x) = 1
x
在区间 [1,e] 上满足施-刘定理的条件, 且两端的边界

条件都是第一类, 故 λ > 0. 记 λ = µ2(µ > 0) 题中的方程为欧拉方程，作替换 x = et 或
t = lnx, 即可化为

d2y

dt2 + µ2y(t) = 0

因而

y = A cosµt+B sinµt

= A cos(µ lnx) +B sin(µ lnx)

由 y(1) = 0, 有 A = 0; 由 y(e) = 0, 有 B sinµ = 0, 因 B 不能再为零,
于是

µn = nπ(n = 1, 2, · · · )

故

λn = µ2
n = n2π2 (n = 1, 2, · · · )

相应的固有函数为

yn = sin(nπ lnx)

注意一般方程转化为施刘方程形式的方法，以及目的。
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5.8 非齐次方程的求解

三种常用方法分别是：固有函数展开法、齐次化原理、特解法

注意三种方法的适用条件和使用方法。

长为 l 两端固定的弦线在单位长度的横向力 f(x, t) = g(x) sinωt 的作用下振动, 已知弦
的初始位移和速度分别为 φ(x) 和 ψ(x), 试求其振动规律。
解：定解问题为 

utt − a2uxx = g(x) sinωt(0 < x < l, t > 0)

u(0, t) = u(l, t) = 0

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x)

这是一般的非齐次问题，由线性叠加原理, 我们可以令

u(x, t) = v(x, t) + w(x, t)

其中 v(x, t) 满足 
vtt − a2vxx = 0

v(0, t) = v(l, t) = 0

v(x, 0) = φ(x), vt(x, 0) = ψ(x)

而 w(x, t) 满足 
wtt − a2wxx = g(x) sinωt
w(0, t) = w(l, t) = 0

w(x, 0) = 0, wt(x, 0) = 0

关于 v 的定解问题的解为

v(x, t) =
∞∑
n=1

(
An cos nπa

l
t+Bn sin nπa

l
t
)

sin nπ
l
x

关于 w 的定解问题的方程是非齐次的，需要首先进行处理。

法一：固有函数展开法

令： {
w(x, t) =

∑∞
n=1 Tn(t) sin nπ

l
· x

g(x) sinωt =
∑∞

n=1 fn(t) sin nπx
l

代入定解问题得 {
T ′′
n (t) +

n2π2a2

l2
Tn(t) = fn(t)

Tn(0) = 0, T ′
n(0) = 0
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其中

fn(t) =
2

l

∫ 1

0

g(x) sinωt sin nπ
l
αdα

解关于 T 的方程得

Tn(t) =
l

nπa

∫ t

0

fn(t− τ) sin nπa
l
τdτ

=
2

nπa

∫ t

0

∫ l

0

g(α) sinω(t− τ) sin nπ
l
αdα sin nπa

l
τdτ

=
2

nπa

∫ t

0

sinω(t− τ) sin nπa
l
τdτ ·

∫ l

0

g(α) sin nπ
l
αdα

=
2

nπa
·
ω sin nπa

l
t− nπa

l
sinωt

ω2 −
(
nπa
l

)2 ∫ l

0

g(α) sin nπ
l
αdα

于是得

w(x, t) =
2

πa

∞∑
n=1

ω sin nπa
l
t− nπa

l
sinωt

n
[
ω2 −

(
nπa
l

)2]
∫ 1

0

g(α) sin nπ
l
αdα sin nπ

l
x

法二：齐次化原理

由于是非齐次发展方程，可以考虑齐次化原理。
vtt − a2vxx = 0

v(0, t; τ) = 0, v(l, t; τ) = 0

v(x, τ) = 0, vt(x, τ) = g(x) sinωτ

作时间变量偏移得到 
vTT − a2vxx = 0

v(0, T ) = v(l, T ) = 0

v(x, 0) = 0, vT (x, 0) = g(x) sinωτ

解得

v(x, t; τ) =
∑∞

n=1

[
2
nπa

sinωτ
∫ l
0
g(α) sin nπ

l
αdα

]
sin nπa(t−τ)

l
· sin nπx

l
又∫ l

0

sinω(t− τ) sin nπa
l
τdτ =

ω sin nπa
l
t− nπa

l
sinωt

ω2 −
(
nπa
l

)2
利用齐次化原理的解的积分公式

w(x, t) =
2

πa

∞∑
n=1

1

n

∫ l

0

g(α) sin nπα
l

dα
[
ω sin nπat

l
− nπa

l
sinωt

ω2 −
(
nπa
l

)2
]

sin nπx
l
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最后，叠加得到

u(x, t) =
∞∑
n=1

[
2

nπa
·
ω sin nπa

l
t− nπa

l
sinωt

w2 +
(
nπa
l

)2 ∫ l

0

φ(α) sin nπ
l
αdα

+
2

l

(∫ l

0

φ(α) sin nπ
l
αdα

)
cos nπa

l
t

+
2

nπa

(∫ l

0

ψ(α) sin nπ
l
αdα

)
sin nπa

l
t

]
sin nπ

l
x

即为原问题的解。

5.9 非齐次边界的处理


utt − a2uxx = f(x)(0 < x < l, t > 0)

u(0, t) = A, u(l, t) = B

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x)

解：由于分离变量法直接应用求解问题时要求边界条件是齐次的，如果边界条件非齐次，

一定要先将边界条件齐次化。一般是利用基于叠加原理的特解法处理。

令

u(x, t) = v(x, t) + w(x){
vtt − a2vxx = a2w′′(x) + f(x)

v(0, t) = A− w(0), v(l, t) = B − w(l)

故为使 v(x, t) 的方程和边界条件均为齐次, 应选 w(x) 使之满足{
a2w′′(x) = −f(x)
w(0) = A,w(l) = B

对 x 积分得

w(x) =

∫ x

0

dβ
∫ β

0

− 1

a2
f(α)dα + C1x+ C2
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将边界条件代入得 {
w(0) = C2 = A

w(l) =
∫ l
0

dβ
∫ β
0
− 1
a2
f(α)dα + C1l + C2 = B

由此得

C2 = A,C1 =
1

l
(B − A) +

1

a2l

∫ l

0

dβ
∫ β

0

f(α)dα

所以

w(x) = A+
B − A

l
x+

1

a2l

∫ l

0

dβ
∫ β

0

f(α)dα− 1

a2

∫ x

0

dβ
∫ β

0

f(α)dα

求解关于 v(x, t) 的方程得

v(x, t) =
∞∑
n=1

[
An cos nπa

l
t+Bn sin nπa

l
t
]

sin nπ
l
x

其中 {
An = 2

l

∫ l
0
[φ(α)− w(α)] sin nπ

l
αdα

Bn = 2
nπa

∫ l
0
ψ(α) sin nπ

l
αdα

最后叠加即可得原问题的解 u(x, t) = v(x, t) + w(x)。
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第三章综合复习

6.1 主要内容

� 贝塞尔方程的定义及其来源

� 贝塞尔方程的广义幂级数方法求解

� 贝塞尔函数的定义

� 贝塞尔函数的母函数、展开式

� 贝塞尔函数的性质、递推关系

� 应用贝塞尔函数求解柱坐标系下分离变量得到的固有值问题

� 勒让德方程的定义及其来源

� 勒让德多项式的定义

� 勒让德多项式的母函数、展开式

� 勒让德多项式的性质、递推关系

� 应用勒让德多项式求解球坐标系下分离变量得到的固有值问题

6.2 学习目标

� 理解贝塞尔函数和勒让德多项式的定义

� 掌握贝塞尔函数和勒让德多项式的母函数和展开式

� 熟练掌握给定函数的贝塞尔级数展开和勒让德级数展开

� 熟练掌握贝塞尔函数和勒让德多项式的性质、递推关系

� 熟练掌握利用贝塞尔函数和勒让德多项式进行积分求解

� 熟练掌握柱坐标系和球坐标系下分离变量得到的固有值问题的求解
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6.3 学习方法

� 熟练掌握两类特殊函数的定义、性质、递推关系

� 理解本章的主要目的是通过对两类特殊函数的分析进而实现求解柱坐标、球坐标
系下固有值问题

� 联系第二章所学分离变量法的知识以及施刘定理的理论支持，理解关于两类固有
值问题的基本问题

6.4 应用贝塞尔函数的母函数及其积分表示进行积分求解

计算积分 I =
∫
0

e−axJ0(bx)dx, 这里 a, b 是实数且 a > 0 。并求拉普拉斯变换

L [J0(t)] , L [J1(t)]

解: 把 J0(bx) 的积分表达式代入所给积分中, 并交换积分次序, 得

I =
1

2π

∫ +∞

0

e−axdx
∫ π

−π
eibx sin θdθ

=
1

2π

∫ π

−π
dθ

∫ +∞

0

exp{−ax+ ibx sin θ}dx

因 ∣∣∣∣∫ +∞

0

exp{−ax+ ibx sin θ}dx
∣∣∣∣ ≤ ∫ +∞

0

e−axdx

无穷积分对 −π ≤ θ ≤ π 一致收敛，从而交换积分次序是合理的（本课程我们对于这部

分内容并不特别要求，可以先默认成立）。于是

I =
1

2π

∫ π

−π

1

−a+ ib sin θ exp{−ax+ ibx sin θ}
∣∣∣∣+∞

x=0

dθ

=
1

2π

∫ π

−π

dθ
a− ib sin θ

=
1

2π

∫ π

−π

a+ ib sin θ
a2 + b2 sin2 θ

dθ

=
a

2π

∫ π

−π

1

a2 + b2 sin2 θ
dθ

=
1√

a2 + b2

上面最后一个积分利用留数定理计算。（这个积分建议大家自己动手算一下）当
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Rep>0 时，由定义知

L [J0(t)] =

∫ +∞

0

J0(t)e−ptdt

=
1√
p2 + 1

又由分部积分法及 J′
0(x) = −J1(x), J0(0) = 1 , 得

L [J1(t)] =

∫ +∞

0

J1(t)e−ptdt

= − J0(t)e−pt
∣∣+∞
0

− p

∫ +∞

0

J0(t)e−ptdt

= 1− p√
p2 + 1

=

√
p2 + 1− p√
p2 + 1

6.5 利用贝塞尔函数的递推关系进行积分求解

计算积分 ∫
xnJn+1(x)dx

解：对于这类积分问题，首先明确积分的求解主要的思路有一般换元法、分部积分法以

及基于分部积分构造积分递推公式进行求解。求解时主要应用贝塞尔函数的递推关系，

要根据目标和求解方法明确采用哪个递推关系。

由题意知，我们需要通过分部积分对贝塞尔函数的阶数进行降阶，所以选择递推关系

d
dx

[
x−νJν(x)

]
= −x−νJν+1(x)

进而得 ∫
xnJn+1(x)dx =

∫
x2n [x−nJn+1(x)] dx

= −xnJn(x) + 2n
∫
xn−1Jn(x)dx

= −xnJn(x)− 2nxn−1Jn−1(x) + 22n(n− 1)
∫
xn−2Jn−1(x)dx

= · · ·
= −xnJn(x)− 2nxn−1Jn−1(x)− 22n(n− 1)xn−2Jn−2(x)− · · ·
−2n−1[n(n− 1) · · · 2]xJ1(x) + 2nn!

∫
J1(x)dx

= −
∑n

k=0 2
k n!
(n−k)!x

n−kJn−k(x) + C

其中 C 为积分常数。
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6.6 给定函数的贝塞尔级数展开

设 ωn(n = 1, 2, · · · ) 是方程 J0(x) = 0 的所有正根, 试将函数 f(x) = 1− x2(0 < x <

1) 展开成贝塞尔函数 J0 (ωnx) 的级数.
解：由题意知

1− x2 =
+∞∑
n=1

CnJ0 (ωnx)

则

Cn =
1

N2
01

∫ 1

0

(
1− x2

)
xJ0 (ωnx) dx

=
1

N2
01ω

2
n

∫ ∞n

0

t

(
1− t2

ω2
n

)
J0(t)dt

(
令t = ωnx

)
=

1

N2
01ω

2
n

[(
1− t2

ω2
n

)
tJ1(t)

∣∣∣∣ωn

0

+
2

ω2
n

∫ ωn

0

t2J1(t)dt
]

=
2

ω2
nJ2

1 (ωn)
· 2

ω2
n

t2J2(t)

∣∣∣∣ωn

0

=
4J2 (ωn)

ω2
nJ2

1 (ωn)

又由递推关系 J2(x) =
2
x
J1(x)− J0(x) 及 J0 (ωn) = 0, 得

J2 (ωn) =
2J1 (ωn)

ωn

因而

Cn =
8

ω3
nJ1 (ωn)

所以

1− x2 =
+∞∑
n=1

8

ω3
nJ1 (ωn)

J0 (ωnx)

6.7 使用分离变量法结合贝塞尔函数求解定解问题

圆柱体底面半径为 a, 高为 h, 底面温度为 0，柱面上温度为 Az
(
1− z

h

)
。求解圆柱

体内部的温度分布。

解：由题意写出定解问题
1
r
∂
∂r

(
r ∂u
∂r

)
+ ∂2u

∂z2
= 0

u|r=0 有界, u|r=a = Az
(
1− z

h

)
u|z=0 = 0, u|z=h = 0
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令 u(r, z) = R(r)Z(z), 分离变量，得到{
Z ′′ + λZ = 0

Z(0) = 0, Z(h) = 0
1
r

d
dr
(
r dR

dr
)
− λR = 0{

λn =
(
nπ
h

)2
n = 1, 2, 3, · · · ,

Zn(z) = sin nπ
h
z

Rn(r) = I0
(
nπ
h
r
)
, n = 1, 2, 3, · · ·

因此定解问题的形式解为

u(r, z) =
∞∑
n=1

cnI0
(nπ
h
r
)

sin nπ
h
z

这里已经应用了有界条件 u|r=0 有界。由柱面上的边界条件

∞∑
n=1

cnI0
(nπ
h
a
)

sin nπ
h
z = Az

(
1− z

h

)
利用正交性求解系数

cn =
2A

h

1

I0
(
nπ
h
a
) ∫ h

0

z
(
1− z

h

)
sin nπ

h
zdz = 4Ah

(nπ)2
1− (−1)n

I0
(
nπ
h
a
)

最后得到解

u(r, z) =
8Ah

π2

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
I0
(
2n+1
h
πr

)
I0
(
2n+1
h
πa

) sin 2n+ 1

h
πz

6.8 应用勒让德多项式的性质和递推关系求解积分

计算积分
∫ 1

−1
P′
k(x)P′

l(x)dx
解：在处理对称区间积分的时候要注意被积函数奇偶性。基于对勒让德多项式的了解，

当 k+ l 为奇数时积分一定为 0，故下面只需讨论 k+ l 为偶数的情形。又由于 k 和 l 的

任意性，不妨假定 k ≥ l. 因此∫ 1

−1

P ′
k(x)P

′
l (x)dx = Pk(x)P

′
l (x)|

1
−1 −

∫ 1

−1

Pk(x)P
′′
l (x)dx

因为 P ′′
l (x) 是 l − 2 次多项式，次数低于 k, 因此积分∫ 1

−1

Pk(x)P′′
l (x)dx = 0
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再代入勒让德多项式的函数值

Pk(1) = 1, Pk(−1) = (−1)k

同时在勒让德方程
d
dx

[(
1− x2

) dPl(x)

dx

]
+ l(l + 1)Pl(x) = 0

中令 x = ±1 又可得到

P′
l(1) =

1

2
l(l + 1), P′

l(−1) =
(−1)l−1

2
l(l + 1)

并注意 k + l 为偶数，因此最后就得到∫ 1

−1

P′
k(x)P′

l(x)dx = l(l + 1), k + l = 偶数, 且k ≥ l

注意勒让德多项式的奇偶性在求解对称区间积分中的应用。

6.9 勒让德多项式的重要积分

这个积分在勒让德多项式积分求解题目中经常会用到，建议大家理解这个积分的求

解，并且记住结论。

设 m ≥ 1, n ≥ 1. 试证明

(m+ n+ 1)

∫ 1

0

xmpn(x)dx = m

∫ 1

0

xm−1pn−1(x)dx

证明：由勒让德多项式的递推关系得

n

∫ 1

0

xmpn(x)dx =

∫ 1

0

xm
[
xp′n(x)− p′n−1(x)

]
dx

= xn+1pn(x)
∣∣1
0
−

∫ 1

0

(m+ 1)xmpn(x)dx

− xmpn−1(x)|10 +
∫ 1

0

mxn−1pn−1(x)dx

=− (m+ 1)

∫ 1

0

xmpn(x)dx

+m

∫ 1

0

xm−1pn−1(x)dx
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把此等式左边的积分记作 f(m,n), 再将等式变形，可得计算这个积分的递推关系

f(m,n) =
m

m+ n+ 1
f(m− 1, n− 1)

6.10 给定函数的勒让德级数展开

将函数 P ′
l (x) 按勒让德多项式展开。

解：P ′
l (x) 是一个 l − 1 次多项式, 并且只含 xl−1, xl−3, xl−5, · · · 等项，因此

P′
l(x) =

[(l−1)/2]∑
k=0

cl−2k−1Pl−2k−1(x)

其中

cl−2k−1 =
2l − 4k − 1

2

∫ 1

−1

P′
l(x)Pl−2k−1(x)dx

由于 ∫ 1

−1
P′
l(x)Pl−2k−1(x)dx

= Pl(x)Pl−2k−1(x)|1−1 −
∫ 1

−1
Pl(x)P′

l−2k−1(x)dx

在上式右端第一项中代入

Pl(1) = 1, Pl−2k−1(1) = 1

Pl(−1) = (−1)l, Pl−2k−1(−1) = (−1)l−2k−1

即可求得此项的数值为 2 。又因 P ′
l−2k−1(x) 是 l − 2k − 2 次多项式, 所以它和 l 次勒

让德多项式的乘积在对称区间上的积分为 0(这里用到了关于勒让德多项式的重要结论：
当 m < n 时

∫ 1

−1
xmpn(x) = 0). 所以∫ 1

−1

P ′
l (x)Pl−2k−1(x)dx = 2

因此，cl−2k−1 = 2l − 4k − 1

P′
l(x) =

[(l−1)/2]∑
k=0

(2l − 4k − 1)Pl−2k−1(x)

6.11 利用分离变量法结合勒让德函数求解定解问题

接地导体球半径为 a ，距离球心 b 处放一点电荷 q，求球内的电势分布。

解: 取球坐标系，原点位于球心，极轴 (θ = 0) 指向点电荷，则球内静电势与 ϕ 无关

u(r, θ) = u1(r, θ) + u2(r, θ)
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u1(r, θ) 是点电荷 q 产生的静电势

u1(r, θ) =
1

4πε0

q√
r2 + b2 − 2rb cos θ

u2(r, θ) 是球面上的感生电荷所产生的静电势满足定解问题

1
r2

∂
∂r

(
r2 ∂u2

∂r

)
+ 1

r2 sin θ
∂
∂θ

(
sin θ ∂u2

∂θ

)
= 0

u2|θ=0 有界, u2|θ=π 有界,
u2|r=0 有界, u2|r=a = − u1|r=a

利用分离变量法求解，得到形式解

u2(r, θ) =
∞∑
l=0

Alr
lPl(cos θ)

结合边界条件得

∞∑
l=0

Ala
lPl(cos θ) = − 1

4πε0

q√
a2 + b2 − 2ab cos θ

= − 1

4πε0

q

a

∞∑
l=0

(
b

a

)l

Pl(cos θ)

利用固有函数系的正交性求解系数

Al = − 1

4πε0

q

al+1

(
b

a

)l

因此

u2(r, θ) = − 1

4πε0

q

a

∞∑
l=0

(
b

a

)l (r
a

)l
Pl(cos θ)

利用叠加原理即可得，球内的电势分布为

u(r, θ) =
1

4πε0

q√
r2 + b2 − 2rb cos θ

− 1

4πε0

q

a

∞∑
l=0

(
b

a

)l (r
a

)l
Pl(cos θ)
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第四章综合复习

7.1 主要内容

� 傅里叶变换、正余弦变换、拉普拉斯变换的基本概念

� 傅里叶变换、正余弦变换、拉普拉斯变换的性质

� 积分变换法求解定解问题的使用条件

� 积分变换法求解定解问题的具体操作

7.2 学习目标

� 熟练掌握傅里叶变换、正余弦变换、拉普拉斯变换的基本概念和性质

� 理解积分变换法求解定解问题所蕴含的转化思想

� 熟练掌握积分变换法求解定解问题的使用条件

� 熟练掌握积分变换法求解定解问题的具体操作

� 了解同时使用傅里叶变换和拉普拉斯变换进行求解的方法

7.3 学习方法

� 复习傅里叶变换和拉普拉斯变换相关知识

� 复习留数定理求解积分的方法

� 复习拉普拉斯反变换的方法，尤其是利用反演公式结合留数定理进行求解

� 熟练掌握积分变换法求解定解问题的使用条件

� 熟练掌握积分变换法求解定解问题的具体流程
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7.4 利用傅里叶变换求解定解问题

请使用傅里叶变换法求解定解问题。

解：如果我们首先看定解问题，会发现这是一个一维无界区域的弦振动问题。我们知道，

如果遇到一维无界区域弦振动问题，那最好使用行波法，因为操作起来很方便，只需要

带入公式即可。但是，这个想法的正确性是有前提的，即，如果题目没用指定求解方法，

我们可以根据需要，自己选择合适方法进行求解。但是，如果题目指定，则一定要按照

题目要求，使用指定的方法。
∂2u
∂t2

− c2 ∂
2u
∂x2

= 0(t > 0)

u|t=0 = u0e−(x/a)2

∂u
∂t

∣∣
t=0

= 0

令 u(x, t) 的傅里叶换为 U(k, t)

U(k, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
u(x, t)e−ikxdx

附加上自然边界条件

lim
x→±∞

u(x, t) = 0, lim
x→±∞

∂u(x, t)

∂x
= 0

则有 ∫ ∞

−∞

∂2u(x, t)

∂x2
e−ikxdx = −k2

∫ ∞

−∞
u(x, t)e−ikxdx

所以，原来的偏微分方程，经傅里叶变换后，变为常微分方程

d2U(k, t)

dt2 + k2c2U(k, t) = 0

初始条件也作相应的变换。因为∫ ∞

−∞
e−(x/a)2e−ikxdx =

√
πae−(ka/2)2

故 U(k, t) 满足的初始条件为

U(k, 0) =
u0a√
2

e−(ka/2)2 ,
dU(k, t)

dt

∣∣∣∣
t=0

= 0

由此可以求出

U(k, t) =
u0a√
2

e−(ka/2)2 cos kct
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代入反演公式，就求得

u(x, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
U(k, t)eikxdk

=
u0a

2
√
π

∫ ∞

−∞
e−(ka/2)2 cos kct · eikxdk

=
u0a

4
√
π

∫ ∞

−∞
e−(ka/2)2

[
eik(x+ct) + eik(x−ct)] dk

=
u0
2

{
e−[(x+ct)/a]2 + e−[(x−ct)/a]2

}
可以再使用行波法进行求解，比较两种方法的求解过程。我们会发现，行波法只能求

解一维无界区域波动方程问题和可以转化为一维波动方程问题的类型，优点是求解非常

简单，直接利用公式就可以求解，计算很便捷，节约大脑 CPU 开销，但是能够求解的

问题比较有限。行波法可以求解的这类问题，都可以采用傅里叶变换求解，积分变换法

的优点是适用范围比较广，但是在求解过程上和行波法比比较繁琐。

7.5 利用正余弦变换求解定解问题

请用余弦变换求解定解问题。
ut = a2uxx (x > 0, t > 0)

u(0, x) = 0, ux(t, 0) = Q(Q 为常数)

u(t,+∞) = ux(t,+∞) = 0

解：以 x 为积分变量, 作余弦变换, 即令

ū(t, λ) =

∫ +∞

0

u(t, x) cosλxdx

于是

ūx =

∫ +∞

0

uxx(t, x) cosλxdx

= ux cosλx|+∞
0 + λ

∫ +∞

0

ux sinλxdx

= −Q+ λu sinλx|+∞
0 − λ2

∫ +∞

0

u cosλxdx

= −Q− λ2ū

因而，原定解问题成为常微分方程的初始问题{
dū
dt + a2λ2ū = −a2Q
ū(λ, 0) = 0
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易求得

ū(t, λ) =
Q

λ2
[
exp

{
−a2λ2t

}
− 1

]
= −a2Q

∫ t

0

exp
{
−a2λ2τ

}
dτ

作反余弦变换, 得

u(t, x) =
2

π

∫ +∞

0

ū(t, λ) cosλxdλ

= −2a2Q

π

∫ t

0

dτ
∫ +∞

0

exp
{
−a2λ2τ

}
cosλxdλ

= −2a2Q

π

∫ t

0

1

2a

√
π

τ
exp

{
− x2

4a2τ

}
dτ

= − aQ√
π

∫ t

0

1√
τ

exp
{
− x2

4a2τ

}
dτ

令 y = x
2a

√
τ
, 则

τ =
x2

4a2y2

dτ = − x2

2a2y3
dy

所以问题的解为

u(t, x) = − aQ√
π

∫ x
2a

√
t

+∞

(
− x

ay2
e−y2

)
dy

= −Qx√
π

∫ +∞

x
2a

√
t

1

y2
e−y2dy

注意正弦变换和余弦变换，做正反变换的时候建议严格按照定义进行求解。

7.6 利用拉普拉斯变换求解定解问题

求解定解问题。 
∂2u
∂t2

= a2 ∂
2u
∂x2

(0 < x < l, t > 0)

u(t, 0) = 0, ux(t, l) = A sinωt
u(0, x) = 0, ut(0, x) = 0
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这里 , ω ̸= 2k−1
2l
aπ(k = 1, 2, 3, · · · )

解：令 U(p, x) = L[u(t, x)], 即得{
a2 d2U(p,x)

dx2 = p2U(p, x)

U(p, x)|x=0 = 0, dU
dx

∣∣
x=l

= A ω
p2+ω2

方程的通解为

U = C1 ch px
a

+ C2 sh px
a

定出常数后，即得像函数

U(p, x) =
Aaω sh px

a

p (p2 + ω2) ch pl
a

分母 p (p2 + ω2) ch pl
a
关于 p 的零点为

p = 0,±ωi,±2k − 1

2l
aπi(k = 1, 2, · · · )

而且它们都是 1 级零点, 在这些点中, 除 p = 0 是 U(p, x) 的可去奇点外, 其他的点都是
U(p, x) 的 1 级极点。由拉普拉斯变换反演公式，结合留数定理，得所求解为

u(t, x) = L−1[U(p, x)]

=
∑

Res
[

Aaω sh px
a

p (p2 + ω2) ch pl
a

ept
]

这里，和式
∑
对所有极点求和. 可以利用复变函数留数定理部分介绍的公式进行求解。

最后得到解

u(t, x) =
Aa

ω

1

cos ωl
a

sin ωx
a

sinωt+ 16aωAl2

π

+∞∑
k=1

(−1)k−1 sin (2k−1)πx
2l

sin (2k−1)aπt
2l

(2k − 1) [4l2ω2 − a2(2k − 1)2π2]

注意在求解拉普拉斯反变换的时候，可能会用到反演公式。

7.7 利用傅里叶变换和拉普拉斯变换进行求解

联合使用拉普拉斯变换和傅里叶变换求解无界弦的横振动问题{
utt = a2uxx(−∞ < x < +∞, t > 0)

u(0, x) = φ(x), ut(0, x) = ϕ(x)
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解: 先作傅里叶变换。令

U(k, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
u(x, t)e−ikxdx

Φ(k) = 1√
2π

∫∞
−∞ ϕ(x)e−ikxdx

Ψ(k) = 1√
2π

∫∞
−∞ ψ(x)e−ikxdx

则有
d2U(k,t)

dt2 + k2a2U(k, t) = 0

U(k, 0) = Φ(k), dU(k,t)
dt

∣∣∣
t=0

= Ψ(k)

再作拉普拉斯变换,
Ū(k, p) =

∫ ∞

0

U(k, t)e−ptdt

则 U(k, t) 满足的常微分方程初值问题转化为代数方程

p2Ū(k, p) + k2a2Ū(k, p) = pΦ(k) + Ψ(k)

所以,
Ū(k, p) =

pΦ(k) + Ψ(k)

p2 + k2a2

然后，求两次反演，得

U(k, t) =Φ(k) cos kat+ 1

ka
Ψ(k) sin kat

u(x, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞

[
Φ(k) cos kat+ 1

ka
Ψ(k) sin kat

]
eikxdk

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
Φ(k) cos kateikxdk

+
1√
2π

∫ ∞

−∞
Ψ(k)

[∫ t

0

cos kaτdτ
]

eikxdk

=
1

2
√
2π

∫ ∞

−∞
Φ(k)

[
eik(x+at) + eik(x−at)] dk

+

∫ t

0

dτ
{

1

2
√
2π

∫ ∞

−∞
Ψ(k)

[
eik(x+aτ) + eik(x−aτ)] dk

}
由于

1√
2π

∫∞
−∞ Φ(k)eikxdk = ϕ(x)

1√
2π

∫∞
−∞ Ψ(k)eikxdk = ψ(x)
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所以

u(x, t) =
1

2
[ϕ(x+ at) + ϕ(x− at)]

+
1

2

∫ t

0

[ψ(x+ aτ) + ψ(x− aτ)]dτ

=
1

2
[ϕ(x+ at) + ϕ(x− at)] +

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(ξ)dξ
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第五章综合复习

8.1 主要内容

� δ 函数的定义及性质

� δ 函数的傅里叶变换与反变换

� δ 的广义积分表达（经常用 δ 函数代换这类广义积分）

� 基本解方法的概念

� 基本解方法的适用范围

� 基本解方法的具体操作

� 格林函数的镜像法求解

� 格林函数的分离变量法和积分变换法求解

� 解的积分表达式

8.2 学习目标

� 掌握 δ 函数的基本概念和性质，尤其要明确其作为广义函数实质是定义了一种运

算

� 理解基本解方法的思想

� 熟练掌握求解格林函数的镜像法

� 理解格林函数所满足的定解问题本质是定解问题，因此可以用各种求解定解问题
的方法进行求解

� 熟练掌握解的积分表达式

� 熟练掌握基本解方法求解定解问题的具体操作
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8.3 学习方法

� 熟练掌握基本概念

� 复习曲线积分和曲面积分

� 熟练掌握格林函数的求解

� 熟练掌握解的积分表达式

8.4 关于 δ 函数的等式的证明

这类问题的处理的时候要注意 δ 函数的本质是定义了一种运算，所以这类等式的

证明要利用其定义的运算性质来进行处理。

试证明 xδ′(x) = −δ(x)。
证明：首先任取一检验函数 φ(x)∫ +∞

−∞
xδ′(x)φ(x)dx = − (xφ(x))′|x=0 = −φ(x)− xφ′(x)|x=0 = −φ(0)

而根据 δ 函数的运算性质∫ +∞

−∞
−δ(x)φ(x)dx = − φ(x)|x=0 = −φ(0)

比较得到 ∫ +∞

−∞
xδ′(x)φ(x)dx =

∫ +∞

−∞
−δ(x)φ(x)dx

所以得到

xδ′(x) = −δ(x)

8.5 δ 函数积分表示的应用

设 f(t) 是已知连续函数，计算积分

I =
2a

π

∫ +∞

0

dλ
∫ t

0

f(τ) sinλx sin aλ(t− τ)dτ
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这里，a 为正常数, at > x > 0，并假定所给的累次积分可交换次序。

解：利用三角函数积化和差公式和 δ 函数的积分表达式，得

2

π

∫ +∞

0

sinλx sin aλ(t− τ)dλ =
1

π

∫ +∞

0

{cosλ[x− a(t− τ)]− cosλ[x+ a(t− τ)]}dλ

= δ[x− a(t− τ)]− δ[x+ a(t− τ)]

= δ[x− a(t− τ)]

最后一个等号成立是由于 x+ a(t− τ) > 0, 所以 δ[x+ a(t− τ)] = 0

于是，交换积分次序后得

I = a

∫ t

0

δ[x− a(t− τ)]f(τ)dτ

令 s = x− a(t− τ), 得

I =

∫ x

x−at
δ(s)f

[
1

a
(s− x+ at)

]
ds

因 x− at < 0, x > 0, 所以

I = f

[
1

a
(s− x+ at)

]∣∣∣∣
s=0

= f
(
t− x

a

)
注意 δ 函数的尺度变换性质。

8.6 利用镜像法求解格林函数

试求层状空间 0 < z < h 的格林函数{
∆3G = −δ (M −M0) (0 < z < h)

G|z=0 = G|z=h = 0

解：利用镜像法，设在 0 < z < h中的M0 (x0, y0, z0)点放置正电荷 ε0 则为使 G|z=0 = 0,

需在 M0 关于 z = 0 的像点 M ′
0 (x0, y0,−z0) 置一相反的电荷 −ε0, 此时在 0 < z < h 中

任一点 M(x, y, z) 处的电势为

g0 =
1

4π

(
1

r0
− 1

r′0

)
其中

r0 =
√
(x− x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2

r′0 =
√

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z + z0)
2
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且 g0|z=0 = 0, 满足边界条件, 但 g0|z=h ̸= 0, 不满足边界条件。

为使电势在 z = h 上满足边界条件，我们相对于 z = h 分别取 M0 和 M ′
0 的像点

M ′
1 (x0, y0, 2h− z0) 和 M1 (x0, y0, 2h+ z0) 并在 M ′

1 和 M1 上分别放置点电荷 −ε0 和
+ε0, 则此时 M 处的电势为

g1 =
1

4π

[(
1

r0
− 1

r′0

)
+

(
1

r1
− 1

r′1

)]
其中

r1 =

√
(x− x0)

2 + (y − y0)
2 + [z − (2h+ z0)]

2

r′1 =

√
(x− x0)

2 + (y − y0)
2 + [z − (2h− z0)]

2

且 g1|z=h = 0 满足边界条件, 但 g1|z=0 ̸= 0 又不满足边界条件. 于是, 再相对于 z = 0 分

别取 M0,M
′
1 和 M1 的像点 ,M ′

0，M−1 (x0, y0,−2h+ z0) 和 M ′
−1 (x0, y0,−2h− z0) 并在

M−1 和 M ′
−1 分别放置点电荷 +ε0 和 −ε0, 得电势

g−1 =
1

4π

[(
1

r0
− 1

r′0

)
+

(
1

r1
− 1

r′1

)
+

(
1

r−1

− 1

r′−1

)]
其中

r−1 =
√
(x− x0)

2 + (y − y0)
2 + [z − (−2h+ z0)]

2

r′−1 =
√

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + [z − (−2h− z0)]
2

类似地继续下去得 M 点电势为 g2, g−2, · · · , 于是满足定解条件的格林函数为

G =
1

4π

∞∑
n=−∞

(
1

rn
− 1

r′n

)

其中

rn =
√
(x− x0)

2 + (y − y0)
2 + [z − (2nh+ z0)]

2

r′n =
√

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + [z − (2nh− z0)]
2

又

lim
n→±∞

∣∣∣∣ 1rn − 1

r′n

∣∣∣∣ ≈ ∣∣∣∣ 1

2nh+ z0
− 1

2nh− z0

∣∣∣∣
=

z0
2n2h2

=
z0
2h2

· 1

n2
→ 0

说明级数收敛，即解有意义。所以上述所得即为格林函数。
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8.7 利用分离变量法求解格林函数

求矩形域 D : 0 < x < a, 0 < y < b 内狄氏问题的格林函数，即解定解问题{
∆2G = −δ(x− ξ, y − η)((x, y) ∈ D, (ξ, η) ∈ D)

G|x=0 = G|x=a = G|y=0 = G|y=b = 0

解：考虑定解问题 
∆2φ+ λφ = 0

φ(0, y) = φ(a, y) = 0

φ(x, 0) = φ(x, b) = 0

令 φ = X(x)Y (y), 经分离变量后得到固有值问题{
X ′′ + µX = 0

X(0) = X(a) = 0

和 {
Y ′′ + νY = 0

Y (0) = Y (b) = 0

且 λ = µ+ ν. 解上述两个方程, 得固有值及相应的固有函数分别为

µm =
(
mπ
a

)2
(m = 1, 2, · · · )

Xm(x) = sin mπx
a

(m = 1, 2, · · · )
νn =

(
nπ
b

)2
(n = 1, 2, · · · )

Yn(y) = sin nπy
b
(n = 1, 2, · · · )

进而得到

λmn = µm + νn = π2
(
m2

a2
+ n2

b2

)
φmn = sin mπx

a
sin nπy

b

令

G =
+∞∑
m=1

+∞∑
n=1

amnφmn
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代入方程得到

∆2G =
+∞∑
m=1

+∞∑
n=1

amn∆2φmn

= −
+∞∑
m=1

+∞∑
n=1

amnλmnφmn

= −δ(x− ξ)δ(y − η)

又

amn =
1

λmn ∥φnm∥2
∫ a

0

∫ b

0

δ(x− ξ)δ(y − η) sin mπx
a

sin nπy
b

dxdy

=
4ab

π2 (m2b2 + n2a2)
sin mπξ

a
sin nπη

b

所以

G(x, y; ξ, η) =
4ab

π2

+∞∑
m=1

+∞∑
n=1

1

m2b2 + n2a2
sin mπξ

a
sin nπη

b
φmn

即为格林函数。

8.8 利用基本解方法求解定解问题

求解定解问题{
∂2u
∂t2

= a2 ∂
2u
∂x2

− 2∂u
∂t

− 2u(t > 0,−∞ < x < +∞, a > 0)

u|t=0 = 0, ∂u
∂t

∣∣
t=0

= ψ(x)

解：首先判断定解问题的类型。无界区域问题，不能采用分离变量法；不是一维无界区

域弦振动问题的标准形式，不能直接用行波法；由于没有说明无穷远点的函数值情况，

不能用傅里叶变换法。问题满足基本解方法的使用条件，因此选择用基本解方法进行求

解。以上只是分析过程，不需要在试卷上详细说明。

首先先求出基本解，即求解定解问题{
Utt = a2Uxx − 2Ut − 2U

U |t=0 = 0, Ut|t=0 = δ(x)

对 x 进行傅里叶变换 
d2Ū
dt2

+ 2dŪ
dt

= − (λ2a2 + 2) Ū

Ū
∣∣
t=0

= 0, dŪ
dt

∣∣∣
t=0

= 1
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解得

Ū = e−t
sin

√
λ2a2 + 1t√
λ2a2 + 1

反变换得

U =
e−t

2a
J0

(
1

a2

√
a2t2 − x2

)
h(at− |x|)

所以定解问题的解为

u = U(t, x) ∗ ψ(x) = e−t

2a

∫ at

−at
J0

(
1

a2

√
a2t2 − ξ2

)
ψ(x− ξ)dξ
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综合复习课讲义

9.1 定解问题的书写

一均匀杆的原长为 l, 一端固定，另一端沿杆的轴线方向拉长 b 而静止，放手任其

振动，试写出对应的定解问题。

解：首先按照题意建立合适的坐标系。

由题意知，取杆所在直线为 x 轴，固定端为原点 x = 0，另一端对应 x = l。以 ū(x, t)

表示小段的质心位移, 设 S 为杆的横截面积, ρ 为杆的质量密度, p(x, t) 是小段端点处所
受的力. 由牛顿第二定律，有

[p(x+∆x, t)− p(x, t)]S = ρS∆x
∂2ū

∂t2

当 ∆x→ 0 时 , ū→ u, p(x+∆x,t)−p(x,t)
∆x

→ ∂p
∂x
, 又因为 p = E ∂u

∂x
, 故有

ρ
∂2u

∂t2
=
∂p

∂x
= E

∂2u

∂x2

令 a2 = E
ρ
, 可得振动方程为

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2

由题意知，放手时即是振动的初始时刻，此时杆振动的速度为零，则

ut|t=0 = 0

而 x = l 端拉离平衡位置使整个杆伸长了 b, 故初始位移为

u|t=0 =
b

l
x

再看边界条件，一端固定即该端位移保持为 0，即

u|x=0 = 0
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另一端未受外力，于是有

ux|x=l = 0

所以定解问题可以写作 
∂2u
∂t2

= a2 ∂
2u
∂x2

u|t=0 =
b
l
x, ut|t=0 = 0

u|x=0 = 0, ux|x=l = 0

总结：首先要选取合适的坐标系

具体操作：选择一微元利用物理定律进行分析，整理得到泛定方程，结合物理意义写出

定解条件。

下面通过两道在自然语言描述上比较类似的问题说明如何进行合适的微元分析。

题一：

长为 l 的柔软均匀绳，一端固定在以角速度 ω 匀速转动的竖直轴上，由于惯性离心力

的作用，这根绳的平衡位置应是水平线，试推导此绳相对于水平线的横振动方程。

解：由小量近似，sinα ≈ tanα = ∂u
∂x
, cosα ≈ 1, 因而从 x 到 x+ dx 这段绳满足

T2ux|x+dx − T1ux|x = ρdx · utt

即

(Tux)|x+dx − (Tux)|x = ρdx · utt

为了求出在 x 处的张力 T (x), 需考虑从 x 到 l 的一段绳上的惯性离心力的作用, 设在 x
处的张力为 T (x), 则

T (x) =

∫ l

x

ω2xρdx =
1

2
ρω2

(
l2 − x2

)
因此， [

1

2
ρω2

(
l2 − x2

)]
ux

∣∣∣∣
x+dx

−
[
1

2
ρω2

(
l2 − x2

)]
ux

∣∣∣∣
x

= uttρdx
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即

ρutt =

[
1
2
ρω2 (l2 − x2)ux

]∣∣
x+dx −

[
1
2
ρω2 (l2 − x2)ux

]∣∣
x

dx
=

1

2
ρω2 ∂

∂x

[(
l2 − ω2

)
ux
]

整理得

utt −
1

2
ω2 ∂

∂x

[(
l2 − ω2

)
ux
]
= 0

题二：

长为 l 的柔软均匀的重绳，上端固定在以角速度 ω 匀速转动的竖直轴上，由于重力的

作用，绳的平衡位置应是竖直线。试推导此绳相对于竖直线的横振动方程。

解：在小振动的情况下，sin α ≈ tanα = ∂u
∂x
, cosα ≈ 1, ds ≈ dx, 取从 x 到 x+ dx 一段

绳，满足

T2ux|x+dx − T1ux|x + F = ρdx · utt

其中 F 是 dx 段上所受的惯性离心力，F = ρdxuω2, 在 x 端还受重力的作用, 张力
T =

∫ l
x
ρgdx. 代入上式得

[(l − x)ρgux]|x+dx − [(l − x)ρgux]|x + uω2ρdx = uttρdx

即

utt =
[(l − x)gux]|x+dx − [(l − x)gux]|x

dx + uω2

亦即

utt = g
∂

∂x
[(l − x)ux] = uω2

整理得到

utt − g
∂

∂x
[(l − x)ux]− uω2 = 0

9.2 行波法求解定解问题（并和积分变换法作比较）


utt = a2∆3u, (t > 0, r > 0)

u|r=0 有界

u|t=0 = 0, ut|t=0 = (1 + r2)
−2

解：

法一：使用行波法求解。观察问题为三维球对称的波动方程问题，可以通过函数变换转

化为一维半无界区域问题，接着使用延拓法转化为一维无界区域的波动方程问题进而使

用行波法求解。
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使用球坐标表达泛定方程

utt = a2
(
urr +

2

r
ur

)
通过待定函数变换过程确定函数变换因子，令 v = ru, 则变为半无界弦振动定解问题:

vtt = a2vrr, (t > 0, r > 0)

v|r=0 = 0

v|t=0 = 0, vt|t=0 =
r

(1+r2)2

进一步，使用延拓法 {
wtt = a2wxx, (t > 0,−∞ < x < +∞)

w|t=0 = 0, wt|t=0 =
x

(1+x2)2

利用达朗贝尔公式

w(t, x) = 1
2a

∫ x+at
x−at

ξ

(1+ξ2)2
dξ = − 1

4a
1

(1+ξ2)

∣∣∣x+at
x−at

= 1
4a

1
(1+(x−at)2) −

1
4a

1
(1+(x+at)2)

= xt
[1+(x−at)2][1+(x+at)2]

取 x > 0 部分（对应原问题的 r > 0），得到半无界弦振动定解问题的解为

v(t, r) =
rt

[1 + (r − at)2)] [1 + (r + at)2]

相应地，此三维波动方程定解问题的解为

u(t, r) =
t

[1 + (r − at)2] [1 + (r + at)2]

法二：使用拉普拉斯变换法求解。对于一般的发展方程问题，时间变量 t > 0 为半无界

区域，且初始条件往往满足拉普拉斯变换法使用条件。特别地，可以使用拉普拉斯变换

法可以求解这一问题。

L [utt] = p2U − pU(0, r)− ut(0, r) = p2U −
(
1 + r2

)−2

那么方程变为

p2U −
(
1 + r2

)−2
= a2

d2U

dr2
+

2a2

r

dU

dr

求解常微分方程, 再作 Laplace 逆变换，最后得到

u =
t

[1 + (r − at)2] [1 + (r + at)2]
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比较：可以发现，行波法和积分变换法都可以应用于求解这一问题。行波法求解这一问

题主要步骤为：选取合适的坐标系表达定解问题，待定函数变换寻找合适的函数变换因

子，变换后的问题利用延拓法转化为可以直接使用行波法求解的问题，利用达朗贝尔公

式直接得到解。拉普拉斯变换法求解这一问题的主要步骤为：选取合适的坐标系表达定

解问题，选取合适的积分变量作正变换，求解像函数满足的常微分方程，对像函数作反

变换得到解。一般来讲，如果需要作函数变换才可以使用行波法发问题，需要考虑题目

是否提供关于函数变换因子的提示，如果没有需要考虑是否掌握待定函数变换法。而对

于拉普拉斯变换法，则要考虑像函数的求解以及反变换的过程。一般的原则是能够使用

行波法求解的问题尽量使用行波法。

9.3 齐次化原理的应用

应用齐次化原理求解非齐次发展方程问题。
utt − a2uxx = A cos πx

l
sinωt(0 < x < l, t > 0)

ux(0, t) = ux(l, t) = 0

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0

解：非齐次发展方程，可以应用齐次化原理进行转化，进而使用分离变量法求解。

记 
vtt − a2vxx = 0(0 < x < l, t > τ)

vx(0, t) = vx(l, t) = 0

v(x, t; τ)|t=τ = 0, vt(x, t; τ)|t=τ = A cos π
l
x sinωτ

的解 v(x, t; τ), 而

u(x, t) =

∫ t

0

v(x, t; τ)dτ

为了求解这个定解问题，我们要进行时间变量偏移。令

v(x, t; τ) = X(x)T (t− τ)

T ′′ − µa2T = 0

X ′′ − µX = 0

X ′(0) = 0, X ′(l) = 0
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求解固有值问题得到固有值和固有函数系{
固有值: µ0 = 0, µn = −n2π2

l2
, n = 1, 2, · · ·

固有函数: X0(x) = 1, Xn(x) = cos nπ
l
x

将固有值代入关于时间变量 t 的常微分方程并求解得到{
T0(t− τ) = a0(t− τ) + b0

Tn(t− τ) = An cos nπa
l
(t− τ) +Bn sin nπa

l
(t− τ)

进而得到

vn(x, t; τ) =
[
An cos nπa

l
(t− τ) +Bn sin nπa

l
(t− τ)

]
cos nπ

l
x

则形式解

v(x, t; τ) =a0(t− τ) + b0 +
∞∑
n=1

[
An cos nπa

l
(t− τ)+

Bn sin nπa
l

(t− τ)
]

cos nπ
l
x

代入初始条件 {
b0 +

∑∞
n=1An cos nπ

l
x = 0

a0 +
∑∞

n=1Bn
nπa
l

cos nπ
l
x = A cos nπ

l
x sinωtτ

比较等式两边对应项系数得

b0 = 0, An = 0

a0 = 0, B1
πa
l
= A sinωτ,Bn = 0(n ̸= 1)

即

a0 = b0 = An = 0, Bn = 0(n ̸= 1), B1 =
Al

πa
sinωτ

代入形式解

v(x, t; τ) = B1 sin πa(t− τ)

l
cos π

l
x

=
Al

πa
sinωτ sin πa

l
(t− τ) · cos π

l
x

所以定解问题的解为

u(x, t) =

∫ t

0

v(x, t; τ)dτ =
Al

πa
cos πx

l

∫ t

0

sinωτ sin πa(t− τ)

l
dτ

=
Al

πa
· 1

ω2 − π2a2

l2

(
ω sin πa

l
t− πa

l
sinωt

)
cos π

l
x
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另外，这个问题属于有界区域的齐次边界非齐次方程问题，还可以使用固有函数展开法

进行求解。可以在阅读时尝试利用固有函数展开法进行求解，并比较两种方法的特点。

这里简单叙述固有函数展开法的操作过程。

相应的齐次问题分离变量后所得的固有值问题为{
X ′′(x)− µX(x) = 0

X ′(0) = X ′(l) = 0

求解得到固有函数系

Xn(x) = Cn cos nπ
l
x, n = 0, 1, · · ·

进而把非齐次项在固有函数系上展开{
u(x, t) =

∑∞
n=0 Tn(t) cos nπ

l
x

A cos πx
l

sinωt =
∑∞

n=0 fn(t) cos nπ
l
x

并得到展开式系数

f1(t) = A sinwt, fn(t) = 0(n ̸= 1)

进而得到关于 t 的常微分方程{
T ′′
n (t) +

(
nπa
l

)2
Tn(t) = fn(t)

Tn(0) = 0, T ′
n(0) = 0

即 {
T ′′
1 (t) +

πa
l
T1(t) = A sinωt

T1(0) = 0, T ′
1(0) = 0{

T ′′
n (t) +

(
nπa
l

)2
Tn(t) = 0, n ̸= 1

Tn(0) = 0, T ′
n(0) = 0

求解得到

T1(t) =
Al

πa
· 1

ω2 − π2a2

l2

(
ω sin πa

l
t− πa

l
sinωt

)
和

Tn(t) ≡ 0, n ̸= 1

所以定解问题的解为

u(x, t) =
Al

πa
· 1

ω2 − π2a2

l2

(
ω sin πa

l
t− πa

l
sinωt

)
cos π

l
x
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9.4 分离变量法求解定解问题

1. 坐标系的选取
在环形域 a ≤

√
x2 + y2 ≤ b(0 < a < b) 内求解定解问题

∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

= 12 (x2 − y2) , a <
√
x2 + y2 < b

u|√
x2+y2=a

= 0, ∂u
∂n

∣∣√
x2+y2=b

= 0

解：由于求解区域是环形区域，所以我们选用极坐标系，利用直角坐标系与极坐

标系之间的关系 {
x = ρ cos θ
y = ρ sin θ

可将上述定解问题用极坐标 ρ, θ 表示
1
ρ
∂
∂ρ

(
ρ∂u
∂ρ

)
+ 1

ρ2
∂2u
∂θ2

= 12ρ2 cos 2θ, a < ρ < b

u|ρ=a = 0, ∂u
∂ρ

∣∣∣
ρ=b

= 0

这是一个非齐次方程齐次边界条件的定解问题. 使用固有函数展开法，并注意到
圆域内 Laplace 方程所对应的固有函数为 Φn(φ) = An cosnφ + Bn sinnφ, n =

0, 1, 2, · · ·
进而可得形式解

u(ρ, θ) =
∑
n=0

[An(ρ) cosnθ +Bn(ρ) sinnθ]

代入泛定方程并整理得到

∑∞
n=0

{[
A′′
n(ρ) +

1
ρ
A′
n(ρ)− n2

ρ2
An(ρ)

]
cosnθ +

[
B′′
n(ρ) +

1
ρ
B′
n(ρ)− n2

ρ2
Bn(ρ)

]
sinnθ

}
= 12ρ2 cos 2θ

比较两端关于 cosn θ, sinnθ 的系数，可得

A′′
2(ρ) +

1
ρ
A′

2(ρ)− 4
ρ2
A2(ρ) = 12ρ2

A′′
n(ρ) +

1
ρ
Λ′
n(ρ)− n2

ρ2
An(ρ) = 0 (n ̸= 2)

B′′
n(ρ) +

1
ρ
B′
n(ρ)− n2

ρ2
Bn(ρ) = 0

再由边界条件得

An(a) = A′
n(b) = 0

Bn(a) = B′
n(b) = 0
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系数递推公式的通解为

An(ρ) = cnρ
n + dnρ

−n

Bn(ρ) = c′nρ
n + d′nρ

−n

其中 cn, dn, c
′
n, d

′
n 都是任意常数. 由系数满足的条件得

An(ρ) ≡ 0 (n ̸= 2)

Bn(ρ) ≡ 0

下面的任务就是要确定 A2(ρ)

其满足非齐次的欧拉方程，利用待定系数法可求得它的一个特解

A∗
2(ρ) = ρ4

所以，它的通解为

A2(ρ) = C1ρ
2 + C2ρ

−2 + ρ4

由条件 (6) 确定 C1, C2, 得

C1 = −a6+2b6

a4+b4

C2 = −a4b4(a2−2b2)
a4+b4

因此

A2(ρ) = −a
6 + 2b6

a4 + b4
ρ2 − a+b4 (a2 − 2b2)

a4 + b4
ρ−2 + ρ4

原定解问题的解为

u(ρ, θ) = − 1

a4 + b4
[(
a6 + 2b6

)
ρ2 + a4b4

(
a2 − 2b2

)
ρ−2 −

(
a4 + b4

)
ρ4
]

cos 2θ

2. 高维问题
求解高维分离变量问题

utt = k2∇2u = k2
(
∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

+ ∂2u
∂z2

)
, 0 < x < a, 0 < y < b, 0 < z < c, t > 0

u(0, y, z, t) = u(a, y, z, t) = 0, u(x, 0, z, t) = u(x, b, z, t) = 0

u(x, y, 0, t) = u(x, y, c, t) = 0

u(x, y, z, 0) = f(x, y, z), ut(x, y, z, 0) = g(x, y, z)

解：令 u(x, y, z, t) = v(x, y, z)T (t), 代入方程得

T ′′ + λk2T = 0
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及

∇2v + λv = 0

设 v(x, y, z) = X(x)Y (y)Z(z)，代入 v(x, y, z) 得

X ′′(x)

X(x)
+
Y ′′(y)

Y (y)
+
Z ′′(z)

Z(z)
+ λ = 0

令 X ′′(x) = µX(x), Y ′′(y) = νY (y), 代入上式得

Z ′′ + (λ+ µ+ ν)Z = 0

由于关于 x 的边界条件是齐次的, 令 µ = −α2, 得

X(x) = A cosαx+B sinαx

及

Xl(x) = Bl sin
lπx

a
, l = 1, 2, 3, · · ·

同样, 令 ν = −β2, 得
Y (y) = C cos βy +D sin βy

及

Ym(y) = Dm sin mπy
b

, m = 1, 2, 3, · · ·

令 q2 = λ+ µ+ν = λ− a2 − β2, 得到 Z(z) = E cos qz + F sin qz. 再利用关于 z 的

齐次边界条件，可得

Zn(z) = Fm sin nπz
c
, n = 1, 2, 3, · · ·

将固有值代入关于 t 的常微分方程得

Tlmn = Glmn cos
√
λlmnkt+Hlmn sin

√
λlmnkt

进而可得形式解

u(x, y, z, t) =
∞∑
l=1

∞∑
m=1

∞∑
n=1

(
almn cos

√
λlmnkt+ blmn sin

√
λlmnkt

)
× sin lπx

a
sin mπy

b
sin nπz

c
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其中 almn, blmn 为任意常数。由 u(x, y, z, 0) = f(x, y, z), 得

f(x, y, z) =
∞∑
l=1

∞∑
m=1

∞∑
n=1

almn sin lπx
a

sin mπy
b

sin nπz
c

右端即为 f(x, y, z) 的三重 Fourier 级数，其中

almn =
8

abc

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

f(x, y, z) sin lπx
a

sin mπy
b

sin nπz
c

dxdydz

由 ut(x, y, z, 0) = g(x, y, z), 有

blmn =
8√

λlmnkabc

∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

g(x, y, z) sin lπx
a

sin mπy
b

sin nπz
c

dxdydz

其中

λlmn =

(
l2

a2
+
m2

b2
+
n2

c2

)
π2

3. 非齐次边界问题


utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0

u|x=0 = 0, u|x=l = sinωt
u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0

解：对于非齐次边界问题，一般的处理方法是基于叠加原理的特解法。其核心在

于特解的选取。这道题目通过不同的特解选取展示相应的求解过程，说明选取合

适特解的重要性及一些关于选取原则的建议。

法一：令 u(x, t) = v(x, t) + w(x, t), 取

w(x, t) =
µ2(t)− µ1(t)

l
x+ µ1(t) =

x

l
sinωt

则定解问题转化为 
vut − a2vxx =

ω2

l
x sinωt

v(0, t) = v(l, t) = 0

v(x, 0) = 0, vt(x, 0) = −ω
l
x

进而求解这一非齐次方程齐次边界问题即可得到结果。

法二：令

v(t, x) = X(x) sinωt
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由边界条件，可知 X(0) = 0, X(l) = 1. 把 v(t, x) 代入泛定方程消去 sinωt, 得

X ′′ +
ω2

a2
X = 0

所以

X(x) = C1 cos ωx
a

+ C2 sin ωx
a

由 X(0) = 0, 得 C1 = 0; 再由 X(l) = 1, 得

C2 =
1

sin ωl
a

于是

X(x) =
1

sin ωl
a

sin ωx
a

从而

v(t, x) =
sin ωx

a

sin ωl
a

sinωt

再令

u = w(t, x) + v(t, x)

代入原定解问题, 就得到关于 w 的定解问题
∂2w
∂t2

= a2 ∂
2w
∂x2

w(t, 0) = w(t, l) = 0

w(0, x) = 0, wt(0, x) = −ω sin ωx
a

sin ωl
a

利用分离变量法处理这一齐次方程齐次边界问题得到解

w(t, x) = 2ωal
+∞∑
n=1

(−1)n+1

(ωl)2 − (nπa)2
sin nπat

l
sin nπx

l

最后，把 v(x, t) 和 w(x, t) 加起来, 就得到原定解问题的解。

4. 将一般方程化为施刘方程标准型

将方程化为施刘方程的标准形式.

xy′′ + (1− x)y′ + λy = 0
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解：

y′′ +
1− x

x
y′ +

λ

x
y = 0

于是 p(x) = 1−x
x
, 故

k(x) = exp
[∫

p(x)dx
]
= exp

[∫
1− x

x
dx

]
= xe−x

对照施刘方程的标准形式

d
dx

[
k(x)

dy
dx

]
− g(x)y + λρ(x)y = 0

可知该方程对应的施刘方程标准形式为

d
dx

[
xe−xdy

dx

]
+ λe−xy = 0

注意：这里首先求解 k(x)，本质上和教材方法是一样的。

9.5 积分变换法求解定解问题

求解有界弦的振动问题。
∂2u
∂t2

= a2 ∂
2u
∂x2
, t > 0, 0 < x < l

u(t, 0) = 0, ux(t, l) = A sinωt, ω ̸= 2k−1
2l
πa, k = 1, 2, · · ·

u(0, x) = ut(0, x) = 0

解：由题意知，可以采用拉普拉斯变换法求解。

记 ū(p, x) = L[u(t, x)], 定解问题作拉普拉斯变换得到{
p2ū = a2 d2ū

dx2 , 0 < x < l

ū|x=0 = 0, dū
dx

∣∣
x=l

= Aω
p2+ω2

常微分方程的通解

ū = C ch p
a
x+D sh p

a
x

由边界条件定出特解

ū =
Aaω

p (p2 + ω2) ch l
a
p

sh x
a
p
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利用拉普拉斯变换反演公式和留数定理

u(t, x) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
ū(p, x)eptdp =

∑
Res

[
ū(p, x)ept

]
这里,

∑
是对 ū(p, x)ept 的所有孤立奇点的留数求和. 由于 ū(p, x) 在 p 平面上有可去奇

点 p = 0，一级极点 p = ±iω 和 p = ±iωk, 其中, ωk = (2k−1)πa
2l

(k = 1, 2, 3, · · · ) 。所以可
得

u0(t, x) =

(
Res
p=iω

+ Res
p=−iω

)[
ū(p, x)ept

]
= 2Re

{
Res
p=iω

[
ū(p, x)ept

]}
= 2Re

[
Aaw sh

(
x
a
p
)

ept

p(p+ iω) ch
(
l
a
p
)]

p=iω

=
Aa

ω cos ωl
a

sin ωx
a

sinωt

和

v(t, x) =
+∞∑
k=1

(
Res
p=iωk

+ Res
p=−iωk

)[
ū(p, x)ept

]
=

+∞∑
k=1

2Re
{

Res
p=iωk

[
ū(p, x)ept

]}

= 2
+∞∑
k=1

Re
[

Aaw sh
(
x
a
p
)

ept

p (p2 + ω2) l
a

sh
(
l
a
p
)]

p=iωk

= 16Aawl2
+∞∑
k=1

(−1)k−1 sin ωk

a
x sinωkt

(2k − 1)π [4l2ω2 − (2k − 1)2π2a2]

所以定解问题的解为：u(t, x) = u0(t, x) + v(t, x)

注意反演公式在使用拉普拉斯变换法的反变换步骤中的重要应用。

9.6 δ 函数的性质

试证明 xδ′(x) = −δ(x)
证明：对于这类关于 δ 函数的等式的证明问题，要利用 δ 函数最根本的性质，即筛选性

质，进行证明。

首先任选一检验函数 φ(x)，并得到∫ +∞

−∞
xδ′(x)φ(x)dx = − (xφ(x))′|x=0 = −φ(x)− xφ′(x)|x=0 = −φ(0)
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而根据 δ 函数的筛选性质∫ +∞

−∞
−δ(x)φ(x)dx = − φ(x)|x=0 = −φ(0)

比较得到 ∫ +∞

−∞
xδ′(x)φ(x)dx =

∫ +∞

−∞
−δ(x)φ(x)dx

因此有：

xδ′(x) = −δ(x)

9.7 基本解方法求解定解问题


∆u = 0(x > 0, y > 0)

u(0, y) = f(y)

u(x, 0) = 0

解：格林函数满足的定解问题为{
∆G = δ (x− x0, y − y0) (x > 0, y > 0)

G|x=0 = G|y=0 = 0

利用镜像法可得格林函数

G =
1

4π
ln

[
(x+ x0)

2 + (y − y0)
2] [(x− x0)

2 + (y + y0)
2][

(x− x0)
2 + (y − y0)

2] [(x+ x0)
2 + (y + y0)

2]
积分公式为

u(M) = −
∫
l
f (M0)

∂
∂n0

G (M,M0) dl0
= −

∫∞
0
f (y0)

∂G
∂(−x0)dy0 + 0 =

∫∞
0
f (y0)

∂G
∂x0

dy0

计算方向导数

∂G

∂x

∣∣∣∣
l

=
1

4π

[
2 (x+ x0)

(x+ x0)
2 + (y − y0)

2 +
2 (x− x0)

(x− x0)
2 + (y + y0)

2

− 2 (x− x0)

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 − 2 (x+ x0)

(x+ x0)
2 + (y + y0)

2

]
x=0

=
1

4π

[
4x0

x20 + (y − y0)
2 − 4x0

x20 + (y + y0)
2

]
=
x0
π

[
1

x20 + (y − y0)
2 − 1

x20 + (y + y0)
2

]
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进而得到解

u(x, y) =
x

π

∫ ∞

0

[
1

x2 + (y0 − y)2
− 1

x2 + (y0 + y)2

]
f (y0) dy0
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经典问题专题

10.1 简介

这一部分以专题形式整理一些数理方程课程中涉及的经典问题，主要来自于平时答

疑的整理。其中每一个专题均以一道例题的形式呈现，首先对这一类问题进行分析，进

而提出一道例题并进行分析求解。通过这种形式，相对清晰地描述这些经典问题及其背

后蕴含的学科思想。

10.2 函数变换法的应用

数理方程课程主要研究线性偏微分方程和定解条件所组成的定解问题的求解，

课程的核心思想是转化的思想，其中通解法是一种借鉴常微分方程定值问题的求解思路

转化而来的求解方法。通解法的求解步骤为：求解偏微分方程的通解，代入定解条件构

建已知函数和未知函数之间的联系，用已知函数表达未知函数代入形式通解得到定解问

题的解。其中重要步骤为，求解偏微分方程的通解。虽然这种方法思路很清晰，但往往

偏微分方程的通解求解是比较复杂的。我们常见的求解类型主要分为三种，分别是可直

接积分求解类型，可通过变量代换化为可直接积分求解类型，可通过函数变换化为可直

接积分求解类型。这一专题通过分析一道作业题目来阐述函数变换法的求解思路。这一

道题目虽然实际上变成求解常微分方程的通解，但其中函数变换法的思想是一致的，这

里函数变换法是将一般的二阶常微分方程转化为二阶常系数微分方程求解。

在球坐标系下，求方程 ∆3u+ k2u = 0(k 为正常数) 的形如 u = u(r) 的解.
提示: ∆3u 在球坐标系下的形式为

∆3u =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂u

∂r

)
+

1

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ∂u

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2u

∂φ2
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解：由题意知，需要求得形如 u = u(r) 的解。则设 u = u(r)，并代入方程整理得到

∆3u+ k2u =
2

r

∂u

dr
+
∂2u

∂r2
+ k2u = 0

可以发现，这个方程不是二阶常系数线性微分方程，并且直观上不容易看出一个解，所

以采用函数变换法，通过构造函数变换将其转化为我们熟悉的类型，即二阶常系数线性

微分方程。(对比偏微分方程通解法中，通过函数变换将一般的偏微分方程转化为可以
直接积分求解的偏微分方程，进而实现求解) 设 u(r) = v(r)w(r)，并代入方程得

v′′w + 2v′w′ + vw′′ +
2

r
(v′w + vw′) + k2vw = 0

进一步整理得到关于 w(r) 的微分方程

w′′ +
2v′ + 2

r
v

v
w′ +

v′′ + 2
r
v′ + k2v

v
w = 0

考虑到我们的目标是将其转化为二阶常系数线性微分方程，即要求 w 及其各阶导数的

系数为常数，即

2v′ + 2
r
v

v
= C ′

1

v′′ + 2
r
v′ + k2v

v
= C ′

2

亦即

v′ + 1
r
v

v
= C1

v′′ + 2
r
v′

v
= C2

其中 C1, C2 为任意常数。

则我们只需要求解上述常微分方程组的一个解即可 (往往我们希望这个解尽可能简单)。
注意到第一个方程是一阶方程而第二个是二阶方程，则我们首先要求解第一个方程，然

后代入第二个方程验证即可 (要注意我们使用函数变换法是要解决一般的非常系数二阶
线性常微分方程的求解，这种类型方程不易直接求解，所以我们选择通过函数变换法将

其转化为容易求解的类型，即二阶常系数线性常微分方程。第二个方程也属于这种类

型，同样不易直接求解。而第一个方程是一阶方程，一般一阶方程求解相对容易，所以

我们的一般做法是，先求解转化得到的一阶方程得到通解，代入二阶方程验证）。

另外注意到 C1, C2 为任意常数，即我们只需要找到一组合适的 C1, C2 使得方程组有解

即可。

第一个方程属于可分离变量类型，分离变量得到

dv

v
=

(
C1 −

1

r

)
dr
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解得

v = C3
eC1r

r

将 v 代入第二个方程得

C2
1C3

eC1r

r
= C2C3

eC1r

r

则当 C2 = C2
1 时上述方程组有解。考虑到使得解尽可能简单，我们取 C1 = 0, C3 = 1.

则得到解

v =
1

r

代入关于 w 的方程得

w′′ + k2w = 0

对于这一二阶常系数线性常微分方程，可以直接通过特征根法求解。

w = A cos kr +B sin kr

进而由 u(r) = v(r)w(r) 得方程的解为

u = vw =
1

r
(A cos kr +B sin kr)

其中 A,B 为任意常数。

总结：转化思想是这门课程中的核心思想，通过转化我们可以将不熟悉的问题变成熟悉

的问题进而实现求解。转化思想应用时首先要考虑的问题是转化的目标和转化的方法，

并且要在求解过程中时刻记得。这个专题通过一道作业题目的分析过程展示转化的一

个具体手段——函数变换法，在求解一般的二阶非常系数线性常微分方程中的应用。而

在这门课程中，除了需要掌握这一应用，还需要掌握函数变换法在求解偏微分方程通解

中的应用。这一问题在习题课和总结材料中有所阐述，另外建议读者通过比较函数变换

法在这两个场景中的应用，思考函数变换法的核心思想，并通过和这门课程中所讲述的

各种求解定解问题的方法中蕴含的转化思想作比较，体会转化思想的精神。

10.3 微元法分析书写定解问题

数理方程主要研究由物理问题抽象得到的数学模型，其中一个重要问题在于建

模的过程。一般来讲，在这门课程的考核过程中，对于这一考点，主要是考察对于数理

方程的基本概念的理解以及对于三类重要方程的掌握，即大多数情况下，掌握三类重要

方程的书写及其物理意义即可。但是从根本上讲，建模的过程涉及微元法的应用，其具

体操作可以概况为：选择合适的坐标系，选取微元结合物理学定律进行分析，结合小量
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近似方法构造方程，结合物理意义书写定解条件。这里通过一道例题说明其中微元法分

析的过程。

试推导均匀弹性杆的微小纵振动方程，设杆的杨氏模量为 E，密度为 ρ, 作用于单位长

度杆上的外力为 F (x, t) 。

解：首先选取合适的坐标系

一维问题，取 x 轴沿杆的轴线方向，以 u(x, t) 表示 x 点, t 时刻的纵向位移。
选取合适的微元，利用物理学定律进行分析，建立等式

考虑杆上的一小段 [x, x+∆x] 的运动情况. 以 σ(x, t) 记杆上 x 点、t 时刻的应力 (杆在
伸缩过程中各点相互之间单位截面上的作用力）, 其方向沿 x 轴，现在求杆上 x 点,t 时
刻的应变 (相对伸长)。
如图所示，A′B′ 表示 AB 段 (平衡位置) 在 t 时刻所处的位置，则 AB 段的相对伸长是

A′B′ − AB

AB
=
u(x+∆x, t)− u(x, t)

∆x

图 10.1: 微元法分析

而 x 点的应变则是

lim
ax−0

u(x+∆x, t)− u(x, t)

∆x
=
∂u(x, t)

∂x

由于振动是微小的 (不超过杆的弹性限度)，由 Hooke 定律有

σ(x, t) = E
∂u(x, t)

∂x

整理等式建立方程

设杆的横截面面积为 S(设为常数)，则由 Newton 第二定律可知, [x, x +∆x] 段的运动
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方程是

ρS∆x
∂2u(ξ, t)

∂2t

∣∣∣∣
ξ=x+θ1∆x

= σ(x+∆x, t)S − σ(x, t)S + F (x+ θ2∆x, t)S∆x

= ES
∂u(ξ, t)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=x+∆x

− ES
∂u(ξ, t)

∂ξ

∣∣∣∣
ε=x

+ F (x+ θ2∆x, t)S∆x

≈ ES
∂2u(ξ, t)

∂ξ2

∣∣∣∣
ξ=x

∆x+ F (x+ θ2∆x, t)S∆x

其中常数 θ1, θ2 满足 0 ≤ θi ≤ 1 (i = 1, 2). 这里利用了 Hooke 定律式，而且将函数
∂u(ξ,t)
∂ξ

∣∣∣
ξ=x+∆x

在 ξ = x 处展开为泰勒级数并取了前两项. 以 S∆x 除上式的两端后，令

∆x→ 0 取极限 , 得到

ρutt(x, t) = Euxx(x, t) + F (x, t)

记

a =

√
E

ρ
, f(x, t) =

F (x, t)

ρ

整理得到方程

utt(x, t) = a2uxx(x, t) + f(x, t)

10.4 阻尼振动问题

阻尼问题是弦振动问题中的一种特殊情形，其中阻尼项的加入会导致无法直接

使用行波法处理。对于阻尼问题，有一种有效的转化方法是基于物理意义，引入阻尼因

子进行函数变换。以这道题为例说明这一类问题的处理思路。

试求解一维无界区域上阻尼振动问题。{
vtt − a2vxx + 2εvt + ε2v = 0(−∞ < x <∞, t > 0)

v(x, 0) = φ(x), vt(x, 0) = ψ(x)

解：首先我们发现，问题描述的是一维无界区域的波动方程问题，从这一点上看是满足

行波法的。然后我们继续观察，这个定解问题不同于一般的一维无界区域弦振动问题，

其中不同在于这里多了一个阻尼项，这就导致无法直接使用行波法。这时候，有两种思

路：转化为可以使用行波法的类型；使用积分变换法等其他方法。

我们遵循一个原则，在题目没有指定方法的前提下，如果能使用行波法，就不考虑使用

积分变换法等方法处理。理由呢就是，如果满足行波法使用条件，那用行波法来求解是

最简洁的。因此如果存在转化方法，且转化方法不是很复杂的话，我们希望能够通过转

化并利用行波法求解。
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考虑到这种特殊问题可以通过转化方法求解，那么我们这里说明如何将问题转化为可以

使用行波法求解的问题。

令

v(x, t) = e−βtu(x, t)(β > 0)

其中 e−βt 为衰减因子，且使得 u(x, t) 满足一维无界区域波动方程基本型。

由上述表达式可得

vt = e−βt
(
∂u
∂t

− βu
)

vtt = e−βt (utt − 2βut + β2u)

vxx = e−βtuxx

代入泛定方程得

utt − a2uxx + 2(ε− β)ut +
(
ε2 − 2εβ + β2

)
u = 0

对照一维无界区域波动方程基本型可得，取 β = ε 即可得

utt − a2uxx = 0

对于定解条件有

v(x, 0) = e−ε·0u(x, 0) = φ(x)

vt(x, 0) =
d
dt [e

−ϵtu(x, t)]t=0 = ψ(x)

进而得

u(x, 0) = v(x, 0) = φ(x)

ut(x, 0) = ψ(x) + εφ(x)

则由行波法可得

u(x, t) =
1

2eεt [φ(x+ at) + φ(x− at)]

+
1

2aeβt
∫ x+at

x−at
[ψ(ξ) + εφ(ξ)]dξ

总结：

对于一维无界区域波动方程问题标准型，满足行波法使用要求，则直接使用行波法。

如果是半无界问题可以考虑使用延拓法转化为一维无界区域问题，进而使用行波法。

对于三维球对称问题，可以使用球坐标表达，利用函数变换，转化为一维半无界区域问

题，延拓后使用行波法。

对于阻尼问题，可以考虑使用指数函数形式的阻尼因子项进行函数变换，进而转化为一

维无界区域问题，使用行波法。
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10.5 勒让德多项式的递推公式推导

在求解关于特殊函数的积分时，经常会用递推公式。对于勒让德多项式的递推

公式来讲，其推导思路主要是分别看作变量 x和变量 t的函数并进行求导，比较级数表

达的对应项系数，进而得到最基本的递推公式，然后基于此进行恒等变形，得到其他需

要的递推公式。那么，一个自然的问题是，我们需要什么样子的递推公式。要回答这个

问题，我们就要思考，我们用递推公式来做什么。我们知道，我们利用递推公式来求解

含有特殊函数的积分，而求解积分的方法一般包括：换元法，分部积分法。特别地，有

时候我们会利用分部积分法构造积分递推公式得到积分表达式的值。那么，自然地，我

们知道，我们需要思考在求解积分的时候需要什么样子的递推公式来方便我们求解。例

如对于换元法来说，我们可能需要凑出某函数的导函数形式，那么我们可能需要用导函

数表达原函数的递推公式。这一专题主要分析递推公式推导过程。

基于勒让德多项式母函数和级数表达形式推导递推公式。

w(t, x) =
(
1− 2xt+ t2

)− 1
2 =

+∞∑
n=0

pn(x)t
n

解：将 w(t, x) 看作 t 的函数进行求导，得到式一

(n+ 1)pn+1(x)− (2n+ 1)pn(x) + npn−1(x) = 0

将 w(t, x) 看作 x 的函数进行求导，得到式二

p′n+1(x) + p′n−1(x) = 2xp′n(x) + pn(x)

式一对 x 求导，得到式三

(n+ 1)p′n+1(x)− (2n+ 1)p′n (x1) + np′n−1(x) = 0

式二乘以 (n+ 1) 与式三做差，得到式四

p′n−1(x) = xp′n(x)− npn(x)

式二与式四做差得

p′n+1(x) = xp′n(x) + (n+ 1)pn(x)
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整理上述等式得

(n+ 1)pn+1(x)− x(2n+ 1)pn(x) + npn−1(x) = 0

p′n−1(x) = xp′n(x)− npn(x)

p′n+1(x) = xp′n(x) + (n+ 1)pn(x)

考虑到我们在使用换元法求解积分时需要用导函数表达原函数的递推公式，所以从初

始的递推式中的两项进行作差，得到

p′n+1(x)− p′n−1(x) = (2n+ 1)pn(x)

综上所述，可以得到勒让德多项式的递推公式

(n+ 1)pn+1(x)− x(2n+ 1)pn(x) + npn−1(x) = 0

npn(x)− xp′n(x) + p′n−1(x) = 0

npn−1(x)− p′n(x) + xp′n−1(x) = 0

p′n+1(x)− p′n−1(x) = (2n+ 1)pn(x)

总结：特殊函数的递推公式在处理这门课程中的一些题目时有着重要的作用，其

中主要用于处理特殊函数的积分运算。从直观上看，递推公式数量比较多，而且看着规

律性并不明显，从而给记忆带来一定困难。虽然在参考公式中可能会提供递推公式，但

是掌握重要的递推公式是有必要的。那么，我们应该如何记住这些公式呢。一个自然的

想法是，我们考虑这些公式是如何推导出来的。上述推导过程以一种相对清晰的思路

展示了推导的过程。而要注意的一点是，其实这一思路的核心在于，我们要明确我们的

目标是什么。在明确了我们要利用递推公式求解积分表达式，以及在求解积分表达式

的常用方法中如何应用递推公式之后，我们就知道我们需要什么形式的递推公式。进

而，根据分别对 t 和 x 求导得到的最基本的递推公式，按照我们的目标对这些基本的

递推公式进行变形，进而可以得到我们需要的递推公式。

10.6 一类重要的函数的傅里叶变换求解的特殊方法

积分变换是一种常用的求解数理方程的方法，其核心思想是通过积分变换将

偏微分方程转化为常微分方程从而求解。积分变换法的流程可以总结为：利用积分变换

的性质将偏微分方程转化为常微分方程，求解像函数满足的常微分方程得到像函数，反

变换得到原问题的解。其中变换过程可能会涉及复杂的运算，一般情况下，对于傅里叶

变换和拉普拉斯变换，可能会需要用到留数定理求解积分。留数定理虽然有着强大的能

力，但是有时候围道的构造是有一定难度的。对于本文提到的这类重要的函数，在教材

上有介绍如何构造围道。这里介绍一种相对简单的想法，更容易理解和记忆这一重要的

傅里叶变换对。
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求解 f(x) = e−
x2

2 的傅里叶变换。

解：记 f(x) 的傅里叶变换为

F [f(x)] = F (λ)

对 f(x) 求导可得

f ′(x) = −x · f(x)

由傅里叶变换的性质可知

F [f ′(x)] = iλF (λ)

F [−xf(x)] = −iF ′(λ)

代入上式可得

iλF (λ) = −iF ′(λ)

整理可得 {
F ′(λ) + λF (λ) = 0

f ′(x) + xf(x) = 0

由 f ′(x) + xf(x) = 0 有解 f(x) = e−
x2

2 可知，F (λ) 有形如

F (λ) = k · e−
λ2

2

的解. 又由
F (0) =

∫ +∞

−∞
f(x)dx =

√
2π

可知，k =
√
2π. 所以

F (λ) =
√
2πe−

λ2

2

一般地，对于

g(x) = e−ax
2

= e−
(
√

2ax)2

2 (a > 0)

有傅里叶变换公式

F
[
e−ax

2
]
=

√
2π
e−

(
λ√
2a

)2

2

√
2a

=

√
π

a
e−

λ2

4a2

一般地，使用留数定理求解积分时，围道的构造没有固定的方法，需要根据问题进

行分析，往往难度较大。对于这类特殊的函数，存在这样一种简洁的方法进行拉普拉斯

变换求解。这类函数也是一类重要的函数，在使用积分变换法的时候可能会用到，所以

以专题形式特别分享这样一种求解思路。
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10.7 分离变量法求解基本解

基本解方法是一种基于转化思想的数理方程求解方法。其本质想法为，将一般

的定解问题转化为（特殊的）基本解满足的定解问题，通过求解基本解满足的定解问题

得到基本解，进而利用积分公式得到原定解问题的解。所以，总的来讲，基本解方法求

解定解问题的流程为：根据定解问题的类型写出基本解满足的定解问题，求解得到基本

解，利用积分公式得到原定解问题的解。其中，由定解问题得到基本解满足的定解问题

和由基本解得到元定金问题的解这两个步骤是转化的过程，有着固定的方法。而求解基

本解满足的定解问题，本质上是求解定解问题，所以，仍然可以使用所学的求解定解问

题的方法求解。除此以外，由于问题的特殊性，经常会选择使用镜像法求解。但同时也

要注意，有些时候会需要使用例如分离变量法求解。

求解半条形区域 D : 0 < x < a, y > 0 内 Poisson 方程第一边值问题的格林函数。

解：由题意知，要求解定解问题
∆2G = −δ(x− ξ, y − η) (0 < x, ξ < a, y, η > 0)

G|x=0 = G|x=a = G|y=0 = 0

G|y→+∞ 有界

分析定解问题的类型知道，可以选择分离变量法求解。由于是非齐次方程，采用利用固

有函数展开法求解。首先求解齐次方程得到固有值和固有函数系。对于这类问题，即求

解拉普拉斯算子的固有值问题，对应的定解问题可写为
∆2v + λv = 0 (0 < x < a, y > 0)

v|x=0 = v|x=a = v|y=0 = 0

v|y→+∞ 有界

令 v = X(x)Y (y), 得到固有值问题{
X ′′ + µX = 0 (0 < x < a)

X(0) = X(a) = 0

和 {
Y ′′ + νY = 0 (y > 0)

Y (0) = 0, Y (+∞) 有界
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其中, µ+ ν = λ. 分别解得

µn =
(nπ
a

)2

,Xn(x) = sin nπ
a
x, n = 1, 2, · · ·

ν = ω2,Y (y, ω) = sinωy, ω > 0

进而得到原定解问题对应的固有值和固有函数

λnω =
(nπ
a

)2

+ ω2, vn(x, y, ω) = sin nπ
a
x sinωy

将非齐次项在固有函数系上展开

记 G =
∑+∞

n=1

∫ +∞
0

Cn(ω) sinωydω sin nπ
a
x, 代入 G 的方程, 得

−∆2G =
+∞∑
n=1

{∫ +∞

0

Cn(ω)

[(nπ
a

)2

+ ω2

]
sinωydω

}
sin nπ

a
x

= δ(x− ξ, y − η)

这是 δ(x− ξ, y − η) 关于
{

sin nπ
a
x
}
的正弦展开, 展开系数

∫ +∞

0

Cn(ω)

[(nπ
a

)2

+ ω2

]
sinωydω =

2

a

∫ a

0

δ(x− ξ, y − η) sin nπ
a
xdx

=
2

a
sin nπ

a
ξδ(y − η)

此式又可看成是 Cn(ω)
[(

nπ
a

)2
+ ω2

]
的正弦变换, 由反变换公式求出

Cn(ω)

[(nπ
a

)2

+ ω2

]
=

2

π

∫ +∞

0

[
2

a
sin nπ

a
ξδ(y − η)

]
sinωydy

=
4

aπ
sin nπ

a
ξ sinωη

故

Cn(ω) =
4a

π [(nπ)2 + (aω)2]
sin nπ

a
ξ sinωη

所以, 格林函数

G(x, y; ξ, η) =
4a

π

+∞∑
n=1

[∫ +∞

0

sinωη sinωy
(nπ)2 + (aω)2

dω
]

sin nπ
a
ξ sin nπ

a
x
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期末复习试卷

中国科学技术大学
2019-2020 学年第二学期
数理方程 B 期末复习试卷

数理方程 08 班制作，仅供学习交流使用

特别说明：这份复习试卷的题目选自作业题目中的易错问题，答案详见每周公布的作业

参考答案。

一、求解下列 Cauchy 问题。
（1） 

utt = a2∆3u

u|t=0 = φ(r)

ut|t=0 = ϕ(r)

（2） {
∂u
∂t

+ a∂u
∂x

= f(t, x)(−∞ < x < +∞, t > 0)

u(0, x) = φ(x)

其中 a ̸= 0，且 a 为常数。
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二、求解下列固有值问题

（1） {
y′′ − 2ay′ + λy = 0(0 < x < 1, a 为常数)
y(0) = y(1) = 0;

（2） {
(r2R′)

′
+ λr2R = 0(0 < r < a)

|R(0)| < +∞, R(a) = 0

提示：令 y = rR.

三、求解圆内狄氏问题的解

（1） {
∆2u = 0(r < a)

u|r=a = A sin2 θ +B cos2 θ

（2） {
∆2u = 0(r < a)

ur(a, θ)− hu(a, θ) = f(θ)(h > 0)
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四、利用分离变量法求解定解问题

（1） 
∂2u
∂t2

= a2 ∂
4u
∂x4

(0 < x < l, t > 0)

u(0, x) = x(l − x), ut(0, x) = 0

u(t, 0) = u(t, l) = 0

uxx(t, 0) = uxx(t, l) = 0

（2） {
∆2u = 0(a < r < b)

u(a, θ) = u1,
∂u(b,θ)
∂n

= u2

（3） 
utt = a2uxx + b shx(0 < x < l, t > 0)

u(t, 0) = u(t, l) = 0

u(0, x) = ut(0, x) = 0
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五、设圆柱的半径为 R, 高为 h, 侧面在温度为零的空气中自由冷却，下底温度恒为零，

上底温度为 f(r), 求柱内温度分布。

六、特殊函数的性质应用

（1）计算积分 ∫ 1

−1

(
1− x2

)
[p′n(x)]

2 dx

（2）把函数 f(x) = |x| 按勒让德函数系展开
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七、利用积分变换法求解定解问题

（1） 
∆2u = 0(−∞ < x < +∞, y > 0)

u(x, 0) = f(x)

当x2 + y2 → +∞ 时, u(x, y) → 0

（2） {
∆2u = 0, x > 0, y > 0

u|y=0 = f(x), ux|x=0 = 0, u(x, y) 有界.

提示：利用余弦变换。

八、利用拉普拉斯方程的基本解求解下列方程的基本解

（1）
uxx + β2uyy = 0(β > 0, β 为常数)

（2）
∆2∆2u = 0
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参 考 公 式

1. 拉普拉斯算子 ∆3 在各个坐标系下的表达形式

∆3 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
=

1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2
∂2

∂θ2
+

∂2

∂z2

=
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2

2. Legendre 方程: [(1− x2) y′]
′
+ λy = 0; n 阶 Legendre 多项式：

Pn(x) =

|n
2 ]∑

k=0

(−1)k(2n− 2k)!

2nk!(n− k)!(n− 2k)!
xn−2k =

1

2nn!

dn

dxn
(
x2 − 1

)n
Legendre 多项式的母函数: (1− 2xt+ t2)

− 1
2 =

∑∞
n=0 Pn(x)t

n, |t| < 1

Legendre 多项式的模平方: ∥Pn(x)∥2 = 2
2n+1

Legendre 多项式满足的递推公式 ( n ≥ 1)

(n+ 1)Pn+1(x)− x(2n+ 1)Pn(x) + nPn−1(x) = 0

nPn(x)− xP ′
n(x) + P ′

n−1(x) = 0

nPn−1(x)− P ′
n(x) + xP ′

n−1(x) = 0

P ′
n+1(x)− P ′

n−1(x) = (2n+ 1)Pn(x)

3。3. ν 阶 Bessel 方程: x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2) y = 0;ν 阶 Bessel 函数:
Jν(x) =

∑+∞
k=0

(−1)k

k!Γ(k+ν+1)

(
x
2

)2k+ν
Bessel 函数的的母函数: e

x
2 (ζ−ζ−1) =

∑+∞
n=−∞ Jn(x)ζ

n

Bessel 函数在三类边界条件下的模平方分别为

N2
ν1n = a2

2
J2
ν+1 (ω1na)

N2
ν2n = 1

2

[
a2 − ν2

ω2
2n

]
J2
ν (ω2na)

N2
ν3n = 1

2

[
a2 − ν2

ω2
3n

+ a2α2

β2ω2
3n

]
J2
ν (ω3na)

Bessel 函数满足的微分关系和递推公式:

d
dx (x

νJν(x)) = xνJν−1(x)
d

dx

(
Jν(x)
xν

)
= −Jν+1(x)

xν

4. 傅里叶变换: F [f ](λ) =
∫ +∞
−∞ f(x)eiλxdx; 傅里叶逆变换

F−1[F ](x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
F (λ)e−iλxdλ;F−1

[
e−λ

2
]
=

1

2
√
π
e−

x2

4
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5. 拉普拉斯变换: L[f(t)] =
∫ +∞
0

f(t)e−ptdt, p = σ + is

L [eαt] = 1
p−α ;L [tα] = Γ(α+1)

pα+1

6. 拉普拉斯方程 ∆3u = δ(M) 的基本解：

二维, U(x, y) = − 1
2π

ln 1
r
, r =

√
x2 + y2

三维, U(x, y, z) = − 1
4πr
, r =

√
x2 + y2 + z2

7. Green 第一公式:
∫∫

∂V
u ∂v
∂n

dS =
∫∫∫

V
u∆vdV +

∫∫∫
V
∇u · ∇vdV

Green 第二公式:
∫∫

∂V

(
u ∂v
∂n

− v ∂u
∂n

)
dS =

∫∫∫
V
(u∆v − v∆u)dV
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期末模拟试卷

中国科学技术大学
2019-2020 学年第二学期
数理方程 B 期末模拟试卷

数理方程 08 班制作，仅供学习交流使用
题号 一 二 三 四 五 六 七 总分

得分

评阅人

一、（本题 10 分）求一维弦振动问题的解。
utt = uxx(−∞ < x <∞, t > 0)

u(x,−x) = φ(x)

u(x, x) = ψ(x)

二、（本题 10 分）求右行单波方程初值问题的解。{
∂u
∂t

+ a∂u
∂x

= 0(−∞ < x <∞, t > 0)

u(x, 0) = φ(x)
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三、（本题 20 分）求解热传导问题的解。已知定解问题描述的是一个长为 l 的均匀杆

的温度变化问题，请说明定解条件所表达的物理意义。
ut − a2uxx = 0(0 < x < l, t > 0)

u(0, t)− hux(0, t) = u1, u(l, t) + hux(l, t) = u2

u(x, 0) = u0
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四、（本题 15 分）求高维波动方程的解。

utt = a2∆u(0 < x, y, z < 1, t > 0)

u(x, y, z; 0) = sin πx sinπy sinπz
ut(x, y, z; 0) = 0

u(0, y, z; t) = u(1, y, z; t) = 0

u(x, 0, z; t) = u(x, 1, z; t) = 0

u(x, y, 0; t) = u(x, y, 1; t) = 0
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五、（本题 15 分）有一个内径为 a，外径为 2a 的均匀球壳，其内、外表面温度分别为

0 和 u0。试求球壳内的温度分布。

六、（本题 15 分）求解定解问题。
utt = a2∆3u(t > 0, r > 0)

u|r=0 有界, r =
√
x2 + y2 + z2

u|t=0 = 0, ut|t=0 = (1 + r2)
−2
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七、（本题 15 分）请写出定解问题对应的格林函数，并利用基本解方法求解定解问题。
ut − a2uxx = A sinωt(0 < x < l, t > 0)

ux|x=0 = 0, ux|x=l = 0

u|t=0 = 0
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参 考 公 式

1. 拉普拉斯算子 ∆3 在各个坐标系下的表达形式

∆3 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
=

1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2
∂2

∂θ2
+

∂2

∂z2

=
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂φ2

2.Legendre 方程: [(1− x2) y′]
′
+ λy = 0;n 阶 Legendre 多项式

Pn(x) =
∑[n2 ]

k=0
(−1)k(2n−2k)!

2nk!(n−k)!(n−2k)!
xn−2k = 1

2nn!
dn

dxn (x2 − 1)
n

Legendre 多项式的母函数: (1− 2xt+ t2)
− 1

2 =
∑∞

n=0 Pn(x)t
n, |t| < 1;

Legendre 多项式的模平方: ∥Pn(x)∥2 = 2
2n+1

3. ν 阶 Bessel 方程 : x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2) y = 0; ν 阶 Bessel 函数:
Jν(x) =

∑+∞
k=0

(−1)k

k!Γ(k+ν+1)

(
x
2

)2k+ν
; Bessel 函数的母函数: e

x
2 (ζ−ζ−1) =

∑+∞
n=−∞ Jn(x)ζ

n

Bessel 函数在三类边界条件下的模平方: N2
ν1n = a2

2
J2
ν+1 (ω1na) , N2

ν2n = 1
2
[a2−

ν2

ω2
2n

]
J2
ν (ω2na) , N2

ν3n = 1
2

[
a2 − ν2

ω2
2n

+ a2α2

β2ω2
3n

]
J2
ν (ω3na)

4. 傅里叶变换和逆变换: F [f ](λ) =
∫ +∞
−∞ f(x)e−iλxdx;F−1[F ](x) = 1

2π

∫ +∞
−∞ F (λ)eiλxdλ

F−1
[
e−λ

2
]
= 1

2
√
π
e−

x2

4

5. 拉普拉斯变换: L[f(t)] =
∫ +∞
0

f(t)e−ptdt, p = σ + is;L [eαt] = 1
p−α

L [tα] = Γ(α+1)
pα+1 , L[sin t] = 1

p2+1
, L[cos t] = p

p2+1
, L

[
1√
πt
e−

α2

4t

]
= e−a

√
p

√
p

6. 拉普拉斯方程 ∆3u = δ(M) 的基本解：

二维, U(x, y) = − 1
2π

ln 1
r
, r =

√
x2 + y2

三维, U(x, y, z) = − 1
4πr
, r =

√
x2 + y2 + z2

7. 设 G (M ;M0) 是三维 Poisson 方程第一边值问题{
∆3u = −f(M), (M = (x, y, z) ∈ V )

u|s = φ(M)

对应的格林函数, 则
u (M0) = −

∫∫
S
φ(M)∂G

∂n
(M ;M0) dS +

∫∫∫
V
f(M)G (M ;M0) dM ·

(
其中M0 = (ξ, η, ζ)

)
8. 积分公式 ∫ +∞

0
cosωx
1+x2

dx = π
2
e−ω
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期末模拟试卷参考答案

中国科学技术大学
2019-2020 学年第二学期

数理方程 B 期末模拟试卷参考答案
数理方程 08 班制作, 仅供学习交流使用

一、（本题 10 分）求一维弦振动问题的解。
utt = uxx(−∞ < x <∞, t > 0)

u(x,−x) = φ(x)

u(x, x) = ψ(x)

解：泛定方程的通解为

u(x, t) = f1(x+ t) + f2(x− t)

由定解条件可知

f1(0) + f2(2x) = φ(x)

f1(2x) + f2(0) = ψ(x)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5 分)

令 2x = y, 则上式变为 {
f1(0) + f2(y) = φ

(
y
2

)
f1(y) + f2(0) = ψ

(
y
2

)
其中，- ∞ < y <∞，上述方程可化为{

f1(y) = ψ
(
y
2

)
− f2(0)

f2(y) = φ
(
y
2

)
− f1(0)
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所以

f1(x+ t) = ψ
(
x+t
2

)
− f1(0), f2(x− t) = φ

(
x−t
2

)
− f2(0)

因此

u(x, t) = ψ
(
x+t
2

)
+ φ

(
x−t
2

)
− [f1(0) + f2(0)]

在上述解得关于 f1(y) 和 f2(y) 的等式中令 y = 0 可得

f1(0) + f2(0) =
1
2
[φ(0) + ψ(0)]

所以，此定解问题的解为

u(x, t) = ψ
(
x+t
2

)
+ φ

(
x−t
2

)
+ φ(0)+ψ(0)

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10 分)

二、（本题 10 分）求右行单波方程初值问题的解。{
∂u
∂t

+ a∂u
∂x

= 0(−∞ < x <∞, t > 0)

u(x, 0) = φ(x)

解：将泛定方程两边分别对 t 和 x 求导，得

utt + auxt = 0

utx + auxx = 0

整理两个等式得一维波动方程

utt − a2uxx = 0

方程的通解为

u(x, t) = f1(x+ at) + f2(x− at)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5 分)

将通解代入原泛定方程中，得

af ′
1(x+ at)− af ′

2(x− at) + af ′
1(x+ at) + af ′

2(x− at) = 0

即

2af ′
1(x+ at) = 0
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由此可得

f1(x+ at) = C

将定解条件代入通解，得

f1(x) + f2(x) = φ(x)

即

f2(x) = φ(x)− f1(x)

因此可得

f2(x− at) = φ(x− at)− C

将 f1(x+ at) = C 和 f2(x− at) = φ(x− at)− C 代入方程通解得

u(x, t) = φ(x− at)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10 分)

三、（本题 20 分）求解热传导问题的解。已知定解问题描述的是一个长为 l 的均匀杆

的温度变化问题，请说明定解条件所表达的物理意义。
ut − a2uxx = 0(0 < x < l, t > 0)

u(0, t)− hux(0, t) = u1, u(l, t) + hux(l, t) = u2

u(x, 0) = u0

解：首先求解定解问题。根据定解问题可知，利用分离变量法求解。由于边界条件非齐

次，所以先将边界条件齐次化

令

u(x, t) = v(x, t) + w(x, t)

其中

w(x, t) = u2−u1
l+2h

(h+ x) + u2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5 分)

则，v(x, t) 满足定解问题
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
vt − a2vxx = 0

v(0, t)− hvx(0, t) = 0

v(l, t) + hvx(l, t) = 0

v(x, 0) = u0 − u2 +
u1−u2
l+2h

(h+ x)

分离变量得固有值问题和关于 t 的常微分方程
X ′′ + λX = 0

X(0)− hX ′(0) = 0, X(l) + hX ′(l) = 0

T ′(t) + λa2T (t) = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10 分)

由施刘定理可知，有可数个非负固有值 λ 满足

tan
√
λl = 2h

√
λ

h2λ−1

进一步得固有函数

Xn(x) = sin
√
λnx+ h

√
λn cos

√
λnx

将固有值代入关于 t 的常微分方程并解之得

Tn(t) = ane−λna2t

整理得形式解

v(x, t) =
∑∞

n=1 ane−λna2t(sin
√
λnx+ h

√
λn cos

√
λnx)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15 分)

将定解条件在固有函数系上展开，并比较对应项系数得

an = 1
N2

n

{[
(u0 − u2) +

(u1−u2)h
l+2h

]
2√
λn

+ u1−u2
l+2h

l√
λn

}
= 2u0+u1−3u2

N2
n

√
λn

= 4u0+2u1−6u2√
λn[l(h2λn+1)+2h]

代入形式解，得到关于 v(x, t) 的解。将求得的 v(x, t) 与 w(x, t) 相加，得定解问题的解

u(x, t) = u2 +
u2−u1
l+2h

(h+ x) +
∑∞

n=1
4u0+2u1−6u2√
λn[l(h2λn+1)+2h]

e−λna2t ·(sin
√
λnx+ h

√
λn cos

√
λnx)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (18 分)

由题意知，定解问题描述长为 l 的均匀杆的温度变化问题，由定解条件可知，表达的物

理意义为：杆的初始温度为 u0, 杆的侧面绝热，两端分别与温度为 u1 和 u2 的介质进

行热交换。
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (20 分)

四、（本题 15 分）求高维波动方程的解。

utt = a2∆u(0 < x, y, z < 1, t > 0)

u(x, y, z; 0) = sin πx sinπy sinπz
ut(x, y, z; 0) = 0

u(0, y, z; t) = u(1, y, z; t) = 0

u(x, 0, z; t) = u(x, 1, z; t) = 0

u(x, y, 0; t) = u(x, y, 1; t) = 0

解：由题知，利用分离变量法求解。令

u(x, y, z; t) = X(x)Y (y)Z(z)T (t)

代入方程整理得

T ′′

a2T
= X′′

X
+ Y ′′

Y
+ Z′′

Z

进一步，得 
T ′′(t)− a2µT (t) = 0

X ′′(x)− αX(x) = 0

Y ′′(y)− βY (y) = 0

Z ′′(z)− γZ(z) = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5 分)

解关于 x、y、z 的固有值问题得

α = −m2π2, Xm(x) = am sinmπx,m = 1, 2, · · ·
β = −n2π2, Yn(y) = bn sinnπy, n = 1, 2, · · ·
γ = −l2π2, Zl(z) = cl sin lπz, l = 1, 2, · · ·

将 µ = α + β + γ = −(m2 + n2 + l2)π2 带入关于 T 的常微分方程得

T ′′ + a2 (n2 +m2 + l2)T = 0

记

a2 (m2 + n2 + l2) π2 = ω2

于是得
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Tm,n,l(t) = A′
mnl cosωt+B′

mnl sinωt

因此，方程的形式解为

u(x, y, z; t) =
∑∞

m,n,l=1 (Amnl cosωt+Bmnl sinωt) · sinmπx sinnπy sin lπz

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10 分)

将定解条件在固有函数系上展开，比较对应项系数，得

A111 = 1, Amnl = 0(m,n, l ̸= 1), Bmnl = 0

因此，定解问题的解为

u(x, y, z; t) = cos
√
3πat sinπx sin πy sin πz

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15 分)

五、（本题 15 分）有一个内径为 a，外径为 2a 的均匀球壳，其内、外表面温度分别为

0 和 u0。试求球壳内的温度分布。

解：首先根据问题描述写出定解问题{
∆u = 0, a < r < 2a

u|r=a = 0, u|r=2a = u0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5 分)

由题意知：u 只和 r 有关，所以，定解问题可以转化为{
1
r2

d
dr
(
r2 du

dr
)
= 0

u|r=a = 0, u|r=2a = u0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10 分)

进而得到方程解为

u(r, θ) = u(r) = 2u0
(
1− a

r

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15 分)

说明：由于问题具有对称性，因此可以直接转化为关于 r 的常微分方程求解，而不需

要分离变量利用特殊函数进行求解，这一点值得注意。

六、（本题 15 分）求解定解问题。
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
utt = a2∆3u(t > 0, r > 0)

u|r=0 有界, r =
√
x2 + y2 + z2

u|t−0 = 0, ut|t−0 = (1 + r2)
−2

解：由于定解问题具有对称性，只和 r 相关，所以定解问题可以写作
utt = a2 1

r2
∂
∂r

(
r2 ∂

∂r

)
u(t > 0, r > 0)

u|r=0 有界, r =
√
x2 + y2 + z2

u|t−0 = 0, ut|t−0 = (1 + r2)
−2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3 分)

对 t 做拉普拉斯变换得

L [utt] = p2U − pU(0, r)− ut(0, r) = p2U − (1 + r2)
−2

得到常微分方程

p2U − (1 + r2)
−2

= a2 d
2U
dr2

+ 2a2

r
dU
dr

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7 分)

利用常数变易法求解常微分方程，并作反变换得

u = t
[1+(r−at)2][1+(r+at)2]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15 分)

七、（本题 15 分）请写出定解问题对应的格林函数，并利用基本解方法求解定解问题。
ut − a2uxx = A sinωt(0 < x < l, t > 0)

ux|x=0 = 0, ux|x=l = 0

u|t=0 = 0

解：由题意知，格林函数满足固有值问题
Gt − a2Gxx = δ (x− x0) δ (t− t0)

Gx|x=0 = 0, Gx|x=l = 0

G|t=0 = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3 分)

利用固有函数展开法, 令
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G (x, t;x0, t0) =
∑∞

n=0 Tn(t) cos nπ
l
x

其中 Tn(t) 满足 {
T ′
n(t) +

a2n2π2

l2
Tn(t) = δ (t− t0)

2
l
cos nπx0

l

Tn(0) = 0

解得

Tn(t) =

{
2
l
cos nπx0

l
e−(

nπa
l )

2
(t−t0), t ≥ t0

0, t < t0

进而得到格林函数为

G (x, t;x0, t0) =

{
2
l

∑∞
n=0 cos nπx0

l
cos nπx

l
e−(

nπ
l )

2
(t−t0), t ≥ t0

0, t < t0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (10 分)

由定解问题形式知，解的积分表达式为

u(x, t) =
∫ t
0

∫ l
0
A sinωt0G (x, t;x0, t0) dx0dt0

所以，定解问题的解为

u(x, t) =
∫ t
0

∫ l
0
A sinωt0 2l

∑∞
n=0 cos nπx0

l
cos nπx

l
e−(

nxu
l )

2
(t−t0)dx0dt0

= 2A
l

∑∞
n=0 e−(

mπa
l )

2

cos nπx
l

∫ t
0

e(
nπα
l )

2
t0 sinωt0dt0

∫ l
0

cos nπx0
l

dx0

又

∫ 1

0
cos nπx0

l
dx0 =

{
l, n = 0

0, n ̸= 0

所以，解为

u(x, t) = 2A
l

∫ t
0

sinωt0dt0 · l = A
ω
(1− cosωt)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (15 分)
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总结

� 数理方程是一门关于基于物理问题抽象而来的数学方程模型的求解方法的课

程，主要内容是关于三类重要数理方程的求解。学习一门课程最重要的是根据课

程特点找到合适的学习方法，基于对课程特点的分析，我们可以总结出一种相对

有效的学习方法。掌握数理方程的基本概念进而可以能够对题目所给出的问题进

行分类，掌握每种方法的适用范围进而能够面对给定的问题选择合适的方法，掌

握每种方法的具体操作进而能够实现求解。

� 在学习这门课程的过程中，一个重要的思想是转化的思想，这种思想也是数

学思想中重要的一种。转化的思想本质是希望利用已知来求解未知。具体的操作

是：首先选择合适的转化目标，进而研究转化方法，之后求解转化后的问题，最

后根据转化后的问题和原问题的关系得到原问题的解。这门课程主要研究偏微分

方程的求解，因而一个直观的想法是，利用以往所学关于常微分方程的知识来求

解偏微分方程问题。有了这样的认识，对于课程中要学习的几类方法会有更深入

的理解。
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致谢

� 首先要感谢教授我这门课程的谢老师。谢老师在专业方面有着深厚的功底，

在教学方面善于引导我们以更加轻松的方式来理解问题，并且注重向我们传授数

学思想和理念，引导我们建立良好的知识体系结构。在课堂上，谢老师以清晰的

讲述让我们能够清楚地把握每一部分知识中的重点，并理解当前所述知识点的具

体内容。在课下，谢老师会非常耐心地为我们答疑，帮助我们解决理解上遇到的

误区和学习中遇到的困难。正是因为有了谢老师的专业讲授和耐心指导，我能够

相对清晰地理解这门课程的知识体系以及细节知识点，顺利地完成这门课程的学

习。

� 衷心地感谢一路走来遇到的每一位老师。感谢有你们的教授和指导，让我能

够用丰富的知识来充实自己，并且能够找到适合自己的学习方法和知识体系建构

的方法；感谢有你们的鼓励和支持，让我有勇气和信心去面对学习和生活中遇到

的各种困难。

� 感谢爱我的每一位亲人和朋友，是你们给予我爱与被爱的力量，教会我热爱

生活，张开怀抱去拥抱阳光。

� 作为课程助教，我要感谢这学期数理方程 08班的另一位助教张舒博，我们互
相配合，尽自己所能为班级同学们解决遇到的困难。衷心地感谢数理方程 08班的
每一位同学的支持和认可。第一次的助教经历，初见时充满了期待，也充满了紧

张。期待这次全新的体验，也为自己是否能够胜任这份工作而紧张。在经历了几

次习题课以及日常和同学们的交流后，经验在逐渐丰富，也始终在努力希望能够

做得更好。感谢班级的每一位同学一直以来的鼓励和支持，也希望我们都能够继

续努力下去，成为更好的自己。

� 在这份《数理方程复习指导》的编写过程中，主要参考了在谢老师班的课堂

笔记、严镇军老师编著的《数学物理方法》、姚端正老师编著的《数学物理方法学

习指导》和吴崇试老师编著的《数学物理方法习题指导》等资料。在此，郑重地

向谢如龙老师、严镇军老师、姚端正老师、吴崇试老师表示衷心地感谢。

� 最后，再次感谢谢老师一直以来的帮助和支持，感谢所有老师、亲人、朋友

的支持和鼓励，感谢助教张舒博的帮助和配合，感谢 2020 春数理方程 08 班的每
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一位同学的鼓励和支持以及所付出的努力。
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