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一、 【25分】填空题:

1. R2中线性变换A在基α1 = (1,−1), α2 = (1, 1)下矩阵为


 2 3

1 0


，则A在基β1 =

(2, 0), β2 = (−1, 1)下矩阵为 .

2. n阶方阵A的行列式为2，且有特征值λ，则A∗ + A−1 + A2 + 2In有特征值。

3. 设三维欧氏空间R3（标准内积）中向量(1, λ, µ)与向量(1, 2, 3)和(1,−2, 3)都正

交, 则λ = ，µ = .

4. 三元的实二次型Q(x1, x2, x3) = 2x1x2 − 6x2x3 + x2
3的标准型是 .

5. 设V为2阶复方阵构成的复线性空间, A =


1 2

0 1


,定义V上的线性变换A为A(M) =

AM . 那么A的特征值为1,1,1,1.

6. 三维实线性空间R3中从基e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 1, 1)到另一组

基f1 = (1, 1, 1), f2 = (1, 1, 0), f3 = (0, 1, 2)的过渡矩阵是




1 1 0

0 1 −1

1 0 2


.

二、 判断下列命题是否正确, 并简要地给出理由.

1. 若A与B相似，C与D相似，则


 O A

C O


与


 O B

D O


 相似.
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2. 设A为n阶方阵A的不同特征值，X1, X2分别为属于λ1, λ2的特征向量，则X1 +

X2一定不是A的特征向量.

3. 设A为2阶实方阵，若A的行列式|A| < 0，则A可以相似对角化。

4. 若φ是从n维实线性空间V到Rn的同构，则(u, v) = (φ(u))T · (φ(v))定义了V上的

一个内积。

5. 设A,B都为n阶正定实对方阵, 则A + B也是正定的.

6. 在三维实线性空间R3中集合W = {(x1, x2, x3) ∈ R3|x1 + x2 + x3 = 0, x1− x2 +

x3 = 1}为R3的线性子空间. (F)

7. 设S是数域F上n维线性空间V上的线性变换, 并且对于任意α 6= β ∈ V都

有S(α) 6= S(β). 那么,任给V的一组基α1, α2, · · · , αn, S(α1), S(α2), · · · ,S(αn)也

是V的一组基. (T)

三、 【10分】如果n× n矩阵A是正定的，那么存在一个正定矩阵B,使得A = BT B.

四、 【12分】设e1, e2, e3为R3的一组标准正交基，且α1 = 1
3
(2e1 + 2e2 − e3),

α2 = 1
3
(2e1 − e2 + 2e3), α3 = 1

3
(e1 − 2e2 − 2e3),

1. α1, α2, α3也是R3的一组标准正交基;

2. 求e1, e2, e3到α1, α2, α3的正交变换的矩阵.

3. 求e1, e2, e3到α1, α2, α3的坐标变换矩阵.

五、 设V = {(a2x
2 + a1x + a0)e

x : a2, a1, a0 ∈ R}，V中元素按函数通常的数乘与加

法构成的线性空间。对任意f(x) ∈ V , 定义V上的变换：A : p(x) −→ d
dx

p(x), 对任

意p(x) ∈ V .

1. 证明：A是V上的线性变换；

2. 求A 在基ex, xex, x2ex下的矩阵；

3. 求A的特征值与特征向量。



六、 设α是n维欧氏空间V中的非0向量, 定义V上的线性变换Aα:

Aα(β) = β − 2(α, β)

(α, α)
α.

证明：

1. Aα是一个正交变换.

2. 存在标准正交基，使得Aα在该基下的矩阵为diag(−1, 1, · · · , 1).

七、 设n为大于1的整数, S是数域F上n维线性空间V上的线性变换, 且存在α ∈ V使

得

Sn−1(α) 6= 0, Sn(α) = 0.

证明S在V的某组基下的矩阵的(2, 1), (3, 2), · · · , (n, n − 1)位置元素全为1, 其他位置

元素全为零.

证明: 可取基为Sn−j(α), j = 1, 2, · · · , n.

八、 问复数λ取何值时方程组




λx1 + x2 + x3 = 1

x1 + λx2 + x3 = λ

x1 + x2 + λx3 = λ2

有唯一解, 有无穷多解或者无解? 并且在有无穷无解时求出通解.

解答: 系数矩阵行列式等于(λ − 1)2(λ + 2). 当λ不等于1或者−2时, 方程有唯一解.

当λ = −2时, 方程无解. 当λ = 1, 方程有无穷多解, 通解为

(x1, x2, x3) = (1, 0, 0) + a(1,−1, 0) + b(0, 1,−1) = (1 + a, b− a,−b),

其中a, b取遍所有复数.
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