
机器学习基础



内容大纲

• 数学基础

• 什么是机器学习

• 机器如何学习

• 如何学习得更好

• 总结

• 机器学习实例



Prerequisite

• 微积分
• 导数、梯度、偏导数、链式法则

• 线性代数
• 向量、矩阵、张量、矩阵运算

• 概率论
• 均值、方差、概率密度函数

• Python
• 类、函数、列表、循环、条件分支、numpy、matplotlib等



数学基础



向量

• 标量（scalar）：一个标量就是一个单独的数，如𝑠 ∈ 𝑅

• 向量（vector）：是指由𝑛个实数组成的有序数组，称为𝑛纬向量，无
特殊说明一般将其表示为一条列向量。如：

其中， 𝑥𝑛为向量的第𝑛纬元素。

𝒙 =

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛



向量范数

• 范数（norm）是具有“长度”概念的函数。在线性代数、泛函分

析及相关的数学领域，范数是一个函数，其为向量空间内的所有
向量赋予非0的正长度或大小。较常用的向量范数有：

• L1-范数： 𝒙 1 = σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖 ，即向量元素绝对值之和

• L2-范数： 𝒙 2 = σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖

2
1

2，即欧几里得范数

• ∞-范数： 𝒙 ∞ = max
𝑖

𝑥𝑖 ，即所有向量元素绝对值的最大值

• P-范数： 𝒙 𝑝 = σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖

𝑝
1

𝑝, 𝑝 ≥ 1 ，即向量元素绝对值的𝑝次

方和
1

𝑝
次幂，一般形式



向量运算

• 假设有向量𝒙 = 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛
𝑇和𝐲 = 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛

𝑇

• 向量加法： 𝒙 + 𝒚 = 𝑥1 + 𝑦1, 𝑥2 + 𝑦2, … , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛
𝑇

• 向量减法： 𝒙 − 𝒚 = 𝑥1 − 𝑦1, 𝑥2 − 𝑦2, … , 𝑥𝑛 − 𝑦𝑛
𝑇

• 向量数乘： 𝜆𝒙 = 𝜆𝑥1, 𝜆𝑥2, … , 𝜆𝑥𝑛
𝑇，其中𝜆为标量

• 向量点积（dot product），又称向量内积（inner product）： 𝒙 ∙ 𝒚 =

𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 +⋯+ 𝑥𝑛𝑦𝑛 = 𝒙𝑇𝒚



矩阵

• 数学上，一个𝑚 × 𝑛的矩阵（matrix）是一个由𝑚行、𝑛列元素排

列成的矩形阵列。其中，从左上角数起第𝑖行第𝑗列上的元素称为

矩阵第(𝑖, 𝑗)项，通常记作𝑨𝑖𝑗。

𝑨 =

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑚1 ⋯ 𝑎𝑚𝑛



矩阵的范数

• 类似向量的范数，常用的矩阵的范数如下：

• F-范数： 𝑨 𝐹 = σ𝑖=1
𝑚 σ𝑗=1

𝑛 𝑎𝑖𝑗
2

1

2

• P-范数： 𝑨 𝑝 = σ𝑖=1
𝑚 σ𝑗=1

𝑛 𝑎𝑖𝑗
𝑝

1

𝑝
, 𝑝 ≥ 1



矩阵运算

• 假设𝑨和𝑩都是𝑚 × 𝑛的矩阵，则：

• 矩阵加法： 𝑨 + 𝑩 𝑖𝑗 = 𝑨𝑖𝑗 + 𝑩𝑖𝑗

• 矩阵减法： 𝑨 − 𝑩 𝑖𝑗 = 𝑨𝑖𝑗 −𝑩𝑖𝑗

• 矩阵数乘： 𝜆𝑨 𝑖𝑗 = 𝜆𝑨𝑖𝑗

• 矩阵转置： 𝑨𝑇
𝑖𝑗
= 𝑨𝑗𝑖

• 矩阵乘法：矩阵乘法中𝑨的列必须和𝑩的行数相同，即𝑨是𝑚 ×
𝑛的矩阵， 𝑩是𝑛 × 𝑝的矩阵，那么𝑪 = 𝑨𝑩是𝑚 × 𝑝的矩阵，其中
𝑪𝑖𝑗 = σ𝑘=1

𝑛 𝑨𝑖𝑘 𝑩𝑘𝑗



单位矩阵和逆矩阵

• 主对角线上的元素都为1，其余元素全为0的n阶矩阵称为n阶单位
矩阵

𝑰𝑛 =

1 0 … 0
0 1 … 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 … 1

𝑰𝑛𝑨 = 𝑨

• 矩阵𝑨的逆矩阵被记作𝑨−1，被定义为如下形式：

𝑨−1𝑨 = 𝑨𝑨−1 = 𝑰𝑛



张量

• 张量（tensor）：某些情况下，我们会讨论不止二维坐标的数组。

如果一组数组中的元素分布在若干维坐标的规则网络中，就将其

称为张量。

• 一幅图像，有3个通道（RGB），是三维张量；更进一步，一个

batch（比如128）图像，是四维张量。

• Tensorflow、PyTorch等都是围绕张量构建的计算库



概率基础

• 随机变量：在概率论中，随机变量扮演了重要的角色。随机变量

可以随机地取不同值的变量。我们通常用小写字母（𝑥）来表示

随机变量本身，而用带数字下标的小写字母（𝑥1）来表示随机变

量能够取到的值。随机变量可以是离散的或者连续的。

• 概率分布：用来描述随机变量在每一个可能取到的状态的可能性

大小。𝑃(𝑥 = 𝑥1)



条件概率

• 在很多情况下，我们感兴趣的是某个事件在给定其它事件发生时

出现的概率，这种概率叫作条件概率：其记号为𝑃(𝐴|𝐵)，表示在

给定条件𝐵下𝐴事件发生的概率。

• 联合概率：联合概率为多个事件同时发生的概率，计为𝑃(𝐴, 𝐵)，

𝑃 𝐴, 𝐵 = 𝑃 𝐴 𝑃 𝐵 𝐴 = 𝑃 𝐵 𝑃(𝐴|𝐵)

• 独立性：𝑃 𝐴, 𝐵 = 𝑃 𝐴 𝑃(𝐵)



期望、方差和协方差

• 期望：是试验中每次可能结果的概率乘以其结果的总和。它是最
基本的数学特征之一，反映随机变量平均值的大小

𝐸 𝑋 = ෍

𝑘=1

𝑛

𝑥𝑘𝑃(𝑥𝑘)

• 方差：用来衡量随机变量与其数学期望之间的偏离程度；统计中
的方差为样本方差，是各个样本数据分别与其平均数之差的平方
和的平均数

𝑉𝑎𝑟 𝑋 = 𝐸 𝑋 − 𝐸(𝑋) 2

• 协方差：用于衡量两个随机变量𝑋和𝑌之间的总体误差，在某种意
义上给出了两个变量线性相关性的强度

𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 = 𝐸 𝑋 − 𝐸(𝑋) 𝑌 − 𝐸(𝑌)



贝叶斯规则

• 我们经常需要在已知𝑃(𝐴|𝐵)时计算𝑃 𝐵 𝐴 ，幸运的是，如果还知

道𝑃(𝐵)，我们可以用贝叶斯规则来实现这一目的：

𝑃 𝐵 𝐴 =
𝑃 𝐴 𝐵 𝑃(𝐵)

𝑃(𝐴)

贝叶斯规则可以从条件概率的定义直接推导。



什么是机器学习？



• 编程显示的“定义”出树：很难

• 三岁的小孩却能从不断观察中学习识别，
几乎不会出错

• 机器学习：可以更“简单”的实现手工
编程无法解决的复杂系统问题

为什么我们需要机器学习



• 系统太复杂，无法显示的编程解决：
• 自动驾驶

• 无法明确定义出一个解决方案：
• 图像识别

• 需要非常快速的判断和决策：
• 高频交易

• 需要处理非常大量的数据：
• 欧洲核子对撞机撞出来的数据

为什么我们需要机器学习

授之以渔



机器学习的广泛应用

• 衣：淘宝同款、根据搜索历史推荐，时尚搭配推荐

• 食：餐馆推荐

• 住：建筑楼房预算估计、房价预测

• 行：自动识别交通标志、违章识别、自动驾驶

• 机器学习无处不在



机器学习

学习：

机器学习：

学习

机器学习

观察

数据 提高某种性能指标

技能



机器学习
未知的目标函数

𝑓: 𝑋 → 𝑌

训练数据
𝐷: (𝒙1, y1), … , (𝒙𝑛, y𝑛)

机器学习算法
𝐴

最终的假设
𝑔 ≈ 𝑓

模型假说集合
𝐻

机器学习：通过数据𝐷，计算得出一个可以近似目标函数𝑓的假设𝑔



机器学习的类型

• 根据输出空间分类：
• 分类

• 回归



分类

• 分类模型预测离散值，例如：
• 电子邮件是垃圾邮件还是非垃圾邮件？

• 信用卡申请是批准还是不批准？

• 根据病人的检查情况，判断是生病了还是没有生病？

• 也可以是多类分类，这是一张狗、猫还是仓鼠图片？



回归

• 回归模型预测连续值，例如：
• 用户点击此广告的概率是多少？

• 明天的气温是多少度？

• 分类还是回归？
• 根据病人体检数据，判断是否得病

• 根据病人体检数据，判断得了那种病

• 根据病人体检数据，估计还需要多少天可以康复



根据输出空间分类：
• 二分类：𝑌 = {0, 1}

• 多分类：𝑌 = {1, 2, …… ,𝐾}

• 回归：𝑌 = [𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟, 𝑢𝑝𝑝𝑒𝑟]

未知的目标函数
𝑓: 𝑋 → 𝑌

训练数据
𝐷: (𝒙1, y1), … , (𝒙𝑛, y𝑛)

机器学习算法
𝐴

最终的假设
𝑔 ≈ 𝑓

模型假说集合
𝐻



机器学习的类型

• 根据输出空间分类：
• 分类、回归

• 根据数据标注信息分类：
• 监督

• 非监督

• 半监督



监督、非监督、半监督

监督学习 非监督学习 半监督学习



非监督学习

• 聚类：非监督的多类别分类
• 根据文章内容，分类成不同的主题

• 概率密度估计：非监督的回归
• 带有地理信息的病例，估计分布情况

• 异常检测：一种极端的非监督二分类
• 分析日志，异常状态报警



机器学习的类型

• 根据输出空间分类：
• 分类、回归

• 根据数据标注信息分类：
• 监督

• 非监督

• 半监督

• 弱监督

• 自监督

• 强化学习



• 训练一只狗听懂“坐下”的指令：
• 狗没有坐下，我们会呵斥它

• 狗正确的坐下了，我们会奖励它饼干

• 其它强化学习应用：
• 机器人控制、棋牌、游戏控制

强化学习



根据数据标注信息分类：
• 监督：知道所有的y1… y𝑛

• 非监督：不知道y𝑛

• 半监督：知道部分y𝑛

• 强化学习：非直接y𝑛，而是评判其
好坏的reward，并且通常是序列未知的目标函数

𝑓: 𝑋 → 𝑌

训练数据
𝐷: (𝒙1, y1), … , (𝒙𝑛, y𝑛)

机器学习算法
𝐴

最终的假设
𝑔 ≈ 𝑓

模型假说集合
𝐻



与其它概念的关系

• 如果“有趣的性质”=“近似𝑓的𝑔”，ML = DM

• 如果“有趣的性质”与“近似𝑓的𝑔”相关，DM可以帮助ML

• 传统的数据挖掘，还会研究“如何在超大规模数据中有效计算”

• 不过，现在通常可能很难严格区分机器学习和数据挖掘

机器学习：通过数据，计算得出一个可以近似目标函数f的假设g

数据挖掘：通过大量数据，发现某种有趣的性质



与其它概念的关系

• 如果通过“近似𝑓的𝑔”可以体现出智能，机器学习是一种实现人
工智能的途径

• 例如，下棋：
• 传统AI：游戏树，搜索

• 机器学习：从棋谱中学习

机器学习：通过数据，计算得出一个可以近似目标函数f的假设g

人工智能：通过计算实现某种智能行为



与其它概念的关系

• 在机器学习中，通常𝑓是未知的，𝑔是一个推理结果
• 所以，统计学方法可以用来实现机器学习

• 传统的统计学更关注在某些数学假设条件下的证明，而非计算过
程

机器学习：通过数据，计算得出一个可以近似目标函数f的假设g

统计学：通过数据，推理某个未知过程



机器如何学习？



分类



线性分类



线性分类

• 儿童免票乘车分类器

 : : 0 : 1:

1 1.2

0 1.2

x y

x m
y

x m


= 



身高, 免票 购票

1.2 x

1y =0y =

0

数轴上的分类



线性分类

• 儿童免票乘车分类器

1.2 x

1y =0y =

0

数轴上的分类

𝑦 = 𝑔 𝑥; 𝑏 = ቊ
1 ℎ 𝑥 = 𝑥 + 𝑏 ≥ 0
0 ℎ 𝑥 = 𝑥 + 𝑏 < 0

𝑏 = −1.2

决策边界 𝑥 + 𝑏 =0



线性分类

• 数轴上的分类
• 单个特征𝑥 (一维特征、实数)

• 一个参数𝑏 (偏置项)

• 决策边界

𝑔 𝑥; 𝑏 = ቊ
1 ℎ 𝑥 = 𝑥 + 𝑏 ≥ 0
0 ℎ 𝑥 = 𝑥 + 𝑏 < 0

𝑥 + 𝑏 = 0



线性分类

• 三文鱼和鲈鱼的分类器



线性分类

• 三文鱼和鲈鱼的分类器

𝒙 =
𝑥1
𝑥2

𝑥1: lightness
𝑥2: width

𝑦: {0:三文鱼 1:鲈鱼}

𝒘𝑇𝒙 + b = 0

决策边界

𝑦 = 𝑔 𝒙;𝒘, 𝑏 = ቊ1 𝒘𝑇𝒙 + 𝑏 ≥ 0
0 𝒘𝑇𝒙 + 𝑏 < 0



线性分类

• 实际上还是数轴上的分类
• 将向量𝒙投影到𝒘向量的方向上

• 𝒘是分界线的法向量

• 也可以看作是对原始特征向量
的一种加权分数
• 根据此加权分数分类

𝑥1

𝑥2

决策边界

𝒘𝑇𝒙 + b
= w1𝑥1 +w2𝑥2 + b
= 𝑥′ + 𝑏



线性分类

• 平面上的分类
• 特征向量𝒙 (二维向量)

• 参数：𝑤1, 𝑤2, 𝑏

• 决策边界

𝒘𝑇𝒙 + 𝑏 = 0
𝒘: 分界线的法向量

𝑔 𝒙;𝒘, 𝑏 = ቊ1 𝒘𝑇𝒙 + 𝑏 ≥ 0
0 𝒘𝑇𝒙 + 𝑏 < 0



线性分类

• 高维空间上的分类：转换为数轴上的分类

0T b+ =w x

分界面：

𝑦 = 𝑔 𝒙;𝒘, 𝑏 = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥′ + 𝑏)

𝒙 = 𝑥1, 𝑥2…𝑥𝑑
𝑇

𝑥′ = w1𝑥1 +w2𝑥2 +⋯+w𝑑𝑥𝑑 + b

𝑥′ = 𝒘𝑇𝒙

𝒘 = 𝑤1, 𝑤2…𝑤𝑑
𝑇



感知器 (Perceptron)

𝑔 𝒙

x1

x2

x3

x𝑑

σ

𝑏𝑤1

𝑤2

𝑤3

𝑤𝑑

𝑔 𝒙;𝒘, 𝑏 = ቊ1 𝒘𝑇𝒙 + 𝑏 ≥ 0
0 𝒘𝑇𝒙 + 𝑏 < 0

= 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑧)

𝑧



参数中的𝑏

𝑔 𝒙

x1

x2

x3

x𝑑

σ

𝑏𝑤1

𝑤2

𝑤3

𝑤𝑑

𝑧

𝑔 𝒙

x1

x2

x3

x𝑑

σ

𝑏

𝑤1

𝑤2

𝑤3

𝑤𝑑

𝑧

1
𝑤0x0

𝑔 𝒙;𝒘 = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝒘𝑇𝒙)𝑔 𝒙;𝒘, 𝑏 = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝒘𝑇𝒙 + 𝑏)



线性分类

• 某银行要根据用户的年龄、性别、年收入等情况来判断是否给该
用户发信用卡

• 我们把用户的个人信息作为特征向量𝒙

• 使用线性分类器（感知器）做为模型假说𝐻

• 现在有训练样本𝐷，即之前用户的信息和是
否对其发了信用卡

• 现在需要一个算法𝐴学习出𝑔
• 即需要计算𝒘

年龄 23岁

年薪 100,000

工作年限 1

当前欠款 20,000

是否批准信用卡申请？



什么样的𝒘是好的？

• 经验风险最小化准则 (ERM, Empirical Risk Minimization)

• 定义损失函数：𝑙(𝑔 𝒙 , 𝑦)

• 经验风险：𝑔 𝒙 在样本上进行错误的预测带来的损失

𝒘 = argmin
𝒘

෍

i=1

𝑛

𝑙 𝑔 𝒙𝑖; 𝒘 , 𝑦𝑖

通常会取平均

𝒘, 𝑏 = argmin
𝒘

1

𝑛
෍

i=1

𝑛

𝑙 𝑔 𝒙𝑖; 𝒘 , 𝑦𝑖



argmin
𝒘
𝐿 = argmin

𝒘

1

𝑛
෍

i=1

𝑛

𝑙 𝑔 𝒙𝑖; 𝒘 , 𝑦𝑖

未知的目标函数
𝑓: 𝑋 → 𝑌

训练数据
𝐷: (𝒙1, 𝑦1), … , (𝒙𝑛, 𝑦𝑛)

机器学习算法
𝐴

最终的假设
𝑔 ≈ 𝑓

模型假说集合
𝐻



损失函数

• 是用来估量你模型的预测值𝑔(𝒙)与真实值𝑦的不一致程度，它是
一个非负实值函数

• 常用的损失函数包括：
• 0-1损失函数

• 平方损失函数

• log损失函数

• 铰链损失函数

• 不同的任务需要不同的损失函数

• 损失函数能影响学习的好坏



梯度下降法

𝒘⟵ 𝒘− 𝜂
𝜕𝐿(𝒘)

𝜕𝒘

𝒘(0)𝒘(1)𝒘(2)



三种梯度下降法工作模式



三种梯度下降法工作模式

• 批量梯度下降 batch gradient descent

• 随机梯度下降 stochastic gradient descent

• 小批随机梯度下降 mini-batch gradient descent



特征缩放



学习率

收敛太慢 波动、不稳定 不能收敛 最佳收敛



初始值



最优的信用卡审核线性分类器？

• 意义：找到错误分类个数最少的模型系数

• 不易求解：在带有噪声的数据中（非线性可分）时，NP-hard

𝑔 𝒙;𝒘 = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝒘𝑇𝒙)

𝑙(𝑔 𝒙 , 𝑦) = 𝑦 ≠ 𝑔(𝒙) 0

argmin
𝒘

෍

i=1

𝑛

𝑦𝑖 ≠ 𝑔 𝒙𝑖; 𝒘
0



线性回归

• 给用户发放信用卡的额度？

• 回归问题：预测函数取值在整个实数空间

• 假设𝐻：ℎ 𝒙 = 𝒘𝑇𝒙

• 与感知器很像，但是没有𝑠𝑖𝑔𝑛函数

年龄 23岁

年薪 100,000

工作年限 120/95

当前欠款 240

是否批准信用卡申请？

批准多少信用卡额度？



线性回归

𝑔 𝒙

x1

x2

x3

x𝑑

σ

𝑤1

𝑤2

𝑤3

𝑤𝑑

𝑧

1 𝑤0

𝑔 𝒙;𝒘 = 𝒘𝑇𝒙



线性回归



线性回归的损失函数

• 在一维或者多维空间里，线性回归的目标是找到一条直线(对应一
维)、一个平面(对应二维)或者更高维的超平面，使样本集中的点
更接近它，也就是残留误差最小化

• 使用平方损失函数，也被称为最小二乘法

𝑙 𝑔 𝒙𝑖; 𝒘 , 𝑦𝑖 = 𝑔 𝒙𝑖; 𝒘 − 𝑦𝑖
2

𝐿 =
1

𝑛
෍

𝑖=0

𝑛

𝒘𝑇𝒙𝑖 − 𝑦𝑖
2



梯度计算

𝐿 =
1

𝑛
෍

𝑖=0

𝑛

𝒘𝑇𝒙𝑖 − 𝑦𝑖
2

𝐿 =
1

𝑛

𝒙1
𝑇
𝒘− 𝑦1

𝒙𝟐
𝑇
𝒘− 𝑦2

⋮

𝒙𝑛
𝑇
𝒘− 𝑦𝑛

2

=
1

𝑛

𝒙1
𝑇

𝒙2
𝑇

⋮

𝒙𝑛
𝑇

𝑤1
𝑤2

⋮
𝑤𝑑

−

𝑦1

𝑦2

⋮
𝑦𝑛

2

𝐿 =
1

𝑛
𝑿𝒘 − 𝒚 2 =

1

𝑛
𝒘𝑇𝑿𝑇𝑿𝒘 − 2𝒘𝑇𝑿𝑇𝒚 + 𝒚𝑇𝒚

𝜕𝐿

𝜕𝒘
=
2

𝑛
𝑿𝑇𝑿𝒘 − 𝑿𝑇𝒚 =

2

𝑛
𝑿𝑇(𝑿𝒘 − 𝒚)



梯度下降法求解线性回归

• 批量梯度下降：

𝒘⟵ 𝒘− 𝜂
2

𝑛
𝑿𝑇 (𝑿𝒘 − 𝒚)

• 随机梯度下降：

for 𝑖 = 1,2, … , 𝑛：

𝒘⟵ 𝒘− 𝜂
2

𝑛
𝒙𝑖

𝑇
𝒘𝑇𝒙𝑖 − 𝑦𝑖



梯度下降法求解线性回归

• 批量梯度下降：

𝒘⟵ 𝒘− 𝜂
2

𝑛
𝑿𝑇(𝑔 𝑿 − 𝒚)

• 随机梯度下降：

for 𝑖 = 1,2, … , 𝑛

𝒘 ⟵ 𝒘− 𝜂
2

𝑛
𝒙𝑖

𝑇
𝑔 𝒙𝑖 − 𝑦𝑖



线性最小二乘法的闭合(closed-form)解

• 对于此类线性回归问题，优化二次凸函数，一阶导数为零，即：

𝑿𝒘 − 𝒚 = 0

𝒘 = 𝑿+𝒚

其中， 𝑿+是𝑿的伪逆矩阵(pseudo-inverse): 

𝑿+ = 𝑿𝑇𝑿
−1
𝑿𝑇𝒚

• 非线性最小二乘法无closed-form解，必须使用迭代式优化方法



逻辑回归

• 软性二分类（soft binary classification）

• 有什么好的hypothesis（假设）能满足要求？

年龄 29岁

性别 男

血压 120/95

胆固醇量 240

体重 80kg

𝑓 𝒙 = 𝑃 1 𝒙 ∈ [0,1]

是否患有心脏病？

患有心脏病的可能性？

硬性二分类：𝑔 𝒙;𝒘 = 𝑠𝑖𝑔𝑛 𝒘𝑇𝒙 ∈ {0,1}

软性二分类：𝑔 𝒙;𝒘 = 𝑠𝑖𝑔𝑚𝑜𝑖𝑑 𝒘𝑇𝒙

𝒘𝑇𝒙 ∈ ℛ



Sigmoid 函数

𝑠𝑖𝑔𝑚𝑜𝑖𝑑 𝑧 =
𝑒𝑧

1 + 𝑒𝑧

=
1

1 + 𝑒−𝑧

𝑠𝑖𝑔𝑚𝑜𝑖𝑑′ 𝑧 =
𝑒−𝑧

1 + 𝑒−𝑧 2

= 𝑠𝑖𝑔𝑚𝑜𝑖𝑑 𝑧 (1 − 𝑠𝑖𝑔𝑚𝑜𝑖𝑑 𝑧 )



逻辑回归

𝑔 𝒙

x1

x2

x3

x𝑑

σ

𝑤1

𝑤2

𝑤3

𝑤𝑑

𝑧

1 𝑤0

𝑔 𝒙;𝒘 = 𝑠𝑖𝑔𝑚𝑜𝑖𝑑(𝒘𝑇𝒙)



逻辑回归的数据

• 理想的数据：

𝒙1, 𝑦1 = 0.9 = 𝑃(1|𝒙1)

𝒙2, 𝑦2 = 0.1 = 𝑃(1|𝒙2)

𝒙3, 𝑦3 = 0.6 = 𝑃(1|𝒙3)

…

𝒙𝑛, 𝑦𝑛 = 0.2 = 𝑃(1|𝒙4)

• 实际的数据：

𝒙1, 𝑦1 = 1 ∽ 𝑃(𝑦|𝒙1)

𝒙2, 𝑦2 = 0 ∽ 𝑃(𝑦|𝒙2)

𝒙3, 𝑦3 = 1 ∽ 𝑃(𝑦|𝒙3)

…

𝒙𝑛, 𝑦𝑛 = 0 ∽ 𝑃(𝑦|𝒙4)



逻辑回归的损失函数

• Short answer：𝑙𝑜𝑔损失函数

𝑙 𝑔 𝒙𝑖; 𝒘 , 𝑦𝑖 = ൞
−𝑙𝑜𝑔 𝑔 𝒙𝑖; 𝒘 , 𝑦𝑖 = 1

− 𝑙𝑜𝑔 1 − 𝑔 𝒙𝑖; 𝒘 , 𝑦𝑖 = 0



逻辑回归的损失函数

−𝑙𝑜𝑔 𝑥 −𝑙𝑜𝑔 1 − 𝑥

𝑦 = 1 𝑦 = 0



逻辑回归的损失函数

• 利用𝑦𝑖 ∈ {0,1}, 我们可以将两个合并：

𝑙 𝑔 𝒙𝑖; 𝒘 , 𝑦𝑖 = −𝑦𝑖𝑙𝑜𝑔 𝑔 𝒙𝑖; 𝒘 − 1 − 𝑦𝑖 1 − 𝑔 𝒙𝑖; 𝒘

• 将所有数据的损失函数合起来：

𝐿 = −
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

y𝑖𝑙𝑜𝑔 𝑔 𝒙𝑖; 𝒘 + 1 − y𝑖 𝑙𝑜𝑔 1 − 𝑔 𝒙𝑖; 𝒘



最大似然估计

• 考虑一组样本数据集 𝐷: (𝒙1, y1), … , (𝒙𝑛, y𝑛)，独立地由未知真实

分布生成，则生成该数据的联合概率密度为：

𝑃 𝐷 = 𝑃 𝒙1, y1 𝑃 𝒙2, y2 …𝑃 𝒙𝑛, y𝑛

𝑃 𝐷 = 𝑃 𝒙1 𝑃 y1|𝒙1 𝑃 𝒙2 𝑃 y2|𝒙2 …𝑃 𝒙𝑛 𝑃 y𝑛|𝒙𝑛

• 最大似然估计：使得数据联合概率密度函数最大的模型参数

𝒘 = argmax
𝒘

𝑃 𝐷

• 因为𝑃 𝒙𝑖 对于所有的𝒘是一样的，我们可以忽略它们



最大似然估计

最大似然估计：

𝒘 = argmax
𝒘

ෑ

𝑖=1

𝑛

𝑃(y𝑖|𝒙𝑖)

多个概率的乘积会因很多原因不便于计算，取𝑙𝑜𝑔运算转化为求和
运算；同时，添加负号，改为最小化问题：

𝒘 = argmin
𝒘

1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

−𝑙𝑜𝑔 𝑃(y𝑖|𝒙𝑖)



最大似然估计

逻辑回归表示𝑦 = 1的概率意义：

𝑔 𝒙;𝒘 = 𝑃(𝑦 = 1|𝒙)

对应不同类别的概率：

𝑃 𝑦|𝒙 = ቊ
𝑔 𝒙;𝒘 for 𝑦 = 1

1 − 𝑔 𝒙;𝒘 for 𝑦 = 0

利用𝑦 ∈ {0,1}, 我们可以将两个合并：

𝑃 𝑦|𝒙 = 𝑔 𝒙;𝒘 𝑦 1 − 𝑔 𝒙;𝒘
1−𝑦



最大似然估计

𝒘 = argmin
𝒘

1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

−𝑙𝑜𝑔 𝑃(y𝑖|𝒙𝑖)

𝒘 = argmin
𝒘

1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

−𝑙𝑜𝑔 𝑔 𝒙𝑖; 𝒘
y𝑖

1 − 𝑔 𝒙𝑖; 𝒘
1−y𝑖

𝒘 = argmin
𝒘

−
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

y𝑖𝑙𝑜𝑔 𝑔 𝒙𝑖; 𝒘 + 1 − y𝑖 𝑙𝑜𝑔 1 − 𝑔 𝒙𝑖; 𝒘



逻辑回归的损失函数

𝐿 = −
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

y𝑖𝑙𝑜𝑔 𝑔 𝒙𝑖; 𝒘 + 1 − y𝑖 𝑙𝑜𝑔 1 − 𝑔 𝒙𝑖; 𝒘

• 与之前的损失函数完全一样

• 又名交叉熵 (cross entropy) 损失函数，也可用作计算多类分类的
softmax函数的损失函数
• 对应类别的−𝑙𝑜𝑔损失



梯度计算

𝐿 = −
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

y𝑖𝑙𝑜𝑔 𝑠𝑖𝑔𝑚𝑜𝑖𝑑 𝒘𝑇𝒙𝑖 + 1 − y𝑖 𝑙𝑜𝑔 1 − 𝑠𝑖𝑔𝑚𝑜𝑖𝑑 𝒘𝑇𝒙𝑖

𝜕𝐿

𝜕𝑤𝑗
= −

1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛
y𝑖

𝑠𝑖𝑔𝑚𝑜𝑖𝑑 𝒘𝑇𝒙𝑖
−

1 − y𝑖

1 − 𝑠𝑖𝑔𝑚𝑜𝑖𝑑 𝒘𝑇𝒙𝑖
𝜕𝑠𝑖𝑔𝑚𝑜𝑖𝑑 𝒘𝑇𝒙𝑖

𝜕𝑤𝑖

𝜕𝐿

𝜕𝑤𝑗
= −

1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛
y𝑖

𝑠𝑖𝑔𝑚𝑜𝑖𝑑 𝒘𝑇𝒙𝑖
−

1 − y𝑖

1 − 𝑠𝑖𝑔𝑚𝑜𝑖𝑑 𝒘𝑇𝒙𝑖
𝑠𝑖𝑔𝑚𝑜𝑖𝑑 𝒘𝑇𝒙𝑖 1 − 𝑠𝑖𝑔𝑚𝑜𝑖𝑑 𝒘𝑇𝒙𝑖 𝒙𝑗

𝑖

𝜕𝐿

𝜕𝑤𝑗
= −

1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

y𝑖 1 − 𝑠𝑖𝑔𝑚𝑜𝑖𝑑 𝒘𝑇𝒙𝑖 − 1 − y𝑖 𝑠𝑖𝑔𝑚𝑜𝑖𝑑 𝒘𝑇𝒙𝑖 𝒙𝑗
𝑖



梯度计算
𝜕𝐿

𝜕𝒘𝑗
= −

1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

y𝑖 1 − 𝑠𝑖𝑔𝑚𝑜𝑖𝑑 𝒘𝑇𝒙𝑖 − 1 − y𝑖 𝑠𝑖𝑔𝑚𝑜𝑖𝑑 𝒘𝑇𝒙𝑖 𝒙𝑗
𝑖

𝜕𝐿

𝜕𝒘𝑗
= −

1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

y𝑖 − 𝑠𝑖𝑔𝑚𝑜𝑖𝑑 𝒘𝑇𝒙𝑖 𝒙𝑗
𝑖

𝜕𝐿

𝜕𝒘𝑗
=
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

𝒙𝑗
𝑖 𝑠𝑖𝑔𝑚𝑜𝑖𝑑 𝒘𝑇𝒙𝑖 − y𝑖

𝜕𝐿

𝜕𝒘𝑗
=
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

𝒙𝑗
𝑖 𝑔 𝒙𝑖 − y𝑖



向量化梯度计算

𝜕𝐿

𝜕𝒘𝑗
=
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

𝒙𝑗
𝑖 𝑔 𝒙𝑖 − y𝑖

𝜕𝐿

𝜕𝒘0

𝜕𝐿

𝜕𝒘1

⋮
𝜕𝐿

𝜕𝒘𝑑

=
1

𝑛

𝒙0
1 𝒙0

2 … 𝒙0
𝑛

𝒙1
1 𝒙1

2 … 𝒙1
𝑛

⋮
𝒙𝑑
1 𝒙𝑑

𝟐 … 𝒙𝑑
𝑛

𝑔 𝒙1 − y1

𝑔 𝒙2 − y2

⋮
𝑔 𝒙𝑛 − y𝑛

𝜕𝐿

𝜕𝒘
=
1

𝑛
𝑿𝑇(𝑔 𝑿 − 𝒚)



梯度下降法求解逻辑回归

• 批量梯度下降：

𝒘⟵ 𝒘− 𝜂
1

𝑛
𝑿𝑇(𝑔 𝑿 − 𝒚)

• 随机梯度下降：

for 𝑖 = 1,2, … , 𝑛

𝒘 ⟵ 𝒘− 𝜂
1

𝑛
𝒙𝑖

𝑇
𝑔 𝒙𝑖 − 𝑦𝑖



为什么不用平方损失函数？

• 如果我们像线性回归中一样，定义：

𝑙 𝑔 𝒙𝑖; 𝒘 , 𝑦𝑖 = 𝑔 𝒙𝑖; 𝒘 − 𝑦𝑖
2

• 则我们需要优化：

𝒘 = argmin
𝒘

1

𝑛
෍

i=1

𝑛

𝑠𝑖𝑔𝑚𝑜𝑖𝑑(𝒘𝑇𝒙𝑖) − 𝑦𝑖
2

• 这是一个非凸函数（non-convex），这就意味着代价
函数有着许多的局部最小值，这不利于我们的求解

凸函数

非凸函数



线性分类 逻辑回归线性回归

三种线性模型

𝑔 𝒙 = sign(𝑧) 𝑔 𝒙 = 𝑧 𝑔 𝒙 = 𝑠𝑖𝑔𝑚𝑜𝑖𝑑(𝑧)

𝑧
𝑔 𝒙

x1
x2
x3

x𝑑

𝑧
𝑔 𝒙

x1
x2
x3

x𝑑

𝑧
𝑔 𝒙

x1
x2
x3

x𝑑

平方损失函数 log损失函数0-1损失函数

不易求解

𝑧是关于特征𝒙的线性函数

有闭合解 梯度下降法求解





多类分类问题

多个二类分类器
(Logistic Regression…)



Softmax Regression

• 假设K类，定义K个不同的线性函数：
𝑧𝑘 = 𝒘𝑘

𝑇𝒙 + 𝑏𝑘
• K类的softmax函数为：

𝑃 𝑦 = 𝑖|𝒙 =
𝑒𝑧𝑖

σ𝑘=1
𝐾 𝑒𝑧𝑘

• 它有多个值，所有值加起来刚好等于1，每个输出都映射到了0到
1区间，可以看成是概率问题

• 实际上正确的名字应该是soft argmax



Softmax

x1

x2

x3

x𝑑

𝑧1

𝑧2

𝑧𝑘

𝑒

𝑒

𝑒

σ

÷

÷

÷

𝑃 𝑦 = 1|𝒙

𝑃 𝑦 = 2|𝒙

𝑃 𝑦 = 𝑘|𝒙



K=2时

𝑃 𝑦 = 1|𝒙 =
𝑒𝑧1

𝑒𝑧0 + 𝑒𝑧1

𝑃 𝑦 = 1|𝒙 =
1

1 + 𝑒𝑧0−𝑧1

𝑃 𝑦 = 1|𝒙 =
1

1 + 𝑒−(𝑧1−𝑧0)

等价于逻辑回归中，只有一个输出单元：

𝑃 𝑦 = 1|𝒙 =
1

1 + 𝑒−𝑧1



如何学习得更好？



如何学习的更好

• 模型问题: 𝐻

• 数据问题: 𝐷

• 评测问题: 𝑔 ≈ 𝑓

• 算法问题: 𝐴

未知的目标函数
𝑓: 𝑋 → 𝑌

训练数据
𝐷: (𝒙1, 𝑦1), … , (𝒙𝑛, 𝑦𝑛)

机器学习算法
𝐴

最终的假设
𝑔 ≈ 𝑓

模型假说集合
𝐻



特征交叉

• 线性不可分
• 任何一条线都不能很好地将两类分开

• 可以创建一个新的特征
• 我们通过将𝑥1与𝑥2组合来创建新的𝑥3的特征组合

• 𝑥3 = 𝑥1 ∙ 𝑥2

• 在使用扩展的线性模型时辅以特征组合一直
都是训练大规模数据集的有效方法



第一次AI低谷（1974-1980）

• 1969年，美国著名人工智能学者马文·明斯基和西蒙·派珀特共同

出版了《感知器:计算几何简介》一书，书中论证了感知器模型的

两个关键问题: 

• 单层的神经网络无法解决不可线性分割的问题，典型例子就是异或门。

• 当时计算机的能力不足，无法满足计算量的需求。

• 由于这些问题在当时无法得到解决，感知器的发展几乎停滞，以

神经网络为基础的人工智能研究开始进入低潮，相关项目长期无

法得到政府经费支持，这段时间被称为的“第一次低谷”。



多项式线性回归模型

𝑔 𝒙 = 𝑤0 +𝑤1𝑥 𝑔 𝒙 = 𝑤0 +𝑤1𝑥 + 𝑤2𝑥
2 +𝑤3𝑥

3

= 𝑤0 +𝑤1𝑥1 + 𝑤2𝑥2 + 𝑤3𝑥3

扩展的线性模型



问题？

• 如何用逻辑回归分类如下数据？

ℎ 𝒙 = 𝑤0 +𝑤1𝑥1 +𝑤2𝑥2 + 𝑤3𝑥1
2 +𝑤4𝑥2

2



支持向量机SVM与核函数

• 将原始向量从低维映射到高维是一个解决非线性可分性的重要手段

• 使用核函数(kernel)
• 引入核函数不需再显式地定义出映射函数，
就能计算两个高维空间中的向量的内积，
而且时间复杂度降低

• 核函数并不只是应用于SVM的，只要算法中
出现了内积的计算，都可以考虑使用核函数，

从而提高处理高维数据的性能

• 就是这个算法把神经网络按在地上摩擦了大概15年的时间，直到

深度学习的兴起



过拟合(Overfitting)

• 完全拟合训练数据不是我们真正关心的
• 模型拟合了样本中的噪声

• 而这样的模型在预测新数据方面表现会非常糟糕



数据问题

• 使用更多的训练数据



数据问题

• 使用更多的训练数据
• 获取新的数据不易

• 标注代价非常高

• 数据增广



泛化

• 目标：针对从真实目标函数（分布）中产生的新数据，做出良好
的预测

• 如果模型在拟合当前数据方面表现良好，那么我们如何相信该模
型会对其它新样本做出良好预测呢？

新样本

预测

未知的目标函数
𝑓: 𝑋 → 𝑌

训练数据
𝐷: (𝒙1, 𝑦1), … , (𝒙𝑛, 𝑦𝑛)

机器学习算法
𝐴

最终的假设
𝑔 ≈ 𝑓

预测？ERM



拆分数据集

确保您的测试集满足以下两个条件：

• 规模足够大，可产生具有统计意义的结果。

• 能代表整个数据集。换言之，挑选的测试集的特征应该与训练集的特
征相同。

典型陷阱：测试损失低得令人惊讶，可能意味着对测试数据进行了训练

训练集 测试集



评估测试集

• 利用测试数据集来计算代价函数

• 逻辑回归：将结果转换成分类准确率



正则化

• 早停法

• 奥卡姆剃刀定律：“如无必要，勿增实体”，即“简单有效原理”

• 惩罚模型复杂度：以最小化损失和复杂度为目标

• 这称为结构风险最小化 (SRM, Structural Risk Minimization)

• 简单化：L2 – 岭回归 Ridge Regression

• 稀疏化：L1

argmin
𝒘,𝑏

෍

i=1

𝑛

𝑙 𝑔 𝒙𝑖; 𝒘 , 𝑦𝑖 + 𝜆𝐿 𝒘

𝐿 𝒘 = 𝒘 2
2

𝐿 𝒘 = 𝒘 1



岭回归 Ridge Regression



模型选择

• 假设我们要在10个不同次数的多项式模型之间进行选择：

• 模型选择标准：
• Bayesian information criterion

• False discovery rate

• Stepwise regression

• Cross-validation

𝑔 𝒙 = 𝑤0 +𝑤1𝑥
𝑔 𝒙 = 𝑤0 +𝑤1𝑥 + 𝑤2𝑥

2

𝑔 𝒙 = 𝑤0 +𝑤1𝑥 + 𝑤2𝑥
2 + 𝑤3𝑥

3

.

.

.
𝑔 𝒙 = 𝑤0 +𝑤1𝑥 + 𝑤2𝑥

2 +⋯+𝑤10𝑥
10



超参数优化

• 超参数 hyperparameters
• 正则化中的𝜆

• 梯度下降中的η

• 超参数优化方法
• Grid search

• Bayesian Optimization

• Random Search

• Gradient Based Optimization

• Cross-validation



训练、验证、测试

训练集 验证集 测试集

训练集：学习模型参数
验证集：选择模型/优化超参数
测试集：测试模型的泛化能力



交叉验证Cross-Validation

• 留一交叉验证(Leave-one-out CV, LOO-CV)

• K-fold交叉验证



完整的机器学习工作流程

使用训练集训练模型 使用验证集评估模型

根据在验证集上获得的
效果调整模型及超参数

选择在验证集上获
得最佳效果的模型

使用测试集
确认模型的效果



诊断偏差和方差

• 偏差（bias）反映了模型无法描述数据规律

• 方差（variance）反映了模型对训练集过度敏感，而丢失了数据
规律

手段 使用场景

采集更多的样本 高方差

降低特征维度 高方差

采集更多的特征 高偏差

进行高次多项式回归 高偏差

高方差

高偏差



其它机器学习方法

• 决策树

• 支持向量机

• 贝叶斯

• 神经网络



集成学习算法

• 将多个分类器集成起来而形成的新的分类算法
• 三个臭皮匠，顶个诸葛亮

• boosting：基于错误提升分类器性能，通过集中关注被已有分类
器分类错误的样本，构建新分类器并集成

• bagging：基于数据随机重抽样的分类器构建方法

• stacking：在多个分类器的结果上，再套一个新的分类器



Boosting



Bagging



Stacking



总结

• 机器学习不是万能的

• 适用条件

• 机器学习的三个关键：

1. 存在某些潜在存在的模式供机器进行学习

2. 但我们无法把这些规则容易的写出

3. 需要有数据来学习这些模式



机器学习实战
MNIST数据集中0和1的手写字符分类



MNIST数据集

• MNIST数据集是一个手写体数据集

• 机器学习在视觉领域的hello world

• 每个手写字符图像是28x28的图像

• 总共0-9，10个类别



未知的目标函数
𝑓: 𝑋 → 𝑌

训练数据
𝐷: (𝒙1, y1), … , (𝒙𝑛, y𝑛)

机器学习算法
𝐴

最终的假设
𝑔 ≈ 𝑓

模型假说集合
𝐻

𝑦 ∈ {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

𝒙:

28x28
𝑥1
𝑥2
⋮

𝑥784



数据下载

• 原始的数据下载地址：http://yann.lecun.com/exdb/mnist/

• 预处理好的数据：mnist.pkl.gz
• 准备成了pkl文件，可以非常简单的载入

• 做了归一化处理

• 相应的划分的训练集、验证集、测试集

http://yann.lecun.com/exdb/mnist/


逻辑回归实战

对MNIST数据集中的0、1两类手写字符图片，
使用逻辑回归的方式训练分类器

• 基本框架的mnist_logistic_regression.ipynb

• 实现梯度计算

• 实现随机梯度下降与批梯度下降

• 实现带正则化的岭回归

• 调节各种超参数，比较各自的效果



关于b的偏导？

𝜕𝐿

𝜕𝒘0
=
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

𝒙0
𝑖 𝑔 𝒙𝑖 − y𝑖

其中𝒙0
𝑖 = 1

𝜕𝐿

𝜕𝒘0
=
1

𝑛
෍

𝑖=1

𝑛

𝑔 𝒙𝑖 − y𝑖

𝑔 𝒙

x1

x2

x3

x𝑑

σ

𝑤1

𝑤2

𝑤3

𝑤𝑑

𝑧

1 𝑤0



SGD

𝒘⟵ 𝒘− 𝜂
1

𝑛
𝒙𝑖

𝑇
𝑔 𝒙𝑖 − 𝑦𝑖

𝒘⟵ 𝒘− 𝜂
1

𝑛
𝑿𝑇(𝑔 𝑿 − 𝒚)


