
数分分析 A3 第七次习题课

何展韬

2023 年 12 月 16 日

1 作业答案 (第 13,14 周)
练习 (习题 16.1.1). 判断下列无穷积分的敛散性：

(2)

∫ +∞

0

3x3 − 2

x5 − x3 + 1
dx (4)

∫ +∞

e

dx
x(lnx)p

(6)

∫ +∞

1

(lnx)p

1 + x2
dx (p > 0)

解. (2) 由于 x = 0 不是瑕点，故原积分的敛散性跟其在 (1 +∞) 上积分的敛散性相同。又

x → +∞时， 3x3 − 2

x5 − x3 + 1
∼ 3

x2
，后者在 (1,+∞)上积分收敛，由比较判别法，原积分收敛；

(4) 令 t = lnx，则原积分变为： ∫ +∞

1

dt
tp

故原积分在 p > 1 时收敛，在 p ⩽ 1 时发散；

(6) 令 t = lnx，则原积分变为： ∫ +∞

0

ettp
1 + e2tdt (p > 0)

对任意给定的 p > 0，当 t 充分大时：

0 ⩽ ettp
1 + e2t ⩽

tp

et ⩽ e− t
2

后者在 (0,+∞) 积分收敛，故由比较判别法，任意 p > 0，原积分收敛。

注 1.1. 本题的 (2)，有部分同学由比较判别法推出原积分和
∫ +∞

0

3

x2
dx 敛散性相同，而后

者在 (0, 1) 上积分发散，在 (1,+∞) 上积分收敛，从而后者发散，得到原积分发散。这种做

法的错误之处在于：
3x3 − 2

x5 − x3 + 1
∼ 3

x2
是 x → +∞ 时的等价无穷小，因此积分敛散性相同

只在 (a,+∞) 成立，其中 a 充分大，但无法保证有限区间上的积分敛散性相同。
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练习 (补充习题).

若

∫ +∞

a

f(x)dx 收敛，且 f(x) 在 [a,+∞) 一致连续，则 lim
x→+∞

f(x) = 0.

解. 首先由 f(x) 在 [a,+∞) 一致连续可得，∀ε > 0，∃ δ = δ(ε) > 0，使得：

|f(x)− f(y)| < ε (∀|x− y| < δ) (1)

固定 δ，再由无穷积分的 Cauchy 收敛，∃ A = A(ε) > 0，使得：∣∣∣∣∫ A2

A1

f(x)dx
∣∣∣∣ < δε

2
(∀A1, A2 > A) (2)

现在对 ∀x > A，我们可以选取 A < x1 < x < x2，满足 |x1 − x2| =
δ

2
，结合式 (1)(2) 可得：

δ

2
|f(x)| =

∣∣∣∣∫ x2

x1

f(x)dt
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∫ x2

x1

(f(x)− f(t))dt+
∫ x2

x1

f(t)dt
∣∣∣∣

⩽
∫ x2

x1

|f(x)− f(t)|dt+
∣∣∣∣∫ x2

x1

f(t)dt
∣∣∣∣

<
δε

2
+

δε

2

= δε

其中第一行那个积分，积分变量是 t，被积函数是 f(x)，f(x) 相对于 t 是常数。整理可得：

|f(x)| < 2ε (∀x > A = A(ε))

而这是 lim
x→+∞

f(x) = 0 的定义。

注 1.2. 有不少同学通过反证法证明此命题，过程与上述答案是基本一致的，但要注意这里
反证法的第一步，假设结论不成立时，应当假设 lim

x→+∞
f(x) ̸= 0 或极限不存在，不要漏了

“极限不存在”。

练习 (习题 16.2.1). 研究下列积分的敛散性：

(1)

∫ +∞

0

√
x cosx
1 + x

dx (3)

∫ +∞

1

cos2 x
x

dx (5)

∫ +∞

0

[t]− t+ a

t+ x
dt (x > 0, a ̸= 1

2
)

2



解. (1) 首先 0 不是瑕点，故只用考虑 (1,+∞) 上的积分。令 f(x) = cosx，g(x) =

√
x

1 + x
。

由于 g(x) 在 (1,+∞) 单调递减趋于 0，且：

|F (A)| =
∣∣∣∣∫ A

1

f(x)dx
∣∣∣∣ = | sinA− sin 1| ⩽ 2 (∀A > 1)

故由 Dirichlet 判别法，原积分收敛。
(3) 利用二倍角公式可得：∫ +∞

1

cos2 x
x

dx =

∫ +∞

1

1 + cos 2x
2x

dx =

∫ +∞

1

1

2x
dx+

∫ +∞

1

cos 2x
2x

dx ∆
=== I1 + I2

其中 I1 发散。对 I2，令 f(x) = cos 2x，g(x) =
1

x
。由于 g(x) 在 (1,+∞) 单调递减趋于 0，

且：

|F (A)| =
∣∣∣∣∫ A

1

f(x)dx
∣∣∣∣ = 1

2
| sin 2A− sin 2| ⩽ 1 (∀A > 1)

故由 Dirichlet 判别法，I2 收敛，从而原积分发散。

(5) 首先注意到如下事实：对 ∀k ∈ N，都有：∫ k+1

k

[t]− t+
1

2
dt = k +

1

2
−
∫ k+1

k

tdt = k +
1

2
− (k + 1)2

2
+

k2

2
= 0 (3)

因此我们考虑把原积分分成如下两个部分：∫ +∞

0

[t]− t+ a

t+ x
dt =

∫ +∞

0

[t]− t+ 1
2

t+ x
dt+

∫ +∞

0

a− 1
2

t+ x
dt ∆

=== I1 + I2 (4)

其中对 ∀x > 0，0 不是 I2 的瑕点，当且仅当 a =
1

2
时 I2 收敛。

对 I1，令 f(t) = [t]− t+
1

2
，g(t) =

1

t+ x
，g(t) 在 (0,+∞) 单调递减趋于 0。考虑 f(t) 的积

分，对 ∀A > 0，取 M = [A]，则结合式 (3) 可得：

F (A) =

∫ A

0

f(t)dt =
M−1∑
k=0

∫ k+1

k

f(t)dt+
∫ A

M

f(t)dt =
∫ A

M

f(t)dt

由于 A−M = A− [A] ∈ [0, 1)，t− [t] ∈ [0, 1)，故：

|F (A)| =
∣∣∣∣∫ A

M

f(t)dt
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ A

M

[t]− t+
1

2
dt
∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣∫ A

M

1 +
1

2
dt
∣∣∣∣ ⩽ 3

2
(∀A > 0)

故由 Dirichlet 判别法，I1 收敛。最后结合式 (4)，由于 a ̸= 1

2
，故原积分发散。

练习 (习题 16.2.2). 研究下列积分的绝对敛散性和条件收敛性：

(2)

∫ +∞

1

cos(1− 2x)√
x3 3
√
x2 + 1

dx (4)

∫ +∞

2

sinx

x lnx
dx
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解. (2) 由于
∣∣∣∣ cos(1− 2x)√

x3 3
√
x2 + 1

∣∣∣∣ ⩽ 1

x
3
2

(∀x > 1)，故由比较判别法，原积分绝对收敛。

(4) 令 f(x) = sinx，g(x) =
1

x lnx
。由于 g(x) 在 (2,+∞) 单调递减趋于 0，且：

|F (A)| =
∣∣∣∣∫ A

1

f(x)dx
∣∣∣∣ = | cos 2− cosA| ⩽ 2 (∀A > 2)

故由 Dirichlet 判别法，原积分收敛；
考虑其绝对值积分，利用二倍角公式：∫ +∞

2

∣∣∣∣ sinx

x lnx

∣∣∣∣ dx ⩾
∫ +∞

2

sin2 x

x lnx
dx =

∫ +∞

2

1

2x lnx
dx−

∫ +∞

2

cos 2x
2x lnx

dx ∆
=== I1 + I2 (5)

其中 I2 可通过类似讨论可用 Dirichlet 判别法证明其收敛。对 I1，做简单换元可得：∫ +∞

2

1

2x lnx
dx t=lnx

=====

∫ +∞

ln 2

1

2t
dt = +∞

故 I1 发散，从而由式 (5) 可得绝对值积分发散，因此原积分条件收敛。

练习 (习题 16.2.3).

设 f 为非负的减函数，且

∫ +∞

a

f(x)dx 收敛，证明：当 x → +∞ 时，

f(x) = o

(
1

x

)
解. 首先由无穷积分的 Cauchy 收敛可得，∀ε > 0，∃ A0 > a，使得：∣∣∣∣∫ A2

A1

f(x)dx
∣∣∣∣ < ε (∀A1, A2 > A0)

故当 A > 2A0 时： ∣∣∣∣∣
∫ A

A
2

f(x)dx
∣∣∣∣∣ < ε (∀A > 2A0) (6)

由于 f 为非负的减函数，故式 (6) 变为：

0 ⩽ A

2
f(A) ⩽

∫ A

A
2

f(x)dx < ε (∀A > 2A0)

故：

0 ⩽ Af(A) < 2ε (∀A > 2A0 = A0(ε))

而这是 f(x) = o

(
1

x

)
的定义。
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练习 (习题 16.3.1). 判断下列反常积分的敛散性：

(2)

∫ +∞

0

ln(1 + x)

xα
dx (4)

∫ 1

0

√
x

esinx − 1
dx (6)

∫ +∞

0

dx
xp(lnx)q

解. (2) 由于 lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1，故 x → 0+ 时，有如下的等价无穷小：

ln(1 + x)

xα
∼ 1

xα−1
(x → 0+) (7)

故 α > 1 时 x = 0 是瑕点，α ⩽ 1 时 x = 0 不是瑕点。由此将原积分分为两部分：∫ +∞

0

ln(1 + x)

xα
dx =

∫ 1

0

ln(1 + x)

xα
dx+

∫ +∞

1

ln(1 + x)

xα
dx ∆

=== I1 + I2

故原积分收敛 ⇐⇒ I1, I2 都收敛。

对 I1，α ⩽ 1 时为常义积分，收敛；α > 1 时，I1 是非负函数积分。由式 (7) 以及比较判别

法的极限形式可得 I1 与

∫ 1

0

1

xα−1
dx 同敛散，而后者收敛 ⇐⇒ α− 1 < 1 ⇐⇒ α < 2。故

α < 2 时 I1 收敛，α ⩾ 2 时 I1 发散。

对 I2，直接换元可得：∫ +∞

1

ln(1 + x)

xα
dx t=ln(1+x)

=======

∫ +∞

ln 2

tet
(et − 1)α

dt (8)

对式 (8) 右边，由于：
tet

(et − 1)α
∼ t

et(α−1)
(t → +∞)

而

∫ +∞

ln 2

t

et(α−1)
dt 收敛 ⇐⇒ α > 1，故由比较判别法的极限形式，α > 1 时 I2 收敛，α ⩽ 1

时 I2 发散。

综上 1 < α < 2 时原积分收敛，其他情形原积分发散。

(4) 注意到 x ∈ (0, 1) 时 sinx > 0，故 esinx − 1 > 0，原积分是非负函数积分。进一步有：

√
x

esinx − 1
∼

√
x

sinx
∼

√
x

x
=

1√
x

(x → 0+)

故由比较判别法的极限形式，原积分与积分

∫ 1

0

1√
x

dx 同敛散。由于后者收敛，故原积分收

敛。

(6) 容易得到 x = 0 是瑕点 ⇐⇒ p > 0 或 p = 0, q < 0，x = 1 是瑕点 ⇐⇒ q > 0，因此将

原积分分为 (0,
1

2
)，(

1

2
, 1)，(1, 2)，(2� +∞) 四部分，分别记为 Ik (k = 1, 2, 3, 4)。故原积分

收敛 ⇐⇒ Ik(k = 1, 2, 3, 4) 都收敛。
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对 I1，直接换元可得： ∫ 1
2

0

dx
xp(lnx)q

t=− lnx
======

1

(−1)q

∫ +∞

ln 2

e(p−1)t

tq
dt

故 I1 收敛 ⇐⇒ p < 1 或 p = 1, q > 1。

对 I4，同样直接换元可得：∫ +∞

2

dx
xp(lnx)q

t=lnx
=====

∫ +∞

ln 2

1

e(p−1)ttq
dt

故 I4 收敛 ⇐⇒ p > 1 或 p = 1, q > 1。故为了让 I1, I4 都收敛，必有 p = 1, q > 1。

p = 1 时，对 I2，我们有：

1

x(lnx)q
∼ 1

(lnx)q
∼ 1

(1− x)q
(x → 1−)

故由比较判别法，I2 收敛 ⇐⇒ q < 1。对 I3 同理可得，p = 1 时，I3 收敛 ⇐⇒ q < 1。

综上无论 p, q 取何值，I1 ∼ I4 总有一个发散，故无论 p, q 取何值原积分都发散。

注 1.3. 这一题的 (6) 常见两种错误：(1) 没有讨论 p = 1 的情况；(2) 对区间只分了 (0, 1),

(1,+∞) 两个，忽视了 x = 1 可能为瑕点。

练习 (习题 16.3.2). 判断下列反常积分的绝对收敛性和条件收敛性：

(2)

∫ +∞

0

xp sinx

1 + xq
dx (q ⩾ 0)

解. 首先判断 x = 0 何时为瑕点。由于：

xp sinx

1 + xq
∼ xp+1

1 + xq
(x → 0+, q ⩾ 0)

故 x = 0 为瑕点 ⇐⇒ p+ 1 < 0 ⇐⇒ p < −1。因此我们将原积分分为两部分：∫ +∞

0

xp sinx

1 + xq
dx =

∫ 1

0

xp sinx

1 + xq
dx+

∫ +∞

1

xp sinx

1 + xq
dx ∆

=== I1 + I2

故原积分收敛 ⇐⇒ I1, I2 都收敛；原积分绝对收敛 ⇐⇒ I1, I2 都绝对收敛。

对 I1，由于 x ∈ (0, 1) 时 sinx > 0，故 I1 为非负函数积分，收敛等价于绝对收敛。p ⩾ −1

时 I1 为常义积分，故 I1 收敛。p < −1 时 I1 为瑕积分，又有：

xp sinx

1 + xq
∼


xp+1 q > 0

xp+1

2
q = 0

(x → 0+)

故 p < −1 时 I1 收敛 ⇐⇒ p+ 1 > −1 ⇐⇒ p > −2。综上可知 I1（绝对）收敛 ⇐⇒ p >
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−2。

对 I2，令 f(x) =
xp

1 + xq
=

1

x−p + xq−p
，g(x) = sinx。当 p < q 时，f(x) 在 x 充分大时单调

递减趋于 0，又有： ∣∣∣∣∫ A

1

sinxdx
∣∣∣∣ = | cos 1− cosA| ⩽ 2 (∀A > 1)

故由 Dirichlet 判别法，p < q 时 I2 收敛。更进一步，p+ 1 < q 即 q − p > 1 时：∣∣∣∣xp sinx

1 + xq

∣∣∣∣ ⩽ xp

1 + xq
=

1

x−p + xq−p
⩽ 1

xq−p
(∀x > 1)

故 p+ 1 < q 时 I2 绝对收敛。p < q ⩽ p+ 1 时，由于：∫ +∞

1

∣∣∣∣xp sinx

1 + xq

∣∣∣∣ dx ⩾
∫ +∞

1

xp sin2 x

1 + xq
dx =

∫ +∞

1

1

2(x−p + xq−p)
dx−

∫ +∞

1

xp cos 2x
2(1 + xq)

dx ∆
=== I3−I4

注意到 q ⩾ 0 以及 p < q ⩽ p+ 1 可以推出 −p ⩽ 1，又 q − p ⩽ 1，故此时 I3 必发散且趋于

+∞。I4 可通过跟之前相同的讨论，用 Dirichlet 判别法证明其收敛。故 p < q ⩽ p+ 1 时 I2

不绝对收敛，但 p < q 时 I2 本身收敛，故 p < q ⩽ p+ 1 时 I2 条件收敛。

当 0 ⩽ q ⩽ p 时，由于：∣∣∣∣∣
∫ (2k+ 1

2
)π

2kπ

xp sinx

1 + xq
dx
∣∣∣∣∣ ⩾ (2kπ)p

1 + (2k + 1
2
)qπq

−→


+∞ 0 ⩽ q < p

1

2
0 ⩽ q = p

(k → ∞)

故此时 I2 必定不满足 Cauchy 收敛准则，因此 0 ⩽ q ⩽ p 时 I2 发散。综上可知 p+ 1 < q 时

I2 绝对收敛，p < q ⩽ p+ 1 时 I2 条件收敛，0 ⩽ q ⩽ p 时 I2 发散。

最后结合 I1, I2 的结果可得：p > −2 且 p+ 1 < q 时原积分绝对收敛，p > −2 且 p < q ⩽
p+ 1 时原积分条件收敛，其他情形原积分发散。

注 1.4. (1) 本题有同学在过程中用到了以下等价：

xp sinx

1 + xq
∼ sinx

xq−p
(x → +∞, q > 0)

以此来说明左右两式在 (1,+∞) 上积分同敛散。这种做法是有问题的，原因是 sinx 的符号

问题，这里不能使用比较判别法。想要证明上面两式在 (1,+∞) 上积分同敛散，一个常见

思路是考虑作差，验证作差后的函数在 (1,+∞) 上积分收敛（对这里而言，似乎作差也搞

不定）。

(2) 注意本题中有的证明敛散性得到的 p, q 范围有的是等价的，有的只是充分的；

(i) 通过比较判别法的极限形式得到的 p, q 范围都是等价的；

(ii) 用不等式形式的比较判别法，Dirichlet 判别法得到的 p, q 范围只是充分的。

因此本题答案中对 p ⩾ q 时讨论原积分发散是必须要有的，仅由 Dirichlet 判别法证明
p < q 时 I2 收敛无法确定 p ⩾ q 时原积分的敛散性。
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练习 (问题 16.3.6).
设 a, b > 0，证明：

(1) 如果 f 在 [0,+∞) 上连续，且 lim
x→+∞

f(x) = f(+∞) 存在，那么：

∫ +∞

0

f(ax)− f(bx)

x
dx = (f(0)− f(+∞)) ln b

a

(2) 如果 f 在 [0,+∞) 上连续，且

∫ +∞

1

f(x)

x
dx 收敛，那么：

∫ +∞

0

f(ax)− f(bx)

x
dx = f(0) ln b

a

(3) 如果 f 在 (0,+∞) 上连续，f(+∞) 存在，且

∫ 1

0

f(x)

x
dx 收敛，那么：

∫ +∞

0

f(ax)− f(bx)

x
dx = −f(+∞) ln b

a

解. (1) 将待证等式左边写成极限形式，即证：

lim
A→0+
B→+∞

∫ B

A

f(ax)− f(bx)

x
dx = (f(0)− f(+∞)) ln b

a
(9)

对式 (9) 左边换元可得：∫ B

A

f(ax)− f(bx)

x
dx =

∫ B

A

f(ax)

x
dx−

∫ B

A

f(bx)

x
dx

=

∫ aB

aA

f(t)

t
dt−

∫ bB

bA

f(t)

t
dt (10)

=

∫ bA

aA

f(t)

t
dt−

∫ bB

aB

f(t)

t
dt

由于 f 在 [0,+∞) 上连续，故对式 (10) 运用第一积分中值定理可得：∫ bA

aA

f(t)

t
dt−

∫ bB

aB

f(t)

t
dt = f(η)

∫ bA

aA

1

t
dt− f(ξ)

∫ bB

aB

1

t
dt = (f(η)− f(ξ)) ln b

a
(11)

其中 aA ⩽ η ⩽ bA，aB ⩽ ξ ⩽ bB。又 a, b > 0，故 A → 0+, B → +∞ 时，η → 0+, ξ → +∞
。又由 f 在 x = 0 处连续，f(+∞) 存在，结合式 (9)(10)(11) 可得：

lim
A→0+
B→+∞

∫ B

A

f(ax)− f(bx)

x
dx = lim

A→0+
B→+∞

(f(η)− f(ξ)) ln b

a
= (f(0)− f(+∞)) ln b

a
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(2) 在问 (1) 中得到的式 (9)(10) 依旧成立，且依旧可以使用第一积分中值定理得到 f(η)。

现由于

∫ +∞

1

f(x)

x
dx 收敛，故由 Cauchy 收敛准则：

lim
B→+∞

∫ bB

aB

f(t)

t
dt = 0

再由 f 在 x = 0 处连续，可得：

lim
A→0+
B→+∞

∫ B

A

f(ax)− f(bx)

x
dx = lim

A→0+
B→+∞

(
f(η) ln b

a
−
∫ bB

aB

f(t)

t
dt
)

= f(0) ln b

a

(3) 在问 (1) 中得到的式 (9)(10) 依旧成立，且依旧可以使用第一积分中值定理得到 f(ξ)。

现由于

∫ 1

0

f(x)

x
dx 收敛，故由 Cauchy 收敛准则：

lim
A→0+

∫ bA

aA

f(t)

t
dt = 0

再由 f(+∞) 存在，可得：

lim
A→0+
B→+∞

∫ B

A

f(ax)− f(bx)

x
dx = lim

A→0+
B→+∞

(∫ bA

aA

f(t)

t
dt− f(ξ) ln b

a

)
= −f(+∞) ln b

a

练习 (习题 18.1.1). 求极限：

(1) lim
a→0

∫ 1

−1

√
x2 + a2dx (2) lim

t→0

∫ 2

0

x2 cos txdx

解. (1) 令 f(x, a) =
√
x2 + a2，φ(a) =

∫ 1

−1

√
x2 + a2dx。因为 f 在 [−1, 1]× [−1, 1] 上连续，

故 φ(a) 在 a = 0 处连续，故：

lim
a→0

∫ 1

−1

√
x2 + a2dx = φ(0) =

∫ 1

−1

|x|dx = 1

(2) 令 f(x, t) = x2 cos tx，φ(t) =

∫ 2

0

x2 cos txdx。因为 f 在 [0, 2]× [−1, 1] 上连续，故 φ(t)

在 t = 0 处连续，故：

lim
t→0

∫ 2

0

x2 cos txdx = φ(0) =

∫ 2

0

x2dx =
8

3
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练习 (习题 18.1.3). 计算下列函数的导数：

(1) f(x) =

∫ cosx

sinx

e(1+t)2dt (2) f(x) =

∫ b+x

a+x

sinxt

t
dt

解. (1) f(x) 的可微性是容易得到的，直接计算可得：

f ′(x) = e(1+cosx)2(− sinx)− e(1+sinx)2 cosx = −e(1+cosx)2 sinx− e(1+sinx)2 cosx

(2) f(x) 的可微性是容易得到的，直接计算可得：

f ′(x) =
sinx(b+ x)

b+ x
− sinx(a+ x)

a+ x
+

∫ b+x

a+x

cosxtdt

=
sinx(b+ x)

b+ x
− sinx(a+ x)

a+ x
+

sinx(b+ x)− sinx(a+ x)

x

练习 (问题 18.1.2(1)). 利用对参数的微分法，计算下列积分：

(1)

∫ π
2

0

ln(a2 sin2 x+ b2 cos2 x)dx

解. 视 a 为参变量，b 为参数，设：

f(x, a) = ln(a2 sin2 x+ b2 cos2 x)

φ(a) =

∫ π
2

0

ln(a2 sin2 x+ b2 cos2 x)dx

则 a, b 满足 ab 不同为 0。由于原积分关于 a, b 是偶函数，因此下面只讨论 a, b ⩾ 0 的情形。

当 b = 0 时，a > 0，此时 φ(a) 的值可以直接计算：

φ(a) =

∫ π
2

0

ln(a2 sin2 x)dx

= π ln a+ 2

∫ π
2

0

ln sin xdx

= π ln a− π ln 2

= π ln a

2

其中运用了一个积分结果：

∫ π
2

0

ln sin xdx = −π

2
ln 2.

当 b > 0 时，a ⩾ 0，此时 f(x, a) 在 [0,
π

2
]× [0,+∞) 上连续，且计算

∂f(x, a)

∂a
可得：

∂f(x, a)

∂a
=

2a sin2 x

a2 sin2 x+ b2 cos2 x

10



故
∂f(x, a)

∂a
在 [0,

π

2
]× [0,+∞) 上连续，因此 φ(a) 在 [0,+∞) 上连续，在 (0,+∞) 上可微。

计算 φ(a) 可得：

φ′(a) =

∫ π
2

0

2a sin2 x

a2 sin2 x+ b2 cos2 x
dx

当 a = b > 0 时：

φ′(b) =

∫ π
2

0

2

b
sin2 xdx =

π

2b

当 a ̸= b, a, b > 0 时：

φ′(a) =

∫ π
2

0

2a sin2 x

a2 sin2 x+ b2 cos2 x
dx

u=tanx
======

∫ +∞

0

2au2

a2u2 + b2
· 1

u2 + 1
du

=
2a

b2 − a2

∫ +∞

0

(
b2

a2u2 + b2
− 1

u2 + 1

)
du

=
2a

b2 − a2

(
arctan(au

b
)− arctanu

) ∣∣∣∣+∞

0

=
π

a+ b

故 φ′(a) =
π

a+ b
(∀a, b > 0) ⇒ φ(a) = π ln(a+ b) + C (a ⩾ 0, b > 0)，其中 C 为待定常数。

又 a = b > 0 时：

π ln(2b) + C = φ(b) =

∫ π
2

0

ln(b2)dx = π ln b

故 C = −π ln 2，从而 φ(a) = π ln a+ b

2
(a ⩾ 0, b > 0).

综上 φ(a) = π ln a+ b

2
(a, b ⩾ 0且 a, b不同为 0)。最后由原积分关于 a, b 是偶函数，故：

∫ π
2

0

ln(a2 sin2 x+ b2 cos2 x)dx = π ln |a|+ |b|
2

其中上述等式有意义当且仅当 a, b 不同为 0。

注 1.5. (1) 本题若当成纯粹的计算题，直接在 b ⩾ 0 时对 φ(a) 求导也可以把题目做出来，

但是 b = 0 时，由于 f(x, a) 在 (0, a) (∀a > 0) 处都没有意义，无法做到在 [0,
π

2
]× [0,+∞)

上连续，因此无法使用定理说明 φ(a) 的连续性。故当成证明题来做，为了避开这个问题，

需要对 b 进行分类。

(2) 本题在计算 φ′(a) 时，需要对 a2 = b2(a, b > 0 时为 a = b) 单独讨论，原因是直接计算

φ′(a)，过程中不可避免会在分母出现 b2 − a2（尽管最后消掉了）。在计算 a = b 时的 φ′(a)，
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一方面可以按答案做法，直接代入计算，另一方面也可以说明 φ′(a) 的连续性，通过 a ̸= b

时的表达式得到。

(3) 本题注意到原积分关于 a, b 的对称性可以大大简化求 φ′(a) 时的分类。在求 φ′(a) 时，

a, b 的符号问题将会影响 arctan(au
b
) 在 +∞ 处的值或为 π

2
，或为 −π

2
。这个符号问题会影

响 φ′(a) 的一般表达式：

φ′(a) = sgn(a)
π

|a|+ |b|
(∀|a|+ |b| > 0)

注意这里的 sgn(a)，只有一两个同学算对了 φ′(a) 的表达式，大部分同学都漏了 sgn(a)。

其实可以从 φ(a) 是偶函数，或者 φ′(a) 的原始表达式（积分前的形式）看出 φ′(a) 是个奇

函数，这个观察有助于我们判断计算结果是否正确。
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2 补充题目

在习题 16.3.2(2) 里我们做了一道跟三角函数有关的反常积分绝对/条件收敛性判断的
题，当中涉及了瑕积分和无穷积分的分类，带三角函数判断积分条件收敛，发散的常规做法。

下面对此继续补充两道题目。

例题 2.1. 判断下列反常积分的绝对收敛性和条件收敛性：

(1)

∫ +∞

0

xp sinxqdx (q ̸= 0) (2)

∫ +∞

0

sinx

xp + sinx
dx (p > 0)

解. (1) 三角函数里面带着 x 的幂次会妨碍我们对三角函数项的分析，因此首先考虑换元：

∫ +∞

0

xp sinxqdx t=xq

====


1

q

∫ +∞

0

t
p+1
q

−1 sin tdt q > 0

− 1

q

∫ +∞

0

t
p+1
q

−1 sin tdt q < 0

记
p+ 1

q
= α，则 α ∈ R，故原积分的绝对/条件收敛性等价于积分

∫ +∞

0

xα sinxdx 的绝对

/条件收敛性。由于 0 有可能成为瑕点，因此将积分分为两部分：∫ +∞

0

xα−1 sinxdx =

∫ 1

0

xα−1 sinxdx+

∫ +∞

1

xα−1 sinxdx ∆
=== I1 + I2

故原积分收敛 ⇐⇒ I1, I2 都收敛，原积分绝对收敛 ⇐⇒ I1, I2 都绝对收敛。

对 I1，这是 (0, 1) 上的非负函数积分，故 I1 收敛 ⇐⇒ I1 绝对收敛。又由于：

xα−1 sinx ∼ xα (x → 0+)

故由比较判别法，I1（绝对）收敛 ⇐⇒ α > −1.

对 I2，当 1−α > 0 即 α < 1 时，令 f(x) =
1

x1−α
，g(x) = sinx。由于 f(x) 在 (1,+∞) 上单

调递减趋于 0，且： ∣∣∣∣∫ A

1

g(x)dx
∣∣∣∣ = | cos 1− cosA| ⩽ 2 (∀A > 1)

故由 Dirichlet 判别法，α < 1 时 I2 收敛。

当 1− α > 1 即 α < 0 时，由于

∣∣∣∣ sinx

x1−α

∣∣∣∣ ⩽ 1

x1−α
，故由比较判别法，α < 0 时 I2 绝对收敛。

当 1− α ∈ (0, 1] 即 0 ⩽ α < 1 时，由于：∫ +∞

1

|xα−1 sinx|dx ⩾
∫ +∞

1

xα−1 sin2 xdx =
1

2

∫ +∞

1

xα−1dx− 1

2

∫ +∞

1

xα−1 cos 2xdx ∆
=== I3−I4

由 Dirichlet 判别法可知 I4 收敛，又 0 ⩽ α < 1 时 I3 = +∞，故 0 ⩽ α < 1 时 I2 条件收敛。
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最后当 α ⩾ 1 时，对 ∀k ∈ N∗ 有：∣∣∣∣∣
∫ (2k+ 1

2
)π

2kπ

xα−1 sinxdx
∣∣∣∣∣ ⩾ (2kπ)α−1

(∫ (2k+ 1
2
)π

2kπ

sinxdx
)

= (2kπ)α−1 ⩾ 1

故此时 I2 不满足 Cauchy 收敛准则，故 α ⩾ 1 时 I2 发散。

综上，结合 I1, I2 的结果，当
p+ 1

q
∈ (−1, 0) 时原积分绝对收敛，当

p+ 1

q
∈ [0, 1) 时原积

分条件收敛，其他情形原积分发散。

(2) 首先需要先确定 x = 0 是否为原积分的瑕点。由于：

lim
x→0+

sinx

xp + sinx
= lim

x→0+

sinx
x

xp−1 + sinx
x

=


1 p > 1

1

2
p = 1

0 0 < p < 1

故 x = 0 不是瑕点，我们只需讨论 (1,+∞) 上的积分即可。本题被积函数和第 (1) 问有相似
之处，但分母有所不同。因此我们考虑被积函数与已知结果作差：∫ +∞

1

sinx

xp + sinx
dx =

∫ +∞

1

sinx

xp
dx−

∫ +∞

1

sin2 x

xp(xp + sinx)
dx ∆

=== I1 + I2

对 I1，直接由第 (1) 问可得，当 p > 1 时 I1 绝对收敛，当 0 < p ⩽ 1 时 I1 条件收敛，其他

情形 I1 发散。

对 I2，这是 (1,+∞) 上的非负函数积分，故 I2 收敛 ⇐⇒ I2 绝对收敛。下面只考虑 I1 收

敛，即 p > 0 的情形。

当 0 < p ⩽ 1

2
时，有：

∫ +∞

1

sin2 x

xp(xp + sinx)
dx ⩾

∫ +∞

1

sin2 x

xp(xp + 1)
dx =

∫ +∞

1

1

2xp(xp + 1)
dx−

∫ +∞

1

cos 2x
2xp(xp + 1)

dx

当 0 < p ⩽ 1

2
时，上式右边第一个积分为 +∞，第二个积分由 Dirichlet 判别法知其收敛，

故 0 < p ⩽ 1

2
时 I2 发散。

当 p >
1

2
时，由于 0 ⩽ sin2 x

xp(xp + sinx)
⩽ 1

xp(xp − 1)
，故由比较判别法，p >

1

2
时 I2 绝对收

敛。

综上，结合 I1, I2 的结果，当 0 < p ⩽ 1

2
时原积分发散，当

1

2
< p ⩽ 1 时原积分条件收敛，

当 p > 1 时原积分绝对收敛。

注 2.1. (1) 本题问 (1) 和问 (2) 都把原积分分成两部分，但注意其中的不同：
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问 (1)：把原积分的积分区间 (0,+∞) 分成了两部分，拆分后原积分收敛 ⇐⇒ I1, I2 都收

敛，原积分绝对收敛 ⇐⇒ I1, I2 都绝对收敛，这个性质是由定义直接得到的。

问 (2)：把原积分被积函数分成了两部分，拆分后原积分敛散性与 I1, I2 的敛散性并没有等

价关系（如 I1, I2 发散，原积分也有可能收敛），对于绝对/条件收敛性也是如此！
(2) 本题问 (2) 之所以能够得到最后的结果，是基于以下三条论断：

(i) 0 < p ⩽ 1

2
时，I1 收敛，I2 发散，故原积分发散；

(ii) 1

2
< p ⩽ 1 时，I1 收敛，I2 收敛，故原积分收敛；I1 不绝对收敛，I2 绝对收敛，由于：∫ +∞

1

∣∣∣∣ sinx

xp + sinx

∣∣∣∣ dx ⩾
∫ +∞

1

∣∣∣∣sinx

xp

∣∣∣∣ dx−
∫ +∞

1

∣∣∣∣ sin2 x

xp(xp + sinx)

∣∣∣∣ dx
故原积分的绝对值积分发散，从而原积分条件收敛。

(iii) p > 1 时，I1 绝对收敛，I2 绝对收敛，由于：∫ +∞

1

∣∣∣∣ sinx

xp + sinx

∣∣∣∣ dx ⩽
∫ +∞

1

∣∣∣∣sinx

xp

∣∣∣∣ dx+

∫ +∞

1

∣∣∣∣ sin2 x

xp(xp + sinx)

∣∣∣∣ dx
故原积分绝对收敛。

在习题 16.2.1(5) 中我们用到了周期函数积分的性质来帮助判断积分敛散性（在那道题
中可以通过计算来得到这个性质）。三角函数的周期性以及良好的对称性，使得某些跟三角

函数有关的积分敛散性变得容易判断。

例题 2.2. 判断下列反常积分的敛散性：∫ +∞

0

1

x
ecosx sin(sinx)dx

解. 首先需要确定 x = 0 是否为原积分的瑕点。由于：

lim
x→0+

1

x
ecosx sin(sinx) = lim

x→0+
esinx

x
· sin(sinx)

sinx
= e

故 x = 0 不是原积分瑕点，我们只需要对 (1,+∞) 上的积分讨论敛散性即可。令 g(x) =
1

x
，

f(x) = ecosx sin(sinx)。g(x) 单调递减趋于 0。注意到，f(x) 是周期为 2π 的奇函数，且为连

续函数，故 f(x) 在一个周期上的积分为 0，且在小于一个周期上的积分值有界，因此：∣∣∣∣∫ A

1

f(x)dx
∣∣∣∣ ⩽ M (∀A > 1)

故由 Dirichlet 判别法，原积分收敛。
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在 18.1 中我们学习了含参变量常义积分的连续性定理，对 φ(t) =

∫ b

a

f(x, t)dx，它要求

被积函数 f(x, t) 在一个小闭矩形上连续。通过证明我们不难发现，这里的矩形对 x 要求必

须是 [a, b]，但对 t 可以是任意小，即 [t− ε, t+ ε]，最重要的是闭性是必须要的，因为我们需

要使用二元连续函数的一致连续性质，这个性质只能在有界闭集上导出。而对于一些点，如

果找不到小闭矩形使得二元函数在闭矩形上连续，则不能使用该定理得到该点处含参变量积

分的连续性，这时候我们需要具体问题具体分析。接下来我们通过一道题目，考察一下这一

点。

例题 2.3.
设 f(x) ∈ C([0, 1])，问：f(0) 取何值时，含参变量积分：

F (t) =

∫ 1

0

t

x2 + t2
f(x)dx

在 t = 0 处连续？

解. 首先，g(x, t) =
t

x2 + t2
f(x) 在 (x, t) = (0, 0) 处的连续性未知，如果我们想要使用 18.1

中的连续性定理，我们需要 g(x, t) 在 [0, 1]× [−φ�ε] 上连续，这显然不一定满足（这也是可
以预见的，如果满足就没有必要问 f(0) 应该取何值了）。

由于 F (0) = 0，因此问题是在问，f(0) 取何值时有：

lim
t→0

F (t) = lim
t→0

∫ 1

0

t

x2 + t2
f(x)dx = 0 (12)

由于需要得到式 (12) 成立的充要条件，因此这里最好的做法是，直接求出 lim
t→0

F (t) 的表达

式。由于 g(x, t) 在 (0, 0) 具有奇性，因此我们在考虑 F (t) 时，可能需要把它分为 (0, δ)，

(δ, 1) 两部分。为了让 f(0) 出现，又由于 f 连续，因此一种想法是对 (0, δ) 用第一积分中值

定理，并令 t → 0，此时 0 < ξ < δ，为了让 t → 0 时，ξ → 0，我们还需要取 δ = δ(t) 满足：

t → 0 时，δ → 0。故可以先设 t > 0，令 δ =
√
t，则有：

F (t) =

∫ √
t

0

t

x2 + t2
f(x)dx+

∫ 1

√
t

t

x2 + t2
f(x)dx ∆

=== I1 + I2 (13)

对 I1，由于 f ∈ C([0, 1])，且 t > 0 时
t

x2 + t2
⩾ 0，故由第一积分中值定理，∃ ξ = ξ(t) ∈

[0,
√
t]，使得：

I1 =

∫ √
t

0

t

x2 + t2
f(x)dx

= f(ξ)

∫ √
t

0

t

x2 + t2
dx
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= f(ξ)

∫ 1√
t

0

1

u2 + 1
du

= f(ξ) arctan( 1√
t
)

令 t → 0+，由 ξ(t) → 0 以及 f 的连续性，可得：

lim
t→0+

∫ √
t

0

t

x2 + t2
f(x)dx = lim

t→0+
f(ξ) arctan( 1√

t
) =

π

2
f(0) (14)

对 I2，由 f ∈ C([0, 1])，设 |f(x)| ⩽ M (∀x ∈ [0, 1])，则有：∣∣∣∣∫ 1

√
t

t

x2 + t2
f(x)dx

∣∣∣∣ ⩽ M

∣∣∣∣∫ 1

√
t

t

x2
dx
∣∣∣∣ = Mt(

1√
t
− 1) = M(

√
t− t) (15)

故对式 (15) 令 t → 0+，可得：

lim
t→0+

∫ 1

√
t

t

x2 + t2
f(x)dx = 0 (16)

故结合式 (13)(14)(16)，得 lim
t→0+

F (t) =
π

2
f(0)。当 t < 0 时，将所有的

√
t 替换为

√
−t，注

意式 (14) 变为：

lim
t→0−

∫ √
−t

0

t

x2 + t2
f(x)dx = − lim

t→0−
f(ξ) arctan( 1√

−t
) = −π

2
f(0) (17)

故 lim
t→0−

F (t) = −π

2
f(0)。

故 F (t) 在 t = 0 处连续 ⇐⇒ lim
t→0+

F (t) = lim
t→0−

F (t) = F (0) ⇐⇒ f(0) = 0。
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