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1.1 课程内容

� 本课程主要介绍现代非参数统计的理论，包括

• 经验分布函数与统计泛函，再抽样技术，经验似然

• U 统计量

• 非参数密度估计，非参数回归

• 半参数模型，可加模型

� 课程预修要求：
概率论，数理统计，回归分析，R 统计软件
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� 参考教材：

• 孙志华等，非参数与半参数统计，清华大学出版社，2016

• 薛留根，现代非参数统计，科学出版社，2015

• Härdle, W., Müller, M., Sperlich, St. and Werwatz, A.(2004)
Nonparametric and Semiparametric Models. Springer Verlag,
Heidelberg.

• Wasserman L. All of nonparametric statistics. Springer.

� 成绩评定：
作业 (30%)、期末考试 (70%)
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1.2 参数与非参数统计

� 非参数统计是什么?

• Wolfowitz (1942):

我们将这种情形（分布是完全的由其有限参数集的知识确定）
称为参数情形，并将相反的情况（分布的函数形式是未知的）
称为非参数情形。

• Randles, Hettmansperger and Casella (2004)

非参数统计可以而且应该广义地定义为包括不使用基于参数分
布族的模型之外的所有方法。

• Wasserman (2005)

非参数推断的基本思想是使用数据来推断一个未知的量，且假
设尽可能的少。
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� 参数统计

设数据 X ∼ Pθ, 其中 θ ∈ Θ ⊂ Rd, Pθ 的分布形式已知，
而 θ 未知，则称为参数模型。

Definition

例如：某 IT 服务柜台 799 位客户的等待时间：
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公司要求至少 99% 的概率保证等待服务时间不超过 1 分钟，问
基于该数据是否可以认为此要求达到？
我们建立一个概率模型。假设样本 X1, . . . , Xn 来自下面的分布

(A) Gamma 分布

pθ,m(x) =
θe−θx(θx)m−1

(m− 1)!
, x > 0

(B) 或者对数正态模型

pµ,σ(x) =
1

xσ
√
2π
exp
( (logx− µ)2

2σ2

)2
, x > 0

从而有
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计算得到

PA(W ≤ 1) ≈ 0.993 PB(W ≤ 1) ≈ 0.968
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参数统计的优缺点
优点：

• 方便：参数模型一般容易使用。

• 效率：如果参数模型是正确的，则参数方法比非参数方法更有
效（但是非参数方法的效率损失经常很小）。

• 解释性：参数模型一般容易解释。

缺点：

• 有些时候不容易找到一个合适的参数模型。

• 错误假定（参数）模型的风险很高。
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1.3 经验分布函数

设 X1, . . . , Xni.i.d ∼ (unknown)F，则

经验分布函数 (ECDF) 定义为

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

1{Xi ≤ x}.
Definition

其中

1{Xi ≤ x} =

{
1,Xi ≤ x

0, otherwise
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性质

� 对固定的 x, 由于 nFn(x) ∼ B(n, F (x)), 因此

EFn(x) = F (x), V ar(Fn(x)) =
F (x)(1− F (x))

n
.

� Glivenko-Cantelli Theorem (fundamental theorem of statistics):
对任意分布 F ,

sup
x∈R

|Fn(x)− F (x)| → 0, as.(n→ ∞)

� Dvoretzky-Kiefer-Wolfowith(DKW) Inequality：对任意 ϵ > 0,
任意 n，

P
(

sup
x∈R

|Fn(x)− F (x)| > ϵ
)
≤ 2e−2nϵ2 .
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使用 DKW 不等式，我们可以建立 F 的一个置信带。记 α ∈
(0, 1)，

Ln(x) = max{Fn(x)−
√

1

2n
log

2

α
, 0}

Un(x) = min{Fn(x) +

√
1

2n
log

2

α
, 1}

从而有
DKW confidence band:

对任意 CDF F 和所有的 n，

P (Ln(x) ≤ F (x) ≤ Un(x), for all x) > 1− α.
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Nerve data
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在给定点 x 处 F (x) 的置信区间: 寻找 ln, un，使得

P (ln ≤ F (x) ≤ un) ≥ 1− α

由于 nFn(x) ∼ B(n, F (x)), 此问题可以等价为

Observe Y ∼ B(n, p), find a CI for p

• 精确方法 (Clopper-Pearson)

• 渐近方法 (Wald)

• Wilson method

• 渐近方法（使用方差稳定化变换,VST)
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1. Clopper-Pearson 置信区间
� Pp(Y = k) =

(
n
k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n.

� 对观测到的 y，Clopper-Pearson 置信区间定义为

[pL, pU ]

其中 pL 为下式的解

α

2
= PpL(Y ≥ y) =

n∑
i=y

(
n

i

)
piL(1− pL)

n−i.

以及 pU 为下式的解

α

2
= PpU (Y ≤ y) =

y∑
i=0

(
n

i

)
piU (1− pU )

n−i.

此置信区间一般过于保守，其置信水平总是 ≥ 1− α。
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2. Wald 置信区间
� 记 p̂n = Y /n, 则

√
n

p̂n − p√
p(1− p)

→ N(0, 1)

� LLN: p̂n → p, a.s.

� Slutsky 定理:

√
n

p̂n − p√
p̂n(1− p̂n)

→ N(0, 1)

� 渐近 1− α 置信区间

[
p̂n − zα/2

√
p̂n(1− p̂n)

n
, p̂n + zα/2

√
p̂n(1− p̂n)

n

]
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3. Wilson 置信区间
� 利用 √

n p̂n−p√
p(1−p)

→ N(0, 1)，对充分大的 n 有

P
(
− zα/2 ≤

√
n

p̂n − p√
p(1− p)

≤ zα/2

)
≈ 1− α

� 重新表示上述概率中的不等式，得到置信区间的端点为

p̂n +
z2α/2

2n
± zα/2

√
p̂n(1−p̂n)+z2

α/2
/4n

n

1 + z2α/2/n
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4. 使用方差稳定化变换 (VST) 构造置信区间
� 设 ψ 为一个 R → R 且在 p 处导数非零的变换，根据 Delta

方法知 √
n(ψ(p̂n)− ψ(p)) → N(0, p(1− p)(ψ′(p))2)

� 取 ψ 满足 ψ′(p) = 1/
√
p(1− p)，即 ψ(p) = 2arcsin

√
p

� 从而

Zn(p) = 2
√
n(arcsin

√
p̂n − arcsin

√
p) → N(0, 1)

� 利用 P (−zα/2 ≤ Zn(p) ≤ zα/2) ≈ 1− α 得到置信区间[
sin2

(
arcsin

√
p̂n −

zα/2

2
√
n

)
, sin2

(
arcsin

√
p̂n +

zα/2

2
√
n

)]
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比较不同的置信区间
� 理论上比较覆盖概率不容易
� 利用 Monte Carlo 模拟来比较不同置信区间方法的实际覆盖

率

• 选择 n 和 p ∈ (0, 1)

• 产生 1000 个二项分布 B(n, p) 随机数

• 对每个随机数，计算四种% 95 置信区间值

• 计算每种置信区间包含 p 值的比例
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Coverage fractions of binomial C.I., n=10
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Coverage fractions of binomial C.I., n=25
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Coverage fractions of binomial C.I., n=100
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1.4 估计分位数

� 分布 F 的 p 分位数定义为

ξp = F−1(p) = inf{x|F (x) ≥ p}

� F−1
n  F−1 iff Fn  F

设随机变量 X1, . . . , Xn i.i.d ∼ F，则记其次序统计量为

X(1) ≤ X(2) ≤ · · · ≤ X(n)

� 如果使用经验分布函数反函数 F−1
n 来估计 F−1，则 ξp 的估

计量为次序统计量 X(i), p ∈ ( i−1
n
, i
n
].

� 构造 ξp 的 1− α 置信区间，主要想法是寻找 r < s，使得

P (X(r) < ξp < X(s)) ≥ 1− α

� 首先注意到

P (X(r) < ξp ≤ X(s)) = 1− [P (X(r) ≥ ξp) + P (X(s) < ξp)]
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� 因此找 r < s，使得

P (X(r) ≥ ξp) ≤ α/2 P (X(s) < ξp) ≤ α/2

� {X(s) < ξp} 等价于至少有 s 个观测小于 ξp

� 记 N =
∑n

i=1 1{Xi < ξp}, 假设 F 是连续的，则 P (X1 <

ξp) = P (X1 ≤ ξp) = p. 则 N ∼ B(n, p) 且

P (X(s) ≤ ξp) = P (N ≥ s) =
n∑

i=s

(
n

i

)
pi(1− p)n−i

� 类似地，P (X(r) ≥ ξp) = P (N < r)

� 记 X(0) = −∞, X(n+1) = ∞, 则 ξp 的 1− α 置信区间为

(X(r),X(s)]

其中 r = max{k ∈ {0, 1, . . . , n} : P (N < k) ≤ α/2} 以及 s =

min{k ∈ {1, . . . , n+ 1} : P (N ≥ k) ≤ α/2}
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计算得到

PA(W ≤ 1) ≈ 0.993 PB(W ≤ 1) ≈ 0.968

ξ̂0.99 ≈ 0.90, ξ0.99 的 95% 置信区间为 (0.81,1.21]
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大样本性质
� 设随机变量 X1, . . . , Xn i.i.d, 其 ECDF 为 Fn, 总体分布

函数 F 具有密度函数 f , 且 f 在 ξp 处连续满足 f(ξp) > 0。记
ξ̂n,p = inf{x : Fn(x) ≥ p} 为样本 p 分位数，则有

√
n(ξ̂n,p − ξp) N

(
0,
p(1− p)

f2(ξp)

)
� 对 0 < p < 1, ξp 是满足 F (x) ≥ p, F (x− 0) ≤ p 的总体 F 的

p 分位数. 如果 ξp 是唯一的, 则当 n→ ∞ 时候, ξ̂n,p → ξp a.s.
由此若记 f̂n 为 f 的估计, 则可以得到 ξp 的渐近置信区间

ξ̂n,p ± z1−α/2

√
p(1− p)/(

√
nf̂n(ξ̂n,p))
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