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第 1章 数项级数

1.1 无穷级数的基本性质

定义 1.1 (数项级数及其收敛性)

♣

设 {an ∈ R|n ∈ N∗}，称形式和 a1 + a2 + · · · + an + · · · =
∞∑
i=1

ai 为无穷级数，an 为级数

通项。Sn =
n∑

i=1

ai(n ∈ N∗)称为级数
∞∑
i=1

ai的部分和。

若部分和数列 {Sn}收敛，则称无穷级数
∞∑
i=1

ai收敛，反之称其发散。

定理 1.1 (级数收敛的必要条件)

♥
若

∞∑
n=1

an收敛，则 lim
n→∞

an = 0

提示：利用 an = Sn − Sn−1以及 {Sn}收敛。

注定理 1.1的逆命题不成立，反例：
∞∑
n=1

1

n
.

定理 1.2 (级数的线性性)

♥

∞∑
n=1

an,
∞∑
n=1

bn均收敛，则 ∀α, β ∈ R，
∞∑
n=1

(αan + βbn)收敛。

提示：利用部分和 An =
n∑

k=1

ak, Bn =
n∑

k=1

bk.

定理 1.3

♥

对级数
∞∑
n=1

an做以下这些操作，都不会改变级数收敛性：

(1)在前面增加有限项；(2)去掉前面的有限项；(3)改变有限项的值.

提示：部分和数列 {Sn}的敛散性与前有限项无关。

定理 1.4

♥

若
∞∑
n=1

an收敛，则把级数的项任意结合而不改变先后顺序，得到的新级数仍然收敛，且

与原级数有相同的和。

提示：注意到按照定理要求结合后，新级数的部分和数列是原级数部分和数列 {Sn}的子列。
注这里的不改变先后顺序，是指允许改变级数前面有限项的顺序，这样做不会改变级数的收

敛性和收敛值（参考定理 1.3的 (3)）。但如果任意改变无穷多项的顺序，可能会导致收敛性和



1.2 正项级数的比较判别法

收敛值的改变。详见“1.5绝对收敛与条件收敛”中的定理1.21。
注定理 1.4的逆命题不成立，反例：

∞∑
n=1

(−1)n，把相邻两项结合后得到新级数各项为 0，但原

级数不收敛。

要想定理 1.4的逆命题成立，需要给级数加一些条件。

命题 1.1

♠

把级数
∞∑
n=1

an的项结合而不改变先后顺序，且同一个括号里的项同号，则得到的新级数

收敛可以推出
∞∑
n=1

an收敛，且两个级数具有相同的和。

证明 设
∞∑
n=1

an按如下方式结合：

(a1 + · · ·+ ak1) + (ak1+1 + · · ·+ ak2) + · · ·+ (akn−1+1 + · · ·+ akn) + · · ·

记得到新级数的部分和为 An，则有 An = Skn , ∀n ∈ N∗，且由条件假设 lim
n→∞

An = S。由于同

一个括号里各项保持同号，因此在 k从 kn−1 + 1变到 kn时，Sk 单调变化，且满足：

An−1 ⩽ Sk ⩽ An 或 An ⩽ Sk ⩽ An−1 (kn−1 ⩽ k ⩽ kn) (1.1)

对式 (1.1)令 k → ∞，这时 n→ ∞，由 lim
n→∞

An = S 以及夹逼定理可知 lim
k→∞

Sk = S. □

1.2 正项级数的比较判别法

定义 1.2 (正项级数)

♣

∞∑
n=1

an称为正项级数，若 an ⩾ 0, ∀n ∈ N∗或者 ∃N ∈ N∗，使得 an ⩾ 0, ∀n ⩾ N。

注对于正项级数，其部分和数列 {Sn}在除去有限项后是个单调递增数列。

定理 1.5

♥
若

∞∑
n=1

an为正项级数，则
∞∑
n=1

an收敛 ⇐⇒ {Sn}有界。

提示：由 {Sn}单调递增可知 lim
n→∞

Sn存在 ⇐⇒ {Sn}有界。

注由定理 1.5可知，正项级数或者收敛于有限数，或者发散于 +∞。

定理 1.6 (比较判别法)

♥

an, bn ⩾ 0, ∀n ∈ N∗，若 ∃N ∈ N∗，使得 an ⩽ bn, ∀n ⩾ N，则：

(1)
∞∑
n=1

bn收敛⇒
∞∑
n=1

an收敛 (2)
∞∑
n=1

an发散⇒
∞∑
n=1

bn发散

提示：利用两个正项级数的部分和数列，结合单调数列收敛 ⇐⇒ 有界。
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1.2 正项级数的比较判别法

定理 1.7 (比较判别法的极限形式)

♥

an, bn ⩾ 0, ∀n ∈ N∗，若 lim
n→∞

an
bn

= l：

(1) l ∈ (0,+∞)：
∞∑
n=1

an与
∞∑
n=1

bn同敛散；

(2) l = 0：
∞∑
n=1

bn收敛⇒
∞∑
n=1

an收敛；

(3) l = +∞：
∞∑
n=1

bn发散⇒
∞∑
n=1

an发散。

�
笔记比较判别法（包括定理 1.6,1.7）要求两个级数都是正项函数。不是正项级数不得随意使
用比较判别法！

证明 只证明 (1)，其余同理。

设 l ∈ (0,+∞)，则对 ε =
l

2
，存在 N，使得

∣∣∣∣anbn − l

∣∣∣∣ < l

2
，则有：

1

2
lbn < an <

3

2
lbn (1.2)

若
∞∑
n=1

bn收敛，由式 (1.2)右半边以及定理 1.6知
∞∑
n=1

an收敛；

若
∞∑
n=1

bn发散，由式 (1.2)左半边以及定理 1.6知
∞∑
n=1

an发散。 □

例题 1.1
∞∑
n=1

1

np
：(1)收敛，若 p > 1；(2)发散，若 p ⩽ 1。

解此处就 (1)给出一种利用函数的解法。
p > 1时，设 p = 1 + α, α > 0。考虑 f(x) = x−α, x > 0，由微分中值定理得:

f(x)− f(y) = f ′(ξ)(x− y) (0 < x < y, ξ ∈ (x, y))

令 x = n, y = n+ 1，则 n < ξ < n+ 1，得：

1

nα
− 1

(n+ 1)α
= − α

ξ1+α
· (−1) =

α

ξp
>

α

(n+ 1)p
> 0 (1.3)

以式 (1.3)左边为通项的级数收敛，故由比较判别法，以右边为通项的级数收敛。 □

例题 1.2研究
∞∑
n=1

1

(lnn)lnn
的敛散性。

解 (lnn)lnn = elnn ln lnn = nln lnn，由于存在 N ∈ N∗，使得 ln lnn > 2, ∀n > N，故 (lnn)lnn >

n2, ∀n > N，由比较判别法，
∞∑
n=1

1

(lnn)lnn
收敛。 □

例题 1.3研究
∞∑
n=1

(1− cos
x

n
) (x ∈ R)的敛散性。

解对任意固定的 x ∈ R，有：

3



1.2 正项级数的比较判别法

lim
n→∞

1− cos x
n

1
n2

=
x2

2

由比较判别法的极限形式 (0 ⩽ l < +∞情形)，
∞∑
n=1

(1− cos
x

n
)收敛，∀x ∈ R. □

例题 1.4 an > 0, ∀n ∈ N∗，
∞∑
n=1

an收敛，则 ∀α, β > 0, α + β > 1，都有
∞∑
n=1

aαn
nβ
收敛。

解 (解法 1)回顾 Young不等式：若 p, q > 0，
1

p
+

1

q
= 1，则有：

1

p
ap +

1

q
bq ⩾ ab (a, b ⩾ 0)

(i) 0 < α < 1时，1− α > 0，
β

1− α
> 1。令 α = 1

p
，1− α = 1

q
，代入上式得：

0 <
aαn
nβ

=
aαn

(nβ/(1−α))1−α
⩽ αan + (1− α)

1

nβ/(1−α)
(1.4)

对式 (1.4)右边，由于
∞∑
n=1

an和
∞∑
n=1

1

nβ/(1−α)
收敛，因此由比较判别法，原级数收敛。

(ii) α ⩾ 1时，由
∞∑
n=1

an收敛，故 lim
n→∞

an = 0。故当 n充分大时，有 0 < an < 1，此时

0 < aαn ⩽ an，从而有 0 <
aαn
nβ

⩽ aαn ⩽ an，因此由比较判别法，原级数收敛。 □

(解法 2)对 an与
1

n
的大小进行比较：

若 0 < an ⩽ 1

n
，则有 0 <

aαn
nβ

⩽ 1

nα+β
.

若 an >
1

n
，则当 n充分大时，由解法 1(ii)的推导可知

1

n
< an < 1，又 α + β > 1，故此时

0 <
aαn
nβ

< aα+β
n < an.

因此有 0 <
aαn
nβ

<
1

nα+β
+ an (∀n ∈ N∗).由于

∞∑
n=1

an和
∞∑
n=1

1

nα+β
收敛，因此由比较判别法，原

级数收敛。 □

定理 1.8 (Cauchy积分判别法)

♥

设 f(x) ⩾ 0, ∀x ⩾ 1，且 f(x) 在 [1,+∞) 单调递减，则无穷级数
∞∑
n=1

f(n) 与无穷积分∫ +∞

1

f(x)dx同敛散。

提示：回顾数分 A1的 7.3节，利用面积原理。

例题 1.5讨论
∞∑
n=2

1

n(lnn)p
(p ∈ R)的敛散性。

解令 t = ln x，则有：

4



1.3 正项级数的其他判别法∫ +∞

2

1

x(ln x)p
dx =

∫ +∞

ln 2

1

tp
dt

故 p > 1时，级数收敛；p ⩽ 1时，级数发散。 □

1.3 正项级数的其他判别法

定理 1.9 (Cauchy开方判别法)

♥

对
∞∑
n=1

an，有 an ⩾ 0, ∀n ∈ N∗，则：

(1)若 ∃N ∈ N∗，n > N 时， n
√
an ⩽ q < 1，则级数收敛；

(2)若对无穷多个 n， n
√
an ⩾ 1，则级数发散。

提示：对 (1)，跟
∞∑
n=1

qn, 0 < q < 1用比较判别法。

定理 1.10 (Cauchy开方判别法的极限形式)

♥

对
∞∑
n=1

an，有 an ⩾ 0, ∀n ∈ N∗，记 lim
n→∞

n
√
an = q，则：

(1) q < 1，级数收敛； (2) q > 1，级数发散； (3) q = 1，无法判断.

提示：由上极限定义，对 (1)可得 ∃N ∈ N∗，n > N 时，an < q+ ε < 1，从而得到定理 1.9(1)。

注 q = 1时同时存在收敛和发散的例子：
+∞∑
n=1

1

n
和

+∞∑
n=1

1

n2
，前者发散，后者收敛。

为了更好地使用比较判别法得到新的正项级数判别法，我们先证明如下引理。

引理 1.1

♥

{an}, {bn}两个正数列，且 ∃N ∈ N∗，n ⩾ N 时
an+1

an
⩽ bn+1

bn
，则：

(1)
∞∑
n=1

bn收敛⇒
∞∑
n=1

an收敛；

(2)
∞∑
n=1

an发散⇒
∞∑
n=1

bn发散。

提示：对条件在 n ⩾ N 时用累乘得 an ⩽ aN
bN
bn, n ⩾ N，再结合比较判别法。

定理 1.11 (D’Alembert判别法)

♥

对
∞∑
n=1

an，有 an ⩾ 0, ∀n ∈ N∗，

(1)若 ∃N ∈ N∗，n > N 时，
an+1

an
⩽ q < 1，则级数收敛；

(2)若 ∃N ∈ N∗，n > N 时，
an+1

an
⩾ 1，则级数发散。

5



1.3 正项级数的其他判别法

提示：对 (1)在引理1.1中取 bn = qn, 0 < q < 1，对 (2)取 bn = 1。

定理 1.12 (D’Alembert判别法的极限形式)

♥

对
∞∑
n=1

an，有 an ⩾ 0, ∀n ∈ N∗，

(1)若 lim
n→∞

an+1

an
= q < 1，级数收敛；

(2)若 lim
n→∞

an+1

an
= q̃ > 1，级数发散；

(3)只要 q, q̃有一个为 1，都无法判断。

提示：用上下极限定义，定理 1.12的 (1)(2)分别对应定理 1.11的 (1)(2)。

注 q, q̃ = 1时同时存在收敛和发散的例子：
+∞∑
n=1

1

n
和

+∞∑
n=1

1

n2
，前者发散，后者收敛。

注定理 1.12(2)的条件不可改为上极限 lim
n→∞
，反例如下：

+∞∑
n=1

an =
1

2
+

1

3
+

1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

2k
+

1

3k
+ · · ·

计算得 lim
n→∞

n
√
an =

1√
2
< 1，故由 Cauchy开方判别法，级数收敛；但是 lim

n→∞

an+1

an
= +∞。

更进一步， lim
n→∞

an+1

an
= 0，故用 D’Alembert判别法无法判别此级数的敛散性。

�
笔记 Cauchy开方判别法和 D’Alembert判别法本质都是跟

∞∑
n=1

qn, 0 < q < 1用比较判别法得到

的，因此这两个判别法都只能判别收敛速度比
∞∑
n=1

qn, 0 < q < 1快的正项级数，但这两种方法

的判别能力有强弱之分。

命题 1.2

♠

对
∞∑
n=1

an，有 an ⩾ 0, ∀n ∈ N∗，则：

lim
n→∞

an+1

an
⩽ lim

n→∞
n
√
an ⩽ lim

n→∞
n
√
an ⩽ lim

n→∞

an+1

an
(1.5)

因此 Cauchy判别法比 D’Alembert判别法更强。

提示：以式 1.5最右边为例，设最右式的值为 q，用上极限定义以及累乘可以得到 n
√
an的上

界估计。

定理 1.13 (Raabe判别法)

♥

对
∞∑
n=1

an，有 an > 0, ∀n ∈ N∗，

(1)若 ∃N ∈ N∗，n > N 时，n

(
an
an+1

− 1

)
⩾ r > 1，则级数收敛；

(2)若 ∃N ∈ N∗，n > N 时，n

(
an
an+1

− 1

)
⩽ 1，则级数发散。
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1.4 任意项级数的判别法

提示：对 (1)在引理1.1中取 bn =
1

nα
, 1 < α < r，对 (2)取 bn =

1

n
。

定理 1.14 (Raabe判别法的极限形式)

♥

对
∞∑
n=1

an，有 an > 0, ∀n ∈ N∗，记 n

(
an
an+1

− 1

)
= l，则：

(1) l > 1，级数收敛； (2) l < 1，级数发散； (3) l = 1，无法判断。

提示：用极限定义，定理 1.14(1)(2)分别对应定理 1.13(1)(2)。

注 Raabe判别法只能判别收敛速度比
+∞∑
n=1

1

np
, p > 1快的级数。

定理 1.15 (Gauss判别法)

♥

对
∞∑
n=1

an，有 an > 0, ∀n ∈ N∗，若：

an
an+1

= 1 +
1

n
+

β

n lnn
+ o

(
1

n lnn

)
(n→ ∞) (1.6)

则 (1) β > 1，级数收敛； (2) β < 1，级数发散； (3) β = 1，无法判断。

提示：对 (1)在引理1.1中取 bn =
1

n(lnn)α
, 1 < α < β，对 (2)取 bn =

1

n lnn
。

注 Gauss判别法只能判别收敛速度比
+∞∑
n=1

1

n(lnn)β
, β > 1快的级数。

�
笔记纵观 1.3节的几个判别法，都是跟已知正项级数进行比较得到的，因此能判别级数的收
敛速度一定要比已知级数快。那么一个自然的问题是：是否存在收敛最慢的级数，从而得到

最强的正项级数判别法呢？答案是不存在。

命题 1.3 (不存在收敛最慢的正项级数)

♠
设正项级数

∞∑
n=1

an收敛，则存在正项级数
∞∑
n=1

bn，使得 lim
n→∞

an
bn

= 0。

证明 不妨设 an ⩾ 0, ∀n ∈ N∗，记 An =
n∑

k=1

ak，由
∞∑
n=1

an收敛，记 A =
∞∑
n=1

an = lim
n→∞

An。

设 bn =
√
A− An−1 −

√
A− An, ∀n ∈ N∗.由于 an ⩾ 0，因此 {An}单调递增趋于 A，故

bn ⩾ 0, ∀n ∈ N∗。并且有：

an
bn

=
an√

A− An−1 −
√
A− An

=
√
A− An−1 +

√
A− An (n > 1) (1.7)

对式 (1.7)令 n→ ∞得 lim
n→∞

an
bn

= 0，满足要求。 □
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1.4 任意项级数的判别法

1.4 任意项级数的判别法

定理 1.16 (数项级数的 Cauchy收敛)

♥

∞∑
n=1

an收敛 ⇐⇒ ∀ε > 0，∃N ∈ N∗，使得 n > N 时，对 ∀p ∈ N∗都有

∣∣∣∣ n+p∑
k=n+1

ak

∣∣∣∣ < ε

提示：对部分和数列 {Sn}使用数列的 Cauchy收敛定理。

定义 1.3 (交错级数)

♣
一个级数被称为交错级数，若其有

∞∑
n=1

(−1)n−1an，其中 an ⩾ 0, ∀n ∈ N∗的形式。

定理 1.17 (Leibniz判别法)

♥

对
∞∑
n=1

(−1)n−1an，其中 an ⩾ 0, ∀n ∈ N∗，若 {an}单调递减趋于 0，则
∞∑
n=1

(−1)n−1an 收

敛。

证明 先研究 {Sn}的偶子列 {S2n}，由于 an ⩾ 0且 {an}单调递减，故有：

S2n+2 − S2n = a2n+1 − a2n+2 ⩾ 0 (1.8)

S2n = a1 − (a2 − a3)− (a4 − a5)− · · · − (a2n−2 − a2n−1)− a2n ⩽ a1 (1.9)

由式 (1.8)(1.9)可知 {S2n}递增有上界，因此收敛，记 lim
n→∞

S2n = S。又 S2n+1 = S2n + a2n+1，

令 n→ ∞，由 lim
n→∞

an = 0得 lim
n→∞

S2n+1 = S。

{Sn}的奇偶子列都收敛于 S，故 {Sn}也收敛于 S，即
∞∑
n=1

(−1)n−1an收敛。 □

注 Leibniz判别法中“{an}单调递减”的条件不可少，详见下面两道例题。

例题 1.6研究
∞∑
n=1

(−1)n√
n+ (−1)n

的敛散性。

解
∞∑
n=1

(−1)n√
n+ (−1)n

=
∞∑
n=1

(−1)n(
√
n− (−1)n)

n− 1
=

∞∑
n=1

(−1)n
√
n

n− 1
−

∞∑
n=1

1

n− 1
，等号右边第一个

级数为交错级数，由 Leibniz判别法知级数收敛；第二个级数发散，因此原级数发散。 □

例题 1.7研究
∞∑
n=1

(−1)n−1√[
n+1
2

]
+ (−1)n

的敛散性，[ ]表示向下取整。

解

∞∑
n=1

(−1)n−1√[
n+1
2

]
+ (−1)n

=
1√
2− 1

− 1√
2 + 1

+
1√
3− 1

− 1√
3 + 1

+ · · ·+ 1√
n− 1

− 1√
n+ 1

+ · · ·，

S2n = 2

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n

)
，故 {S2n}发散，因此 {Sn}发散，即原级数发散。 □
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1.4 任意项级数的判别法

�
笔记例题 1.6,1.7给我们证明级数发散的两个思路：
(1)把原级数拆分成有限个收敛级数加一个发散级数；(2)证明部分和数列存在发散子列。

在证明 Abel引理之前，先回顾一个基础知识。

命题 1.4 (Abel分部求和)

♠

已知 {an}, {bn}，记 Sn =
n∑

k=1

ak，则有：

n∑
k=1

akbk = Snbn −
n−1∑
k=1

Sk(bk+1 − bk) (1.10)

注 Abel部分求和公式可以类比分部积分公式，写成如下形式；
n∑

k=1

(∆Sk)bk = Snbn − S0b0 −
n−1∑
k=1

Sk(∆bk)

其中 ∆Sk = Sk − Sk−1 = ak，∆bk = bk+1 − bk，S0 = 0。

引理 1.2 (数项级数的 Abel引理)

♥

若 {bn}单调，Sn =
n∑

k=1

ak 有界，即 ∃M > 0，使得 |Sn| ⩽M, ∀n ∈ N∗，则有：∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akbk

∣∣∣∣∣ ⩽M

(
|b1|+ 2|bn|

)
(1.11)

提示：用 Abel求和把式 (1.11)左边变形并用绝对值不等式放缩为M
n−1∑
k=1

|bk+1 − bk|+M |bn|，

再结合 {bn}单调性即可。

定理 1.18 (数项级数的 Dirichlet判别法)

♥

若 {an}, {bn}满足：(i) {bn}单调趋于 0 (ii)
n∑

k=1

ak 有界 (∀n ∈ N∗)

则级数
∞∑
n=1

anbn收敛。

证明 我们用 Cauchy收敛来证明定理 1.18。首先 ∀n, p ∈ N∗都有：∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

ak

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n+p∑
k=1

ak −
n∑

t=1

at

∣∣∣∣∣ ⩽
∣∣∣∣∣

n∑
t=1

at

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
n+p∑
k=1

ak

∣∣∣∣∣ ⩽ 2M

又 {bn}单调，
n∑

k=1

ak 有界，故由 Abel引理得：∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

akbk

∣∣∣∣∣ ⩽ 2M

(
|bn+1|+ 2|bn+p|

)
(1.12)

由于 bn → 0, n→ ∞，故 ∀ε > 0，∃N ∈ N∗，使得 |bn| <
ε

6M
, ∀n > N。因此由式 (1.12)，∣∣∣∣ n+p∑

k=n+1

akbk

∣∣∣∣ < ε, ∀n > N, p ∈ N∗。最后由 Cauchy收敛知级数
n∑

k=1

akbk 收敛。 □
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1.4 任意项级数的判别法

注 Leibniz判别法可由 Dirichlet判别法推出，只需在定理 1.18中令 an = (−1)n−1，bn ⩾ 0即

可。

定理 1.19 (数项级数的 Abel判别法)

♥

若 {an}, {bn}满足：(i) {bn}单调有界 (ii)
∞∑
n=1

an收敛 (∀n ∈ N∗)

则级数
∞∑
n=1

anbn收敛。

证明 由 {bn}有界，设 |bn| < M, ∀n ∈ N∗，又
∞∑
n=1

an收敛，故由 Cauchy收敛，∃N ∈ N∗，使得：∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

ak

∣∣∣∣∣ < ε

3M
(∀n > N, p ∈ N∗)

又由 {bn}单调，
∞∑
n=1

an收敛因此
n∑

k=1

ak 有界，故由 Abel引理得：∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

akbk

∣∣∣∣∣ < ε

3M

(
|bn+1|+ 2|bn+p|

)
< ε (∀n > N, p ∈ N∗) (1.13)

因此由 Cauchy收敛知级数
n∑

k=1

akbk 收敛。 □

注 Dirichlet判别法和 Abel判别法对 {an}, {bn}的约束有强有弱：
(1)Dirichlet判别法：对 {bn}要求趋于 0，约束较强，对 {an}要求部分和有界，约束较弱；
(2)Abel判别法：对 {bn}要求有界，约束较弱，对 {an}要求级数收敛，约束较强。

例题 1.8 讨论
∞∑
n=1

cosnx

n
, x ∈ R的敛散性。

解需要对 x进行分类讨论。

(i) x = 2kπ, k ∈ Z时，
∞∑
n=1

cosnx

n
=

∞∑
n=1

1

n
发散。

(ii) x 6= 2kπ, k ∈ Z时，bn =
1

n
递减趋于 0，且有：∣∣∣∣∣

n∑
k=1

cos kx

∣∣∣∣∣ = 1

|2 sin x
2
|

∣∣∣∣sin(n+
1

2
)x− sin

x

2

∣∣∣∣ ⩽ 1

| sin x
2
|

(1.14)

对任意固定的 x 6= 2kπ, k ∈ Z，由式 (1.14)知部分和有界。故由 Dirichlet判别法，原级数收
敛。 □

例题 1.9研究
∞∑
n=1

(−1)n−1 sin
2 n

n
的敛散性。

解由于 sin2 n =
1

2
(1− cos 2n)，因此有：

∞∑
n=1

(−1)n−1 sin
2 n

n
=

∞∑
n=1

(−1)n−1 1

n
+

∞∑
n=1

(−1)n−1 cos 2n

n
(1.15)
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1.5 绝对收敛与条件收敛

由 Leibniz判别法知
∞∑
n=1

(−1)n−1 1

n
收敛。对另一个级数，我们有：

∞∑
n=1

(−1)n−1 cos 2n

n
=

∞∑
n=1

cos(2n+ nπ)

n
=

∞∑
n=1

cosn(2 + π)

n

由例题 1.8知
∞∑
n=1

(−1)n−1 cos 2n

n
收敛，因此原级数收敛。 □

1.5 绝对收敛与条件收敛

命题 1.5

♠
若

∞∑
n=1

|an|收敛，则
∞∑
n=1

an收敛。

提示：利用 Cauchy收敛和绝对值不等式。

定义 1.4 (绝对收敛与条件收敛)

♣

∞∑
n=1

an绝对收敛，若
∞∑
n=1

|an|收敛。

∞∑
n=1

an条件收敛，若
∞∑
n=1

an收敛，但
∞∑
n=1

|an|发散。

注由命题 1.5可知，级数的绝对收敛蕴含级数本身收敛。

例题 1.10研究
∞∑
n=1

cosn

n
的绝对收敛性和条件收敛性。

解由例题1.8可知
∞∑
n=1

cosn

n
收敛，下面考虑

∞∑
n=1

∣∣∣cosn
n

∣∣∣。因为 | cosn| ⩾ cos2 n，故有：

∞∑
n=1

∣∣∣cosn
n

∣∣∣ ⩾ ∞∑
n=1

cos2 n

n
=

∞∑
n=1

cos 2n

2n
+

∞∑
n=1

1

2n
(1.16)

再由例题1.8知
∞∑
n=1

cos 2n

2n
收敛，但

∞∑
n=1

1

2n
发散，因此

∞∑
n=1

cos2 n

n
发散。

∞∑
n=1

∣∣∣cosn
n

∣∣∣和 ∞∑
n=1

cos2 n

n
都是正项级数，故由比较判别法，

∞∑
n=1

∣∣∣cosn
n

∣∣∣发散，因此 ∞∑
n=1

cosn

n
条

件收敛。 □

绝对收敛和条件收敛的出现，使得级数交换无穷多项顺序的问题有了一个较好的解答。

定理 1.20 (绝对收敛允许重排)

♥
若

∞∑
n=1

an绝对收敛，则任意交换无穷多项顺序，得到的新级数仍然绝对收敛，且和不变。
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1.5 绝对收敛与条件收敛

证明 设新级数为
∞∑
n=1

bn。因
∞∑
n=1

an绝对收敛，故
∞∑
n=1

an收敛。下面对
∞∑
n=1

an的类型进行分类

讨论。

(i)若
∞∑
n=1

an为正项级数，不妨设 an ⩾ 0，因为重排后 {bn}均来自于 {an}，因此有：

n∑
k=1

bk ⩽
∞∑
n=1

an < +∞ (∀n ∈ N∗)

故
∞∑
n=1

bn正项级数且部分和有上界，故
∞∑
n=1

bn收敛，对上式令 n→ ∞得
∞∑
n=1

bn ⩽
∞∑
n=1

an。又

∞∑
n=1

an也可视为
∞∑
n=1

bn重排得到，因此同理得
∞∑
n=1

an ⩽
∞∑
n=1

bn。故新级数收敛且和不变。

(ii)若
∞∑
n=1

an的正项和负项均有无穷多项，记：

a+n =
|an|+ an

2
=

an an ⩾ 0

0 an < 0
a−n =

|an| − an
2

=

0 an > 0

an an ⩽ 0
(1.17)

则有：

an = a+n − a−n |an| = a+n + a−n (1.18)

由于
∞∑
n=1

|an|收敛，a+n , a−n 均非负，故由比较判别法，
∞∑
n=1

a+n，
∞∑
n=1

a−n 均收敛。

对
∞∑
n=1

bn做同样操作。注意到
∞∑
n=1

b+n 可视为
∞∑
n=1

a+n 的重排，
∞∑
n=1

b−n 可视为
∞∑
n=1

a−n 的重排。因

此对
∞∑
n=1

a+n，
∞∑
n=1

a−n 用 (i)可得
∞∑
n=1

b+n =
∞∑
n=1

a+n，
∞∑
n=1

b−n =
∞∑
n=1

a−n ,故：

∞∑
n=1

bn =
∞∑
n=1

b+n −
∞∑
n=1

b−n =
∞∑
n=1

a+n −
∞∑
n=1

a−n =
∞∑
n=1

an

即新级数收敛且和不变。 □
�
笔记由式 (1.17)可知绝对收敛，条件收敛，发散在

∞∑
n=1

a+n，
∞∑
n=1

a−n 的敛散性表现有显著不同：

(1)
∞∑
n=1

an绝对收敛，则
∞∑
n=1

a+n，
∞∑
n=1

a−n 均收敛；

(2)
∞∑
n=1

an条件收敛，则
∞∑
n=1

a+n，
∞∑
n=1

a−n 均发散；

(3)若
∞∑
n=1

a+n，
∞∑
n=1

a−n 一个发散一个收敛，则
∞∑
n=1

an发散。

定理 1.21 (Riemann重排定理)

♥

若
∞∑
n=1

an 条件收敛，则适当调整求和顺序，可使调整后新级数收敛于任意事先指定的

S ∈ R，也可使其发散到 +∞或 −∞。
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1.5 绝对收敛与条件收敛

证明 由于
∞∑
n=1

an条件收敛，因此 {an}有无穷多项正数，也有无穷多项负数（否则应为绝对

收敛）。故我们只对 S ⩾ 0和 S = +∞情形给出证明，其余情况同理。

(i)若 S ⩾ 0，由于
∞∑
n=1

an条件收敛，因此
∞∑
n=1

a+n，
∞∑
n=1

a−n 这两个正项级数均发散至 +∞，因此

可以做如下操作：

第一步：先按序号取 k1个 a+n，使得：

k1−1∑
t=1

a+nt
⩽ S <

k1∑
t=1

a+nt
,

k1∑
t=1

a+nt

∆
=== A1, |A1 − S| ⩽ a+nk1

第二步：再按序号取 k2个 a−n，使得：

A1 −
k2∑
t=1

a−nt
⩽ S < A1 −

k2−1∑
t=1

a−nt
,

k2∑
t=1

a−nt

∆
=== A2, |A1 − A2 − S| ⩽ a−nk2

再接着 k1，按序号取 k3个 a+n……一直取下去。

其中取出的 a+nt
保证大于 0或者满足 a+nt

= ant = 0，取出的 a−nt
保证小于 0，这样做是为了保

证取出的 a+nt
，a−nt

均来自 {an}，且不重不漏，从而是重排。

由此我们得到
∞∑
n=1

an的一个重排
∞∑
n=1

bn，它的前 k1项是 a+nt
(1 ⩽ t ⩽ k1)，第 k1 + 1 ∼ k1 + k2

项是 −a−nt
(1 ⩽ t ⩽ k2)……

更重要的，我们有: ∣∣∣∣∣
n∑

j=1

(−1)j−1Aj − S

∣∣∣∣∣ ⩽ a+N+
或 a−N−

(1.19)

其中 N+ =
∑

1⩽2m−1⩽n

km，N− =
∑

0<2m⩽n

km.

由于
∞∑
n=1

an条件收敛，故 lim
n→∞

an = 0，从而 lim
n→∞

a+n = lim
n→∞

a−n = 0.故对式 (1.19)令 n→ ∞，

则 N+, N− → ∞，故
∞∑
n=1

(−1)n−1An = S。

注意到
n∑

j=1

(−1)j−1Aj 其实是把新级数
∞∑
n=1

bn的项加括号结合但不改变顺序的结果，并且括号

里的项保持同号，因此由定理1.4知，
∞∑
n=1

bn = S。

(ii)若 S = +∞，模仿 (i)的操作，不过把第一步的 S 改为 1，第二步只放一个负项，把第三

步的 S 改为 2，第四步放第二个负项……把第 2n− 1步的 S 改为 n，第 2n步放第 n个负项，

这样做同样可以保证是重排。

这样得到的新级数
∞∑
n=1

bn满足：∀n0 ∈ N∗，∃N ∈ N∗使得：
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1.6 级数的乘法

n∑
k=1

bk > n0 ∀n > N (1.20)

故
∞∑
n=1

bn = +∞. □

1.6 级数的乘法

假设
∞∑
n=1

an = A，
∞∑
n=1

bn = B 均收敛。在考虑级数
∞∑
n=1

an，
∞∑
n=1

bn的乘法时，我们需要处

理 {aibj}(1 ⩽ i, j < +∞)这无穷多个乘积如何相加且遍历的问题。对此有两种常见的加法；

按方块相加，按对角线相加。

按方块相加可以写成如下形式：

lim
n→∞

(
n∑

i=1

ai

)(
n∑

j=1

bj

)
按对角线相加，则有如下定义。

定义 1.5 (Cauchy乘积，对角线乘积)

♣
cn =

∑
i+j=n+1

aibj，则
∞∑
n=1

cn称为
∞∑
n=1

an和
∞∑
n=1

bn的 Cauchy乘积或对角线乘积。

我们自然希望
∞∑
n=1

cn = AB，但事实并非如此。

例题 1.11已知 an = bn = (−1)n−1 1√
n
, ∀n ∈ N∗，证明其 Cauchy乘积发散。

解首先
∞∑
n=1

an =
∞∑
n=1

bn =
∞∑
n=1

(−1)n−1 1√
n
，由 Leibniz判别法知收敛。又有：

|cn| =

∣∣∣∣∣ ∑
i+j=n+1

aibj

∣∣∣∣∣ = ∑
i+j=n+1

1√
ij

⩾
∑

i+j=n+1

2

i+ j
=

2n

n+ 1

故 lim
n→∞

|cn| = 2 6= 0，故
∞∑
n=1

cn发散。 □

但是如果
∞∑
n=1

an,
∞∑
n=1

bn均绝对收敛，那么无论以何种方式相加，所得新级数都会收敛于

AB。

定理 1.22

♥

设
∞∑
n=1

an = A，
∞∑
n=1

bn = B。若
∞∑
n=1

an,
∞∑
n=1

bn 均绝对收敛，则 {aibj}以任意方式相加所

得级数均绝对收敛于 AB。

14



1.6 级数的乘法

证明 设 aikbjk(k ∈ N∗)是 {aibj}(1 ⩽ i, j < +∞)的任意一个排列，对任意固定的 n ∈ N∗，记

N = sup
1⩽k⩽n

{ik, jk} < +∞，由
∞∑
n=1

an,
∞∑
n=1

bn均绝对收敛，有：

n∑
k=1

|aikbik | ⩽
(

N∑
k=1

|ak|

)(
N∑
k=1

|bk|

)
⩽
(

∞∑
k=1

|ak|

)(
∞∑
k=1

|bk|

)
< +∞

故
∞∑
k=1

aikbik 绝对收敛。由定理1.20可知任意改变项的次序，和不变。因此按方块相加得：

∞∑
k=1

aikbik = lim
n→∞

(
n∑

i=1

ai

)(
n∑

i=1

bi

)
= AB

故 {aibj}无论以何种方式相加，所得新级数都会收敛于 AB。 □

由定理 1.22立得：若
∞∑
n=1

bn均绝对收敛，则其 Cauchy乘积也绝对收敛，且收敛于 AB。

但是适当弱化条件，依然能得到 Cauchy乘积收敛于 AB 的结果。

定理 1.23 (Mertens)

♥
若

∞∑
n=1

an = A,
∞∑
n=1

bn = B 均收敛，且至少一个绝对收敛，则其 Cauchy乘积收敛于 AB。

证明 不妨设
∞∑
n=1

an绝对收敛。记 An =
n∑

k=1

ak，Bn =
n∑

k=1

bk，Cn =
n∑

k=1

ck，则有：

Cn =
n∑

k=1

(a1bk + a2bk−1 + · · ·+ akb1) = a1Bn + a2Bn−1 + · · ·+ anB1 (1.21)

由 lim
n→∞

Bn = B，设 Bn = B − βn，则 lim
n→∞

βn = 0，而且代入式 (1.21)有：

Cn =
n∑

k=1

(
a1(B − βk) + a2(B − βk−1) + · · ·+ ak(B − β1)

)
= AnB − γn (1.22)

其中 γn = a1βn + a2βn−1 + · · ·+ anβ1.

由式 (1.22)可知只用证 lim
n→∞

γn = 0。由
∞∑
n=1

an绝对收敛，记
∞∑
n=1

|an| =M1。由于

lim
n→∞

|an| = 0， lim
n→∞

βn = 0，故 ∀ε > 0，有：

(i) ∃N1 ∈ N∗，n > N1时，|βn| <
ε

2M1

；

(ii) ∃N2 ∈ N∗，n > N2时，|an| <
ε

2N1M2

，其中M2 = max{|β1|, |β2|, · · · , |βN1 |}.

取 N = max{N1, N2}，则 n > N 时，有：

|γn| ⩽ |a1βn + · · ·+ an−N1βN1+1|+ |an−N1+1βN1 + · · ·+ anβ1|

⩽
n−N1∑
k=1

|ak||βn+1−k|+
N1∑
k=1

|an+1−k||βk|
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1.7 无穷乘积

<
ε

2M1

·M1 +
ε

2N1M2

·N1M2

= ε

故 lim
n→∞

γn = 0，从而对式 (1.22)令 n→ ∞，得
∞∑
n=1

cn = lim
n→∞

Cn = AB。 □

注定理 1.23的条件某种程度上不能再弱。当
∞∑
n=1

an,
∞∑
n=1

bn均条件收敛时，存在反例：

an = bn = (−1)n−1 1√
n
, ∀n ∈ N∗。

若 Cauchy乘积已知收敛，那么只需要
∞∑
n=1

an,
∞∑
n=1

bn均收敛便能得到 Cauchy乘积收敛于

AB 的结果。

定理 1.24 (Abel)

♥
若

∞∑
n=1

an = A,
∞∑
n=1

bn = B 均收敛，其 Cauchy乘积
∞∑
n=1

cn也收敛，则必有
∞∑
n=1

cn = AB。

证明 由于 Cn = a1Bn + a2Bn−1 + · · ·+ anB1(∀n ∈ N∗)，故有：

C1 = a1B1

C2 = a2B1 + a1B2

· · ·

CN = a1BN + a2BN−1 + · · ·+ aNB1

累加再除以 N 得：

1

N

N∑
n=1

Cn =
1

N
(ANB1 + · · ·+ A1BN) (1.23)

由于
∞∑
n=1

an,
∞∑
n=1

bn,
∞∑
n=1

cn三个都收敛，故对式 (1.23)两边令 N → ∞，由数分 A1第一章知识

可得
∞∑
n=1

cn = lim
n=1

Cn = AB. □

1.7 无穷乘积

定义 1.6 (无穷乘积)

♣
已知 {pn}, pn ∈ R，则：

∞∏
n=1

pn称为无穷乘积，
N∏

n=1

pn称为部分乘积。

定义 1.7 (无穷乘积的敛散)

记 Pn =
∞∏
k=1

pk，则：

16



1.7 无穷乘积

♣

称
∞∏
n=1

pn收敛，若 lim
n=1

Pn = P 6= 0;

称
∞∏
n=1

pn发散，若 lim
n=1

Pn = 0或极限不存在。

例题 1.12(Vieta公式) 计算
√

1

2
×

√
1

2
+

1

2

√
1

2
× · · · ×

√√√√1

2
+

1

2

√
1

2
+

1

2

√
1

2
+ · · · × · · ·

解注意到，利用 cos
π

2n
= 2 cos2

π

2n+1
− 1有:

cos
π

22
=

√
1

2

cos
π

23
=

√
1

2
+

1

2

√
1

2

· · ·

cos
π

2n
=

√√√√1

2
+

1

2

√
1

2
+

1

2

√
1

2
+ · · ·

故原式 =
∞∏
n=1

cos
π

2n+1
。记 Pn =

n∏
k=1

cos
π

2k+1
，则有：

Pn =
n∏

k=1

cos
π

2k+1
=

1

2n sin π
2n+1

· sin π
2
=

1

2n sin π
2n+1

(1.24)

故由式 (1.24)可得 lim
n→∞

Pn =
2

π
，即原式 =

2

π
. □

注一般地，对
∞∏
n=1

cos
x

2n
(x 6= 0)，有类似式 (1.24)的结果：

Pn =
n∏

k=1

cos
x

2k
=

1

2n sin x
2n

· sin x (x 6= 0) (1.25)

故 lim
n→∞

Pn =
sin x

x
，因此有恒等式：

∞∏
n=1

cos
x

2n
=

sin x

x
(x 6= 0) (1.26)

类似于无穷级数 (定理1.1)，无穷乘积收敛也有必要条件。

定理 1.25 (乘积收敛的必要条件)

♥
若

∞∏
n=1

pn收敛，则 lim
n→∞

pn = 1.

提示：
∞∏
n=1

pn = P 6= 0，故 lim
n→∞

pn = lim
n→∞

Pn

Pn−1

=
P

P
= 1.

注定理 1.25的逆命题不成立，反例：pn =
n+ 1

n
。
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1.7 无穷乘积

�
笔记由定理 1.25可知，若

∞∏
n=1

pn收敛，则 pn仅有限项非正，故可不妨设 pn > 0(∀n ∈ N∗)，

则
∞∏
n=1

pn = P > 0。进一步，可设 pn = 1 + an，则有：an > −1， lim
n→∞

an = 0。

下面一个定理建立了无穷乘积与无穷级数的联系，由此我们可以利用无穷级数的敛散性

来判断无穷乘积的敛散性。

定理 1.26 (无穷乘积与级数的敛散性等价)

♥
无穷乘积

∞∏
n=1

(1 + an)收敛 ⇐⇒
∞∑
n=1

ln(1 + an)收敛。

注
∞∏
n=1

(1 + an) = P > 0 ⇐⇒
∞∑
n=1

ln(1 + an) = lnP.从这个等式也可以看出在定义1.6中为什么

将 P = 0纳入发散，因为此时级数发散。

定理 1.27

♥

(1)若 ∃N ∈ N∗，n > N 时 an保号，则
∞∏
n=1

(1 + an)与
∞∑
n=1

an同敛散；

(2)若 an不保号，但
∞∑
n=1

a2n收敛，则
∞∏
n=1

(1 + an)与
∞∑
n=1

an同敛散。

提示：
∞∏
n=1

(1 + an)与
∞∑
n=1

an无论哪个收敛都能推出 lim
n→∞

an = 0.

然后对 (1)利用 lim
n→∞

ln(1 + an)

an
= 1，对 (2)利用 lim

n→∞

an − ln(1 + an)

a2n
=

1

2
，再结合定理 1.26

即可。

由定理 1.27(1)可以进一步得到无穷乘积发散到 0,+∞的充分条件。

推论 1.1

♥

(1)若 ∃N ∈ N∗，n > N 时 −1 < an < 0，且
∞∑
n=1

an发散，则
∞∏
n=1

(1 + an)发散到 0；

(2)若 ∃N ∈ N∗，n > N 时 an ⩾ 0，且
∞∑
n=1

an发散，则
∞∏
n=1

(1 + an)发散到 +∞.

定理 1.28

♥
若

∞∑
n=1

an收敛，但
∞∑
n=1

a2n发散，则
∞∏
n=1

(1 + an)发散到 +∞.

提示：
∞∑
n=1

an收敛可推 lim
n→∞

an = 0.再利用 lim
n→∞

an − ln(1 + an)

a2n
=

1

2
和定理 1.26即可。

对无穷乘积也可以类似地定义“绝对收敛”，“条件收敛”。

定义 1.8 (无穷乘积的绝对/条件收敛)

(1)
∞∏
n=1

(1 + an)绝对收敛，若
∞∏
n=1

(1 + |an|)收敛；

18



1.7 无穷乘积

♣
(2)

∞∏
n=1

(1 + an)条件收敛，若
∞∏
n=1

(1 + an)收敛，但
∞∏
n=1

(1 + |an|)发散。

对无穷乘积而言，绝对收敛同样蕴含乘积本身收敛。

定理 1.29

♥
若

∞∏
n=1

(1 + an)绝对收敛，则
∞∏
n=1

(1 + an)收敛。

证明 由
∞∏
n=1

(1 + |an|)收敛，结合定理 1.27可知
∞∑
n=1

|an|收敛， lim
n→∞

an = 0。故：

lim
n→∞

| ln(1 + an)|
|an|

= 1

故由比较判别法的极限形式，
∞∑
n=1

| ln(1 + an)|收敛，从而
∞∑
n=1

ln(1 + an)收敛。由定理 1.26，
∞∏
n=1

(1 + an)收敛。 □

例题 1.13研究
∞∏
n=1

(
1 + (−1)n−1 1

n

)
和

∞∏
n=1

(
1 + (−1)n−1 1

n2

)
的绝对/条件收敛性。

解对
∞∏
n=1

(
1 + (−1)n−1 1

n

)
，an = (−1)n−1 1

n
不保号，但 a2n =

1

n2
，

∞∑
n=1

a2n，
∞∑
n=1

an均收敛，故

由定理 1.27，
∞∏
n=1

(
1 + (−1)n−1 1

n

)
收敛。又

∞∏
n=1

(
1 +

1

n

)
发散，故

∞∏
n=1

(
1 + (−1)n−1 1

n

)
条件

收敛。

对
∞∏
n=1

(
1 + (−1)n−1 1

n2

)
，直接考虑

∞∏
n=1

(
1 +

1

n2

)
。因为 bn =

1

n2
保号，且

∞∑
n=1

bn收敛，故由

定理 1.27，
∞∏
n=1

(
1 +

1

n2

)
收敛，故

∞∏
n=1

(
1 + (−1)n−1 1

n2

)
绝对收敛。 □

同样地，对无穷乘积也有类似定理1.20，1.21的重排定理。

定理 1.30 (绝对收敛允许重排)

♥

若
∞∏
n=1

(1+ an)绝对收敛，则任意改变其乘积因子的次序，得到的新无穷乘积仍然绝对收

敛，且积不变。

定理 1.31 (Riemann重排定理)

♥

若
∞∏
n=1

(1+ an)条件收敛，则适当调整乘积因子的顺序，可使调整后新无穷乘积收敛于任

意事先指定的 S > 0，也可使其发散到 +∞或 0。

提示：利用定理 1.26转化为级数重排。
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第 2章 函数项级数

2.1 例子引入

定义 2.1 (极限函数)

♣

设 {fn(x)|x ∈ X,n ∈ N∗}是函数列，记E ⊂ X是 {fn(x)}的收敛点集，又记 lim
n→∞

fn(x) =

f(x)(∀x ∈ E)，则称 f(x)为函数列 {fn(x)}的极限函数。

注固定 x ∈ E 后，{fn(x)}是数项级数，收敛于一个值，记为 f(x)，由此定义出 f(x),x ∈ E.
极限函数满足的是逐点收敛。

在逐点收敛下，函数列具有的良好性质（如连续，可导，可积）在极限函数中可能会丢

失，并且极限函数的导数，积分也不一定可由函数列的导数积分取极限得到。

例题 2.1(连续性与可微性) 研究 fn(x) = xn, x ⩾ 0及其极限函数 f(x)的连续性和可微性。

解收敛点集 E = [0, 1]，且有：

fn(x) → f(x) =

0 x ∈ [ 0, 1)

1 x = 1

故 fn(x)在 [0, 1]连续且可微，f(x)在 x = 1处不连续。 □

例题 2.2(极限函数的导数) 研究 fn(x) =
sin(nx)√

n
, x ∈ R及其极限函数 f(x)的可微性和导数的

特点。

解收敛点集 E = R，且 fn(x) → f(x) = 0, ∀x ∈ R.故 fn(x)和 f(x)均在 R上可导。
但是 f ′

n(x) =
√
n cos(nx), f ′(x) = 0，我们有；

f ′
n(x) =

√
n cos(nx) 6→ 0 (∀x ∈ R)

即 lim
n→∞

f ′
n(x) 6= f ′(x). □

例题 2.3(Riemann可积性) 研究 Sn(x), x ∈ [0, 1]及其极限函数 S(x)的可积性，其中：

Sn(x) =

1 x = r1, r2, · · · , rn
0 其他

{rk}+∞
k=1为 [0, 1]上全体有理数的一个排列.

解易知极限函数为 Dirichlet函数，即：

Sn(x) → S(x) =

1 x ∈ Q

0 x ∈ R\Q

Sn(x)的间断点集合为 {r1, r2, · · · , rn}，为有限集，且 Sn(x)有界，故 Sn(x) Riemann可积；
但由所学知 Dirichlet函数并非 Riemann可积。 □



2.2 函数列的一致收敛

例题 2.4(极限函数的积分值) 研究 fn(x) = 2(n+ 1)x(1− x2)n, x ∈ [0, 1]及其极限函数 f(x)的

可积性和积分值的特点。

解收敛点集 E = [0, 1]，且 fn(x) → f(x) = 0, ∀x ∈ [0, 1].故 fn(x)和 f(x)在 [0, 1]上均可积。

但是

∫ 1

0

fn(x)dx = 1, ∀n ∈ N∗，

∫ 1

0

f(x)dx = 0，故 lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x)dx 6=
∫ 1

0

f(x)dx。 □

2.2 函数列的一致收敛
由例题 2.1-2.4知函数列的逐点收敛并不能使极限函数具有良好的性质，因此我们需要考

虑函数列更强的收敛性。

定义 2.2 (函数列一致收敛)

♣

已知函数列 {fn(x)}在集合 E 上逐点收敛于 f(x)，若 ∀ε > 0，∃N = N(ε) ∈ N∗与 x取

值无关，使得 n > N 时，

|fn(x)− f(x)| < ε (∀x ∈ E)

则称 {fn(x)}在 E 上一致收敛于 f(x)，记作 fn(x) ⇒ f(x) (x ∈ E, n→ +∞).

�
笔记一致收敛跟逐点收敛最大的不同在 N。逐点收敛的 N = N(ε, x)与 x有关，一致收敛的

N = N(ε)与 x无关，或者说关于 x一致！因此一致收敛比逐点收敛要强，一致收敛蕴含逐

点收敛。

注函数列一致收敛的反面表述也是经常使用的；

若 ∃ε > 0，对 ∀n ∈ N∗，都 ∃N = N(ε, n) > n, xN ∈ E 使得：

|fN(xN)− f(xN)| ⩾ ε

则称 fn(x)在 E 上不一致收敛于 f(x)，记作 fn(x) 6⇒ f(x) (x ∈ E, n→ +∞).

从定义出发立刻可得以下命题成立。

命题 2.1

♠

若 {fn(x)}，{gn(x)}在E上分别一致收敛于 f(x), g(x)，则任意给定 α, β ∈ R，{αfn(x)+

βfn(x)}在 E 上也一致收敛于 αf(x) + βg(x)。

提示：直接用定义 2.2和绝对值不等式即可。

下面一个定理告诉我们函数列一致收敛的一个充要条件。

定理 2.1 (上确界判别法)

♥
{fn(x)}在 E 上一致收敛于 f(x) ⇐⇒ lim

n→∞
βn = 0，其中：βn = sup

x∈E
|fn(x)− f(x)|.

提示：直接用定义 2.2。
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2.2 函数列的一致收敛

注定理 2.1中的 βn即为函数列与极限函数差值的上确界。定理 2.1告诉我们，一致收敛说的
是“误差一致地小”。

另外注意 lim
n→∞

βn正确求法是先求上确界 βn，再取极限，而不是直接取上极限。

例题 2.5 fn(x) = xn, x ∈ [0, 1]，研究 {fn(x)}的一致收敛性。
解易得：

fn(x) → f(x) =

0 x ∈ [ 0, 1)

1 x = 1

|fn(1)− f(1)| = 0，故 βn = sup
x∈[0,1)

|xn| = 1, ∀n ∈ N∗，故 lim
n→∞

βn 6= 0，由上确界判别法，

{fn(x)}在 [0, 1]不一致收敛。 □

例题 2.6 fn(x) =
nx

1 + n2x2
，研究 {fn(x)}在 (0,+∞)，[δ,+∞)的一致收敛性，其中 δ > 0给

定。

解首先 fn(x) → f(x) = 0, ∀x > 0。

对 (0,+∞)，fn(
1

n
) =

1

2
，故 βn = sup

x∈(0,+∞)

|fn(x)| ⩾ fn(
1

n
) =

1

2
，由上确界判别法，{fn(x)}在

(0,+∞)不一致收敛。

对 [δ,+∞)，fn(x) ⩽
1

nx
⩽ 1

nδ
，故 βn = sup

x∈(0,+∞)

|fn(x)| ⩽
1

nδ
，故 lim

n→∞
βn = 0。由上确界判别

法，{fn(x)}在 [δ,+∞)一致收敛。 □

例题 2.7 fn(x) = xn − xn+1, x ∈ [0, 1]，研究 {fn(x)}的一致收敛性。

解首先 fn(x) → f(x) = 0, ∀x ∈ [0, 1]。对任意固定的 n，对 fn(x)求导分析可得 fn(x)在

x =
n

n+ 1
取到最大值，故；

βn = sup
x∈[0,1]

|fn(x)| = fn(
n

n+ 1
) =

1

n+ 1

(
1 +

1

n

)−n

故 lim
n→∞

βn = 0。由上确界判别法，{fn(x)}在 [0, 1]一致收敛。 □
�
笔记在使用上确界判别法时，如果想要证不一致收敛，可以用特殊点上的函数值对 βn放缩

（如例题 2.6）；如果想要证一致收敛，可以通过求导，不等式等方式得到 βn表达式（如例题

2.7）。

例题 2.8 f(x)是 R上的连续函数，令；

fn(x) =
n−1∑
k=0

1

n
f(x+

k

n
) (n ∈ N∗)

试证 {fn(x)}在任意有限闭区间 [a, b]上一致收敛。
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2.2 函数列的一致收敛

解 f(x)在 R上连续，故在 [a, b+ 1]可积。注意到 fn(x)的表达式是 f(x)在 [x, x+ 1]上积分

的 Riemann和，在可积条件下便有：

lim
n→∞

fn(x) =

∫ x+1

x

f(t)dt =

∫ 1

0

f(x+ t)dt

故： ∣∣∣∣fn(x)− ∫ 1

0

f(x+ t)dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

∫ k+1
n

k
n

f(x+
k

n
)dt−

∫ 1

0

f(x+ t)dt

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

∫ k+1
n

k
n

(
f(x+

k

n
)− f(x+ t)

)
dt

∣∣∣∣∣
⩽

n−1∑
k=0

1

n
sup

t∈[ k
n
, k+1

n
]

∣∣∣∣f(x+ k

n
)− f(x+ t)

∣∣∣∣
⩽

n−1∑
k=0

1

n
ωk(x)

(2.1)

其中 ωk(x) = sup
s,t∈[x+ k

n
,x+ k+1

n
]

|f(s)− f(t)|，即 f(t)在 [x+
k

n
, x+

k + 1

n
]的振幅。

对固定的 x ∈ [a, b], n ∈ N∗，已经有 [x, x+ 1]的一个分割 πx，分割得到的每个小区间长度为

1

n
，注意到必定存在 [a, b+ 1]的一个分割 π，使得 πx是 π̃x的一部分，而且由 π̃x分割得到的

每个小区间长度都不超过
1

n
，即 ‖π̃x‖ ⩽ 1

n
。设 π̃x = {x0, x1, · · · , xN}，进一步有：

n−1∑
k=0

1

n
ωk(x) ⩽

N−1∑
i=0

ωi∆xi (2.2)

其中 ωi = sup
s,t∈[xi,xi+1]

|f(s)− f(t)|，∆xi = xi+1 − xi.

对式 (2.2)令 n→ ∞，则对 ∀x ∈ [a, b]都有 ‖π̃x‖ → 0。由于 f(x)在 [a, b+1]可积，由数分 A1

可积性相关知识可知式 (2.2)右式关于 x一致趋于 0。

又

βn = sup
x∈[a,b]

∣∣∣∣fn(x)− ∫ 1

0

f(x+ t)dt

∣∣∣∣ (2.3)

故综合式 (2.1)(2.2)(2.3)可知 lim
n→∞

βn = 0，由上确界判别法，命题成立。 □

在数项级数中收敛的充要条件有 Cauchy收敛。同样地，只用改变先前定理中的 N，立

刻可得函数列一致收敛的 Cauchy收敛定理。
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2.2 函数列的一致收敛

定理 2.2 (函数列一致收敛的 Cauchy收敛)

♥

{fn(x)}在 E 上一致收敛 ⇐⇒ ∀ε > 0, ∃N = N(ε) ∈ N∗，使得 ∀n > N, p ∈ N∗，都有：

|fn+p(x)− fn(x)| < ε (∀x ∈ E) (2.4)

证明 (⇒)由一致收敛定义显然，下证 (⇐)。

对任意固定的 ε > 0, x ∈ E，由条件知 |fn+p(x)− fn(x)| < ε (∀n > N(ε), p ∈ N∗)，因此

{fn(x)}(x固定)是数列 Cauchy列，故收敛。由 x的任意性，记 lim
n→∞

fn(x) = f(x)(∀x ∈ E)，

则对固定的 x ∈ E，对式 (2.4)令 p→ +∞，得：

|f(x)− fn(x)| ⩽ ε (∀n > N(ε)，x固定) (2.5)

由于式 (2.5)的 N 与 x无关，因此由 x的任意性得：

|f(x)− fn(x)| ⩽ ε (∀n > N(ε)，∀x ∈ E) (2.6)

而这是 {fn(x)}在 E 上一致收敛于 f(x)的定义。 □�
笔记定理 2.1，2.2都是函数列一致收敛的充要条件，但上确界判别法需要明确极限函数的表
达式，Cauchy收敛则不需要知道极限函数。两个定理在使用时各有优劣，需要甄别。

例题 2.9 {fn(x)}在 [a, b]连续可微且收敛，又有 |f ′
n(x)| ⩽M (∀x ∈ [a, b], n ∈ N∗)，则 {fn(x)}

在 [a, b]一致收敛。

解对 ∀x0 ∈ [a, b]，{fn(x0)}为收敛数列，由数列的 Cauchy收敛可得：∀ε > 0，∃N(x0) ∈ N∗，

使得；

|fn(x0)− fm(x0)| <
ε

3
(n,m > N(x0)) (2.7)

对这个 x0，设 Ix0 = (x0 −
ε

3M
,x0 +

ε

3M
)。由微分中值定理：

|fn(x)− fn(x0)| ⩽M |x− x0| < M · ε

3M
=
ε

3
(∀n ∈ N∗, x ∈ Ix0) (2.8)

结合式 (2.7)(2.8)得：

|fn(x)− fm(x)| ⩽ |fn(x)− fn(x0)|+ |fn(x0)− fm(x0)|+ |fm(x)− fm(x0)|

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3

= ε (∀n,m > N(x0), x ∈ Ix0)

(2.9)

由于 [a, b]有限闭区间是有界闭集，{Ix0}∀x0∈[a,b]是 [a, b]的一个开覆盖，故由有限覆盖定理，

∃{Ixk
}nk=1覆盖 [a, b]。则令 N = max{N(x1), N(x2), · · · , N(xn)} < +∞，式 (2.9)变为：

|fn(x)− fm(x)| < ε (∀n,m > N, x ∈ [a, b]) (2.10)

对式 (2.10)由函数列一致收敛的 Cauchy收敛，得 {fn(x)}在 [a, b]一致收敛。 □

通过函数列我们可以定义函数项级数的一致收敛。
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2.2 函数列的一致收敛

定义 2.3 (函数项级数一致收敛)

♣

设
∞∑
n=1

un(x)为定义在区间 I 上的函数项级数。令 Sn(x) =
n∑

k=1

uk(x)，若函数列 {Sn(x)}

在 I 上一致收敛，则称
∞∑
n=1

un(x)在 I 上一致收敛。

注记
∞∑
n=1

un(x) = S(x)，Rn(x) = S(x)− Sn(x)。则 Sn(x) ⇒ S(x) ⇐⇒ Rn(x) ⇒ 0.

由函数列的 Cauchy收敛定理立得函数项级数的 Cauchy收敛定理。

定理 2.3 (函数项级数的 Cauchy收敛)

♥

∞∑
n=1

un(x)在 I 上一致收敛 ⇐⇒ ∀ε > 0, ∃N = N(ε) ∈ N∗，使得 ∀n > N, p ∈ N∗，都有：∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

un(x)

∣∣∣∣∣ < ε (∀x ∈ I) (2.11)

提示：对 {Sn(x)}用函数列的 Cauchy收敛。

作为定理 2.3的推论，我们得出函数项级数的一致收敛的必要条件。

推论 2.1 (函数项级数一致收敛的必要条件)

♥
若

∞∑
n=1

un(x)在 I 上一致收敛，则 {un(x)}在 I 上一致收敛于 0。

提示：对式 (2.11)令 p = 1.
注推论 2.1的逆命题不成立，反例：un(x) =

1

n
(∀n ∈ N∗).

接下来一个定理是证明函数项级数一致收敛的很经常使用的定理。

定理 2.4 (Weierstrass判别法)

♥

对
∞∑
n=1

un(x)，若存在收敛的正项级数
∞∑
n=1

an，使得对充分大的 n有：

|un(x)| ⩽ an (∀x ∈ I)

则
∞∑
n=1

un(x)在 I 上一致收敛，并称
∞∑
n=1

an为
∞∑
n=1

un(x)的优级数。

提示：利用函数项级数和数项级数两个 Cauchy收敛和绝对值不等式。

注存在优级数的
∞∑
n=1

un(x)实际上不只是一致收敛，而是绝对一致收敛：即
∞∑
n=1

|un(x)|一致收

敛。也存在一致收敛但不存在优级数的反例：

un(x) =


1

n
x =

1

n

0 x ∈ [0, 1]\{ 1
n
}
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2.2 函数列的一致收敛

(i)由于
∣∣∣∣ n+p∑
k=n+1

un(x)

∣∣∣∣ ⩽ 1

n+ 1
(∀x ∈ [0, 1])，故由 Cauchy收敛知

∞∑
n=1

un(x)在 [0, 1]一致收敛。

(ii)若
∞∑
n=1

un(x)存在优级数，则必有 an ⩾ 1

n
(∀n ∈ N∗)，此时

∞∑
n=1

an必发散。

函数项级数一致收敛也有类似的 Dirichlet判别法和 Abel判别法。

定理 2.5 (函数项级数的 Dirichlet判别法)

♥

若
∞∑
n=1

an(x)bn(x)在 I 上满足：

(i) ∀x0 ∈ I，{bn(x0)}关于 n单调趋于 0，且函数列 {bn(x)}在 I 上一致收敛于 0；

(ii)
{

n∑
k=1

ak(x)

}
在 I 上一致有界；

则
∞∑
n=1

an(x)bn(x)在 I 上一致收敛。

定理 2.6 (函数项级数的 Abel判别法)

♥

若
∞∑
n=1

an(x)bn(x)在 I 上满足：

(i) ∀x0 ∈ I，{bn(x0)}关于 n单调，且函数列 {bn(x)}在 I 上一致有界；

(ii)
∞∑
n=1

an(x)在 I 上一致收敛；

则
∞∑
n=1

an(x)bn(x)在 I 上一致收敛。

提示：定理 2.5，2.6的证明可完全类比定理1.18，1.19。�
笔记定理 2.5，2.6条件中的”一致收敛”都是关于 x ∈ I 一致，”一致有界”则是关于 x ∈ I，

n ∈ N∗一致。

定义 2.4 (函数项级数的绝对收敛)

♣

∞∑
n=1

un(x)在 I 上绝对收敛，若
∞∑
n=1

|un(x)|在 I 上逐点收敛。

函数项级数的绝对收敛和一致收敛并没有直接关系，详见下面两道例题。

例题 2.10证明：
∞∑
n=1

cosnx

n
在 [δ , 2π − δ] (0 < δ < π)上一致收敛，但不绝对收敛。

解 (i)由于对 ∀x ∈ [δ , 2π − δ]，bn(x) =
1

n
与 x无关，关于 n递减趋于 0，且：∣∣∣∣∣

n∑
k=1

cos kx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣cos(x2 )− cos(n+ 1

2
)x

2 sin x
2

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣ 1

sin x
2

∣∣∣∣ ⩽
∣∣∣∣∣ 1

sin δ
2

∣∣∣∣∣
故

n∑
k=1

cos kx一致有界。故由 Dirichlet判别法，
∞∑
n=1

cosnx

n
在 [δ , 2π − δ] (0 < δ < π)上一致收

敛。
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2.3 极限函数与和函数的性质

(ii)由于：
∞∑
n=1

| cosnx|
n

⩾
∞∑
n=1

cos2 nx

n
=

∞∑
n=1

1 + cos 2x

2n

其中 1 + cos 2x仅在 x =
π

2
,
3π

2
时为 0，取值为正时

∞∑
n=1

1 + cos 2x

2n
发散。因此由正项级数的

比较判别法，此时
∞∑
n=1

| cosnx|
n

发散。因此
∞∑
n=1

cosnx

n
在 [δ , 2π − δ]不绝对收敛。 □

�
笔记例题 2.10函数项级数的一致收敛也可称为“内闭一致收敛”。我们说“

∞∑
n=1

un(x)在 I 上

内闭一致收敛”，是指
∞∑
n=1

un(x)在 I 中任何紧集都一致收敛。对函数列也有类似定义。

值得注意的是，在 I 上内闭一致收敛往往推不出在 I 上一致收敛。反例：fn(x) = xn.它在

(0, 1)内闭一致收敛，但不一致收敛。

例题 2.11证明：
∞∑
n=1

(−1)nxn(1− x)在 [0, 1]一致收敛，绝对收敛，但不绝对一致收敛。

解 (i)由于
n∑

k=1

(−1)k 一致有界，对 ∀x ∈ [0, 1]，bn(x) = xn(1− x)关于 n单调递减，且

lim
n→∞

bn(x) = 0 (∀x ∈ [0, 1])。进一步求导可得：

βn = sup
x∈[0,1]

|bn(x)| = bn(1−
1

n+ 1
) =

1

n+ 1

(
1 +

1

n

)−n

故 lim
n→∞

βn = 0，由上确界判别法知 {bn(x)}在 [0, 1]一致收敛于 0。故由 Dirichlet判别法，
∞∑
n=1

(−1)nxn(1− x)在 [0, 1]一致收敛。

(ii)
∞∑
n=1

|(−1)nxn(1− x)| =
∞∑
n=1

xn(1− x) ∀x ∈ [0, 1].部分和 Sn(x) =
n∑

k=1

xk(1− x) = x− xn+1.对

∀x ∈ [0, 1]，Sn(x)收敛，因此
∞∑
n=1

(−1)nxn(1− x)在 [0, 1]绝对收敛。

(iii)若
∞∑
n=1

(−1)nxn(1− x)在 [0, 1]绝对一致收敛，那么由 Cauchy收敛定理：∀ε > 0, ∃N ∈ N∗，

使得 ∀n > N, p ∈ N∗有：∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

xk(1− x)

∣∣∣∣∣ = |xn+1(1− xp)| < ε (∀x ∈ [0, 1]) (2.12)

对式 (2.12)固定 n > N, x ∈ (0, 1)，令 p→ +∞，再令 x→ 1−，得 1 ⩽ ε，矛盾。

故
∞∑
n=1

(−1)nxn(1− x)在 [0, 1]不绝对一致收敛。 □

2.3 极限函数与和函数的性质
本节我们研究一致收敛下极限函数与和函数对连续，Riemann可积，可微性质的继承以

及它们积分,导数的计算。
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2.3 极限函数与和函数的性质

定理 2.7 (一致收敛下的连续性)

♥

若 {fn(x)}满足： (i)fn(x) (∀n ∈ N∗)在 I 上连续； (ii){fn(x)}在 I 上一致收敛于 f(x)；

则 f(x)在 I 上连续。

证明 由一致收敛，∀ε > 0, ∃N = N(ε) ∈ N∗，使得 n ⩾ N 时：

|fn(x)− f(x)| < ε

3
(∀x ∈ I) (2.13)

现在对任意给定的 x0 ∈ I，对这个 N，由 fN(x)在 I 上连续，因此在 x0处连续，故 ∃δ > 0，

使得 |x− x0| < δ, x ∈ I 时：

|fN(x)− fN(x0)| <
ε

3
(2.14)

故结合式 (2.13)(2.14)：

|f(x)− f(x0)| ⩽ |f(x)− fN(x)|+ |fN(x)− fN(x0)|+ |fN(x0)− f(x0)|

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3

< ε (∀|x− x0| < δ, x ∈ I)

故 f(x)在 x = x0处连续。由 x0 ∈ I 的任意性知 f(x)在 I 上连续。 □
�
笔记从定理 2.7的证明我们可以看出极限函数 f(x)的连续是点态的，即只要在 x0的小邻域

内满足定理 2.7的条件，f(x)在 x = x0处就会连续。因此定理 2.7中的 I 可以是开区间，闭

区间，无界区间等等。

定理 2.8 (一致收敛下的可积性与积分)

♥

若 {fn(x)|x ∈ [a, b]}满足：

(i)fn(x) (∀n ∈ N∗)在 [a, b]上 Riemann可积；

(ii){fn(x)}在 [a, b]上一致收敛于 f(x)；

则 f(x)在 [a, b]上 Riemann可积，且有：

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx

证明 (i)记 fn(x)的不连续点集合为 D(fn)，f(x)不连续点集合为 D(f)。

由于 fn(x) (∀n ∈ N∗)在 [a, b]上 Riemann可积，故由 Lebsegue定理，D(fn) (∀n ∈ N∗)是零测

集，故
∞⋃
n=1

D(fn)是零测集。

若 x0 6∈
∞⋃
n=1

D(fn)，则 x0是 fn(x) (∀n ∈ N∗)的连续点，由定理 2.7，x0 6∈ D(f)，从而

D(f) ⊆
∞⋃
n=1

D(fn)，故 D(f)也是零测集。

由一致收敛，对 ε = 1，∃N ∈ N∗与 x无关，使得：
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|f(x)− fN(x)| < 1 (∀x ∈ [a, b]) (2.15)

又由 fN(x)在 [a, b]上 Riemann可积，由 Lebsegue定理，fN(x)在 [a, b]上有界，设为M，则

由式 (2.15)得：

|f(x) < |fN(x)|+ 1 ⩽M + 1 (∀x ∈ [a, b])

故 f(x)在 [a, b]上有界。对 f(x)运用 Lebesgue定理得 f(x)在 [a, b]上 Riemann可积。

(ii)由一致收敛，∀ε > 0，∃N = N(ε) ∈ N∗，使得 ∀n > N 都有：

|fn(x)− f(x)| < ε

b− a
(∀x ∈ [a, b])

故： ∣∣∣∣∫ b

a

fn(x)dx−
∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ⩽ ∫ b

a

|fn(x)− f(x)|dx < (b− a) · ε

b− a
= ε

故 lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx. □

定理 2.9 (一致收敛下的可微性和导数)

♥

若 {fn(x)|x ∈ [a, b]}满足：

(i)fn(x) (∀n ∈ N∗)在 [a, b]上有连续导数；

(ii){f ′
n(x)}在 [a, b]上一致收敛于 g(x)；

(iii){fn(x)}在一点 x0 ∈ [a, b]处收敛；

则 {fn(x)}在 [a, b]上一致收敛于 f(x)，f(x)在 [a, b]连续可微，并且有：

f ′(x) = g(x) (∀x ∈ [a, b])

证明 (i)由于 {f ′
n(x)}一致收敛，故由函数列的 Cauchy收敛定理，∀ε > 0，∃N1 = N1(ε) ∈

N∗，使得 ∀n,m > N1都有：

|f ′
n(x)− f ′

m(x)| <
ε

3
(∀x ∈ [a, b]) (2.16)

由于 {fn(x0)}收敛，故由数列的 Cauchy收敛定理，∃N2 = N2(ε) ∈ N∗，使得 ∀n,m > N2都

有：

|fn(x0)− fm(x0)| <
ε

3
(2.17)

由于 f ′
n(x) (∀n ∈ N∗)在 [a, b]连续，故有：

fn(x) = fn(x0) +

∫ x

x0

f ′
n(t)dt (∀n ∈ N∗) (2.18)

记 N = max{N1, N2}与 x无关，结合式 (2.16)∼(2.18)，得 n,m > N 时：
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2.3 极限函数与和函数的性质

|fn(x)− fm(x)| =
∣∣∣∣fn(x0) + ∫ x

x0

f ′
n(t)dt− fm(x0) +

∫ x

x0

f ′
m(t)dt

∣∣∣∣
⩽ |fn(x0)− fm(x0)|+

∫ x

x0

|f ′
n(t)− f ′

m(t)|dt

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3

= ε (∀x ∈ [a, b])

故由函数列的 Cauchy收敛知 {fn(x)}在 [a, b]上一致收敛于 f(x)。

(ii)由 f ′
n(x) (∀n ∈ N∗)在 [a, b]连续可知 f ′

n(x) (∀n ∈ N∗)在 [a, b]Riemann可积，又 {f ′
n(x)}在

[a, b]上一致收敛于 g(x)，故由定理 2.7得 g(x)在 [a, b]上连续，由定理 2.8和式 (2.18)得：

f(x)− f(x0) = lim
n→∞

(fn(x)− fn(x0))

= lim
n→∞

∫ x

x0

f ′
n(t)dt

=

∫ x

x0

g(t)dt

(2.19)

由于 g(x)在 [a, b]上连续，故

∫ x

x0

g(t)dt可微，由式 (2.19)得 f(x)可微，且有：

f ′(x) =

(∫ x

x0

g(t)dt

)′

= g(x)

故 f(x)连续可微。 □
�
笔记从定理 2.9的证明中可以发现 f(x)的可微性也是点态的，即只要在 x0的邻域满足定理

2.9的条件，同样可以得到 f(x)在 x0处连续可微 f ′(x0) = g(x0)。因此定理 2.9中的 [a, b]可

以改成开区间，无界区间等等。

注对函数项级数，也有类似的定理 2.7∼2.9，只需对部分和函数列进行考虑即可。

例题 2.12证明
∞∑
n=1

x2n ln x在 (0, 1)不一致收敛，但在 [0, 1]可以逐项积分。

解 (i)记 Sn(x) =
n∑

k=1

x2k ln x =
x2 ln x

1− x2
(1− x2n) (∀n ∈ N∗, x ∈ (0, 1))，则；

lim
n→∞

Sn(x) =
x2 ln x

1− x2
∆
=== S(x)

记 Rn(x) = S(x)− Sn(x) =
x2n+2 ln x

1− x2
，则有：

βn = sup
x∈(0,1)

|Rn(x)| ⩾ Rn

(√
1− 1

2n+ 2

)
(∀n ∈ N∗) (2.20)

计算得：

lim
n→∞

Rn

(√
1− 1

2n+ 2

)
=

1

2
√
e

(2.21)
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2.3 极限函数与和函数的性质

故结合式 (2.20),(2,21)，由上确界判别法，
∞∑
n=1

x2n ln x在 (0, 1)不一致收敛。

(ii)即证:

lim
n→∞

∫ 1

0

Sn(x)dx =

∫ 1

0

S(x)dx

或者：

lim
n→∞

∫ 1

0

Rn(x)dx = 0 (2.22)

令 g(x) =
Rn(x)

x2n
=
x2 ln x

1− x2
(x ∈ (0, 1)).定义 g(0) = lim

x→0+
g(x) = 0，g(1) = lim

x→1−
g(x) = −1

2
，

则补充定义后 g(x)在 [0, 1]连续，故 ∃M > 0使得 |g(x)| ⩽M (x ∈ [0, 1])，从而：∣∣∣∣∫ 1

0

Rn(x)dx

∣∣∣∣ ⩽M

∫ 1

0

x2ndx =
M

2n+ 1
(∀n ∈ N∗) (2.23)

由式 (2.23)可知式 (2.22)成立，因此
∞∑
n=1

x2n ln x在 [0, 1]可以逐项积分。 □
�
笔记证明一个函数项级数不一致收敛通常有以下几种思路：(1)证明余项 Rn(x) 6⇒ 0；(2)证
明 Cauchy收敛定理不成立；(3)证明通项 un(x) 6⇒ 0。其中 (1)(2)是充要的，(3)来自一致收
敛的必要条件。

一个值得思考的问题是定理 2.7的逆命题是否成立，即：已知
∞∑
n=1

un(x)的通项 un(x)和

极限函数 S(x)均连续，是否能推出一致收敛。下面两个定理证明了在正项函数列情形，该逆

命题成立。

定理 2.10 (Dini)

♥

若 {fn(x)|x ∈ [a, b]}满足：

(i)fn(x) (∀n ∈ N∗)在 [a, b]上连续； (ii)对 ∀x ∈ [a, b]，{fn(x)}递减趋于 0；

则 {fn(x)}在 [a, b]上一致收敛于 0.

证明 由条件 (ii)，∀ε > 0，对固定的 x ∈ [a, b]，∃Nx ∈ N∗，n ⩾ Nx时，|fn(x)| <
ε

2
。对这个

Nx，由于 fNx(t)在 t ∈ [a, b]上连续，因此存在 x的小邻域 Ix，使得：

|fNx(t)− fNx(x)| <
ε

2
(∀t ∈ Ix) (2.24)

由式 (2.24)得：

|fNx(t)| ⩽ |fNx(t)− fNx(x)|+ |fNx(x)| <
ε

2
+
ε

2
= ε (∀t ∈ Ix)

又由条件 (ii)，得：

0 ⩽ fn(t) ⩽ fNx(t) < ε (∀t ∈ Ix, n ⩾ Nx) (2.25)
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2.4 幂级数

又因为
⋃

x∈[a,b]
Ix组成 [a, b]的一个开覆盖，故由有限覆盖定理，存在 {Ix1 , Ix2 , · · · , IxN

}，使得

[a, b] ⊂
N⋃
k=1

Ixk
。记 N0 = max{Nx1 , Nx2 , · · · , NxN

} < +∞且与 x无关，则由式 (2.25)，n > N0

时：

0 ⩽ fn(x) < ε (∀x ∈ [a, b])

故 {fn(x)}在 [a, b]上一致收敛于 0。 □

注定理 2.10中的 [a, b]不可改为开区间和无界区间。

(i)对开区间有反例：fn(x) = xn (x ∈ (0, 1));

(ii)对无界区间有反例：fn(x) =
x

n
(x ∈ (0,+∞)).

定理 2.11 (Dini)

♥

若
∞∑
n=1

un(x)在 [a, b]上满足：

(i) un(x) (∀n ∈ N∗)在 [a, b]上连续非负；

(ii)
∞∑
n=1

un(x)在 [a, b]上逐点收敛于 S(x)，且 S(x)在 [a, b]上也连续；

则
∞∑
n=1

un(x)在 [a, b]上一致收敛于 S(x).

提示：记 Sn(x) =
n∑

k=1

uk(x)，Rn(x) = S(x)− Sn(x)，对 {Rn(x)}用定理 2.10.

2.4 幂级数

定义 2.5 (幂级数)

♣
形如

∞∑
n=0

an(x− x0)
n的函数项级数称为幂级数。

注多项式函数可视为特殊的幂级数。

由于 x0 6= 0的幂级数均可以视作 x0 = 0的幂级数作平移得到，因此不妨设 x0 = 0。对于

幂级数这个特殊的函数项级数，首先要研究的是它的收敛域。

定理 2.12 (Abel)

♥

(1)若
∞∑
n=0

anx
n在 x1 6= 0处收敛，则其在 (−|x1|, |x1|)绝对收敛；

(2)若
∞∑
n=0

anx
n在 x2 6= 0处发散，则其在 |x| > |x2|发散。
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2.4 幂级数

证明 (1)由于
∞∑
n=0

anx
n
1 收敛，故 anx

n
1 有界，设 |anxn1 | ⩽M (∀n ∈ N∗)。对固定的 x ∈

(−|x1|, |x1|)，记 q =

∣∣∣∣ xx1
∣∣∣∣ < 1，由于

∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

anx
n
1 (
x

x1
)n，且有：

|anxn| ⩽M

∣∣∣∣ xx1
∣∣∣∣n =Mqn (|q| < 1)

因此由比较判别法知
∞∑
n=0

|anxn|在 (−|x1|, |x1|)收敛，即
∞∑
n=0

anx
n在 (−|x1|, |x1|)绝对收敛。

(2)若存在 |x3| > |x2|，使得
∞∑
n=0

anx
n
3 收敛，则由 (1)，

∞∑
n=0

anx
n在 x2处收敛，矛盾。故

∞∑
n=0

anx
n在 x2 6= 0在 |x| > |x2|发散。 □

由定理 2.12我们可以预见存在一个临界值 x0，使得 |x| < |x0|时幂级数收敛，|x| > |x0|
时幂级数发散。下面这个定理告诉我们这个临界值是什么。

定理 2.13 (Cauchy-Hadamard)

♥

对幂级数
∞∑
n=0

anx
n，记：

R =
1

lim
n→∞

n
√

|an|
(2.26)

称 R为幂级数
∞∑
n=0

anx
n的收敛半径，并且：

(1)R = 0；幂级数只在 x = 0处收敛；

(2)R = +∞：幂级数在 x ∈ R上绝对收敛；

(3) 0 < R < +∞；幂级数在 (−R,R)上绝对收敛，在 |x| > R发散，在 x = ±R时需单
独讨论。

提示：用数项级数的 Cauchy开方判别法 (定理1.9)，结合定理 2.12。

注幂级数在收敛半径端点处的敛散性是需要单独讨论的，如以下三个幂级数：

∞∑
n=1

nxn
∞∑
n=1

xn

n

∞∑
n=1

xn

n2

它们的收敛半径都是 1，但它们的收敛域分别是 (−1, 1)，[−1, 1)，[−1, 1].

为研究幂级数和函数的性质，我们需要先研究幂级数的一致收敛性。

定理 2.14 (幂级数的一致收敛性)

♥

若
∞∑
n=0

anx
n 收敛半径为 R > 0，则幂级数在 (−R,R)上内闭一致收敛，即 ∀r ∈ (0, R)，

幂级数在 [−r, r]上一致收敛。

33



2.4 幂级数

提示：|anxn| ⩽ |an| · rn (∀|x| ⩽ r, n ∈ N∗)，结合定理 2.13和Weierstrass判别法。

有了一致收敛性，我们可以运用 2.3节所学得到幂级数的许多性质。

定理 2.15 (幂级数的性质)

♥

若 S(x) =
∞∑
n=0

anx
n收敛半径为 R > 0，则：

(1) S(x) ∈ C∞(−R,R)；

(2) S(k)(x) =
∞∑
n=k

n(n− 1) · · · (n− k + 1)anx
n−k (∀k ∈ N∗)；

(3)
∫ x

0

S(t)dt =
∞∑
n=0

an
n+ 1

xn+1 (∀x ∈ (−R,R)).

提示：利用定理2.7∼2.9以及下式：

lim
n→∞

n
√
n(n− 1) · · · (n− k + 1) = 1 (∀k ∈ N∗)

例题 2.13计算
∞∑
n=1

1

n
xn+1 (x ∈ (−1, 1)).

解首先有：
∞∑
n=1

1

n
xn+1 = x

∞∑
n=1

xn

n
= x

∞∑
n=1

∫ x

0

tn−1dt (2.27)

又
∞∑
n=1

tn−1收敛半径 R = +∞，故由逐项积分：

∞∑
n=1

∫ x

0

tn−1dt =

∫ x

0

∞∑
n=1

tn−1dt =

∫ x

0

1

1− t
dt = − ln(1− x) (2.28)

结合式 (2.27)(2.28)得原式 = −x ln(1− x). □

如果给
∞∑
n=0

anx
n在收敛半径端点处的收敛性作限制，可以得到和函数在端点处的连续性。

定理 2.16 (Abel第二定理)

♥

已知 S(x) =
∞∑
n=0

anx
n收敛半径为 R > 0：

(1)若 x = R处，
∞∑
n=0

anR
n收敛，则 S(x)在 x = R处左连续；

(2)若 x = −R处，
∞∑
n=0

an(−R)n收敛，则 S(x)在 x = −R处右连续。

提示：以 (1)为例，
∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

anR
n
( x
R

)n
，利用函数项级数的 Abel判别法证明其在

[0, R]一致收敛。
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2.4 幂级数

注 Abel第二定理的逆定理不成立，即已知幂级数收敛半径为 1，在 x = 1处单侧极限存在，

则幂级数在 x = 1处不一定收敛，反例：
∞∑
n=0

(−1)nxn.其收敛半径为 1，在 x = 1处单侧极限

为
1

2
，但 x = 1处级数发散。

虽然 Abel第二定理逆定理不成立，但如果对 an进行限制，Abel第二定理逆定理可以成
立。下面一个定理给 an加了收敛性限制。

定理 2.17 (Tauber)

♥

已知
∞∑
n=0

anx
n收敛半径为 R = 1， lim

x→1−

∞∑
n=0

anx
n = A，若 an = o

(
1

n

)
，即 lim

n→∞
nan = 0，

则：
∞∑
n=0

an = A.

证明 由于 lim
x→1−

∞∑
n=0

anx
n = A，故 ∀ε > 0，∃δ > 0，使得：∣∣∣∣∣

∞∑
n=0

anx
n − A

∣∣∣∣∣ < ε

4
(∀x ∈ (1− δ, 1)) (2.29)

由于 lim
n→∞

nan = 0，故 ∃N1 ∈ N∗，使得：

|nan| <
ε

4
(∀n > N1) (2.30)

又由 Stolz公式：

lim
n→∞

n∑
k=0

k|ak|

n
= lim

n→∞
nan = 0

从而 ∃N2 ∈ N∗，使得：
n∑

k=0

k|ak|

n
<
ε

4
(∀n > N2) (2.31)

再取 N3 ∈ N∗，使得 1− δ < 1− 1

N3

< 1，记 N = max{N1, N2, N3}，则 n > N 时：∣∣∣∣∣
n∑

k=0

ak − A

∣∣∣∣∣ ⩽
n∑

k=0

|ak|(1− xk) +

∣∣∣∣∣
∞∑

t=n+1

atx
t

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

∞∑
i=0

aix
i − A

∣∣∣∣∣ = I1 + I2 + I3 (2.32)

令 x = 1− 1

2n
∈ (1− δ, 1)，则由式 (2.31)得：

I1 =
n∑

k=0

|ak|(1− x)(1 + x+ · · ·+ xk−1)

⩽
n∑

k=0

k|ak|(1− x)
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2.5 幂级数展开

⩽ 1

n

n∑
k=0

k|ak|

<
ε

4

由式 (2.30)以及 x = 1− 1

2n
得：

I2 =

∣∣∣∣∣
∞∑

t=n+1

tat

(
xt

t

)∣∣∣∣∣ ⩽ ε

4n

∞∑
t=n+1

xt ⩽ ε

4n
· 1

1− x
=
ε

2

由式 (2.29)得：I3 <
ε

4
.因此由式 (2.32)知

∞∑
n=0

an = A. □

最后考察幂级数的无穷乘积。由于幂级数在收敛半径内良好的收敛性，其 Cauchy乘积也
有不错的结果。

定理 2.18 (幂级数的 Cauchy乘积)

♥

设
∞∑
n=0

anx
n,

∞∑
n=0

bnx
n收敛半径均为 R > 0，则 ∀x ∈ (−R,R)都有：(

∞∑
n=0

anx
n

)(
∞∑
n=0

bnx
n

)
=

∞∑
n=0

cnx
n

其中 cn =
∑

i+j=n+1

aibj (∀n ∈ N).

提示：幂级数在 (−R,R)绝对收敛 (定理2.13)，结合定理1.22。

2.5 幂级数展开

定义 2.6 (幂级数展开)

♣

设 f(x)在区间 I 上有定义，x0为区间内点，若 ∃r > 0使得 f(x) =
∞∑
n=0

an(x− x0)
n (x ∈

(x0 − r, x0 + r) ⊂ I)，则称 f(x)在 x0处可以展开成幂级数。

若 f(x)在 I 上每一点都能展开成幂级数，则称 f(x)在 I 上实解析。

由幂级数的逐项求导性质，立刻可以得到 f(x)能展开成幂级数的必要条件。

命题 2.2 (幂级数展开的必要条件)

♠

若 f(x)在 x0处可以展开成幂级数，即 f(x) =
∞∑
n=0

an(x− x0)
n (x ∈ (x0 − r, x0 + r) ⊂ I)，

则 f(x)在 (x0 − r, x0 + r)上有任意阶导数，且有：

ak =
1

k!
f (k)(x0) (∀k ∈ N)
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2.5 幂级数展开

提示：利用定理2.15(2)，令 x = x0即可。

注命题 2.3也可说明函数幂级数展开的唯一性。

定义 2.7 (Taylor级数)

♣

若 f(x)在 x0处有任意阶导数，则可作出幂级数：

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

称这个幂级数为 f(x)在 x0 处的 Taylor级数。特别地，当 x0 = 0，称其为 Maclaurin级
数。

只要 f(x)在 x0处有任意阶导数，就可作出它在 x0处的 Taylor级数，但这个幂级数不一
定收敛，而且即使收敛，也不一定收敛于 f(x)。详见下面两道例题。

例题 2.14研究 f(x) =
∞∑
n=0

1

n!
sin(2nx)在 x = 0处的 Taylor级数。

解首先由Weierstrass判别法知 f(x)在 x ∈ R上一致收敛，因此由定理2.15，f(x) ∈ C∞(R).
逐项求导可得：

f (k)(x) =
∞∑
n=0

2kn

n!
sin

(
2nx+

kπ

2

)
(∀k ∈ N)

计算得：

f (k)(0) =

 0 k = 2m, m ∈ N

(−1)me2
2m+1

k = 2m+ 1, m ∈ N

这里已经运用了恒等式:
∞∑
n=0

2n(2m+1)

n!
= e2

2m+1

(∀m ∈ N)

故 f(x)在 x = 0处 Taylor级数为：
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
e2

2n+1

x2n+1

其收敛半径 R = 0，因此这个 Taylor级数仅在 x = 0处收敛。 □

例题 2.15研究 f(x)在 x = 0处的 Taylor级数，其中：

f(x) =

e−
1
x2 x 6= 0

0 x = 0

解回顾数分 A1 4.3节的内容，可得 f (k)(0) = 0 (∀k ∈ N).因此 f(x)在 x = 0处的 Taylor级数
恒为 0，虽然在 x ∈ R上收敛，但仅在 x = 0处收敛到 f(x)。 □
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2.5 幂级数展开

下面我们研究 Taylor级数何时收敛于 f(x)。

命题 2.3 (Taylor级数收敛的充要条件)

♠

设 f(x)在 x0处有 Taylor级数，记 I = (x0 − r, x0 + r)，并且：

Rn(x) = f(x)−
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k (∀x ∈ I, n ∈ N)

则:

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n (∀x ∈ I) ⇐⇒ lim
n→∞

Rn(x) = 0 (∀x ∈ I)

注此处 lim
n→∞

Rn(x) = 0 (∀x ∈ I)只是逐点收敛，不是一致收敛，Taylor级数收敛于 f(x)也只

是逐点收敛。如果是一致收敛，则是多项式一致逼近（见 2.6节）。

利用函数的 Taylor公式可以给出 Rn(x)的具体表达式，从而可以给出 Taylor级数收敛于
f(x)的便于应用的充分条件。

定理 2.19 (Taylor级数收敛的充分条件)

♥

如果 ∃M > 0，使得对充分大的 n ∈ N都有：

|f (n)(x)| ⩽M (∀x ∈ (x0 − r, x0 + r))

则 f(x)在 (x0 − r, x0 + r)上可以展开为 Taylor级数。

证明 由于 f(x)在 (x0 − r, x0 + r)上有任意阶导数，故由 Taylor公式，对 ∀x ∈ (x0 − r, x0 + r)

有：

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +Rn(x) (∀n ∈ N)

由 Lagrange余项，∃ ξ介于 x, x0之间，使得：

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1 (∀n ∈ N∗) (2.33)

由条件 |f (n)(x)| ⩽M (∀x ∈ (x0 − r, x0 + r), n充分大)，结合式 (2.33)得当 n充分大时：

|Rn(x)| ⩽M
rn+1

(n+ 1)!
(∀x ∈ (x0 − r, x0 + r)) (2.34)

故 lim
n→∞

Rn(x) = 0 (∀x ∈ (x0 − r, x0 + r)).由命题 2.3，结论成立。 □

注从式 (2.34)可知 Rn(x)其实在 (x0 − r, x0 + r)上是一致收敛于 0，因此由定理 2.19得到的
其实是 Taylor级数一致收敛于 f(x)。

由定理 2.19可以得到许多初等函数的幂级数展开，下面是一些列举。

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
(x ∈ (−∞,+∞))
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2.5 幂级数展开

sin x =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1 (x ∈ (−∞,+∞))

cos x =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n (x ∈ (−∞,+∞))

1

1− x
=

∞∑
n=0

xn (x ∈ (−1, 1))

ln(1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn (x ∈ (−1, 1])

(1 + x)α =
∞∑
n=0

(
α

n

)
xn x ∈


(−1, 1) α ⩽ 1

(−1, 1] − 1 < α < 0

[−1, 1] α > 0

其中

(
α

0

)
= 1,

(
α

n

)
=
α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
(∀n > 0)

arctan x =
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1 (x ∈ [−1, 1])

例题 2.16求 f(x) =
1

x2 + 4x+ 3
在 x = 1处的幂级数展开。

解令 t = x− 1，则 f(x) =
1

t2 + 6t+ 8
∆
=== g(t)，转化为求 g(t)在 t = 0处的幂级数展开。利

用级数加法：

g(t) =
1

2

(
1

t+ 2
− 1

t+ 4

)
=

1

2

(
1

2

∞∑
n=0

(
− t

2

)n

− 1

4

∞∑
n=0

(
− t

4

)n
)

(2.35)

其中 t满足： 
− 1 <

t

2
< 1

− 1 <
t

4
< 1

⇒ −2 < t < 2 (2.36)

x = 1 + t代入式 (2.35)(2.36)，得：

f(x) =
∞∑
n=0

(
1

2n+2
− 1

22n+3

)
(−1)n(x− 1)n (−1 < x < 3) (2.37)

由幂级数展开的唯一性知式 (2.37)即为 f(x)在 x = 1处的幂级数展开。 □

例题 2.17求 f(x) =
ln(1− x)

1− x
在 x = 0处的幂级数展开。
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2.5 幂级数展开

解利用初等函数的幂级数展开：

1

1− x
=

∞∑
n=0

xn ln(1− x) = −
∞∑
n=1

1

n
xn (2.38)

其中 x满足： − 1 < x < 1

− 1 < (−x) ⩽ 1
⇒ −1 < x < 1 (2.39)

令 an = 1 (∀n ∈ N)，bn = − 1

n
(n ⩾ 1), b0 = 0，故：

cn =
n∑

k=0

akbn−k =


−
(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n

)
n ⩾ 1

0 n = 0

(2.40)

利用幂级数的 Cauchy乘积 (定理2.18)，结合式 (2.38)∼(2.40)得：

f(x) = −
∞∑
n=1

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n

)
xn (2.41)

由幂级数展开的唯一性知式 (2.41)即为 f(x)在 x = 0处的幂级数展开。 □

例题 2.18求 f(x)在 x = 0处的幂级数展开，其中：

f(x) =

∫ x

0

sin t

t
dt

解令 g(x) =
sin x

x
(x 6= 0)，补充定义 g(0) = 1，则 g(x)在 x ∈ R上连续，又 f(x)=

∫ x

0

g(t)dt，

故 f(x)在 x ∈ R上可导，且 f ′(x) = g(x) (x ∈ R).

对 g(x)在 x = 0做幂级数展开得：

sin x

x
=

1

x

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1 =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n (x ∈ (−∞,+∞))

故：

f ′(x) =
1

x

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1 =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n (x ∈ (−∞,+∞)) (2.42)

对式 (2.42)两边在 0 ∼ x上积分，由于 f(0) = 0得：

f(x) =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)(2n+ 1)!
x2n+1 (x ∈ (−∞,+∞)) (2.43)

由幂级数展开的唯一性知式 (2.43)即为 f(x)在 x = 0处的幂级数展开。 □
�
笔记对于幂级数展开，需要注意下几点：
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2.5 幂级数展开

(1)幂级数展开一定要标注收敛域；
(2)灵活运用间接法求幂级数，如：级数的加法乘法，求导，积分，换元等等；
(3)验证计算得到的幂级数是原函数的幂级数展开需要利用幂级数展开的唯一性。

例题 2.19 f(x) ∈ C∞([−1, 1])，且当 x ∈ [−1, 1]时，f (n)(x) ⩾ 0 (∀n ∈ N)，则 f(x)在 (−1, 1)

上可以展开为
∞∑
n=0

anx
n.

解由命题 2.3，只需证对任意固定的 x ∈ (−1, 1)， lim
n→∞

Rn(x) = 0。由于：

Rn(x) = f(x)−
n∑

k=0

f (k)(0)

k!
(x)k (∀n ∈ N) (2.44)

故 R
(k)
n (0) = 0 (∀0 ⩽ k ⩽ n)，R(n+1)

n (0) = f (n+1)(0).

在定理 2.19中我们用 Taylor公式的 Lagrange余项刻画 Rn(x)，下面我们用积分余项：

Rn(x) =

∫ x

0

R
′

n(t)dt

=

∫ x

0

R
′

n(t)d(t− x)

= R
′

n(t)(t− x)
∣∣x
0
−
∫ x

0

R
′′

n(t)(t− x)dt

=

∫ x

0

R
′′

n(t)(x− t)dt

· · ·

=
1

n!

∫ x

0

R(n+1)
n (t)(x− t)ndt

=
1

n!

∫ x

0

f (n+1)(t)(x− t)ndt

(2.45)

令 t = ux，代入式 (2.45)得：

Rn(x) =
xn+1

n!

∫ 1

0

f (n+1)(ux)(1− u)ndu (2.46)

当 x ∈ [−1, 1]时，f (n)(x) ⩾ 0 (∀n ∈ N)，因此 f (n)(x) (∀n ∈ N)在 [−1, 1]单调递增，结合式

(2.46)得 ∀n ∈ N, x ∈ [−1, 1]都有：

−x
n+1

n!

∫ 1

0

f (n+1)(u)(1− u)ndu ⩽ Rn(x) ⩽
xn+1

n!

∫ 1

0

f (n+1)(u)(1− u)ndu

即：

−xn+1Rn(1) ⩽ Rn(x) ⩽ xn+1Rn(1) (∀n ∈ N, x ∈ [−1, 1]) (2.47)

又 x = 1代入式 (2.44)得 Rn(1) ⩽ f(1)，代入式 (2.46)得 Rn(1) ⩾ 0，故结合式 (2.47)得：
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2.6 多项式一致逼近函数

−xn+1f(1) ⩽ Rn(x) ⩽ xn+1f(1) (∀n ∈ N, x ∈ [−1, 1]) (2.48)

对任意固定的 x ∈ (−1, 1)，在式 (2.48)中令 n→ ∞得 lim
n→∞

Rn(x) = 0，故 f(x)在 (−1, 1)上

可以展开为
∞∑
n=0

anx
n. □

2.6 多项式一致逼近函数

定义 2.8 (多项式一致逼近)

♣

若 ∀ε > 0，∃Pε(x)多项式，使得：

|Pε(x)− f(x)| < ε (∀x ∈ I)

或者 ∀n ∈ N∗，∃Pn(x)多项式，使得：

|Pn(x)− f(x)| < 1

n
(∀x ∈ I)

则称 f(x)在 I 上可以被多项式一致逼近。

�
笔记幂级数展开和多项式一致逼近有很大差别：

(1)幂级数展开要求 f(x) ∈ C∞(I)，多项式一致逼近只需要 f(x) ∈ C([a, b])；

(2)能幂级数展开的充要条件是逐点收敛，幂级数在收敛半径内是内闭一致收敛，多项式一致
逼近要求在 I 上一致收敛；

(3)幂级数展开具有唯一性，即有固定的形式，多项式一致逼近没有。

下面介绍本节的主要定理。此定理十分重要，在往后的学习中会经常出现。

定理 2.20 (Weierstrass一致逼近)

♥若 f(x)在 [a, b]上连续，则 f(x)在 [a, b]上可以用多项式一致逼近。

注定理 2.20中的有界闭区间不可以随意改变，否则有反例：

(1)对开区间 (0, 1)：f(x) =
1

x
，f(x)在 (0, 1)无界，但多项式有界，一定不能一致逼近；

(2)对无界区间 (1,+∞)：f(x) =
1

x
，f(x)在 (1,+∞)有界，但多项式无界，也不能一致逼近；

为了证明定理 2.20，我们先证明下面两个引理。

引理 2.1

♥

令：

Cn =

(∫ 1

−1

(1− x2)ndx

)−1

(∀n ∈ N∗)

则 Cn <
√
n (∀n ∈ N∗).

证明 利用伯努利不等式得：

(1− x2)n ⩾ 1− nx2 (∀x ∈ [0, 1])
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2.6 多项式一致逼近函数

故： ∫ 1

−1

(1− x2)ndx = 2

∫ 1

0

(1− x2)ndx

⩾ 2

∫ 1√
n

0

(1− x2)ndx

⩾ 2

∫ 1√
n

0

(1− nx2)dx

=
4

3
√
n

>
1√
n

故 Cn <
√
n (∀n ∈ N∗). □

引理 2.2

♥

令Qn(x) = Cn(1−x2)n，Cn如引理 2.1所示。若 f(x) ∈ C([0, 1])且 f(0) = f(1)，f(x) =

0 (x 6∈ [0, 1])，则存在多项式序列 {Pn(x)}，使得 f(x)在 [0, 1]上可以被 {Pn(x)}一致逼
近，其中：

Pn(x) =

∫ 1

−1

f(x− t)Qn(t)dt (∀n ∈ N∗)

证明 需要证明 Pn(x)是多项式，以及 f(x)在 [0, 1]上可以被 {Pn(x)}一致逼近。
(i)令 y = x− t得：

Pn(x) =

∫ 1

−1

f(x− t)Qn(t)dt =

∫ x+1

x−1

f(y)Qn(x− y)dy (2.49)

由于 x ∈ [0, 1]，故 x− 1 ⩽ 0 ⩽ x+ 1，f(x) = 0 (x 6∈ [0, 1])，因此式 (2.49)变为：

Pn(x) =

∫ 1

0

f(y)Qn(x− y)dy = Cn

∫ 1

0

f(y)(1− (x− y)2)ndy (2.50)

式 (2.50)右边的积分对 y积，与 x无关，因此展开后可得 Pn(x)为关于 x的多项式。

(ii)首先有 Qn(t) ⩾ 0 (∀t ∈ [−1, 1])，且有：∫ 1

−1

Qn(t)dt = Cn(t)

∫ 1

−1

(1− t2)ndt = Cn ·
1

Cn

= 1 (∀n ∈ N∗) (2.51)

由条件知 f(x) ∈ C(R)，故 ∃M，使得 |f(x)| < M (x ∈ R)，且由一致连续，∀ε > 0，

∃0 < δ < 1，使得：

|f(s)− f(t)| < ε

2
(s, t ∈ R, |s− t| < δ) (2.52)
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2.6 多项式一致逼近函数

因此由式 (2.51)得：

|Pn(x)− f(x)| =
∣∣∣∣∫ 1

−1

f(x− t)Qn(t)dt−
∫ 1

−1

f(x)Qn(t)dt

∣∣∣∣
⩽
∫ 1

−1

|f(x− t)− f(x)|Qn(t)dt

= I1 + I2 + I3 (∀x ∈ [0, 1], n ∈ N∗)

(2.53)

其中 I1, I2, I3分别是 |f(x− t)− f(x)|Qn(t)关于 t在 [−1,− δ
2
], [− δ

2
, δ
2
], [ δ

2
, 1]上的积分。

对 I2由式 (2.51)(2.52)得：

I2 ⩽
ε

2

∫ δ
2

− δ
2

Qn(t)dt ⩽
∫ 1

−1

Qn(t)dt =
ε

2
· 1 =

ε

2
(2.54)

对 I3由引理 2.1，在取定 δ后，对任意 n充分大且与 x无关，都有：

I3 ⩽ 2M

∫ 1

δ
2

Qn(t)dt

= 2M

∫ 1

δ
2

Cn(1− t2)ndt

⩽ 2MCn

∫ 1

δ
2

(
1− δ2

4

)n

dt

=MCn(2− δ)

(
1− δ2

4

)n

< 2M
√
n

(
1− δ2

4

)n

<
ε

4

(2.55)

对 I1与 I3同理，对任意 n充分大且与 x无关也有 I1 <
ε

4
.

因此由式 (2.53)∼(2.55)可得 Pn(x) ⇒ f(x) (x ∈ [0, 1]). □

现在我们回到定理 2.20的证明。
证明 引理 2.2已经证明了定理 2.20在 f(0) = f(1) = 0, x ∈ [0, 1]的特殊情形，下面证明一般

情形。

(i)若 f(0) 6= f(1)，则令 g(x) = f(x)− f(0)− x(f(1)− f(0))，则 g(0) = g(1) = 0，从而存在

多项式序列 {Pn(x)}，使得 Pn(x) ⇒ g(x) (x ∈ [0, 1])，从而：

Pn(x) + (f(1)− f(0))x+ f(0) ⇒ f(x) (x ∈ [0, 1])

(ii)若是一般闭区间 [a, b]，则令 x = a+ t(b− a)，则 f(x) = f(a+ t(b− a)) = h(t) (t ∈ [0, 1])，

对 h(t)做多项式一致逼近后把 t换元回 x即可。 □
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例题 2.20已知 f(x) ∈ C([0, 1])，求证：

lim
n→∞

1

2n

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
f

(
k

n

)
= 0

解 (i)先证：
n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)(
k

n

)m

= 0 (∀n > m ⩾ 0) (2.56)

用数学归纳法。首先m = 0时，对 ∀n ∈ N∗，
n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
= (1− 1)n = 0.

假设 n ⩾ 1时对 ∀0 ⩽ m < n式 (2.56)成立。则 n+ 1时对 ∀1 ⩽ m < n+ 1，利用 Abel求和公
式得：

n+1∑
k=0

(−1)k
(
n+ 1

k

)(
k

n+ 1

)m

=
n+1∑
k=0

(
(−1)k

(
n+ 1

k

)(
k

n+ 1

)m−1
)(

k

n+ 1

)

=
−1

n+ 1

n∑
k=0

k∑
t=0

(−1)t
(
n+ 1

t

)(
t

n+ 1

)m−1

+
n+1∑
k=0

(−1)k
(
n+ 1

k

)(
k

n+ 1

)m−1

= −
(

n

n+ 1

)m n∑
t=0

(−1)t
(
n

t

)(
t

n

)m−1

+
n+1∑
k=0

(−1)k
(
n+ 1

k

)(
k

n+ 1

)m−1

(2.57)

其中式 (2.57)的前一项的求和部分是式 (2.56)的 n,m− 1情形，又已假设 1 ⩽ m < n+ 1，故

0 ⩽ m− 1 < n，由归纳假设知式 (2.57)前一项为 0。式 (2.57)后一项是式 (2.56)的 n+ 1，

m− 1情形，因此得到递推式：

n+1∑
k=0

(−1)k
(
n+ 1

k

)(
k

n+ 1

)m

=
n+1∑
k=0

(−1)k
(
n+ 1

k

)(
k

n+ 1

)m−1

(∀1 ⩽ m < n+ 1)

故：
n+1∑
k=0

(−1)k
(
n+ 1

k

)(
k

n+ 1

)m

=
n+1∑
k=0

(−1)k
(
n+ 1

k

)
= 0

故由式 (2.57)知 n+ 1时对 ∀0 ⩽ m < n+ 1式 (2.56)成立，由数学归纳法得式 (2.56)对
∀n > m ⩾ 0成立。

(ii)由 (i)得任给多项式 P (x)都有：

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
P

(
k

n

)
= 0

(
∀n > deg(P (x))

)
(2.58)

由于 f(x) ∈ C([0, 1])，故由定理 2.20，存在多项式序列 {Pn(x)}在 [0, 1]一致逼近 f(x)，则

∀ε > 0，∃N ∈ N∗，使得 |f(x)− PN(x)| < ε (∀x ∈ [0, 1])，从而：
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2.7 幂级数在组合数中的应用∣∣∣∣∣ 12n
n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
f

(
k

n

)
− 1

2n

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
PN

(
k

n

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 12n
n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)(
f

(
k

n

)
− PN

(
k

n

))∣∣∣∣∣
⩽ ε · 1

2n

n∑
k=0

(
n

k

)
= ε

(2.59)

故结合式 (2.58)(2.59)可得结论成立。 □

2.7 幂级数在组合数中的应用

定义 2.9 (生成函数，母函数)

♣
{an}∞n=0为给定数列，则称

∞∑
n=0

anx
n为该数列的生成函数或者母函数。

母函数的主要应用是将某些跟数列求和有关的问题转化为幂级数运算的系数问题，具体

见下面两道例题。

例题 2.21已知 a0 = 0，a1 = 1，an =
n∑

k=0

akan−k (n ⩾ 2).求 an (n ⩾ 2).

解由于 {an}的递推式是 Cauchy乘积系数的形式，因此考虑母函数 f(x) =
∞∑
n=0

anx
n得：

f 2(x) =

(
∞∑
n=0

anx
n

)2

=
∞∑
n=0

(
n∑

k=0

akan−k

)
xn

=
∞∑
n=2

(
n∑

k=0

akan−k

)
xn

=
∞∑
n=2

anx
n

= f(x)− x

从而得到关于 f(x)的方程组： f
2(x)− f(x) + x = 0

f(0) = a0 = 0

46



2.7 幂级数在组合数中的应用

解得：

f(x) =
1−

√
1− 4x

2
(2.60)

最后对式 (2.60)右边做幂级数展开，由于：

(1− 4x)−
1
2 =

∞∑
n=0

(
−1

2

n

)
(−4x)n

=
∞∑
n=0

(−1)n
(2n− 1)!!

2n · n!
(−4x)n

=
∞∑
n=0

(2n)!

(n!)2
xn

=
∞∑
n=0

(
2n

n

)
xn

(2.61)

故比较 xn系数可得：

an =
1

n

(
2n− 2

n− 1

)
(n ⩾ 2) (2.62)

再由幂级数展开的唯一性，式 (2.62)即为所求。 □

例题 2.22试证：
n∑

k=0

k

(
2k

k

)(
2n− 2k

n− k

)
= n · 2n−1 (∀n ∈ N∗)

解待证左式具有 Cauchy乘积的形式，所用的母函数猜测可以由式 (2.61)得到。问题关键是
系数中的 k，这个可以通过求导得到。因此令 f(x) = (1− 4x)−

1
2，则：

xf ′(x) = x
∞∑
n=1

n

(
2n

n

)
xn−1 =

∞∑
n=0

n

(
2n

n

)
xn (2.63)

又：

xf ′(x) · f(x) = 2x

(1− 4x)2
(2.64)

由式 (2.61)(2.63)可得，待证左式为式 (2.64)左边幂级数展开后 xn的系数，对式 (2.64)右边：

2x

(1− 4x)2
= 2x

∞∑
n=0

(
−2

n

)
(−4x)n = 2x

∞∑
n=0

4n(n+ 1)xn =
∞∑
n=1

n · 22n−1xn

由幂级数展开唯一性知结论成立。 □
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第 3章 反常积分

在本章开始之前，先回顾数分 A1所学的反常积分知识。反常积分包括无穷积分和瑕积
分，两者定义如下。

定义 3.1 (无穷积分)

♣

一个积分称为无穷积分，若其积分区间无界，即形如

∫ +∞

a

f(x)dx。

无穷积分

∫ +∞

a

f(x)dx收敛是指：f(x)在任意有限区间 [a,A] (A > a)上可积，且：

lim
A→+∞

∫ A

a

f(x)dx = S ∈ R

此时记

∫ +∞

a

f(x)dx = S。反之则称其发散。

定义 3.2 (瑕积分)

♣

一个积分称为瑕积分，若其形如

∫ b

a

f(x)dx，但 f(x)在 [a, b]上有瑕点。

若 f(x)定义在 (a, b]上，且 f(x)在 x→ a+时无界，则称 a为 f(x)的一个瑕点。

设只有 a为瑕点，则瑕积分

∫ b

a

f(x)dx收敛是指：f(x)在任意有限区间 [a+ ε, b] (ε > 0)

上可积，且：

lim
ε→0+

∫ b

a+ε

f(x)dx = S ∈ R

此时记

∫ b

a

f(x)dx = S。反之则称其发散。

在数分 A1时我们已经学习了某些特殊反常积分的敛散性，在往后的章节中这些都将当
作已知。 ∫ +∞

1

1

xp
dx⇒

收敛 (p > 1)

发散 (p ⩽ 1)

∫ 1

0

1

xp
dx⇒

收敛 (p < 1)

发散 (p ⩾ 1)

3.1 非负函数无穷积分的判别法
正项级数可以视为非负函数无穷积分的离散版本，用测度论（实分析内容）语言描述则

是：正项级数可以视为离散/计数测度下的无穷积分。由于它们的本质相同，因此主要定理，
判别法也是类似的。



3.1 非负函数无穷积分的判别法

定理 3.1 (非负函数无穷积分的充要条件)

♥

若 f(x) ⩾ 0 (x ∈ [a,+∞))，则：∫ +∞

a

f(x)dx收敛 ⇐⇒ F (x) =

∫ x

a

f(t)dt在 x ∈ [a,+∞)有界

提示：F (x)在 [a,+∞)单增，故 F (+∞)存在有限 ⇐⇒ F (x)在 [a,+∞)有界。

定理 3.2 (非负函数无穷积分的比较判别法)

♥

若对充分大的 x ∈ [a,+∞)有 0 ⩽ f(x) ⩽ g(x)则：

(1)
∫ +∞

a

g(x)dx收敛⇒
∫ +∞

a

f(x)dx收敛.

(2)
∫ +∞

a

f(x)dx发散⇒
∫ +∞

a

g(x)dx发散.

提示：利用定理 3.1。

定理 3.3 (定理 3.2的极限形式)

♥

已知 f(x), g(x) ⩾ 0 (x ∈ [a,+∞))，设 l = lim
x→+∞

f(x)

g(x)
，则：

(1) l = 0：

∫ +∞

a

g(x)dx收敛⇒
∫ +∞

a

f(x)dx收敛；

(2) l = +∞：
∫ +∞

a

g(x)dx发散⇒
∫ +∞

a

f(x)dx发散；

(3) l ∈ (0,+∞)：

∫ +∞

a

g(x)dx与

∫ +∞

a

f(x)dx同敛散。

提示：完全类比定理1.7的证明。

下面我们研究无穷积分的”子列”问题。考虑一般的可积函数（不需要非负条件），根据
无穷积分的定义立即可以得到下面的命题成立。

命题 3.1

♠

∫ +∞

a

f(x)dx收敛 ⇐⇒ ∀{An}满足：单调递增， lim
n→∞

An = +∞，都有：

lim
n→∞

∫ An

a

f(x)dx = S (S ∈ R,与{An}选取无关) (3.1)

无论哪个方向，最终都有： ∫ +∞

a

f(x)dx = S
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3.1 非负函数无穷积分的判别法

提示：定义 3.1结合极限与子列极限的关系。

注如果只是存在某个 {An}使得式 (3.1)成立，则无穷积分不一定收敛，反例：
∫ +∞

0

cos xdx。

一方面有：

lim
A→+∞

∫ A

0

cos xdx = lim
A→+∞

sinA

上式右边极限不存在，故

∫ +∞

0

cos xdx发散。另一方面，令 An = nπ (∀n ∈ N∗)，则：

∫ An

0

cos xdx = 0 (∀n ∈ N∗)

故 lim
n→∞

∫ An

0

cos xdx = 0.

�
笔记在命题 3.1中若已知无穷积分收敛，则可以将无穷积分转化成数项级数。不妨设 {An}
严格递增且 A1 = a，则： ∫ +∞

a

f(x)dx = lim
A→+∞

∫ A

a

f(x)dx

= lim
N→+∞

∫ AN

A1

f(x)dx

= lim
N→+∞

N∑
n=1

∫ An+1

An

f(x)dx

=
∞∑
n=1

∫ An+1

An

f(x)dx

将无穷积分转化为级数的过程启发我们给出“通过积分子列收敛得到无穷积分收敛”的

充分条件。

定理 3.4

♥

已知 f(x) ⩾ 0 (x ∈ [a,+∞))，若 ∃{An}满足：A1 = a，严格单增，且 lim
n→∞

An = +∞，

使得
∞∑
n=1

∫ An+1

An

f(x)dx收敛，则

∫ +∞

a

f(x)dx收敛，且有：

∫ +∞

a

f(x)dx =
∞∑
n=1

∫ An+1

An

f(x)dx

证明 ∀A > a，∃N ∈ N∗，使得 AN < A < AN+1，由 f(x) ⩾ 0 (x ∈ [a,+∞))可得：

N−1∑
n=1

∫ An+1

An

f(x)dx ⩽
∫ A

a

f(x)dx ⩽
N∑

n=1

∫ An+1

An

f(x)dx

故由夹逼定理知结论成立。 □
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3.2 无穷积分的其他判别法

例题 3.1试证以下无穷积分收敛： ∫ +∞

0

x

1 + x6 sin2 x
dx

解设 f(x) =
x

1 + x6 sin2 x
，则 f(x) ⩾ 0 (x ∈ [0,+∞)，因此由定理 1.4，只需找到合适的 {An}

即可。

为方便放缩计算，我们考虑的 {An}相邻两项之间相差应为 sin2 x的一个周期，故尝试 An =

nπ (∀n ∈ N∗)，记 an =
∫ An+1

An
f(x)dx ⩾ 0 (∀n ∈ N∗)，则：∫ +∞

0

f(x)dx =
∞∑
n=1

an (3.2)

对 an进行放缩，得：

an =

∫ (n+1)π

nπ

f(x)dx

⩽
∫ (n+1)π

nπ

(n+ 1)π

1 + (nπ)6 sin2 x
dx

= 2(n+ 1)π

∫ π
2

0

1

1 + (nπ)6 sin2 x
dx

⩽ 2(n+ 1)π

∫ π
2

0

1

cos x+ (nπ)6 sin2 x
dx

t=tanx
====== 2(n+ 1)π

∫ +∞

0

1

1 + (nπ)6t2
dt

u=(nπ)3t
=======

2(n+ 1)π

(nπ)3

∫ +∞

0

1

1 + u2
du

=
n+ 1

n3π
(∀n ∈ N∗)

(3.3)

由式 (3.3)结合正项级数的比较判别法知
∞∑
n=1

an收敛，故由式 (3.2)，无穷积分收敛。 □

�
笔记 (1)命题 3.1和定理 3.4给证明无穷积分收敛/发散提供了了有力工具：

(i)若要证非负函数的无穷积分收敛，则只需要找到合适的 {An}，对
∞∑
n=1

an利用正项级数的

判别法证明收敛；

(ii)若要证无穷积分发散，则只需要找到合适的 {An}，使得式 (3.1)的极限不存在。

(2)仍考虑例题 3.1，由于 lim
x→+∞

f(x)不存在 (实际上有： lim
x→+∞

f(x) = +∞)，这说明：∫ +∞

0

f(x)dx收敛 6⇒ lim
x→+∞

f(x) = 0

但是在数项级数中，级数收敛可以推出通项趋于 0。这是无穷积分和数项级数的一个很大的

不同！
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3.2 无穷积分的其他判别法

3.2 无穷积分的其他判别法
由于无穷积分收敛的定义是变上限积分函数在 +∞极限存在，因此运用 +∞的 Cauchy

收敛可得下面的定理。

定理 3.5 (无穷积分的 Cauchy收敛)

♥

∫ +∞

a

f(x)dx收敛 ⇐⇒ ∀ε > 0，∃A > a，使得:∣∣∣∣∫ b2

b1

f(x)dx

∣∣∣∣ < ε (∀b1, b2 > A)

提示：令 F (x) =

∫ x

a

f(t)dt，对 F (x)在 +∞用函数的 Cauchy收敛。

推论 3.1

♥
若

∫ +∞

a

|f(x)|dx收敛，则
∫ +∞

a

f(x)dx收敛。

提示：运用定理 3.5和积分的绝对值不等式。

由推论 3.1，我们可以类比数项级数定义无穷积分的绝对收敛性和条件收敛性。

定义 3.3 (无穷积分的绝对/条件收敛)

♣

∫ +∞

a

f(x)dx绝对收敛，若

∫ +∞

a

|f(x)|dx收敛。∫ +∞

a

f(x)dx条件收敛，若

∫ +∞

a

f(x)dx收敛，但

∫ +∞

a

|f(x)|dx发散。

注由推论 3.1，无穷积分的绝对收敛蕴含无穷积分本身收敛。

�
笔记注意无穷积分和有限闭区间上积分的以下区别：

(1)在 (a,+∞)积分，绝对收敛可以推出本身收敛，反之不然；

(2)在 [a, b]积分，f(x) Riemann可积可以推出 |f(x)| Riemann可积，反之不然。

下面我们类比数项级数的 Dirichlet，Abel判别法，尝试给出无穷积分的对应判别法。由
数项级数的知识可知，这两个判别法的关键在于 Abel引理，因此我们需要给出无穷积分的
Abel引理。为此我们需要做一些准备。

定理 3.6 (第二积分中值定理)
已知 f(x)在 [a, b]Riemann可积，g(x) ⩾ 0 (x ∈ [a, b])：

(1)若 g(x)在 [a, b]单调递减，则 ∃ ξ ∈ [a, b]，使得：

∫ b

a

f(x)g(x)dx = g(a)

∫ ξ

a

f(x)dx；
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3.2 无穷积分的其他判别法

♥
(2)若 g(x)在 [a, b]单调递增，则 ∃ η ∈ [a, b]，使得：

∫ b

a

f(x)g(x)dx = g(b)

∫ b

η

f(x)dx.

证明 (1)由 g(x)单调知 g(x)在 [a, b]也 Riemann可积，因此 f(x)g(x)在 [a, b]上 Riemann可
积。任意给定分割 π : a = x0 < x1 < · · · < xn = b，有：∫ b

a

f(x)g(x)dx =
n∑

i=1

∫ xi

xi−1

f(x)g(x)dx

=
n∑

i=1

∫ xi

xi−1

f(x)g(xi−1)dx+
n∑

i=1

∫ xi

xi−1

f(x)(g(x)− g(xi−1))dx

= I1 + I2

(3.4)

由于 f(x)在 [a, b]上 Riemann可积，因此 f(x)在 [a, b]有界，记 |f(x)| ⩽ K (∀x ∈ [a, b])，ωi

为 g(x)在 [xi−1, xi]的振幅，∆xi = xi − xi−1 (1 ⩽ i ⩽ n)，故：

|I2| ⩽ K
n∑

i=1

ωi∆xi (3.5)

由 g(x)在 [a, b]也 Riemann可积得：

lim
∥π∥→0

n∑
i=1

ωi∆xi = 0 (3.6)

故结合式 (3.5)(3.6)得：

lim
∥π∥→0

I2 = 0 (3.7)

记 F (x) =

∫ x

a

f(t)dt (x ∈ [a, b])利用 Abel求和公式可得：

I1 =
n∑

i=1

g(xi−1)(F (xi)− F (xi−1))

=
n∑

i=1

F (xi)(g(xi−1)− g(xi)) + F (b)g(b)

(3.8)

由于 f(x)在 [a, b]上 Riemann可积，故 F (x)在 [a, b]连续，记m = min
x∈[a,b]

{F (x)}，M =

max
x∈[a,b]

{F (x)}，则利用 g(x)单减非负和式 (3.8)可得：

mg(a) ⩽ I1 ⩽Mg(a) (3.9)

故结合式 (3.4)(3.7)，对式 (3.9)令 ‖π‖ → 0得：

mg(a) ⩽
∫ b

a

f(x)g(x)dx ⩽Mg(a) (3.10)
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3.2 无穷积分的其他判别法

(i)若 g(a) = 0，由于 g(x)在 [a, b]单减非负，因此 g(x) = 0 (∀x ∈ [a, b])，从而第二中值定理

自然成立。

(ii)若 g(a) > 0，则式 (3.10)可变为：

m ⩽
∫ b

a
f(x)g(x)dx

g(a)
⩽M

因此对连续函数 F (x)由介值定理，∃ ξ ∈ [a, b]，使得：∫ ξ

a

f(x)g(x)dx = F (ξ) =

∫ b

a
f(x)g(x)dx

g(a)
(3.11)

对式 (3.11)做简单变形即证。

(2)令 x = a+ b− t，则：∫ b

a

f(x)g(x)dx =

∫ b

a

f(a+ b− t)g(a+ b− t)dt (3.12)

其中 f(a+ b− t)关于 t ∈ [a, b]依旧 Riemann可积，g(a+ b− t)关于 t ∈ [a, b]单减非负，因此

由 (1)可得： ∫ b

a

f(a+ b− t)g(a+ b− t)dt

= g(b)

∫ ξ

a

f(a+ b− t)dt
x=a+b−t
======= g(b)

∫ b

a+b−ξ

f(x)dx

(3.13)

故令 η = a+ b− ξ ∈ [a, b]，结合式 (3.12)(3.13)即证。 □

定理 3.7 (推广的第二积分中值定理)

♥

若 f(x)在 [a, b] Riemann可积，g(x)在 [a, b]单调，则 ∃ ξ ∈ [a, b]，使得：∫ b

a

f(x)g(x)dx = g(a)

∫ ξ

a

f(x)dx+ g(b)

∫ b

ξ

f(x)dx

证明 不妨设 g(x)在 [a, b]单调递减，令 φ(x) = g(x)− g(b)，则 φ(x)在 [a, b]单减非负，因此

由定理 3.6(1)：∃ ξ ∈ [a, b]，使得：∫ b

a

f(x)φ(x)dx = φ(a)

∫ ξ

a

f(x)dx (3.14)

将 g(x) = φ(x) + g(b)返代式 (3.14)可得结论成立。 □

由定理 3.7容易给出无穷积分 Abel引理的证明。

引理 3.1 (无穷积分的 Abel引理)
已知 f(x)在 [a, b] Riemann可积，g(x)在 [a, b]单调。若 ∃M，使得对 ∀A > a都有：
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3.2 无穷积分的其他判别法

♥

∣∣∣∣∫ A

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ⩽M

则： ∣∣∣∣∫ b

a

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣ ⩽M

(
|g(a)|+ 2|g(b)|

)

提示：运用定理 3.7，其中：∣∣∣∣∫ b

ξ

f(x)dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx−
∫ ξ

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ⩽ 2M

有了 Abel引理，便容易得到无穷积分的 Dirichlet,Abel判别法。

定理 3.8 (无穷积分的 Dirichlet判别法)

♥

若 f(x), g(x)满足：

(i) g(x)在 [a,+∞)单调，且 lim
x→+∞

g(x) = 0；

(ii) f(x)在 [a,+∞)有界，即 ∃M，使得
∣∣∣∣∫ A

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ⩽M (∀A > a)；

则

∫ +∞

a

f(x)g(x)dx收敛。

定理 3.9 (无穷积分的 Abel判别法)

♥

若 f(x), g(x)满足：

(i) g(x)在 [a,+∞)单调有界； (ii)
∫ +∞

a

f(x)dx收敛；

则

∫ +∞

a

f(x)g(x)dx收敛。

提示：定理 3.8,3.9的证明可完全仿照定理1.18,1.19.

例题 3.2研究下列无穷积分的绝对/条件收敛性：∫ +∞

1

sin x

x
dx

解 (i)由于
1

x
在 [1,+∞)递减趋于 0，且：∣∣∣∣∫ A

1

sin xdx

∣∣∣∣ = | cos 1− cosA| ⩽ 2 (∀A > 1)

故由 Dirichlet判别法得
∫ +∞

1

sin x

x
dx收敛。
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3.3 瑕积分的收敛判别法

(ii)由于： ∣∣∣∣sin xx
∣∣∣∣ ⩾ sin2 x

x
=

1

2x
− cos 2x

2x
⩾ 0 (x > 1) (3.15)

对式 (3.15)两边在 [1,+∞)积分，由于

∫ +∞

1

1

2x
dx发散，与 (i)同理得

∫ +∞

1

cos 2x

2x
dx收敛，

因此由非负函数无穷积分的比较判别法知

∫ +∞

1

∣∣∣∣sin xx
∣∣∣∣ dx发散。故原积分条件收敛。 □

3.3 瑕积分的收敛判别法
本节内容没有特别提及的积分均是瑕积分，且均假定被积函数在 [a, b]上只有 x = a一个

瑕点。

瑕积分与无穷积分一样，也有对应的比较判别法和 Cauchy收敛。

定理 3.10 (非负函数瑕积分的比较判别法)

♥

若对充分靠近 a的 x ∈ (a, b]有 0 ⩽ f(x) ⩽ g(x)则：

(1)
∫ b

a

g(x)dx收敛⇒
∫ b

a

f(x)dx收敛.

(2)
∫ b

a

f(x)dx发散⇒
∫ b

a

g(x)dx发散.

定理 3.11 (定理 3.10的极限形式)

♥

已知 f(x), g(x) ⩾ 0 (x ∈ (a, b])，设 l = lim
x→a+

f(x)

g(x)
，则：

(1) l = 0：

∫ b

a

g(x)dx收敛⇒
∫ b

a

f(x)dx收敛；

(2) l = +∞：
∫ b

a

g(x)dx发散⇒
∫ b

a

f(x)dx发散；

(3) l ∈ (0,+∞)：

∫ b

a

g(x)dx与

∫ b

a

f(x)dx同敛散。

定理 3.12 (瑕积分的 Cauchy收敛)

♥

∫ b

a

f(x)dx收敛 ⇐⇒ ∀ε > 0，∃δ > 0，使得:∣∣∣∣∫ a+η2

a+η1

f(x)dx

∣∣∣∣ < ε (∀η1, η2 ∈ (0, δ))
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3.3 瑕积分的收敛判别法

推论 3.2

♥
若瑕积分

∫ b

a

|f(x)|dx收敛，则
∫ b

a

f(x)dx收敛。

由推论 3.2可以类似定义瑕积分的绝对收敛和条件收敛，同样有绝对收敛蕴含本身收敛，
在此不再赘述。

�
笔记同样是在有限闭区间 [a, b]上积分，注意 Riemann积分和瑕积分的以下区别：
(1)对 Riemann积分，f(x)在 [a, b] Riemann可积可以推出 |f(x)|在 [a, b] Riemann可积，反之
不然；

(2)对瑕积分，绝对收敛可以推出本身收敛，反之不然。

瑕积分也有对应的 Dirichlet,Abel判别法，但是更多时候，我们更倾向于把瑕积分转化为
无穷积分，用无穷积分的收敛判别法来考虑问题。转化方法如下：∫ b

a

f(x)dx = lim
ε→0+

∫ b

a+ε

f(x)dx

y= 1
x−a

======

∫ 1
b−a

+∞
f(a+

1

y
) · (− 1

y2
)dy

=

∫ +∞

1
b−a

1

y2
f(a+

1

y
)dy

例题 3.3(Gamma函数) 求 s的范围，使得下列反常积分收敛：∫ +∞

0

xs−1e−xdx (s ∈ R) (3.16)

解 x = 0是该反常积分可能的一个瑕点，因此：∫ +∞

0

xs−1e−xdx =

∫ 1

0

xs−1e−xdx+

∫ +∞

1

xs−1e−xdx = I1 + I2

对 I1：

(i)若 s ⩾ 1，则 lim
x→0+

xs−1e−x = 0，故此时 0不是瑕点，I1为 Riemann积分，收敛。

(ii)若 s < 1，则 lim
x→0+

xs−1e−x = +∞，故此时 0是瑕点，I1为瑕积分。进一步有：

lim
x→0+

xs−1e−x

xs−1
= 1 (s < 1)

故由定理 3.11，非负函数积分
∫ 1

0

xs−1e−xdx与

∫ 1

0

1

x1−s
dx同敛散。因此

∫ 1

0

xs−1e−xdx收敛

⇐⇒ 1− s < 1 ⇐⇒ s > 0.综上 s > 0时 I1收敛。

对 I2：由于
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3.3 瑕积分的收敛判别法

lim
x→+∞

xs−1e−x

x−2
= 0 (s ∈ R)

故由非负函数无穷积分比较判别法的极限形式，∀s ∈ R，I2收敛。

综上，当 s > 0时原积分收敛。 □

例题 3.4(Beta函数) 求 p, q的范围，使得下列反常积分收敛：∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1dx (p, q ∈ R) (3.17)

解 x = 0, 1是该反常积分可能的两个瑕点，因此给定 0 < a < 1有：∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1dx =

∫ a

0

xp−1(1− x)q−1dx+

∫ 1

a

xp−1(1− x)q−1dx = I1 + I2

(i)若 p, q ⩾ 1，则 0, 1均不是瑕点，积分收敛；

(ii)若 p < 1，则 0是瑕点，对 I1：

lim
x→0+

xp−1(1− x)q−1

xp−1
= 1

故由非负函数瑕积分的比较判别法得 I1收敛 ⇐⇒
∫ a

0

xp−1dx收敛 ⇐⇒ p > 0.

(iii)若 q < 1，则 1是瑕点，对 I2：

lim
x→1−

xp−1(1− x)q−1

(1− x)q−1
= 1

故由非负函数瑕积分的比较判别法得 I2收敛 ⇐⇒
∫ 1

a

(1− x)q−1dx收敛 ⇐⇒ q > 0.

综上，当 p, q > 0时原积分收敛。 □

�
笔记式 (3.16)(3.17)均可以看作关于参数的函数，由此定义了两个函数：

Γ(s) =

∫ +∞

0

xs−1e−xdx (s > 0) B(p, q) =

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1dx (p, q > 0)

Γ(s)称为 Gamma函数，B(p, q)称为 Beta函数，这两个函数将是第五章的重要数学对象，在
往后的复分析课程中也会出现。

例题 3.5研究下列反常积分的敛散性：∫ 1

0

| ln x|pdx (p ∈ R)

解 x = 0, 1是该反常积分可能的两个瑕点，因此给定 0 < a < 1有：∫ 1

0

| ln x|pdx =

∫ a

0

| ln x|pdx+
∫ 1

a

| ln x|pdx = I1 + I2
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3.3 瑕积分的收敛判别法

(i)若 p = 0，显然积分收敛；

(ii)若 p > 0，则 0是瑕点，对 I1：

lim
x→0+

| ln x|p

x−
1
2

t=− lnx
====== lim

t→+∞

tp

e
t
2

= 0

故由非负函数瑕积分的比较判别法得

∫ a

0

x−
1
2dx收敛⇒ I1收敛；

(iii)若 p < 0，则 1是瑕点，对 I2：

lim
x→1−

| ln x|p

(1− x)p
= 1

故由非负函数瑕积分的比较判别法得 I2收敛 ⇐⇒
∫ 1

a

(1− x)pdx收敛 ⇐⇒ p > −1.

综上，当 p > −1时原积分收敛。 □

例题 3.6研究下列反常积分的绝对/条件收敛性：∫ +∞

0

sin x

xµ
dx (µ ∈ R)

解 x = 0是该反常积分可能的瑕点，因此有：∫ +∞

0

sin x

xµ
dx =

∫ 1

0

sin x

xµ
dx+

∫ +∞

1

sin x

xµ
dx = I1 + I2

(i)若 µ > 0，对 I1有：

lim
x→0+

sinx
xµ

x1−µ
= 1

因此 µ > 1时 0为瑕点，µ ⩽ 1时 0不是瑕点，无论哪种情况，都有 I1收敛 ⇐⇒
∫ 1

0

x1−µdx

收敛 ⇐⇒ µ < 2.更进一步，I1是非负函数的瑕积分，因此 µ < 2时 I1绝对收敛，µ ⩾ 2时

I1发散。

仍旧是 µ > 0，由于 µ ⩾ 2时 I1发散，因此下面只考虑 0 < µ < 2的情形。对 I2，由于
1

xµ
关

于 x递减趋于 0，且： ∣∣∣∣∫ A

1

sin xdx

∣∣∣∣ = | cos 1− cosA| ⩽ 2 (∀A > 1)

因此由无穷积分的 Dirichlet判别法知 I2收敛。

当 0 < µ ⩽ 1时：∫ +∞

1

∣∣∣∣sin xxµ
∣∣∣∣ dx ⩾

∫ +∞

1

1− cos 2x

2xµ
dx =

∫ +∞

1

1

2xµ
dx−

∫ +∞

1

cos 2x

2xµ
dx

由无穷积分的 Dirichlet判别法可知
∫ +∞

1

cos 2x

2xµ
dx收敛，0 < µ ⩽ 1时

∫ +∞

1

1

2xµ
dx发散，从
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3.3 瑕积分的收敛判别法

而由非负函数无穷积分的比较判别法知

∫ +∞

1

∣∣∣∣sin xxµ
∣∣∣∣ dx发散。

当 1 < µ < 2时： ∣∣∣∣sin xxµ
∣∣∣∣ ⩽ 1

xµ
(x > 1)

因此由非负函数无穷积分的比较判别法知

∫ +∞

1

∣∣∣∣sin xxµ
∣∣∣∣ dx收敛。

(ii)若 µ ⩽ 0，则 0不是瑕点，该反常积分是一个无穷积分。由于：∫ (2k+1)π

2kπ

sin x

xµ
dx

x=t+2kπ
=======

∫ π

0

sin t

(t+ 2kπ)µ
dt ⩾

∫ π

0

sin xdx = 2 (∀k ∈ N∗) (3.18)

故此时

∫ +∞

0

sin x

xµ
dx一定不满足无穷积分的 Cauchy收敛，因此必发散。

综上，0 < µ ⩽ 1时，原积分条件收敛；1 < µ < 2时，原积分绝对收敛；µ ⩽ 0或 µ ⩾ 2时，

原积分发散。 □

最后我们提一提反常积分主值的概念。

定义 3.4 (两边均无界的无穷积分)

♣
无穷积分

∫ +∞

−∞
f(x)dx收敛，若 ∀a ∈ R，

∫ a

−∞
f(x)dx,

∫ +∞

a

f(x)dx均收敛。

定义 3.5 (无穷积分 Cauchy主值)

♣

若下列极限存在：

lim
A→+∞

∫ A

−A

f(x)dx

则称这个极限为无穷积分

∫ +∞

−∞
f(x)dx的 Cauchy主值，记为：

P.V.

∫ +∞

−∞
f(x)dx = lim

A→+∞

∫ A

−A

f(x)dx

注收敛的无穷积分，其 Cauchy主值必存在，反之不然。如：f(x) = x (x ∈ R)，其在 x ∈ R
上积分发散，但是其 Cauchy主值为 0。

对瑕积分也有类似的 Cauchy主值定义。

定义 3.6 (瑕点在内部的瑕积分)

若 c ∈ (a, b) 是 f(x) 在 [a, b] 上的唯一瑕点，则瑕积分

∫ b

a

f(x)dx 收敛，若 ∀ 0 < ε <
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3.3 瑕积分的收敛判别法

♣
min{c− a, b− c}，

∫ c−ε

a

f(x)dx,

∫ b

c+ε

f(x)dx均收敛。

定义 3.7 (瑕积分 Cauchy主值)

♣

若 c ∈ (a, b)是 f(x)在 [a, b]上的唯一瑕点，且下列极限存在：

lim
ε→0+

(∫ c−ε

a

f(x)dx+

∫ b

c+ε

f(x)dx

)

则称这个极限为瑕积分

∫ b

a

f(x)dx的 Cauchy主值，记为：

P.V.

∫ b

a

f(x)dx = lim
ε→0+

(∫ c−ε

a

f(x)dx+

∫ b

c+ε

f(x)dx

)

注收敛的瑕积分，其 Cauchy主值必存在，反之不然。如：f(x) =
1

x
(x ∈ [−1, 1]\{0})，其在

[−1, 1]上积分发散，但是其 Cauchy主值为 0。

例题 3.7已知 f(x)在 x ∈ R上连续，且 lim
x→+∞

f(x) = a, lim
x→−∞

f(x) = b，试证：∀η > 0都有：∫ +∞

−∞
(f(x+ η)− f(x))dx = η(a− b)

解即证：

lim
A→+∞
B→+∞

∫ A

−B

(f(x+ η)− f(x))dx = η(a− b) (3.19)

由于： ∫ A

−B

(f(x+ η)− f(x))dx =

∫ A+η

−B+η

f(x)dx−
∫ A

−B

f(x)dx

=

∫ A+η

A

f(x)dx−
∫ −B+η

−B

f(x)dx

(3.20)

以及：

η(a− b) =

∫ A+η

A

adx−
∫ −B+η

−B

bdx (3.21)

故结合式 (3.20)(3.21)，作差，并运用第一积分中值定理得：∣∣∣∣∫ A

−B

(f(x+ η)− f(x))dx− η(a− b)

∣∣∣∣
=

∫ A+η

A

(f(x)− a)dx−
∫ −B+η

−B

(f(x)− b)dx

⩽
∣∣∣∣∫ A+η

A

(f(x)− a)dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ −B+η

−B

(f(x)− b)dx

∣∣∣∣ (3.22)
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3.3 瑕积分的收敛判别法

=η

(
|f(ξ1)− a|+ |f(ξ2)− b|

)
其中 ξ1 ∈ [A,A+ η], ξ2 ∈ [−B,−B + η].

任意给定的 η > 0，对式 (3.22)令 A,B → +∞可得式 (3.19)成立，故结论成立。 □
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第 4章 含参变量积分

4.1 含参变量常义积分

定义 4.1 (含参变量常义/反常积分)

♣

设 f(x, u)在闭矩形 I = [a, b] × [α, β]上连续，那么对固定的 u ∈ [α, β]，f(x, u)关于 x

在 [a, b]上 Riemann可积，此时记：

φ(u)
∆
===

∫ b

a

f(x, u)dx (u ∈ [α, β]) (4.1)

则称式 (4.1)为含参变量 u的常义积分。

如果对固定的 u ∈ [α, β]，f(x, u)关于 x在 [a, b]上无界，或者 [a, b]是一个无界区间，则

称式 (4.1)是含参变量 u的反常积分。

注例题3.3, 3.4定义的 Gamma函数和 Beta函数都是含参变量积分。

�
笔记数项级数，函数项级数，无穷积分，含参变量无穷积分的关系可以通过下图表示：

∞∑
n=1

an
连续化 //

引入变量 x

��

∫ +∞

a

f(x)dx

引入参量 u

��
∞∑
n=1

un(x)
连续化 //

∫ +∞

a

f(x, u)dx

其中值得注意的是，
∞∑
n=1

un(x)中的 n, x地位分别与

∫ +∞

a

f(x, u)dx中的 x, u相同。

下面介绍含参变量常义积分的性质。

定理 4.1 (含参常义积分的连续性)

♥若 f(x, u)在 I = [a, b]× [α, β]上连续，则由式 (4.1)定义的 φ(u)在 [α, β]上连续。

证明 只需证 ∀u0 ∈ [α, β]，φ(u)在 u = u0处连续。

由于 f(x, u)在 I = [a, b]× [α, β]上连续，[a, b]× [α, β]为 R2上有界闭集，因此 f(x, u)在

I = [a, b]× [α, β]上一致连续，故 ∀ε > 0，∃δ > 0，使得：

|f(x1, u1)− f(x2, u2)| <
ε

b− a
(‖(x1, u1)− (x2, u2)‖ < δ) (4.2)

因此只要 |u− u0| < δ，则有 ‖(x, u)− (x, u0)‖ < δ (∀x ∈ [a, b])，由式 (4.2)得：



4.1 含参变量常义积分

|f(x, u)− f(x, u0)| <
ε

b− a
(∀x ∈ [a, b])

故：

|φ(u)− φ(u0)| ⩽
∫ b

a

|f(x, u)− f(x, u0)|dx <
ε

b− a
· (b− a) = ε (4.3)

由式 (4.3)知 lim
u→u0

φ(u) = φ(u0)，即 φ(u)在 u = u0处连续。由 u0 ∈ [α, β]的任意性，φ(u)在

[α, β]连续。 □

定理 4.2 (含参常义积分的可积性与积分)

♥

若 f(x, u)在 I = [a, b]× [α, β]上连续，则由式 (4.1)定义的 φ(u)在 [α, β]上 Riemann可
积，且： ∫ β

α

φ(u)du =

∫ β

α

∫ b

a

f(x, u)dxdu =

∫ b

a

∫ β

α

f(x, u)dudx

提示：这是数分 A2的一个定理，详见教材下册第十章定理 10.3.3。

定理 4.3 (含参积分的可微性与导数)

♥

若 f(x, u)，
∂f

∂u
均在 I = [a, b]× [α, β]上连续，则由式 (4.1)定义的 φ(u)在 [α, β]上可微，

且：

φ′(u) =

∫ b

a

∂f

∂u
(x, u)dx

证明 (解法 1)利用定理 4.1和导数的定义。

对 ∀u0 ∈ [α, β]，由于
∂f

∂u
在 [a, b]× [α, β]上存在，故利用微分中值定理得：

φ(u0 + h)− φ(u0)

h
=

1

h

∫ b

a

(f(x, u0 + h)− f(x, u0))dx

=

∫ b

a

∂f

∂u
(x, u0 + θh)dx

(4.4)

其中 θ ∈ [0, 1].

由于
∂f

∂u
在 [a, b]× [α, β]上连续，因此由定理 4.1，对式 (4.4)令 h→ 0，得：

φ′(u0) = lim
h→0

φ(u0 + h)− φ(u0)

h
=

∫ b

a

∂f

∂u
(x, u0)dx

最后由 u0 ∈ [α, β]的任意性，φ(u)在 [α, β]上可微。

(解法 2)利用定理 4.1, 4.2。

令 g(u) =

∫ b

a

∂f

∂u
(x, u)dx (u ∈ [α, β]).由于

∂f

∂u
在 [a, b]× [α, β]上连续，故由定理 4.1, 4.2，
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4.1 含参变量常义积分

g(u)在 [α, β]上连续，Riemann可积，且对 ∀u ∈ [α, β]有：∫ u

α

g(v)dv =

∫ b

a

∫ u

α

∂f

∂u
(x, v)dvdx

=

∫ b

a

(f(x, u)− f(x, α))dx

= φ(u)− φ(α)

(4.5)

由 g(u)在 [α, β]上连续，故由式 (4.5)可知 φ(u)在 [α, β]上可微，且对式 (4.5)两边对 u求导：

φ′(u) = g(u) =

∫ b

a

∂f

∂u
(x, u)dx (∀u ∈ [α, β])

□

�
笔记从定理 4.1, 4,3的证明不难看出 φ(u)的连续性和可微性都是点态的，即只要在 u0的邻

域满足定理条件，那么 φ(u)就会在 u = u0处连续/可微，因此定理 4.1, 4,3的 I 可以改成 R2

上的一般开集。

例题 4.1试证： ∫ 1

0

ln(1 + x)

1 + x2
dx =

π

8
ln 2

解记：

f(x, u) =
ln(1 + ux)

1 + x2
φ(u) =

∫ 1

0

ln(1 + ux)

1 + x2
dx (u ∈ [0, 1])

故只需证 φ(1) =
π

8
ln 2.由于：

∂f

∂u
(x, u) =

x

(1 + ux)(1 + x2)
((x, u) ∈ [0, 1]× [0, 1])

故 f(x, u),
∂f

∂u
∈ C([0, 1]× [0, 1])，因此由定理 4.3得：

φ′(u) =

∫ 1

0

x

(1 + ux)(1 + x2)
dx

=
1

u2 + 1

∫ 1

0

(
x

x2 + 1
+

u

x2 + 1
− u

1 + ux
)dx

=
1

u2 + 1

(
ln 2

2
+
πu

4
− ln(1 + u)

) (4.6)

对式 4.6两边在 [0, 1]上积分得：

φ(1) =

∫ 1

0

1

u2 + 1

(
ln 2

2
+
πu

4
− ln(1 + u)

)
du+ φ(0)
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4.1 含参变量常义积分

=
π

8
ln 2 +

π

8
ln 2− φ(1) + 0

=
π

4
ln 2− φ(1)

故 φ(1) =
π

8
ln 2. □

接下来我们考虑积分区域也跟参数 u有关的含参变量常义积分。

定理 4.4 (更广的含参常义积分的连续性)

♥

若 f(x, u) 在 I = [a, b] × [α, β] 上连续，p(u), q(u) 均在 [α, β] 上连续，且 p(u), q(u) ∈
[a, b] (∀u ∈ [α, β])。记：

ψ(u) =

∫ q(u)

p(u)

f(x, u)dx (4.7)

则 ψ(u)在 [α, β]上连续。

证明 只需证 ∀u0 ∈ [α, β]，ψ(u)在 u = u0处连续。

由 f(x, u), p(u), q(u)的连续性，∃M1,M2使得 |f(x, u)| < M1 ((x, u) ∈ I)，|q(u)− p(u)| < M2

(u ∈ [α, β])。更进一步，由 f(x, u)的一致连续性，p(u), q(u)在 u0处的连续性，对 ∀ε > 0，

∃ δ > 0使得：

|f(x, u)− f(x, u0)| <
ε

3M2

(‖(x, u)− (x, u0)‖ < δ) (4.8)

|p(u)− p(u0)| <
ε

3M1

(|u− u0| < δ) (4.9)

|q(u)− q(u0)| <
ε

3M1

(|u− u0| < δ) (4.10)

故结合式 (4.8)∼(4.10)得：

|ψ(u)− ψ(u0)|

=

∣∣∣∣∣
∫ q(u)

p(u)

f(x, u)dx−
∫ q(u0)

p(u0)

f(x, u0)dx

∣∣∣∣∣
⩽
∣∣∣∣∣
∫ p(u0)

p(u)

f(x, u)dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫ q(u0)

q(u)

f(x, u)dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫ q(u0)

p(u0)

(f(x, u)− f(x, u0))dx

∣∣∣∣∣
<M1 ·

ε

3M1

+M1 ·
ε

3M1

+M2 ·
ε

3M2

= ε

(4.11)

由式 (4.11)知 lim
u→u0

ψ(u) = ψ(u0)，即 ψ(u)在 u = u0处连续。由 u0 ∈ [α, β]的任意性，ψ(u)在

[α, β]连续。 □
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4.1 含参变量常义积分

定理 4.5 (更广的含参常义积分可微性与导数)

♥

若 f(x, u)，
∂f

∂u
均在 I = [a, b]× [α, β]上连续，p(u), q(u)在 [α, β]上可微，且则由式 (4.1)

定义的 φ(u)在 [α, β]上可微，且 p(u), q(u) ∈ [a, b] (∀u ∈ [α, β])，则由式 (4.7)定义的 ψ(u)

在 [α, β]上可微，且：

ψ′(u) =

∫ q(u)

p(u)

∂f

∂u
(x, u)dx+ f(q(u), u)q′(u)− f(p(u), u)p′(u)

证明 令 F (u, ζ, η) =

∫ η

ζ

f(x, u)dx，η = q(u)，ζ = p(u)，则 ψ(u)可视为以上三者的复合.由

f(x, u),
∂f

∂u
连续性结合定理 4.3可推出 F (u, ζ, η)关于 u可微，又由 p(u), q(u)的可微性，根

据数分 A2的知识得 ψ(u)在 [α, β]可微，且：

ψ′(u) =
∂F

∂u
+
∂F

∂ζ

∂ζ

∂u
+
∂F

∂η

∂η

∂u

=

∫ η

ζ

∂f

∂u
(x, u)dx+ f(η, u)q′(u)− f(ζ, u)p′(u)

(4.12)

最后把 η = q(u)，ζ = p(u)代入式 (4.12)即可。 □

�
笔记从定理 4.4, 4.5的证明不难看出对更广的含参常义积分，其连续性和可微性也是点态的，
条件中的 I 可以改成一般的开集。

例题 4.2已知 a < b，f(x)在 [a, b]上可微，求 φ′′(u)，其中 ϕ(u)如下所示：

φ(u) =

∫ b

a

f(x)|x− u|dx (u ∈ R)

解由于 |x− u|在定义域内并不总是可导的，因此为了能够使用定理 4.5，我们需要对 u的取

值进行分类。

(i)若 a < u < b，则：

φ(u) =

∫ u

a

f(x)(u− x)dx+

∫ b

u

f(x)(x− u)dx

故由定理 4.5：

φ′(u) =

∫ u

a

f(x)dx+ f(u)(u− u) · 1 +
∫ b

u

(−f(x))dx− f(u)(u− u) · 1

=

∫ u

a

f(x)dx−
∫ b

u

f(x)dx

故：

φ′′(u) = 2f(u) (u ∈ (a, b)) (4.13)

(ii)若 u ⩾ b，则：
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4.2 含参变量反常积分的一致收敛

φ(u) =

∫ b

a

f(x)(u− x)dx

故由定理 4.5：

φ′(u) =

∫ b

a

f(x)dx φ′′(u) = 0 (u ⩾ b) (4.14)

(iii)若 u ⩽ a，则：

φ(u) =

∫ b

a

f(x)(x− u)dx

故由定理 4.5：

φ′(u) = −
∫ b

a

f(x)dx φ′′(u) = 0 (u ⩽ a) (4.15)

综上：

φ′′(u) =

2f(u) u ∈ (a, b)

0 u 6∈ (a, b)

□

4.2 含参变量反常积分的一致收敛

定义 4.2 (含参反常积分的一致收敛)

♣

称

∫ +∞

a

f(x, u)dx (u ∈ I)关于 u在 I 上一致收敛，若 ∀ε > 0，∃A0 = A0(ε) > a与 u无

关，使得 A > A0时： ∣∣∣∣∫ +∞

A

f(x, u)dx

∣∣∣∣ < ε (∀u ∈ I)

注可以将含参变量反常积分的一致收敛与函数列的一致收敛作类比，此时，前者的 (x, u)对

应后者的 (n, x)。

跟函数列一致收敛类似，含参变量反常积分的一致收敛也有对应的上确界判别法，

Cauchy收敛以及Weierstrass判别法。

定理 4.6 (含参反常积分的上确界判别法)

♥

记：

η(A) = sup
u∈I

∣∣∣∣∫ +∞

A

f(x, u)dx

∣∣∣∣
则

∫ +∞

a

f(x, u)dx关于 u在 I 上一致收敛 ⇐⇒ lim
A→+∞

η(A) = 0
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4.2 含参变量反常积分的一致收敛

提示：直接用定义 4.2。

定理 4.7 (含参反常积分的 Cauchy收敛)

♥

∫ +∞

a

f(x, u)dx关于 u在 I 上一致收敛 ⇐⇒ ∀ε > 0，∃A0 = A0(ε) > a与 u无关，使得

∀A1, A2 > A0都有： ∣∣∣∣∫ A2

A1

f(x, u)dx

∣∣∣∣ < ε (∀u ∈ I) (4.16)

提示：(⇒)显然；(⇐)对式 (4.16)先固定 u，令 A2 → +∞，再结合 u任意性和定义 4.2即可。

定理 4.8 (含参反常积分的Weierstrass判别法)

♥

已知 f(x, u), F (x)关于 x在 [a,+∞)上连续，若：

(i)
∫ +∞

a

F (x)dx收敛；

(ii)当 x充分大时，对 ∀u ∈ I 都有 |f(x, u)| ⩽ F (x)

则

∫ +∞

a

F (x)dx关于 u在 I 上一致收敛。

提示：利用含参反常积分的 Cauchy收敛和无穷积分的 Cauchy收敛，结合绝对值不等式。

�
笔记定理 4.8，4.9都是含参反常积分一致收敛的充要条件，但上确界判别法需要知道无穷积
分的具体表达式，这往往是难以计算的，因此实用性不高；Cauchy收敛则不需要知道，因此
定理 4.9在证明含参反常积分的不一致收敛时会更多地被使用。

数项级数 Dirichlet和 Abel判别法可以类推为函数列一致收敛的对应判别法，类似地，从
无穷积分的 Dirichlet和 Abel判别法，也能类推得到含参变量反常积分的 Dirichlet和 Abel判
别法。

定理 4.9 (含参反常积分的 Dirichlet判别法)

♥

若 f(x, u), g(x, u)在 [a,+∞)× I 上满足：

(i)对任意给定的 u ∈ I，g(x, u)关于 x在 [a,+∞)上单调，且 x→ +∞时，g(x, u)关于
u在 I 上一致趋于 0；

(ii)当 A > a充分大时，

∫ A

a

f(x, u)dx关于 u ∈ I 一致有界，即当 A充分大时，∃M 与

u,A都无关，使得： ∣∣∣∣∫ A

a

f(x, u)dx

∣∣∣∣ ⩽M (∀u ∈ I)

则

∫ +∞

a

f(x, u)g(x, u)dx关于 u在 I 上一致收敛。
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4.2 含参变量反常积分的一致收敛

定理 4.10 (含参反常积分的 Abel判别法)

♥

若 f(x, u), g(x, u)在 [a,+∞)× I 上满足：

(i)对任意给定的 u ∈ I，g(x, u)关于 x在 [a,+∞)上单调，且关于 u ∈ I 一致有界，即

∃M 与 u无关，使得：

|g(x, u)| ⩽M (∀x ∈ [a,+∞), u ∈ I)

(ii)
∫ +∞

a

f(x, u)dx关于 u在 I 上一致收敛；

则

∫ +∞

a

f(x, u)g(x, u)dx关于 u在 I 上一致收敛。

提示：参考定理3.8，3.9的证明。

例题 4.3试证下列含参变量积分关于 β 在 [0,+∞)上一致收敛：∫ +∞

0

sin 2x

x+ β
e−βxdx

解令 f(x, β) = sin 2x，g(x, β) =
1

(x+ β)eβx
((x, β) ∈ (0,+∞)× [0,+∞)).

一方面，对任意固定的 β ∈ (0,+∞)，g(x, β)关于 x单调递减趋于 0，且：∣∣∣∣ 1

(x+ β)eβx

∣∣∣∣ ⩽ 1

x
(∀x ∈ (0,+∞), β ∈ [0,+∞))

故 g(x, β)关于 β ∈ [0,+∞)一致趋于 0；

另一方面： ∣∣∣∣∫ A

0

sin 2xdx

∣∣∣∣ = 1

2
|1− cos 2A| ⩽ 1 (∀β ⩾ 0, A > 0)

故由含参反常积分的 Dirichlet判别法知原积分关于 β 在 [0,+∞)上一致收敛。 □

例题 4.4 试证下列积分关于 u在 [δ,+∞) (∀δ > 0)上一致收敛，但在 (0,+∞)上不一致收敛：∫ +∞

0

x cos ux

a2 + x2
dx (a > 0固定)

解 (i)令 f(x, u) = cos ux，g(x, u) =
x

a2 + x2
(x ∈ (0,+∞), u ∈ [δ,+∞)).

一方面，当 x充分大时，g(x, u)关于 x单调递减趋于 0，又 g(x, u)的表达式与 u无关，故

g(x, u)关于 u在 [δ,+∞)上一致趋于 0。

另一方面： ∣∣∣∣∫ A

0

f(x, u)dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1u sinA

∣∣∣∣ ⩽ 1

δ
(∀u ∈ [δ,+∞), A > 0)
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4.2 含参变量反常积分的一致收敛

故由含参反常积分的 Dirichlet判别法，原积分关于 u在 [δ,+∞) (∀δ > 0)上一致收敛。

(ii)为了证明不一致收敛，我们尝试从含参反常积分的 Cauchy收敛这里找矛盾。设：

ϕ(A) = sup
u∈(0,+∞)

∣∣∣∣∫ 2A

A

x cos ux

a2 + x2
dx

∣∣∣∣ (A > 0) (4.17)

对每个 A，令 u =
π

6A
∈ (0,+∞)，则由于式 (4.17)中 ux ∈ [

π

6
,
π

3
]，故：

ϕ(A) ⩾
∣∣∣∣∫ 2A

A

x

a2 + x2
cos

π

6A
xdx

∣∣∣∣
⩾ 1

2

∫ 2A

A

x

a2 + x2
dx

=
1

4
ln

(
a2 + 4A2

a2 + A2

)
(∀A > 0)

(4.18)

对式 (4.18)令 A→ +∞，右边趋于 ln 2

2
> 0；左边由含参反常积分的 Cauchy收敛知，若原积

分关于 u在 (0,+∞)上一致收敛，则左边应当趋于 0，故矛盾。故原积分关于 u在 (0,+∞)

上不一致收敛。 □
�
笔记在证明含参反常积分的不一致收敛时，一个典型的思路是通过 Cauchy收敛找矛盾，归
结于 u的选取和 ϕ(A)的放缩 (如例题 4.4所示)。

在学习函数列一致收敛时，我们知道函数列在 [a, b]上的一致收敛会使 Riemann可积性
得到保持，并且极限符号和积分符号可以交换次序 (详见定理2.8)。但把 [a, b]换成 [a,+∞)，

则结论可能不再成立，反例如下：

fn(x) =


1

n
0 ⩽ x ⩽ n

0 x > n

由于 fn(x) ⩽
1

n
(∀n ∈ N∗, x ⩾ 0)，故 fn(x) ⇒ f(x) = 0 (∀x ⩾ 0)，但：

lim
n→∞

∫ +∞

0

fn(x)dx = lim
n→∞

∫ n

0

1

n
dx = 1 6= 0

故此时极限符号和积分符号不能交换次序。

作为含参变量反常积分一致收敛的应用，我们给出 [a,+∞)下极限符号的积分符号交换

次序的条件。

定理 4.11
设 {fn(x)} (x ∈ [a,+∞))逐点收敛于 f(x)，且满足：

(i) {fn(x)}在 [a,+∞)上内闭一致收敛于 f(x)，即任意给定 A > a，{fn(x)}在 [a,A]上

一致收敛于 f(x)；
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4.2 含参变量反常积分的一致收敛

♥

(ii)
∫ +∞

0

fn(x)dx关于参数 n ∈ N∗一致收敛；

则成立等式：

lim
n→∞

∫ +∞

0

fn(x)dx =

∫ +∞

0

f(x)dx

证明 (i)先证明：
∫ +∞

0

f(x)dx收敛。

由

∫ +∞

0

fn(x)dx关于 n的一致收敛性，结合 Cauchy收敛得 ∀ε > 0，∃A0 = A0(ε) > a与 n无

关，使得 ∀A1, A2 > A0都有： ∣∣∣∣∫ A2

A1

fn(x)dx

∣∣∣∣ < ε (∀n ∈ N∗) (4.19)

由于 {fn(x)}内闭一致收敛于 f(x)，故对式 (4.19)令 n→ ∞，得：∣∣∣∣∫ A2

A1

f(x)dx

∣∣∣∣ ⩽ ε (∀A1, A2 > A0)

故由无穷积分的 Cauchy收敛知
∫ +∞

0

f(x)dx收敛。进一步 ∃A3 > a，使得 ∀A ⩾ A3都有：∣∣∣∣∫ +∞

A

f(x)dx

∣∣∣∣ < ε

3
(4.20)

(ii)由
∫ +∞

0

fn(x)dx关于 n的一致收敛性得 ∃A4 = A4(ε) > a与 n无关,使得 ∀A ⩾ A4都有：∣∣∣∣∫ +∞

A

fn(x)dx

∣∣∣∣ < ε

3
(∀n ∈ N∗) (4.21)

记 A5 = max{A3, A4} > a与 n无关，由 {fn(x)}在 [a,A5]上一致收敛于 f(x)得 ∃N = N(ε) ∈
N∗与 x无关，使得 ∀n > N 都有：

|fn(x)− f(x)| < ε

3(A5 − a)
(4.22)

故结合式 (4.20)∼(4.22)得：∣∣∣∣∫ +∞

a

fn(x)dx−
∫ +∞

a

f(x)dx

∣∣∣∣
⩽
∣∣∣∣∫ +∞

A5

fn(x)dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ +∞

A5

f(x)dx

∣∣∣∣+ ∫ A5

a

|fn(x)− f(x)|dx

<
ε

3
+
ε

3
+ (A5 − a) · ε

3(A5 − a)

=ε (∀n > N)
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4.2 含参变量反常积分的一致收敛

因此结论成立，极限符号和积分符号可以交换次序。 □

作为定理 4.11的应用，我们计算一个重要的含参变量积分。
例题 4.5 计算积分： ∫ +∞

0

xp−1

1 + x
dx (0 < p < 1)

解首先由于 0 < p < 1，故 x = 0是瑕点，从而：∫ +∞

0

xp−1

1 + x
dx =

∫ 1

0

xp−1

1 + x
dx+

∫ +∞

1

xp−1

1 + x
dx

∆
=== I1 + I2 (4.23)

(i)对 I1，寻找被积函数的原函数困难，需要另辟蹊径。先将
1

1 + x
展开成幂级数，由于收敛

半径是 1，因此可以在积分号下展开，得：

I1 =

∫ 1

0

∞∑
n=0

(−1)nxn+p−1dx (4.24)

一方面展开后幂级数
∞∑
n=0

(−1)nxn+p−1收敛半径仍是 1，由幂级数性质，其在 [0, 1]上内闭一致

收敛。

另一方面，记 fn(x) =
n∑

k=0

(−1)kxk+p−1，则：

|fn(x)| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

(−1)kxk+p−1

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣xp−11− (−x)n+1

1 + x

∣∣∣∣ ⩽ 2xp−1 (∀n ∈ N∗) (4.25)

由于 0 < p < 1，故式 (4.25)右边在 [0, 1]上的积分收敛，故由含参反常积分的Weierstrass判

别法，

∫ 1

0

fn(x)dx关于 n ∈ N∗一致收敛。

故由定理 4.11(此定理介绍的是无穷积分形式，对瑕积分也有类似定理)，结合式 (4.24)，得：

I1 =
∞∑
n=0

∫ 1

0

(−1)nxn+p−1dx =
∞∑
n=0

(−1)n

n+ p
(4.26)

(ii)对 I2，由于： ∫ +∞

1

xp−1

1 + x
dx

t= 1
x====

∫ 1

0

t−p

1 + t
dt

故同理可得：

I2 =
∞∑
n=0

∫ 1

0

(−1)nxn−pdx =
∞∑
n=0

(−1)n

n− p+ 1
=

∞∑
n=1

(−1)n

p− n
(4.27)

故结合式 (4.23)(4.26)(4.27)得：∫ +∞

0

xp−1

1 + x
dx =

1

p
+

∞∑
n=1

(−1)n

p2 − n2
(0 < p < 1) (4.28)
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4.3 含参变量反常积分的性质

注式 (4.28)右边利用 Fourier级数的知识可得为
π

sin(pπ)
。这个积分的结果在证明 Gamma函

数余元公式的时候会用到。

4.3 含参变量反常积分的性质

本节所有内容，若没有特别强调，都假定 φ(u) =

∫ +∞

a

f(x, u)dx存在。

跟含参变量常义积分类似，我们也考察含参变量反常积分的连续性，Riemann可积性与
积分，可微性与导数。在 4.1节中，所有定理对 u范围的限制是 u ∈ [α, β]，同样，本节我们

也先考虑 u的范围为有限闭区间 [α, β]的情形。

定理 4.12 (含参反常积分的连续性)

♥

若 φ(u)，f(x, u)满足：

(i) f(x, u)在 (x, u) ∈ [a,+∞)× [α, β]上连续；

(ii) φ(u)关于 u在 [α, β]上一致收敛；

则 φ(u)在 [α, β]上连续。

证明 只需证任意 u0 ∈ [α, β]，φ(u)在 u = u0处连续。对给定的 u0，由 φ(u)关于 u在 [α, β]

上一致收敛得，∀ε > 0，∃A0 = A0(ε) > a与 u无关，使得 ∀A ⩾ A0都有：∣∣∣∣∫ +∞

A

f(x, u)dx

∣∣∣∣ < ε

3
(∀u ∈ [α, β]) (4.29)

对这个 A0，由 f(x, u)的一致连续性得，∃ δ > 0，使得 |u− u0| < δ时有：

|f(x, u)− f(x, u0)| <
ε

3(A0 − a)
(∀x ∈ [a,+∞)) (4.30)

故结合式 (4.29)(4.30)得：

|φ(u)− φ(u0)| =
∣∣∣∣∫ +∞

a

f(x, u)dx−
∫ +∞

a

f(x, u0)dx

∣∣∣∣
⩽
∣∣∣∣∫ +∞

A0

f(x, u)dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ +∞

A0

f(x, u0)dx

∣∣∣∣+ ∫ A0

a

|f(x, u)− f(x, u0)|dx

<
ε

3
+
ε

3
+ (A0 − a) · ε

3(A0 − a)

= ε (∀|u− u0| < δ)

因此 φ(u)在 u = u0处连续。由 u0 ∈ [α, β]的任意性得 φ(u)在 [α, β]上连续。 □

跟函数项级数一样，含参反常积分一致收敛只是充分条件，要想定理 4.12的逆命题成立，
还需要 f(x, u)非负的条件。
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4.3 含参变量反常积分的性质

定理 4.13 (Dini)

♥

若 φ(u)，f(x, u)满足：

(i) f(x, u)在 (x, u) ∈ [a,+∞)× [α, β]上连续非负；

(ii) φ(u)在 [α, β]上连续；

则 φ(u)关于 u在 [α, β]上一致收敛。

提示：φ(u) =
∞∑
n=1

∫ a+n

a+n−1

f(x, u)dx
∆
===

∞∑
n=1

an(u)，对级数运用函数项级数的 Dini定理 (定理

2.10)。

注回顾定理2.10的证明，当中对 [α, β]运用了有限覆盖定理。事实上，若为无界区间或者开

区间，定理 4.13都不一定成立，反例如下：

(i)开区间：φ(u) =
∫ +∞

0

ue−uxdx (u ∈ (0, 1)).则 φ(u) = 1 (∀u ∈ (0, 1))，φ(u) ∈ C((0, 1))。但：

η(A) = sup
u∈(0,1)

∣∣∣∣∫ +∞

A

ue−uxdx

∣∣∣∣ = sup
u∈(0,1)

e−uA = 1 (∀A > 0)

故 lim
A→+∞

η(A) 6= 0，由含参反常积分的上确界判别法，φ(u)关于 u在 (0, 1)上不一致收敛。

(ii)无界区间：φ(u) =
∫ +∞

0

ueu(u−x)dx (u ∈ [1,+∞)).则 φ(u) = eu
2
(∀u ∈ [1,+∞))，φ(u) ∈

C([1,+∞))。但：

η(A) = sup
u∈[1,+∞)

∣∣∣∣∫ +∞

A

ueu(u−x)dx

∣∣∣∣ = sup
u∈[1,+∞)

eu(u−A) = +∞ (∀A > 0)

故 lim
A→+∞

η(A) 6= 0，由含参反常积分的上确界判别法，φ(u)关于 u在 [1,+∞)上不一致收敛。

定理 4.14 (含参反常积分的可积性与积分)

♥

若 φ(u)，f(x, u)满足：

(i) f(x, u)在 (x, u) ∈ [a,+∞)× [α, β]上连续；

(ii) φ(u)关于 u在 [α, β]上一致收敛；

则 φ(u)在 [α, β]上 Riemann可积，且有：∫ β

α

φ(u)du =

∫ +∞

a

∫ β

α

f(x, u)dudx

证明 即证：

lim
A→+∞

∫ A

a

∫ β

α

f(x, u)dudx =

∫ β

α

φ(u)du (4.31)
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4.3 含参变量反常积分的性质

由定理 4.12得 φ(u)在 [α, β]上连续，故 Riemann可积。由于 φ(u)关于 u在 [α, β]上一致收

敛，故 ∀ε > 0，∃A0 = A0(ε) > a与 u无关，使得 ∀A > A0都有：∣∣∣∣∫ +∞

A

f(x, u)dx

∣∣∣∣ < ε

β − α

又由 f(x, u)的连续性得常义的二重积分可以交换积分次序，故：∣∣∣∣∫ A

a

∫ β

α

f(x, u)dudx−
∫ β

α

φ(u)du

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ β

α

∫ A

a

f(x, u)dxdu−
∫ β

α

∫ +∞

a

f(x, u)dxdu

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ β

α

∫ +∞

A

f(x, u)dxdu

∣∣∣∣
⩽
∫ β

α

∣∣∣∣∫ +∞

A

f(x, u)dx

∣∣∣∣ du
< (β − α) · ε

β − α

= ε (∀A > A0)

故式 (4.31)成立。 □

定理 4.15 (含参反常积分的可微性与导数)

♥

若 f(x, u)，
∂f

∂u
满足：

(i) f(x, u)在 (x, u) ∈ [a,+∞)× [α, β]上连续；

(ii)
∂f

∂u
在 (x, u) ∈ [a,+∞)× [α, β]上连续；

(iii)
∫ +∞

a

∂f

∂u
dx关于 u在 [α, β]上一致收敛；

则 φ(u)在 [α, β]上连续可微，且有：

φ′(u) =

∫ +∞

a

∂f

∂u
(x, u)dx (u ∈ [α, β])

证明 令 g(u) =

∫ +∞

a

∂f

∂u
(x, u)dx，由条件 (ii)(iii)，结合定理 4.12，4.14得 g(u) ∈ C([α, β])，

且： ∫ u

α

g(v)dv =

∫ +∞

a

∫ u

α

∂f

∂u
(x, v)dvdx

=

∫ +∞

a

(f(x, u)− f(x, α))dx (4.32)
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4.3 含参变量反常积分的性质

= φ(u)− φ(α)

由式 (4.32)结合 g(u)的连续性，φ(u) ∈ C1([α, β])，且：

φ′(u) = g(u) =

∫ +∞

a

∂f

∂u
(x, u)dx (∀u ∈ [α, β])

□�
笔记由定理 4.12, 4.15的证明可以看出含参变量反常积分的连续性和可微性都是点态的，条
件中的 [α, β]可以改为一般开集。

下面我们考虑 u ∈ [α,+∞)的情形。由于含参变量反常积分的连续性和可微性是点态的，

因此有界区间和无界区间的定理内容相同。但对于 Riemann可积性，由于反常积分和常义积
分本身就有很大不同，因此参数限制在有界区间和无界区间也会不同。

定理 4.16 (二重无穷积分)

♥

若 f(x, u)满足：

(i) f(x, u)在 [a,+∞)× [α,+∞)上连续；

(ii)
∫ +∞

a

f(x, u)dx关于 u在任意有限闭区间 [α, β] ⊂ [α,+∞)上一致收敛；

(iii)
∫ +∞

α

f(x, u)du关于 x在任意有限闭区间 [a, b] ⊂ [a,+∞)上一致收敛；

(iv)
∫ +∞

a

∫ +∞

α

|f(x, u)|dudx，
∫ +∞

α

∫ +∞

a

|f(x, u)|dxdu至少一个存在；

则成立等式： ∫ +∞

a

∫ +∞

α

f(x, u)dudx =

∫ +∞

α

∫ +∞

a

f(x, u)dxdu (4.33)

证明 不妨设

∫ +∞

α

∫ +∞

a

|f(x, u)|dudx存在，下面先证明
∫ +∞

a

∫ +∞

α

f(x, u)dudx存在，再证

明式 (4.33)成立。

(i)由假设，∀ε > 0，∃A0 > a，使得：∫ +∞

A

∫ +∞

α

|f(x, u)|dudx < ε

2
(∀A > A0) (4.34)

故： ∣∣∣∣∫ +∞

A

∫ +∞

α

f(x, u)dudx

∣∣∣∣ ⩽ ∫ +∞

A

∫ +∞

α

|f(x, u)|dudx < ε (∀A > A0) (4.35)

视

∫ +∞

α

f(x, u)du为关于 x的函数 (由假设知这个函数是良好定义的)，故结合式 (4.35)，由

无穷积分的定义，

∫ +∞

α

∫ +∞

a

|f(x, u)|dudx存在。

(ii)要证式 (4.33)成立，即证：
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4.3 含参变量反常积分的性质

lim
β→+∞

∫ β

α

∫ +∞

a

f(x, u)dxdu =

∫ +∞

a

∫ +∞

α

f(x, u)dudx (4.36)

由 f(x, u)的连续性，

∫ +∞

a

f(x, u)dx关于 u的内闭一致收敛性，结合定理 4.14得：

∫ +∞

a

∫ β

α

f(x, u)dudx =

∫ β

α

∫ +∞

a

f(x, u)dxdu

故： ∣∣∣∣∫ β

α

∫ +∞

a

f(x, u)dxdu−
∫ +∞

a

∫ +∞

α

f(x, u)dudx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ +∞

a

∫ β

α

f(x, u)dudx−
∫ +∞

a

∫ +∞

α

f(x, u)dudx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ +∞

a

∫ +∞

β

f(x, u)dudx

∣∣∣∣
⩽
∣∣∣∣∫ A1

a

∫ +∞

β

f(x, u)dudx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ +∞

A1

∫ +∞

β

f(x, u)dudx

∣∣∣∣
∆
=== I1 + I2

(4.37)

其中 A1 > a待定。

对 I2：令 A1 > A0，则由式 (4.34)得：

I2 <
ε

2
(4.38)

对 I1：固定 A1，由

∫ +∞

α

f(x, u)du关于 x的一致收敛性，∃β0 = β0(ε) > α与 x无关，使得

∀β > β0都有： ∣∣∣∣∫ +∞

β

f(x, u)du

∣∣∣∣ < ε

2(A1 − a)
(∀x ∈ [a,+∞))

故：

I1 ⩽
∫ A1

a

∣∣∣∣∫ +∞

β

f(x, u)du

∣∣∣∣ dx < (A1 − a) · ε

2(A1 − a)
=
ε

2
(4.39)

故结合式 (4.37)∼(4.39)得：∣∣∣∣∫ β

α

∫ +∞

a

f(x, u)dxdu−
∫ +∞

a

∫ +∞

α

f(x, u)dudx

∣∣∣∣ < ε (∀β > β0)

故式 (4.36)成立，即式 (4.33)成立。 □

作为本节定理的应用，下面介绍几个重要的积分。
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例题 4.6(Gauss概率积分) 试证： ∫ +∞

0

e−x2

dx =

√
π

2

解在数分 A2曾给出这个积分的重积分证明，下面给出另一种证明。令：

f(t) =

(∫ t

0

e−x2

dx

)2

g(t) =

∫ 1

0

e−t2(1+x2)

1 + x2
dx (t ⩾ 0)

一方面，由于都是常义积分，连续性条件都满足，故由定理4.3，f(t), g(t)在 t ⩾ 0时都可导，

故有：

f ′(t) + g′(t) = 2

∫ t

0

e−x2

dx · e−t2 +

∫ 1

0

e−t2(1+x2)

1 + x2
· (−2t)dx

= 2e−t2
(∫ t

0

e−x2

dx−
∫ 1

0

te−t2x2

dx

)

= 2e−t2
(∫ t

0

e−x2

dx−
∫ t

0

e−u2

du

)
= 0 (∀t ⩾ 0)

故：

f(t) + g(t) = f(0) + g(0) = 0 +

∫ 1

0

1

1 + x2
dx =

π

4
(∀t ⩾ 0) (4.40)

另一方面，对 g(t)有：

|g(t)| =

∣∣∣∣∣
∫ 1

0

e−t2(1+x2)

1 + x2
dx

∣∣∣∣∣ ⩽ e−t2 (∀t ⩾ 0)

故：

lim
t→+∞

g(t) = 0

故对式 (4.40)令 t→ +∞得：(∫ +∞

0

e−x2

dx

)2

= f(+∞) =
π

4

再结合被积函数的非负性，开根号即证。 □

例题 4.7(Dirichlet积分) 试证： ∫ +∞

0

sin x

x
dx =

π

2

解分母中 x的存在使我们对积分无从下手，因此考虑引入参数 u，利用含参变量积分的求导

消掉 x，方便计算。故引入积分因子 e−ux，得：
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I(u) =

∫ +∞

0

e−ux sin xdx (u ∈ [0,+∞)) (4.41)

记 f(x, u) = sin x，g(x, u) =
1

xeux
。由于 |g(x, u)| ⩽ 1

x
(∀u ⩾ 0, x > 0)，故对每个固定的

u ⩾ 0，g(x, u)关于 x单调递减，且关于 u在 [0,+∞)上一致趋于 0。另一方面：∣∣∣∣∫ A

0

f(x, u)dx

∣∣∣∣ = |1− cosA| ⩽ 2 (∀A > 0, u ⩾ 0)

故由含参反常积分的 Dirichlet判别法，I(u)关于 u在 [0,+∞)上一致收敛。故由定理 4.12，
I(u)在 [0,+∞)上连续。又令：

G(u) = −
∫ +∞

0

e−ux sin xdx (u ∈ [0,+∞))

由于对任意给定的 u0 > 0都有：

|e−ux sin x| ⩽ e−u0x (∀u ∈ [u0,+∞), x ⩾ 0) (4.42)

式 (4.42)右边关于 x在 [0,+∞)上积分收敛，故由含参反常积分的Weierstrass判别法，G(u)
关于 u在 [u0,+∞)上一致收敛。由 u0任意性知 G(u)关于 u在 (0,+∞)上内闭一致收敛。因

此由定理 4.15，结合求导的点态性有：

I ′(u) = G(u) = −
∫ +∞

0

e−ux sin xdx = − 1

1 + u2
(u ∈ (0,+∞)) (4.43)

其中最后一个等号需要使用两次分部积分。

解式 (4.43)的微分方程得：

I(u) = − arctan u+ C (u > 0, C为待定常数) (4.44)

又因为：

|I(u)| =
∣∣∣∣∫ +∞

0

e−ux sin x

x
dx

∣∣∣∣ ⩽ ∫ +∞

0

e−uxdx =
1

u
(∀u > 0)

故：

lim
u→+∞

I(u) = 0

故对式 (4.44)令 u→ +∞，得 C =
π

2
.故 I(u)表达式为：

I(u) = − arctan u+
π

2
(u > 0) (4.45)

最后由 I(u)在 0处的右连续性，对式 (4.45)令 u→ 0+即证。 □

例题 4.8(Laplace积分) 试证：
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4.3 含参变量反常积分的性质∫ +∞

0

cos βx

x2 + α2
dx =

π

2α
e−αβ (α > 0, β ⩾ 0)

∫ +∞

0

x sin βx

x2 + α2
dx =

π

2
e−αβ (α > 0, β > 0)

解记 I(β) =

∫ +∞

0

cos βx

x2 + α2
dx (α > 0, β ⩾ 0)是 β 的函数。首先由于：∣∣∣∣ cos βxx2 + α2

∣∣∣∣ ⩽ 1

x2 + α2
(∀β ⩾ 0, x ⩾ 0)

∫ +∞

0

1

x2 + α2
dx =

π

2α

故由含参反常积分的Weierstrass判别法得 I(β)关于 β 在 [0,+∞)上一致收敛。故由定理

4.12，I(β)在 [0,+∞)上连续。又令：

G(β) = −
∫ +∞

0

x sin βx

x2 + α2
dx (β ∈ [0,+∞))

运用含参反常积分的 Dirichlet判别法，类似于例题4.4的讨论得 G(β)关于 β 在 [δ,+∞) (∀δ
> 0)上一致收敛。故 G(β)关于 β 在 (0,+∞)上内闭一致收敛。因此由定理 4.15，结合求导
的点态性有：

I ′(β) = G(β) = −
∫ +∞

0

x sin βx

x2 + α2
dx

= −
∫ +∞

0

(x2 + α2 − α2) sin βx

x(x2 + α2)
dx

= −
∫ +∞

0

sin βx

x
dx+

∫ +∞

0

α2 sin βx

x(x2 + α2)
dx

=

∫ +∞

0

α2 sin βx

x(x2 + α2)
dx− π

2
(β ∈ (0,+∞))

对 I ′(β)同样可以由定理 4.15得（依旧是用 Dirichlet判别法证内闭一致收敛）：

I ′′(β) =

∫ +∞

0

α2 cos βx

x2 + α2
dx = α2I(β) (β > 0) (4.46)

故解式 (4.46)的微分方程得：

I(β) = C1e
αβ + C2e

−αβ (β > 0, α > 0) (4.47)

一方面，由 I(β)在 0处的右连续性，结合式 (4.47)得：

C1 + C2 = lim
β→0+

I(β) = I(0) =

∫ +∞

0

1

x2 + α2
dx =

π

2α
(4.48)

另一方面，由于：

|I(β)| ⩽
∣∣∣∣∫ +∞

0

1

x2 + α2
dx

∣∣∣∣ = π

2α
(∀β ⩾ 0)
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4.4 Gamma函数与 Beta函数

故对式 (4.47)令 β → +∞，为保持有界性，迫使 C1 = 0，故由式 (4.48)，C2 =
π

2α
，得到 I(β)

的表达式：

I(β) =
π

2α
e−αβ (α > 0, β > 0)

事实上由 I(β)在 0处的右连续性，上述表达式对 β = 0也成立。又有：

I(β) = −π
2
e−αβ (α > 0, β > 0)

最后注意到第一个积分为 I(β) (β ⩾ 0)，第二个积分为 −I ′(β) (β > 0)，即证。 □
�
笔记对于例题 4.7, 4.8这种利用含参变量反常积分进行积分计算的题目，一个比较典型的方
法是运用定理 4.15进行求导，尝试得到关于原积分的常微分方程，通过解方程得到原积分关
于各个参数的表达式。

一个需要注意的细节是，在验证定理 4.15的条件时，往往只能证明内闭一致收敛，因此导数
只在区间内部存在，得到的微分方程，解得的表达式也都只在区间内部成立。最后需要利用

含参变量积分在区间端点的连续性来验证端点处也满足表达式。

4.4 Gamma函数与 Beta函数
本节的数学对象是以下两个含参变量积分：

Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−tdt (x > 0) B(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt (p > 0, q > 0)

下面先来研究 Gamma函数。

定理 4.17 (Gamma函数的可微性)

♥Γ(x)在 (0,+∞)上连续，且有各阶连续导数。即 Γ(x) ∈ C∞((0,+∞)).

证明 下面只证 Γ(x)在 (0,+∞)上连续，更高阶的连续可微性可以类似证明。任意给定

x0 ∈ (0,+∞)，∃[α, β]，使得 x0 ∈ [α, β] ⊂ (0,+∞).将 Γ(x)分成两部分：

Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−tdt =

∫ 1

0

tx−1e−tdt+

∫ +∞

1

tx−1e−tdt
∆
=== I1 + I2 (x > 0) (4.49)

对 I1有：

|tx−1e−t| ⩽ tα−1e−t (∀t ∈ (0, 1), x ∈ [α, β]) (4.50)

对式 (4.50)的右边，有：

lim
t→0+

tα−1e−t

tα−1
= 0

又由于 α− 1 > −1，故由非负函数瑕积分的比较判别法得

∫ 1

0

tα−1e−tdt收敛。结合式 (4.50)，
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4.4 Gamma函数与 Beta函数

由含参反常积分的Weierstrass判别法得 I1在关于 x在 [α, β]上一致收敛。再由 tx−1e−t的连

续性，结合定理 4.12得 I1 ∈ C([α, β]).
对 I2，则有：

|tx−1e−t| ⩽ tβ−1e−t (∀t ∈ (1,+∞), x ∈ [α, β]) (4.51)

对式 (4.51)的右边，有：

lim
t→0+

tβ−1e−t

e−
t
2

= 0

故由非负函数瑕积分的比较判别法得

∫ +∞

1

tβ−1e−tdt收敛。结合式 (4.51)，由含参反常积分

的Weierstrass判别法得 I2在关于 x在 [α, β]上一致收敛。再由 tx−1e−t的连续性，结合定理

4.12得 I2 ∈ C([α, β]).
故由式 (4.49)得 Γ(x) ∈ C([α, β])，特别地，Γ(x)在先前给定的 x0处连续。由 x0 ∈ (0,+∞)

的任意性，Γ(x) ∈ C((0,+∞)). □

下面一个定理介绍了 Gamma函数最核心的三条性质。

定理 4.18 (Gamma函数的性质)

♥

Γ(x)具有以下性质：

(i) ∀x > 0，Γ(x) > 0，f(1) = 1；

(ii) ∀x > 0，Γ(x+ 1) = xΓ(x)；

(iii) ln Γ(x)在 (0,+∞)上是 (下)凸函数。

证明 下面只证明 (ii)(iii)。
(ii)利用分部积分：

Γ(x+ 1) =

∫ +∞

0

txe−tdt

= (−txe−t)
∣∣+∞
0

+

∫ +∞

0

xtx−1e−tdt

= xΓ(x) (∀x > 0)

(iii)即证 ∀p, q > 1，
1

p
+

1

q
= 1都有：

ln Γ

(
x1
p

+
x2
q

)
⩽ 1

p
ln Γ(x1) +

1

q
ln Γ(x2)

⇐⇒ Γ

(
x1
p

+
x2
q

)
⩽ (ln Γ(x1))

1
p (ln Γ(x2))

1
q (∀x1, x2 > 0)

即：
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4.4 Gamma函数与 Beta函数∫ +∞

0

t
x1
p
+

x2
q
−1e−tdt ⩽

(∫ +∞

0

tx1−1e−tdt

) 1
p
(∫ +∞

0

tx2−1e−tdt

) 1
q

(∀x1, x2 > 0)

而这正是积分的赫尔德不等式。 □

�
笔记由定理 4.18(ii)可得许多重要结论：

(1)阶乘：
Γ(n+ 1) = n! (∀n ∈ N∗)

(2)由于：

Γ

(
1

2

)
=

∫ +∞

0

t−
1
2 e−tdt

u=
√
t

===== 2

∫ +∞

0

e−u2

du =
√
π

故：

Γ

(
n+

1

2

)
=

1

2
· 3
2
· · · 2n− 1

2
Γ

(
1

2

)
=

(2n− 1)!!

2n
√
π (∀n ∈ N∗)

(3) ∀x ∈ (n, n+ 1] (n ∈ N∗)，∃ α ∈ (0, 1]，使得 x = n+ α，则：

Γ(x) = Γ(n+ α) = α(1 + α) · · · (n− 1 + α)Γ(α)

因此 Γ(x)的值完全由其在 (0, 1]上的值决定。

反过来，定理 4.18的三条性质唯一决定了 Γ(x)。

定理 4.19 (Bohr-Mollerup)

♥

设 (0,+∞)上的函数 f(x)满足以下三个条件：

(i) ∀x > 0，f(x) > 0且 f(1) = 1；

(ii) ∀x > 0，f(x+ 1) = xf(x)；

(iii) ln f(x)是 (0,+∞)上的（下）凸函数；

则 f(x) = Γ(x)对 ∀x > 0成立。

证明 只需证以上三个条件唯一决定一个函数，再由定理 4.18，Γ(x)具有这三个性质，因此

必有 f(x) = Γ(x)对 ∀x > 0成立。

由条件 (i)(ii)知 f(x)的值被其在 (0, 1]上的值决定，因此只需对 x ∈ (0, 1)讨论。由条件 (iii)，
结合凸函数的性质得 ∀x ∈ (0, 1), n ∈ N∗有：

ln f(n)− ln f(n− 1)

n− (n− 1)
⩽ ln f(n+ x)− ln f(n)

n+ x− n
⩽ ln f(n+ 1)− ln f(n)

n+ 1− n
(4.52)

由条件 (i)(ii)知 f(n) = (n− 1)! (∀n ∈ N∗)，代入式 (4.52)得：
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4.4 Gamma函数与 Beta函数

ln(n− 1)!− ln(n− 2)! ⩽ ln f(n+ x)− ln(n− 1)!

x
⩽ lnn!− ln(n− 1)!

整理得：

(n− 1)x(n− 1)! ⩽ f(n+ x) ⩽ nx(n− 1)! (4.53)

又由条件 (ii)得：

f(n+ x) = x(1 + x) · · · (n− 1 + x)f(x) (4.54)

故结合式 (4.53)(4.54)得：

(n− 1)x(n− 1)!

x(x+ 1) · · · (x+ n− 1)
⩽ f(x) ⩽ nx(n− 1)!

x(x+ 1) · · · (x+ n− 1)
(4.55)

注意到式 (4.55)对于 n ∈ N∗的任意性，故把左式的 n− 1换成 n，不等式仍成立，得：

(n)x(n)!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
⩽ f(x) ⩽ nx(n)!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
· x+ n

n

故：

n

x+ n
f(x) ⩽ nxn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
⩽ f(x) (4.56)

对式 (4.56)令 n→ ∞，结合夹逼定理得：

f(x) = lim
n→∞

nxn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
(x ∈ (0, 1)) (4.57)

由式 (4.57)知 f(x)具有唯一性，即证。 □

推论 4.1 (Gamma函数的另一个表达式)

♥

Γ(x)满足以下等式：

Γ(x) = lim
n→∞

nxn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
(x > 0)

提示：结合定理 4.19的证明以及“Γ(x)被其在 (0, 1]上的取值所决定”。

利用推论 4.1，我们可以证明一条重要的公式。

定理 4.20 (余元公式)

♥

对 ∀x ∈ (0, 1)，有：

Γ(x)Γ(1− x) =
π

sin πx

在证明定理 4.20之前，我们还需要一个引理。
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4.4 Gamma函数与 Beta函数

引理 4.1 (Euler)

♥

对 ∀x ∈ R，有：

sin πx = πx

∞∏
n=1

(
1− x2

n2

)
(4.58)

证明 注意到式 (4.58)两边对 x平移整数值均不变，在整数取值均为 0，故只需证此式对 x ∈
(0, 1)成立。记：

φ(x) = ln

(
π

∞∏
n=1

(
1− x2

n2

))
= ln π +

∞∑
n=1

ln

(
1− x2

n2

)
(x ∈ (0, 1))

由于： ∣∣∣∣ln(1− x2

n2

)∣∣∣∣ = ln

(
1 +

x2

n2 − x2

)
⩽ x2

n2 − x2
<

1

n2 − 1
(∀n ⩾ 2, x ∈ (0, 1))

故由函数项级数的Weierstrass判别法得 φ(x)在 (0, 1)上一致收敛。另一方面，考察：

ψ(x) = −
∞∑
n=1

2x

n2 − x2
(x ∈ (0, 1))

由于： ∣∣∣∣ 2x

n2 − x2

∣∣∣∣ < 2

n2 − 1
(∀n ⩾ 2, x ∈ (0, 1))

故由函数项级数的Weierstrass判别法得 ψ(x)在 (0, 1)上一致收敛。故由定理2.9，φ(x)可以
逐项求导，得：

φ′(x) =
∞∑
n=1

2x

x2 − n2
= π cot πx− 1

x
(∀x ∈ (0, 1))

其中最后一个等号需要利用 cot x的 Fourier级数。结合 φ(0) = ln π，可以解得：

φ(x) = ln

(
sin πx

x

)
(x ∈ (0, 1)) (4.59)

对式 (4.59)做简单变形即得式 (4.58)。 □

下面回到定理 4.20的证明。
证明 由推论 4.1得：

Γ(x)Γ(1− x) = lim
n→∞

nxn!

x(x+ 1) · · · (x+ n)
· lim
n→∞

n1−xn!

(1− x)(2− x) · · · (n+ 1− x)

= lim
n→∞

n

n+ 1− x
· (n!)2

x
n∏

k=1

(k − x)(k + x)
(4.60)

= lim
n→∞

(n!)2

x
n∏

k=1

(k − x)(k + x)
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4.4 Gamma函数与 Beta函数

由引理 4.1得：
π

sin πx
=

π

πx
∞∏
n=1

(
1− x2

n2

)
= lim

n→∞

(n!)2

x
n∏

k=1

(k − x)(k + x)

(4.61)

结合式 (4.60)(4.61)得结论成立。 □

接下来研究 Beta函数以及 Gamma函数与 Beta函数的关系。
首先对 Beta函数有一个重要的换元：

B(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt

t= 1
1+u

=====

∫ +∞

0

(
1

1 + u

)p−1

·
(

u

1 + u

)q−1

· 1

(1 + u)2
du

=

∫ +∞

0

uq−1

(1 + u)p+q
du (∀p, q > 0)

由此可以得到定理 4.20的更加完善的版本。

定理 4.21 (余元公式的完善版本)

♥

对 ∀x ∈ (0, 1)，有：

Γ(x)Γ(1− x) =
π

sin πx
=

∫ +∞

0

tx−1

1 + t
dt = B(x, 1− x) (4.62)

提示：式 (4.62)第一个等号即定理 4.20，第二个等号由例题4.5可得，第三个等号即为以上的
换元。

定理 4.21展现了 Gamma函数和 Beta函数的联系，实际上，它只是一种特殊情形，下面
介绍 Gamma函数和 Beta函数的关联等式。为此我们需要做些准备。

引理 4.2 (Beta函数递推公式)

♥

对 ∀p, q > 0，有：

B(p+ 1, q) =
p

p+ q
B(p, q)

证明 利用分部积分，直接计算得：

B(p+ 1, q) =

∫ 1

0

tp(1− t)q−1dt

=

∫ 1

0

(
t

1− t

)p

(1− t)p+q−1dt
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4.4 Gamma函数与 Beta函数

=
−1

p+ q

((
t

1− t

)p

(1− t)p+q

∣∣∣∣1
0

−
∫ 1

0

(1− t)p+q · p
(

t

1− t

)p−1

· 1

(1− t)2
dt

)

=
p

p+ q

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt

=
p

p+ q
B(p, q)

□

定理 4.22 (Gamma函数与 Beta函数关联等式)

♥

对 ∀p, q > 0，有：

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)

证明 固定 q > 0，令：

f(p) =
Γ(p+ q)B(p, q)

Γ(q)
(p > 0)

则由定理 4.19，只需证 f(p)满足定理 4.19的三个条件。
首先由定理 4.18(ii)和引理 4.2得：

f(p+ 1) =
Γ(p+ q + 1)B(p+ 1, q)

Γ(q)

=
1

Γ(q)
· (p+ q)Γ(p+ q) · p

p+ q
B(p, q)

=
pΓ(p+ q)B(p, q)

Γ(q)

= pf(p) (∀p > 0)

故条件 (ii)成立。
又有：

B(1, q) =

∫ 1

0

(1− t)q−1dt =
1

q
(∀q > 0)

故：

f(1) =
Γ(q + 1)B(1, q)

Γ(q)
=

Γ(q + 1)

qΓ(q)
= 1

显然又有 f(p) > 0 (∀p > 0)，故条件 (i)成立。
最后由于：

ln f(p) = ln Γ(p+ q) + lnB(p, q)− ln Γ(q) (4.63)
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定理 4.18(iii)已经告诉我们 ln Γ(p+ q)关于 p在 (0,+∞)上是 (下)凸函数，ln Γ(q)关于 p是

常数，不影响函数凸性。运用与证明定理 4.18(iii)相同的方法可以证明 ln B(p, q)关于 p在

(0,+∞)上也是 (下)凸函数。因此由式 (4.63)得 ln f(p)在 (0,+∞)上是 (下)凸函数，条件
(iii)成立。
综上由定理 4.19得 f(p) = Γ(p) (∀p > 0)，即证。 □

由定理 4.22，结合 Gamma函数的性质，可以立即得到 Beta函数的许多重要性质。

推论 4.2 (Beta函数的性质)

♥

B(p, q)具有以下性质：

(i) B(p, q) ∈ C∞((0,+∞× (0,+∞)
)
；

(ii) ∀p, q > 0，B(p, q) = B(q, p)；

(iii) ∀p, q > 0，B(p+ 1, q + 1) =
pq

(p+ q + 1)(p+ q)
B(p, q).

提示：利用定理 4.18, 4.22.

最后介绍 Gamma函数与 Beta函数的应用。

定理 4.23 (Legendre加倍公式)

♥

对 ∀x > 0，有：

Γ(2x) =
22x−1

√
π

Γ(x)Γ

(
x+

1

2

)
(4.64)

证明 其中一种证法是令式 (4.64)右边为 f(2x)，证明 f(x)满足定理 4.19的三个条件，从而
f(2x) = Γ(2x)，即证。下面给出的是利用 Beta函数与余元公式的证法。
一方面，由余元公式：

B(x, x) =
(Γ(x))2

Γ(2x)
(x > 0) (4.65)

另一方面，又有：

B(x, x) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)x−1dt

=

∫ 1

0

(
1

4
−
(
1

2
− t

)2
)x−1

dt

w=t− 1
2======

∫ 1
2

− 1
2

(
1

4
− w2

)x−1

dw

= 2

∫ 1
2

0

(
1

4
− w2

)x−1

dw (4.66)
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w=
√

u
2=====

∫ 1

0

u−
1
2 (1− u)x−1 · 1

22x−1
du

=
1

22x−1
B

(
1

2
, x

)

=
1

22x−1

Γ(x)Γ(1
2
)

Γ(x+ 1
2
)

(x > 0)

故结合式 (4.65)(4.66)，利用 Γ

(
1

2

)
=

√
π可得式 (4.64)成立。 □

利用 Gamma函数与 Beta函数可以计算一些用常规方法十分难算的积分。
例题 4.9计算积分： ∫ +∞

0

1

1 + u4
du

解令 t =
1

1 + u4
，得：∫ +∞

0

1

1 + u4
du =

∫ 0

1

t · 1
4

(
1

t
− 1

)− 3
4

·
(
− 1

t2

)
dt

=
1

4

∫ 1

0

t−
1
4 (1− t)−

3
4dt

=
1

4
B

(
1

4
,
3

4

)
故利用余元公式的完善版本 (定理 4.21)，得：∫ +∞

0

1

1 + u4
du =

1

4
· π

sin π
4

=

√
2π

4

□

例题 4.10计算积分值的极限：

lim
n→∞

∫ +∞

0

1

1 + xn
dx

解令 t =
1

1 + xn
，得：∫ +∞

0

1

1 + xn
dx =

∫ 0

1

t · 1
n

(
1

t
− 1

) 1
n
−1

·
(
− 1

t2

)
dt

=
1

n

∫ 1

0

t−
1
n (1− t)

1
n
−1dt

=
1

n
B

(
1

n
, 1− 1

n

)
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4.4 Gamma函数与 Beta函数

故利用余元公式的完善版本 (定理 4.21)，得：∫ +∞

0

1

1 + xn
dx =

1

n
· π

sin π
n

=
π
n

sin π
n

(∀n ∈ N∗) (4.67)

故对式 (4.67)令 n→ ∞，得：

lim
n→∞

∫ +∞

0

1

1 + xn
dx = 1

□

例题 4.11计算积分值的极限：

lim
n→∞

∫ +∞

0

x2e−x2n

dx

解令 t = x2n，得： ∫ +∞

0

x2e−x2n

dx =

∫ +∞

0

1

2n
t

1
2n

−1 · t
1
n · e−tdt

=
1

2n

∫ +∞

0

t
3
2n

−1e−tdt

=
1

2n
Γ

(
3

2n

) (4.68)

又由定理 4.18(ii)：

Γ

(
3

2n
+ 1

)
=

3

2n
Γ

(
3

2n

)
(∀n ∈ N∗) (4.69)

故由式 (4.68)(4.69)得：∫ +∞

0

x2e−x2n

dx =
1

3
Γ

(
3

2n
+ 1

)
(∀n ∈ N∗) (4.70)

最后由 Gamma函数的连续性，对式 (4.70)令 n→ ∞得：

lim
n→∞

∫ +∞

0

x2e−x2n

dx = lim
n→∞

1

3
Γ

(
3

2n
+ 1

)
=

1

3
Γ(1) =

1

3

□

在数分 A1中，我们学习了 n!的一个渐进表达式。对 Γ(x)也有类似的结果。

定理 4.24 (Stiring)

♥

对 ∀x > 0，∃ θ(x) ∈ (0, 1)，使得：

Γ(x+ 1) =
√
2πx

(x
e

)x
e

θ(x)
12x

由定理 4.24可得下面这个推论。
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4.4 Gamma函数与 Beta函数

推论 4.3

♥

对 ∀a ∈ R，有：

lim
x→+∞

xaΓ(x)

Γ(x+ a)
= 1

提示：将定理 4.24代入式子中，化简求极限即可。
注推论 4.3可视为定理 4.18(ii)的一般情形。
例题 4.12计算积分值的极限：

lim
α→+∞

√
α

∫ 1

0

(1− x2)αdx

解令 t = x2，得： ∫ 1

0

(1− x2)αdx =
1

2

∫ 1

0

t−
1
2 (1− t)αdt

=
1

2
B

(
1

2
, α

)

=
1

2

Γ(1
2
)Γ(α)

Γ(α + 3
2
)

(4.71)

在推论 4.3中令 x = α + 1，a =
1

2
，可得：

lim
α→+∞

√
αΓ(α + 1)

Γ(α + 3
2
)

= 1 (4.72)

故由式 (4.71)(4.72)得：

lim
α→+∞

√
α

∫ 1

0

(1− x2)αdx =
Γ(1

2
)

2
lim

α→+∞

√
αΓ(α + 1)

Γ(α + 3
2
)

=

√
π

2

□
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第 5章 Fourier分析

5.1 周期函数的 Fourier级数
为研究三角级数：

a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

我们首先从周期函数入手。由伸缩和平移，我们只需要研究周期为 2π的函数，且只需研究

[−π, π]上的函数。考虑到对 f(x)在 [π, π]上积分可能是常义积分，也可能是瑕积分，而对于

这两种积分，有下列关系：

f(x)在[π, π]有界，可积⇒ f(x)在[π, π]绝对可积

f(x)在[π, π]无界，绝对可积⇒ f(x)在[π, π]可积

其中 f(x)绝对可积是指 |f(x)|可积。
因此为了方便讨论，我们常假设 f(x)在 [−π, π]上可积且绝对可积。
类似于幂级数的研究，一个核心问题是在什么条件下三角级数逐点收敛于 f(x)。为此我

们先将逐点收敛强化为一致收敛，研究一致收敛的必要条件。

命题 5.1 (Fourier系数，三角级数一致收敛的必要条件)

♠

设 f(x)在 [−π, π]上可积且绝对可积。若 a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx + bn sinnx)在 [−π, π]上一

致收敛于 f(x)，则：

an =
1

π

∫ π

−π

f(x) cosnxdx (n = 0, 1, 2 · · · )

bn =
1

π

∫ π

−π

f(x) sinnxdx (n = 1, 2 · · · )
(5.1)

提示：结合 f(x)的可积性与一致收敛性，由定理2.8得逐项积分，再利用三角函数系的正交
性，即： 

∫ π

−π

cosmx cosnxdx = πδmn

∫ π

−π

sinmx sinnxdx = πδmn

∫ π

−π

cosmx sinnxdx = 0

(∀m,n ∈ N)



5.1 周期函数的 Fourier级数

其中：

δmn =

1 m = n

0 m 6= n

由命题 5.1我们知道三角级数在一致收敛下的唯一性，由此可以定义 Fourier级数。

定义 5.1 (Fourier级数)

♣

设 f(x)在 [−π, π]上可积且绝对可积，则可定义 an (n ⩾ 0)，bn (n > 0)如式 (5.1)所示，

并称为 f(x)的 Fourier系数。称三角级数
a0
2
+

∞∑
n=1

(an cosnx+bn sinnx)为 f(x)的 Fourier

级数，记为：

f(x) ∼ a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

现在核心问题变为，f(x)的 Fourier级数是否收敛；若收敛，是否收敛于 f(x)。这两个问

题需要后面的内容来解答，现在我们继续研究 Fourier系数的性质。为此我们需要一个重要引
理。

定理 5.1 (Riemann-Lebesgue引理)

♥

设 f(x)在 [a, b] (b可以是 +∞)上可积且绝对可积，则：

lim
λ→+∞

∫ b

a

f(x) cosλxdx = 0

lim
λ→+∞

∫ b

a

f(x) sinλxdx = 0

证明 (i)若 f(x)在 [a, b]上 Riemann可积，则一方面 f(x)在 [a, b]上有界，即 ∃M，使得
|f(x)| ⩽M (∀x ∈ [a, b]).
另一方面，对分割 T : a = x0 < x1 < · · · < xn = b，有：

lim
∥T∥→0+

n∑
i=1

ωi∆xi = 0

其中 ωi = sup
s,t∈[xi−1,xi]

|f(s)− f(t)|，∆xi = xi − xi−1 (1 ⩽ i ⩽ n)，‖T‖ = min
1⩽i⩽n

∆xi.

故 ∀ε > 0，存在分割 T，使得：
n∑

i=1

ωi∆xi <
ε

2
(5.2)

对这个分割 T，有：∣∣∣∣∫ b

a

f(x) cosλxdx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

∫ xi

xi−1

f(x) cosλxdx

∣∣∣∣∣
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5.1 周期函数的 Fourier级数

=

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

∫ xi

xi−1

(f(x)− f(xi)) cosλxdx+
n∑

i=1

∫ xi

xi−1

f(xi) cosλxdx

∣∣∣∣∣
⩽

n∑
i=1

ωi∆xi +

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f(xi)
sin xi − sin xi−1

λ

∣∣∣∣∣ (5.3)

⩽
n∑

i=1

ωi∆xi + 2M
n

λ

在分割 T 固定后，n也是固定的，此时对 ∀λ > 4nM

ε
，结合式 (5.3)(5.4)得：∣∣∣∣∫ b

a

f(x) cosλxdx

∣∣∣∣ < ε

2
+
ε

2
= ε

故 lim
λ→+∞

∫ b

a

f(x) cosλxdx = 0.

(ii)若 f(x)在 [a, b] (b < +∞)上无界，不妨设 b是 f(x)在 [a, b]上的唯一瑕点，则由 f(x)在

[a, b]上反常绝对可积，则 ∃η > 0，使得：∫ b

b−η

|f(x)|dx < ε

2
(5.4)

由于 f(x)在 [a, b− η]上可积且绝对可积，故由 (i)得，∃λ1 > 0，使得 ∀λ > λ1，都有：∣∣∣∣∫ b−η

a

f(x) cosλxdx

∣∣∣∣ < ε

2
(5.5)

故结合式 (5.4)(5.5)：∣∣∣∣∫ b

a

f(x) cosλxdx

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣∫ b−η

a

f(x) cosλxdx

∣∣∣∣+ ∫ b

b−η

|f(x)|dx =
ε

2
+
ε

2
= ε (∀λ > λ1)

故 lim
λ→+∞

∫ b

a

f(x) cosλxdx = 0.

(iii)若 f(x)在 [a,+∞)上反常绝对可积，则 ∃A > a，使得：∫ A

a

|f(x)|dx < ε

2
(5.6)

由于 f(x)在 [a,A]上可积且绝对可积，故由 (i)得，∃λ2 > 0，使得 ∀λ > λ2，都有：∣∣∣∣∫ A

a

f(x) cosλxdx

∣∣∣∣ < ε

2
(5.7)

故结合式 (5.6)(5.7)：∣∣∣∣∫ +∞

a

f(x) cosλxdx

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣∫ A

a

f(x) cosλxdx

∣∣∣∣+ ∫ +∞

A

|f(x)|dx =
ε

2
+
ε

2
= ε (∀λ > λ2)
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故 lim
λ→+∞

∫ +∞

a

f(x) cosλxdx = 0.

对 sin x证明同理。 □

推论 5.1 (Fourier系数的性质)

♥

若 {an}，{bn}是某个可积且绝对可积函数的 Fourier系数，则：

lim
nto∞

an = lim
nto∞

bn = 0

提示：运用定理 5.1即可。
注由推论 5.1知，不是所有的三角级数都能作为某个可积且绝对可积函数的 Fourier级数。

由定理 5.1，我们可以给出例题4.7的另一个证明。
例题 5.1(Dirichlet积分) 试证： ∫ +∞

0

sin x

x
dx =

π

2

解首先原积分在 x = 0处有界，因此 0不是瑕点，故原积分只是无穷积分，由无穷积分的

Dirichlet判别法可得原积分收敛。因此有：∫ +∞

0

sin x

x
dx = lim

n→∞

∫ (n+ 1
2
)π

0

sin x

x
dx (5.8)

令 x =

(
n+

1

2

)
t，得：

∫ (n+ 1
2
)π

0

sin x

x
dx =

∫ π

0

sin(n+ 1
2
)t

t
dt

=

∫ π

0

(
1

t
− 1

2 sin t
2

)
sin(n+

1

2
)tdt+

∫ π

0

sin(n+ 1
2
)t

2 sin t
2

dt

∆
=== I1 + I2

(5.9)

对 I1，由于：

lim
t→0+

(
1

t
− 1

2 sin t
2

)
= lim

t→0+

2 sin t
2
− t

2t sin t
2

= lim
t→0+

2( t
2
− 1

6
( t
2
)3 + o(t3))− t

t2
= lim

t→0+

−t
24

= 0

故 0不是 I1的瑕点，

(
1

t
− 1

2 sin t
2

)
sin

(
n+

1

2

)
t在 [0, π]上 Riemann可积，从而由定理 5.1：

lim
n→∞

I1 = 0 (5.10)

对 I2，由于：
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sin(n+ 1
2
)t

2 sin t
2

=
n∑

k=1

cos kt+
1

2
(∀n ∈ N∗) (5.11)

故对式 (5.11)两边在 [0, π]上积分得：

I2 =
π

2
(∀n ∈ N∗) (5.12)

故结合式 (5.8)(5.9)(5.10)(5.12)得原积分的值为
π

2
。 □

5.2 Fourier级数收敛定理
本节我们将给出 f(x)的 Fourier级数逐点收敛于 f(x)的充分条件，其中 f(x)以 2π为周

期，在 [−π, π]上可积且绝对可积。为得到收敛定理，我们从 Fourier级数的部分和函数入手。
将 Fourier系数的表达式 (式 (5.1))代入部分和函数得：

Sn(x) =
1

π

∫ π

−π

1

2
f(u)du+

n∑
k=1

1

π

∫ π

−π

(cos ku cos kx+ sin ku sin kx)f(u)du

=
1

π

∫ π

−π

f(u)

(
1

2
+

n∑
k=1

cos k(u− x)

)
du

∆
===

1

π

∫ π

−π

f(u)Dn(u− x)du

(5.13)

其中：

Dn(t) =
1

2
+

n∑
k=1

cos kt =
sin
(
n+ 1

2

)
t

2 sin t
2

(5.14)

Dn(t)被称为 Dirichlet核。它具有以下性质：

(i)Dn(t) = Dn(−t)，即 Dn(t)是偶函数；

(ii)
1

π

∫ π

−π

Dn(t)dt =
2

π

∫ π

0

Dn(t)dt = 1；

(iii)Dn(t+ 2π) = Dn(t)，即 Dn(t)周期为 2π。

利用以上三条性质，式 (5.13)可进一步变为：

Sn(x) =
1

π

∫ π

−π

f(u)Dn(u− x)du

=
1

π

∫ x+π

x−π

f(u)Dn(u− x)du (5.15)

u=x+t
=====

1

π

∫ π

−π

f(x+ t)Dn(t)dt
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=
1

π

∫ π

0

(f(x+ t) + f(x− t))Dn(t)dt

利用式 (5.15)，我们可以得到下面这个定理。

定理 5.2 (Foueier级数局部化定理)

♥

设 f(x)以 2π为周期，在 [−π, π]上可积且绝对可积，则 f(x)的 Fourier级数在 x0处是

否收敛，收敛到什么值，仅与 f(x)在 x0附近的行为有关。

证明 由式 (5.15)，对任意给定的 δ > 0，有：

Sn(x0) =
1

π

∫ π

0

(f(x0 + t) + f(x0 − t))Dn(t)dt

=
1

π

∫ δ

0

(f(x0 + t) + f(x0 − t))Dn(t)dt+
1

π

∫ π

δ

(f(x0 + t) + f(x0 − t))Dn(t)dt

(5.16)

其中式 (5.16)右边第二个积分是常义积分，对其运用 Riemann-Lebesgue引理 (定理 5.1)得：

lim
n→∞

1

π

∫ π

δ

(f(x0 + t) + f(x0 − t))Dn(t)dt

= lim
n→∞

1

π

∫ π

δ

f(x0 + t) + f(x0 − t)

2 sin t
2

sin

(
n+

1

2

)
tdt

=0

(5.17)

故结合式 (5.16)(5.17)得：

lim
n→∞

Sn(x0) = lim
n→∞

1

π

∫ δ

0

(f(x0 + t) + f(x0 − t))Dn(t)dt (5.18)

故 Fourier级数在 x0处是否收敛和收敛于什么值仅与 f(x)在 [x0 − δ, x0 + δ] (∀δ > 0)的行为

有关。 □

注由定理 5.2，若 f(x), g(x)在 x0附近的行为相同，则它们的 Fourier级数在 x0处同敛散，

若收敛，收敛值相等。

为处理式 (5.18)右边的极限，我们引入一个判别法。

定理 5.3 (Fourier级数的 Dini判别法)

♥

设 f(x)以 2π为周期，在 [−π, π]上可积且绝对可积。令:

φ(t) = f(x0 + t) + f(x0 − t)− 2s

若对某个 s ∈ R，∃ δ > 0，使得
φ(t)

t
在 [0, δ]上可积且绝对可积，则 f(x)的 Fourier级

数在 x0处收敛于 s。
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5.2 Fourier级数收敛定理

证明 利用 Dirichlet核的性质，得：

Sn(x0)− s =
1

π

∫ π

0

(f(x0 + t) + f(x0 − t))Dn(t)dt−
2

π

∫ π

0

scḊn(t)dt

=
1

π

∫ π

0

φ(t)Dn(t)dt (5.19)

=
1

π

∫ π

0

φ(t)

2 sin t
2

sin

(
n+

1

2

)
tdt

由于 t→ 0+时，2 sin

(
t

2

)
→ t，且由条件，

φ(t)

t
在 [0, δ]上可积且绝对可积，从而在 [0, π]

上可积且绝对可积。故对式 (5.19)两边令 n→ ∞，对右边运用 Riemann-Lebesgue引理，得：

lim
n→∞

Sn(x0) = s

□
因此问题转化为了寻找合适的 s满足 Dini判别法的条件。我们自然希望 f(x0)就是满足

条件的 s，但对一般的可积函数，甚至是连续函数，这点都不一定成立。因此我们需要对

f(x)做更强的限制。

定义 5.2 (α阶 Lipschitz条件)

♣

设 f(x)在 x0附近有定义。若 ∃ δ > 0，L > 0，α ∈ (0, 1]，使得：

|f(x0 + t)− f(x0 + 0)| ⩽ Ltα |f(x0 − t)− f(x0 − 0)| ⩽ Ltα (∀t ∈ (0, δ])

则称 f(x)在 x0附近满足 α阶 Lipschitz条件。

定理 5.4

♥

设 f(x)以 2π为周期，在 [−π, π]上可积且绝对可积，并在 x0附近满足 α阶 Lipschitz条

件，则 f(x)的 Fourier级数在 x0处收敛于
f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2
.

证明 在定理 5.3中令 2s = f(x0 + 0) + f(x0 − 0)，由于 f(x)在 x0附近满足 α阶 Lipschitz条
件，故有： ∣∣∣∣φ(t)t

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣f(x0 + t) + f(x0 − t)− f(x0 + 0)− f(x0 − 0)

t

∣∣∣∣
⩽
∣∣∣∣f(x0 + t)− f(x0 + 0)

t

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f(x0 − t)− f(x0 − 0)

t

∣∣∣∣
⩽ 2Ltα (∀t ∈ (0, δ])

(5.20)

由于 0 < α ⩽ 1，故式 (5.20)右边在 [0, δ]上反常可积，故由非负函数瑕积分的比较判别法得∣∣∣∣φ(t)t
∣∣∣∣在 [0, δ]上可积，从而

φ(t)

t
在 [0, δ]上可积且绝对可积。由定理 5.3即证。 □
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5.2 Fourier级数收敛定理

为了方便使用，我们引入“分段可微”的概念。

定义 5.3 (分段可微)

♣

已知 f(x)在 [a, b]上有定义。若存在 [a, b]的一个分割：a = x0 < x1 < · · · < xn = b，使

得按以下方式定义在每个闭子区间 [xi−1, xi] (1 ⩽ i ⩽ n)上的函数：

gi(x) =


f(xi−1 + 0) x = xi−1

f(x) x ∈ (xi−1, xi)

f(xi − 0) x = xi

(1 ⩽ i ⩽ n)

都是可微的 (在闭区间端点单侧可微)，则称 f(x)在 [a, b]上分段可微。

下面是本节的主要定理。

定理 5.5 (Fourier级数收敛定理)

♥

设 f(x)以 2π为周期，在 [−π, π]上可积且绝对可积，并且在 [−π, π]上分段可微，则对

∀x0 ∈ [−π, π]，f(x)的 Fourier级数在 x0处收敛于
f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2
.

特别地，若 f(x)在 x0处连续，则 f(x)的 Fourier级数在 x0处收敛于 f(x0).

提示：分段可微可以推出 f(x)在 [−π, π]上满足 1阶 Lipschitz条件，再用定理 5.4即可。

推论 5.2

♥

设 f(x)以 2π为周期，在 [−π, π]上可积且绝对可积。若 f(x)在 [−π, π]上可导，则：

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (∀x ∈ [−π, π])

例题 5.2(Abel) 计算并讨论 f(x)的 Fourier级数，其中：

f(x) =

 x 0 < x ⩽ 2π

2π x = 0

解首先先将 f(x)以 2π为周期延拓为实数域上的函数 f̃(x) (f(x)在 0, 2π上的值相等，因此

可以直接周期延拓)。将 f(x)代入 Fourier系数公式，得：

a0 =
1

π

∫ 2π

0

f(x)dx =
1

π

∫ 2π

0

xdx = 2π

an =
1

π

∫ 2π

0

f(x) cosnxdx =
1

π

∫ 2π

0

x cosnxdx = 0 (n ⩾ 1)

bn =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sinnxdx =
1

π

∫ 2π

0

x sinnxdx = − 2

n
(n ⩾ 1)
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5.2 Fourier级数收敛定理

故 Fourier级数表达式为：

π −
∞∑
n=1

2

n
sinnx

考察延拓后的函数 f̃(x)，其在 [0, 2π]上可积且绝对可积，同时分段可微，由定理 5.5得：

f̃(x+ 0) + f̃(x− 0)

2
= π −

∞∑
n=1

2

n
sinnx (∀x ∈ [0, 2π])

再由 f̃(x)的连续性，得：

f(x) = x = π −
∞∑
n=1

2

n
sinnx (∀x ∈ (0, 2π)) (5.21)

但 f(0)和 f(2π)的值与 Fourier级数在 0, 2π的值不相等。 □

注将式 (5.21)变形，可得：

π − x

2
=

∞∑
n=1

2

n
sinnx (∀x ∈ (0, 2π)) (5.22)

式 (5.22)即为当年 Abel举的例子。更进一步，我们可以利用式 (5.22)得到一些有趣的等式。
如：在式 (5.22)中把 x换成 2x，可得：

π

4
− x

2
=

∞∑
n=1

sin 2nx

2n
(∀x ∈ (0, π)) (5.23)

再用式 (5.22)减式 (5.23)得：

π

4
=

∞∑
n=1

sin(2n− 1)x

2n− 1
(∀x ∈ (0, π)) (5.24)

式 (5.24)右边的函数项级数决定一个 (0, π)上的常值函数。再令 x =
π

2
∈ (0, π)，得：

π

4
=

∞∑
n=1

(−1)n−1

2n− 1
(5.25)

像这样，运用函数的 Fourier级数及定理 5.5，可以得到大量有趣的恒等式。

例题 5.3将 f(x) = cos ax (a 6∈ Z)在 [−π, π]上展开为 Fourier级数。

解首先先将 f(x)以 2π为周期延拓为实数域上的函数 f̃(x) (f(x)在 −π, π上的值相等，因此
可以直接周期延拓)。将 f(x)代入 Fourier系数公式，结合函数奇偶性，得：

bn =
1

π

∫ π

−π

f(x) sinnxdx

=
1

π

∫ π

−π

cos ax sinnxdx

101
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= 0 (n ⩾ 1)

an =
1

π

∫ π

−π

f(x) cosnxdx

=
1

π

∫ π

−π

cos ax cosnxdx

=
1

π

∫ π

0

cos(a+ n)x+ cos(a− n)xdx

=
(−1)n

π

2a sin aπ

a2 − n2
(n ⩾ 0)

故 Fourier级数表达式为：

sin aπ

π

(
1

a
+

∞∑
n=1

(−1)n
2a

a2 − n2
cosnx

)
注意到 f̃(x)在 [−π, π]上可积且绝对可积，在 x ∈ R上连续，故由定理 5.5得：

f̃(x) =
sin aπ

π

(
1

a
+

∞∑
n=1

(−1)n
2a

a2 − n2
cosnx

)
(∀x ∈ [−π, π])

即：

f(x) = cos ax =
sin aπ

π

(
1

a
+

∞∑
n=1

(−1)n
2a

a2 − n2
cosnx

)
(∀x ∈ [−π, π]) (5.26)

□
注对式 (5.27)令 x = 0，可得：

π

sin aπ
=

1

a
+

∞∑
n=1

(−1)n
2a

a2 − n2
(∀a 6∈ Z) (5.27)

令 x = π，可得：

π cot aπ =
1

a
+

∞∑
n=1

2a

a2 − n2
(∀a 6∈ Z) (5.28)

其中，式 (5.27)为定理4.21第二个等号的证明提供了关键的一步；式 (5.28)则为引理4.1的证
明提供关键等式。

接下来我们考虑 f(x)只在 (0, π)上有定义的情形。我们需要先对 f(x)做对称延拓为

(−π, π)上的函数，再以 2π为周期延拓为 R上的函数。其中对称延拓的方式有以下两种：

(i)奇性延拓：即把 f(x)延拓为 (−π, π)上的奇函数，延拓的具体方式如下：
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5.2 Fourier级数收敛定理

f̃(x) =


f(x) x ∈ (0, π)

0 x = 0

− f(−x) x ∈ (−π, 0)

此时由奇偶性，an = 0 (∀n ⩾ 0)，Fourier级数中只有 sin项。我们称这样的 Fourier级数为
正弦级数。

(ii)偶性延拓：即把 f(x)延拓为 (−π, π)上的偶函数，延拓的具体方式如下：

f̃(x) =


f(x) x ∈ (0, π)

f(−x) x ∈ (−π, 0)

此时由奇偶性，bn = 0 (∀n ⩾ 1)，Fourier级数中只有 cos项和常项。我们称这样的 Fourier
级数为余弦级数。

最后讨论 f(x)的周期为 2l (l ∈ R+)的情形。令 x =
lt

π
，则有：

f(x) = f

(
lt

π

)
= g(t)

则 g(t)以 2π为周期。若可以将 g(t)展开成 Fourier级数，即有：

g(t) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnt+ bn sinnt)

其中：

an =
1

π

∫ π

−π

g(t) cosntdt (n = 0, 1, 2 · · · )

bn =
1

π

∫ π

−π

g(t) sinntdt (n = 1, 2 · · · )

则把 x代入回去，可得：

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(
an cos

nπ

l
x+ bn sin

nπ

l
x
)

(5.29)

其中：

an =
1

l

∫ l

−l

f(x) cos
nπ

l
xdx (n = 0, 1, 2 · · · )

bn =
1

l

∫ l

−l

f(x) sin
nπ

l
xdx (n = 1, 2 · · · )

(5.30)
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5.3 Fourier级数的 Cesàro求和

例题 5.4把 f(x)在 (0, l)上展开为正弦级数，其中：

f(x) =


x 0 ⩽ x ⩽ l

2

l − x
l

2
⩽ x ⩽ l

解对 f(x)先做奇性延拓 (由于 f(0) = 0，故可以直接延拓)，再以 2l为周期做周期延拓得到

f̃(x) (x ∈ R)。利用式 (5.30)，结合奇偶性得：

an = 0 (∀n ⩾ 0)

bn =
1

l

∫ l

−l

f(x) sin
nπ

l
xdx

=
2

l

∫ l

0

f(x) sin
nπ

l
xdx

=
2

l

∫ l
2

0

x sin
nπ

l
xdx+

2

l

∫ l

l
2

(l − x) sin
nπ

l
xdx

=
4l

n2π2
sin

nπ

2
(∀n ⩾ 1)

故：

bn =


0 n = 2k

4l

π2

(−1)k

(2k + 1)2
n = 2k + 1

(k = 0, 1, · · · )

故正弦级数为：

4l

π2

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)2
sin

2k + 1

l
πx

由于 f̃(x)在 [−l, l]上可积且绝对可积，同时分段可微，并在 R上连续，故由定理 5.5得：

f(x) =
4l

π2

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)2
sin

2k + 1

l
πx (∀x ∈ [0, l])

□

5.3 Fourier级数的 Cesàro求和

本节我们讨论连续函数的 Fourier级数。在 1876年 Du Bois Reymond已经举出了连续函
数的 Fourier级数再弱干点发散的反例，因此连续性并不能作为 Fourier级数收敛的充分条件。
保留函数的连续性，其中一个思路是继续给函数添加限制，使得 Fourier级数收敛，另一个思
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5.3 Fourier级数的 Cesàro求和

路则是修改“收敛”的意义，即抛弃原有的逐点收敛，寻求更宽泛，更弱的收敛性。均值意

义下的收敛，便是我们所需要的。

定义 5.4 (Cesàro意义下收敛，均值意义下收敛)

♣

已知数项级数
∞∑
n=1

an，部分和 Sn =
n∑

k=1

ak (∀n ∈ N∗)，记：

σn =
1

n

n∑
k=1

Sk (∀n ∈ N∗)

若 lim
n→∞

σn = σ，则称
∞∑
n=1

an在 Cesàro意义下收敛，记为：

∞∑
n=1

an = σ (C)

注 σn的定义就是部分和序列 {Sk}的前 n项平均值，因此这种收敛又称均值意义下收敛。

一个必要的验证是 Cesàro意义下收敛要比逐点收敛要更弱。

命题 5.2 (Cesàro意义下收敛弱于逐点收敛)

♠
若

∞∑
n=1

an收敛于 s，则
∞∑
n=1

an在 Cesàro意义下收敛，且收敛于 s。

提示：利用 Stolz公式。
注命题 5.2的逆命题不成立，即级数在均值意义下收敛推不出原来意义下收敛。反例：

∞∑
n=1

(−1)n−1

我们有：

S2n+1 = 1 S2n = 0 (n = 0, 1 · · · )

故
∞∑
n=1

(−1)n−1在原来意义下发散。但：

σ2n+1 =
n+ 1

2n+ 1
σ2n =

n

2n
=

1

2
(n = 0, 1 · · · )

故 lim
n→∞

σn =
1

2
，

∞∑
n=1

(−1)n−1在 Cesàro意义下收敛于
1

2
。

综上均值意义下的收敛可以说是严格弱于原来意义下的收敛。

在数项级数原来意义下收敛的研究中，我们得到一个必要条件，即级数收敛可得到通项

收敛于 0。对 Cesàro意义下收敛则不然，上面的例子就是反例。不过对 Cesàro意义下收

敛，依然有类似，但更弱的必要条件。
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命题 5.3 (Cesàro意义下收敛的必要条件)

♠

若
∞∑
n=1

an在 Cesàro意义下收敛，则：

lim
n→∞

an
n

= 0

证明 设级数在均值意义下收敛于 σ。一方面由：

σ = lim
n→∞

σn = lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

Sk

故：

0 = lim
n→∞

1

n(n− 1)

n−1∑
k=1

Sk

= lim
n→∞

(
1

n− 1

n−1∑
k=1

Sk −
1

n

n∑
k=1

Sk +
Sn

n

)

= σ − σ + lim
n→∞

Sn

n

= lim
n→∞

Sn

n

(5.31)

另一方面：

lim
n→∞

an
n

= lim
n→∞

Sn − Sn−1

n
= lim

n→∞

(
Sn

n
− n− 1

n

Sn−1

n− 1

)
(5.32)

故结合式 (5.31)(5.32)即证。 □

为了进一步研究 Fourier级数在 Cesàro意义下的敛散性，我们需要弄清楚 σn(x)的具体

表达式。由 5.2节的我们已经有以下等式：

Sn(x0) =
1

π

∫ π

0

(f(x0 + t) + f(x0 − t))
sin(n+ 1

2
)t

2 sin t
2

dt (∀n ⩾ 0)

故：

σn(x0) =
1

n

n−1∑
k=0

Sk(x0)

=
1

nπ

∫ π

0

(
f(x0 + t) + f(x0 − t)

) n−1∑
k=0

sin(k + 1
2
)t

2 sin t
2

dt (5.33)

=
1

2nπ

∫ π

0

(
f(x0 + t) + f(x0 − t)

)(sin nt
2

sin t
2

)2

dt
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=
1

2π

∫ π

0

(f(x0 + t) + f(x0 − t))Fn(t)dt

其中：

Fn(t) =
2

n

n−1∑
k=0

sin(k + 1
2
)t

2 sin t
2

=
1

n

(
sin nt

2

sin t
2

)2

(5.34)

Fn(t)被称为 Fejér核，它也可以写成：

Fn(t) =
2

n

n−1∑
k=0

sin(k + 1
2
)t

2 sin t
2

=
2

n

n−1∑
k=0

Dk(t) (5.35)

其中Dk(t)为 Dirichlet核，定义如 5.2节式 (5.14)所示。由式 (5.35)，结合 Dirichlet核的性质，
容易得到 Fejér核的一条重要性质：

1

π

∫ π

0

Fn(t)dt = 1 (5.36)

利用上面的计算，便可以证明：在 Cesàro意义下，函数不需要分段可微的条件，只需

要有左右极限，即可使 Fourier级数收敛。

定理 5.6 (Fejér)

♥

设 f(x)以 2π为周期，在 [−π, π]上可积且绝对可积，并且在 x0 ∈ [−π, π]上存在左右

极限，则其 Fourier级数在 x0处，在Cesàro意义下收敛于
f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2
，即：

a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx0 + bn sinnx0) =
1

2
(f(x0 + 0) + f(x0 − 0)) (C)

特别地，若 f(x)在 x0处连续，则有：

a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx0 + bn sinnx0) = f(x0) (C)

证明 由式 (5.33)即证：

lim
n→∞

1

2π

∫ π

0

(f(x0 + t) + f(x0 − t))Fn(t)dt = lim
n→∞

σn(x0) =
f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2
(5.37)

令 φ(t) = f(x0 + t) + f(x0 − t)− f(x0 + 0)− f(x0 − 0)，利用式 (5.36)，把式 (5.37)变为：

lim
n→∞

1

2π

∫ π

0

φ(t)Fn(t)dt = 0 (5.38)

一方面，对 ∀ε > 0，∃ δ > 0，使得：

|f(x0 + t)− f(x0 + 0)| < ε

2
|f(x0 − t)− f(x0 − 0)| < ε

2
(∀0 ⩽ t < δ)
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故： ∣∣∣∣ 12π
∫ π

0

φ(t)Fn(t)dt

∣∣∣∣
⩽ 1

2π

∣∣∣∣∫ δ

0

φ(t)Fn(t)dt

∣∣∣∣+ 1

2π

∣∣∣∣∫ π

δ

φ(t)Fn(t)dt

∣∣∣∣
<

ε

2π

∫ δ

0

Fn(t)dt+
1

2nπ

∫ π

δ

|φ(t)|
(
sin nt

2

sin t
2

)2

dt

<
ε

2π

∫ π

0

Fn(t)dt+
1

n

(
1

2π

∫ π

δ

|φ(t)| 1

(sin δ
2
)2
dt

)

=
ε

2
+

1

n

(
1

2π

∫ π

δ

|φ(t)| 1

(sin δ
2
)2
dt

)

(5.39)

当 δ给定后，由于 f(x)的可积与绝对可积性及 φ(t)的定义，式 (5.39)右边第二项是关于
1

n
的有界量，因此 ∃N ∈ N∗，使得 ∀n > N 都有：∣∣∣∣ 12π

∫ π

0

φ(t)Fn(t)dt

∣∣∣∣ < ε

故式 (5.38)成立，即证。 □

推论 5.3

♥

设 f(x)以 2π为周期，在 [−π, π]上可积且绝对可积，在 x0 ∈ [−π, π]上存在左右极限，

并且其 Fourier级数在 x0处收敛，则必收敛于
f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2
。

提示：利用命题 5.2和定理 5.6。

更进一步，如果 f(x)是连续函数，则有下述更强的结果。

定理 5.7 (Fourier级数均值下一致收敛)

♥

若 f(x)是以 2π 为周期的连续函数，则它的 Fourier级数在 Cesàro意义下在 R上一致
收敛于 f(x)。

证明 只需证在 [−π, π]上 σn(x)一致收敛于 f(x)，再利用周期性即可得到 R上的一致收敛性。
类似于定理 5.6的证明，令 φ(t) = f(x+ t) + f(x− t)− 2f(x) (x ∈ R)，则有；

σn(x)− f(x) =
1

2π

∫ π

0

φ(t)Fn(t)dt (5.40)

由于 f(x)在 x ∈ R上连续，故 f(x)在 [−2π, 2π]上一致连续，从而对 ∀ε > 0，∃ δ = δ(ε) ∈
(0, π)与 x无关，使得 ∀t ∈ (0, δ)都有：
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5.3 Fourier级数的 Cesàro求和

|f(x+ t)− f(x)| < ε

2
|f(x− t)− f(x)| < ε

2
(∀x ∈ [−π, π]) (5.41)

故式 (5.40)变为：

|σn(x)− f(x)| =
∣∣∣∣ 12π

∫ π

0

φ(t)Fn(t)dt

∣∣∣∣
⩽
∣∣∣∣ 12π

∫ δ

0

φ(t)Fn(t)dt

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 12π
∫ π

δ

φ(t)Fn(t)dt

∣∣∣∣
∆
=== I1 + I2

(5.42)

对 I1，由式 (5.41)可得：

I1 ⩽
ε

2π

∫ δ

0

φ(t)Fn(t)dt ⩽
ε

2π

∫ π

0

φ(t)Fn(t)dt =
ε

2
(5.43)

对 I2，由于 f(x)是以 2π为周期的连续函数，故 f(x)在 x ∈ R上有界，即 ∃M 使得
|f(x)| ⩽M (∀x ∈ R).故：

|φ(t)| ⩽ |f(x+ t)|+ |f(x− t)|+ 2|f(x)| ⩽ 4M (∀x, t ∈ R)

故：

I2 ⩽
4M

2nπ

∫ π

δ

(
sin nt

2

sin t
2

)2

dt ⩽ 2M

nπ

∫ π

0

1

(sin δ
2
)2
dt =

2M

n sin2 δ
2

(5.44)

当 δ给定后，式 (5.44)右边是个关于
1

n
的有界量，与 x无关，因此 ∃N = N(ε) ∈ N∗与 x无

关，使得：

I2 <
ε

2
(∀x ∈ [−π, π]) (5.45)

结合式 (5.42)(5.43)(5.45)得：

|σn(x)− f(x)| < ε (∀x ∈ [−π, π])

故 σn(x)在 [−π, π]上一致收敛于 f(x)，即证。 □

作为定理 5.7的应用，我们给出三角多项式逼近连续函数的定理。

定义 5.5 (三角多项式)

♣

称 Tn(x)为三角多项式，若：

Tn(x) =
α0

2
+

n∑
k=1

(αk cos kx+ βk sin kx)

注 Fourier级数的部分和就是一个三角多项式。
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5.4 平方平均逼近

定理 5.8 (Weierstrass第二逼近定理，三角逼近)

♥

若 f(x) 在 [−π, π] 上连续，且 f(−π) = f(π)，则 f(x) 可用三角多项式一致逼近，即

∀ε > 0，存在 Tε(x)是三角多项式，使得：

|Tε(x)− f(x)| < ε (∀x ∈ [−π, π])

提示：由条件知 f(x)可以以 2π为周期延拓为 R上的连续函数，而定理 5.7告诉我们，σn(x)
就是我们想要的一致逼近。

注由三角逼近可以导出多项式一致逼近。只需要将一般 [a, b]上的连续函数 f(x)通过伸缩和

减去一个一次函数转化为满足定理 5.8条件的函数 g(t)，对 g(t)用三角多项式一致逼近后利

用三角函数幂级数展开的内闭一致收敛性即可。

5.4 平方平均逼近
在 5.3节我们已经讨论了连续函数的 Fourier级数，并得到了定理 5.8。由于一般的可积函数
无法保证能用三角多项式一致逼近，因此为了进一步弱化对函数的限制，我们考虑介于可积

函数和连续函数之间的函数：可积且平方可积函数。考虑原因如下：

f(x)在[a, b]有界，可积⇒ |f(x)|, f 2(x)均在[a, b]可积

f(x)在[a, b]无界，f 2(x)在[a, b]反常可积⇒ |f(x)|, f(x)均在[a, b]反常可积

其中第二条运用了 |f(x)| ⩽ 1

2

(
1 + f 2(x)

)
以及非负函数瑕积分的比较判别法。

因此为了方便讨论，我们记：

L̃2([a, b]) = {f : [a, b] → R|f(x), f 2(x)均在[a, b]上可积)}

则显然有：

L̃2([a, b]) ( {f : [a, b] → R|f(x)均在[a, b]上可积且绝对可积}

其中真包含的例子有 f(x) =
1√
x

(x ∈ (0, 1))

下面我们定义 L̃2([a, b])上的内积与范数。

定义 5.6 (L̃2([a,b])上的内积与范数)
对 ∀f(x), g(x) ∈ L̃2([a, b])，定义如下映射：
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5.4 平方平均逼近

♣

〈 , 〉 : L̃2([a, b])× L̃2([a, b]) −→ R

(f, g) 7−→
∫ b

a

f(x)g(x)dx

容易验证这个映射是 L̃2([a, b])上的一个内积 (此处已经将几乎处处相等的函数视为同一
个函数)。
特别地，若 〈f, g〉 = 0，则称 f(x)与 g(x)正交。

更进一步，定义：

‖f‖ =
√

〈f, f〉 =
(∫ b

a

f 2(x)dx

) 1
2

(∀f ∈ L̃2([a, b]))

容易验证 ‖ · ‖是 L̃2([a, b])上由内积诱导的范数，称为 L2范数。

有了内积，便可以参照线性代数的概念，定义正交系与规范正交系。

定义 5.7 (正交函数系，规范正交系)

♣

称 {φn(x)}+∞
n=0 ⊂ L̃2([a, b])为 L̃2([a, b])上的一个正交函数系，若对 ∀k, l ⩾ 0都满足：

〈φk, φl〉 =

λk k = l

0 k 6= l

更进一步，若 λk = 1 (∀k ⩾ 0)，则称 {φn(x)}+∞
n=0为 L̃2([a, b])上的一个规范正交系。

注 {1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, · · · }是 L̃2([a, b])上的一个正交函数系；{
1√
2π
,
cos x√
π
,
sin x√
π
,
cos 2x√

π
,
sin 2x√√

π
, · · ·

}
是 L̃2([a, b])上的一个规范正交系。

注严格来说，定义 5.7中两个函数系的指标集应当是一般集合 I(可以不可数)，但是后面的内
容只需要用到指标集可数的情形。事实上，L̃2([a, b])在赋予内积后构成完备的内积空间，并

且可分。利用泛函分析的知识可知它具有可数的规范正交基。

有了规范正交系，我们就可以定义广义 Fourier级数。

定义 5.8 (广义 Fourier级数)
已知 f(x) ∈ L̃2([a, b])，{φn(x)}+∞

n=0为 L̃2([a, b])上的一个规范正交系，令：

cn =

∫ b

a

f(x)φn(x)dx (∀n ⩾ 0)

称 {cn}+∞
n=0为 f(x)在规范正交系 {φn(x)}+∞

n=0下的 Fourier系数。函数项级数：
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5.4 平方平均逼近

♣

∞∑
n=0

cnφn(x)

称为 f(x)在规范正交系 {φn(x)}+∞
n=0下的 Fourier级数，记为：

f(x) ∼
∞∑
n=0

cnφn(x)

在定义了内积和广义 Fourier级数后，我们可以谈论 Fourier级数在全新意义下的收敛性：
平方平均收敛/依 L2范数收敛。

定义 5.9 (平方平均收敛，平方平均逼近)

♣

设 f(x) ∈ L̃2([−π, π])，如果存在三角多项式序列 {Tn(x)}，使得：

lim
n→∞

‖f(x)− Tn(x)‖2 = lim
n→∞

∫ π

−π

(f(x)− Tn(x))
2dx = 0

则称 {Tn(x)}在 [−π, π]上平方平均收敛于 f(x)或依 L2范数收敛于 f(x)，f(x)在 [−π, π]
上可用三角多项式平方平均逼近。

注定义 5.9实际上只定义了三角多项式的平方平均逼近。对一般的函数列也可以定义平方平
均逼近。

接下来我们先对一般的规范正交系的广义 Fourier级数讨论平方平均逼近，最后再应用
到三角函数系上。

定理 5.9
已知 f(x) ∈ L̃2([a, b])，{φk(x)}+∞

k=0 为 L̃2([a, b])上的一个规范正交系，{ck}+∞
k=0 是 f 在规

范正交系 {φn(x)}+∞
n=0下的 Fourier系数，则：

(1)(Fourier系数的最优性)对 ∀n ∈ N∗以及 ∀ Tn(x) =
n∑

k=0

αkφk(x)，都有：∥∥∥∥∥f −
n∑

k=0

ckφk

∥∥∥∥∥ ⩽
∥∥∥∥∥f −

n∑
k=0

αkφk

∥∥∥∥∥ (5.46)

(2)对 ∀n ∈ N∗，成立等式：∥∥∥∥∥f −
n∑

k=0

ckφk

∥∥∥∥∥
2

= ‖f‖2 −
n∑

k=0

c2k

进而有 Bessel不等式：
n∑

k=0

c2k ⩽ ‖f‖2 (∀n ∈ N∗)

(3)成立不等式：
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5.4 平方平均逼近

♥

∞∑
k=0

c2k ⩽ ‖f‖2 (∀n ∈ N∗) (5.47)

证明 直接计算得：

‖f(x)− Tn(x)‖2 = 〈f(x)− Tn(x), f(x)− Tn(x)〉

= 〈f(x), f(x)〉 − 2〈f(x), Tn(x)〉+ 〈Tn(x), Tn(x)〉

= ‖f‖2 − 2
n∑

k=0

αkck +
n∑

k=0

α2
k

= ‖f‖2 +
n∑

k=0

(αk − ck)
2 −

n∑
k=0

c2k

(5.48)

特别地，当 αk = ck (∀k ⩾ 0)时，代入式 (5.48)得：∥∥∥∥∥f −
n∑

k=0

ckφk

∥∥∥∥∥
2

= ‖f‖2 −
n∑

k=0

c2k (∀n ∈ N∗) (5.49)

故 (2)成立。又结合式 (5.48)(5.49)得：∥∥∥∥∥f −
n∑

k=0

ckφk

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥f −
n∑

k=0

αkφk

∥∥∥∥∥
2

−
n∑

k=0

(αk − ck)
2 (∀n ∈ N∗) (5.50)

故 (1)成立。最后由式 (5.49)得：
n∑

k=0

c2k ⩽ ‖f‖2 (∀n ∈ N∗) (5.51)

其中式 (5.51)左边是正项级数的部分和，右边是 f(x)的 L2范数，由于 f(x) ∈ L̃2([a, b])，故

右边是有限正数，因此左边正项级数部分和有界，从而收敛。最后对式 (5.51)令 n→ ∞即证
(3)成立。 □

注式 (5.46)实际上告诉我们广义 Fourier系数定义的合理性，因为它使得规范正交系的线性
组合与 f(x)的平方平均误差最小，说明如此定义的广义 Fourier级数是理想的平方平均逼近
工具。

在 Rn上的规范正交基成立 n维的勾股定理。同样地，我们把 L̃2([a, b])的规范正交系

{φn(x)}+∞
n=0看成 L̃2([a, b])的一组基，则对 f(x) ∈ L̃2([a, b])，若有 (此处的收敛为平方平均收

敛)：

f(x) =
∞∑
n=0

cnφn(x)
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5.4 平方平均逼近

我们也可以把 {c0, c1, c2, · · · }看成 f 在这组基下的坐标，一个自然的问题是是否仍有勾股定

理成立，即是否成立：

‖f‖2 =
∞∑
n=0

c2n (5.52)

对比式 (5.47)(5.52)，这也就是式 (5.47)是否能够取等。但是这并不显然，为了方便讨论，我
们将其作为新的定义。

定义 5.10 (Parseval等式，完备规范正交系)

♣

已知 f(x) ∈ L̃2([a, b])，{φk(x)}+∞
k=0 为 L̃2([a, b])上的一个规范正交系，{ck}+∞

k=0 是 f 在规

范正交系 {φn(x)}+∞
n=0下的 Fourier系数，则称等式：

‖f‖2 =
∞∑
n=0

c2n

为 Parseval等式或封闭性方程。

若对 ∀f ∈ L̃2([a, b])，均有 Parseval等式成立，则称 {φk(x)}+∞
k=0在 L̃2([a, b])上是完备的。

由定理 5.9立得：

推论 5.4 (完备正交系的等价刻画)

♥

规范正交系 {φk(x)}+∞
k=0在 L̃2([a, b])上是完备的 ⇐⇒ ∀f ∈ L̃2([a, b])都有：

lim
n→∞

∥∥∥∥∥f −
n∑

k=0

ckφk

∥∥∥∥∥
2

= 0

即 ∀f ∈ L̃2([a, b])都可以用它的 Fourier级数的部分和平方平均逼近。

完备规范正交系还有着类似于 Rn的基的极大无关性质。

命题 5.4

♠

设 {φk(x)}+∞
k=0为 L̃2([a, b])上的完备规范正交系，则：

(1)去掉其中任何一个函数，余下的部分仍旧规范正交，但一定不完备；

(2)对 ∀ψ(x) ∈ L̃2([a, b])满足 ‖ψ‖ = 1，{ψ(x)} ∪ {φk(x)}+∞
k=0必定不是完备规范正交系。

证明 两个都使用的反证法进行证明。

(1)不妨设去掉 φ0(x)。若 {φk(x)}+∞
k=1仍完备，则由 Parseval等式：

‖φ0‖2 =
∞∑
n=1

α2
n (5.53)

又由正交性：
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αn = 〈φ0, φn〉 = 0 (∀n ∈ N∗)

故式 (5.53)变为：

‖φ0‖2 = 0

与 φ0(x)的规范性：‖φ0‖ = 1矛盾。

(2)若 ϕ(x)跟 φn(x) (∀n ⩾ 0)都正交，则：

〈ψ, φn〉 = 0 (∀n ⩾ 0)

故由于 {φk(x)}+∞
k=0完备规范正交，由 Parseval等式得：

‖ψ‖2 =
∞∑
n=0

c2n =
∞∑
n=0

〈ψ, φn〉2 = 0

与 ‖ψ‖ = 1矛盾。 □

下面介绍本节主要定理。

定理 5.10 (规范三角函数系是完备的)

♥

{
1√
2π
,
cos x√
π
,
sin x√
π
, · · · , cosnx√

π
,
sinnx√

π
, · · ·

}
是 L̃2([−π, π])上的一个完备规范正交系。

注此定理的证明我们放到本节最后，它的应用才是本节的重点。

定理 5.11 (Fourier级数平方平均逼近定理)

♥

已知 f(x) ∈ L̃2([−π, π])，a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx + bn sinnx)是其关于三角函数系的 Fourier

级数 (按 5.1节的定义)，则：

(1) f(x)可用这个 Fourier级数的部分和平方平均逼近；

(2)(Bessel不等式)

a20
2

+
n∑

k=1

(a2k + b2k) ⩽
1

π

∫ π

−π

f 2(x)dx (∀n ∈ N∗)

(3)(Parseval等式)

a20
2

+
∞∑
k=1

(a2k + b2k) =
1

π

∫ π

−π

f 2(x)dx

证明 (1)由定理 5.10和推论 5.4可得。
对 (2)(3)：由于规范三角函数系为：

φ0(x) =
1√
2π

φ2k−1(x) =
cos kx√

π
φ2k(x) =

sin kx√
π

(k = 1, 2, · · · )
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故 Fourier系数 (按本节定义)为：

c0 =

∫ π

−π

f(x)φ0(x)dx =
1√
2π

∫ π

−π

f(x)dx =

√
π

2
a0

c2k−1 =

∫ π

−π

f(x)φ2k−1(x)dx =
1√
π

∫ π

−π

f(x) cos kxdx =
√
πak (k = 1, 2, · · · )

c2k =

∫ π

−π

f(x)φ2k(x)dx =
1√
π

∫ π

−π

f(x) sin kxdx =
√
πbk (k = 1, 2, · · · )

(5.54)

故由式 (5.54)结合 Bessel不等式与 Parseval等式定义得 (2)(3)成立。 □

利用定理 5.10,5.11结合函数连续性，可以得到以下重要结论。

推论 5.5

♥

若 [−π, π]上的连续函数 f(x)与三角函数系的每个函数都正交，则必有：

f(x) = 0 (∀x ∈ [−π, π])

提示：运用命题 5.4的证明和定理 5.10，结合函数连续性。

推论 5.6 (连续函数 Fourier级数唯一性)

♥若连续函数 f(x), g(x)有相同的 Fourier级数，则 f(x), g(x)必恒等。

提示：运用定理 5.11(3)，结合函数连续性。

由定理 5.11的 Parseval等式可以得到其推广形式。

命题 5.5

♠

设 f(x), g(x) ∈ L̃2([−π, π])，且：

f(x) ∼ a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) g(x) ∼ α0

2
+

∞∑
n=1

(αn cosnx+ βn sinnx)

则有下列推广的 Parseval等式成立：

a0α0

2
+

∞∑
n=1

(anαn + bnβn) =
1

π

∫ π

−π

f(x)g(x)dx

提示：利用 (f + g)2 + (f − g)2 = 4fg，分别写出 f + g, f − g的 Parseval等式再相减即可。

注在命题 5.5中令 g(x) = f(x) (∀x ∈ [−π, π])，则可重新得到定理 5.11中的 Parseval等式。

利用推广的 Parseval等式可以得到一个令人意外的结果。
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定理 5.12 (Fourier级数逐项积分定理)

♥

设 f(x) ∈ L̃2([−π, π])，且 f(x) ∼ a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)，则对 ∀[a, b] ⊂ [−π, π]，

有： ∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

a0
2
dx+

∞∑
n=1

∫ b

a

(an cosnx+ bn sinnx)dx

提示：在命题 5.5中令:

g(x) =

1 x ∈ [a, b]

0 其他

计算推广的 Parseval等式就能得到结果。

注注意定理 5.12中不需要 Fourier级数跟 f(x)的任何收敛关系，只需要 Fourier级数存在，
就可以进行逐项积分，这是让人意外的。

注定理 5.12可以导出某些函数的一致收敛性。如在定理 5.12中令 a = 0, b = x ∈ [−π, π]，可
得：

h(x)
∆
===

∫ x

0

(
f(t)− a0

2

)
dt

=
∞∑
n=1

∫ x

0

(an cosnt+ bn sinnt)dt

=
∞∑
n=1

bn
n

+
∞∑
n=1

(
−bn
n

cosnx+
an
n

sinnx

) (5.55)

由定理 5.11(3)的 Parseval等式可知
∞∑
n=1

a2n，
∞∑
n=1

b2n均收敛，又：

|an|
n

⩽ 1

2

(
1

n2
+ a2n

)
|bn|
n

⩽ 1

2

(
1

n2
+ b2n

)
(∀n ∈ N∗)

故由正项级数的比较判别法知
∞∑
n=1

|an|
n
，

∞∑
n=1

|bn|
n
均收敛。最后由式 (5.55)：

∣∣∣∣−bnn cosnx+
an
n

sinnx

∣∣∣∣ ⩽ |an|+ |bn|
n

(∀n ∈ N∗, x ∈ [−π, π])

故由函数项级数的Weierstrass判别法，h(x)在 [−π, π]一致收敛。

利用 Parseval等式并对 f(x)多加限制，仿照上述讨论，可以得到下面有关 Fourier级数
一致收敛的定理。
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定理 5.13 (Fourier级数的一致收敛性)

♥

设 f(x)以 2π为周期，为R上的连续函数，在 [−π, π]上分段可微，且有 f(x) ∈ L̃2([−π, π])。
则 f ′(x)的 Fourier级数在 R上绝对一致收敛于 f(x)。

证明 首先由定理5.5可得 f(x)的 Fourier级数在 [−π, π]上逐点收敛于 f(x)，进而由周期性，

在 R上逐点收敛于 f(x)，即：

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (∀x ∈ R) (5.56)

对 f ′(x)，设 f ′(x) ∼ α0

2
+

∞∑
n=1

(αn cosnx+ βn sinnx)，其中：

α0 =
1

π

∫ π

−π

f ′(x)dx =
1

π
(f(π)− f(−π)) = 0

αn =
1

π

∫ π

−π

f ′(x) cosnxdx = nbn (∀n ∈ N∗)

βn =
1

π

∫ π

−π

f ′(x) sinnxdx = −nan (∀n ∈ N∗)

(5.57)

由于 f ′(x) ∈ L̃2([−π, π])，故由 Parseval等式，结合式 (5.57)得：

1

π

∫ π

−π

f ′2(x)dx =
α2
0

2
+

∞∑
n=1

(α2
n + β2

n) =
∞∑
n=1

(n2a2n + n2b2n)

故
∞∑
n=1

n2a2n，
∞∑
n=1

n2b2n均收敛。又有：

|an| =
n|an|
n

⩽ 1

2

(
1

n2
+ n2a2n

)
|bn| =

n|bn|
n

⩽ 1

2

(
1

n2
+ n2b2n

)
(∀n ∈ N∗)

故由正项级数的比较判别法得
∞∑
n=1

|an|，
∞∑
n=1

|bn|均收敛。最后由式 (5.56)：

|an cosnx+ bn sinnx| ⩽ |an|+ |bn| (∀n ∈ N∗, x ∈ R)

故由函数项级数的Weierstrass判别法得
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)在 R上一致收敛于

f(x)。 □

例题 5.5设 f(x)在 [−π, π]上连续，f ′(x) ∈ L̃2([−π, π])，f(π) = f(−π)，且有：∫ π

−π

f(x)dx = 0

则有：
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5.4 平方平均逼近∫ π

−π

f ′2(x)dx ⩾
∫ π

−π

f 2(x)dx

取等当且仅当 f(x) = α cos x+ β sin x (∀x ∈ [−π, π], α, β ∈ R).

解设 f(x) ∼ a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx).首先由定理5.5可得：

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (∀x ∈ [−π, π]) (5.58)

一方面由于 f(x) ∈ C([−π, π])，故 f(x) ∈ L̃2([−π, π])。在定理 5.12中令 a = −π, b = π可得：

∫ π

−π

f(x)dx =

∫ π

−π

a0
2
dx+

∞∑
n=1

∫ π

−π

(an cosnx+ bn sinnx)dx

故由条件

∫ π

−π

f(x)dx = 0得 a0 = 0.从而对 f(x)由 Parseval等式，得：

1

π

∫ π

−π

f 2(x)dx =
∞∑
n=1

(a2n + b2n) (5.59)

另一方面，与定理 5.13的证明同理可得：

1

π

∫ π

−π

f ′2(x)dx =
∞∑
n=1

(n2a2n + n2b2n) (5.60)

故结合式 (5.59)(5.60)可得不等式成立，且取等条件是 an = bn = 0 (∀n ⩾ 2)，代入式 (5.58)
得：

f(x) = a1 cos x+ b1 sin x (∀x ∈ [−π, π])

这里也已经代入了前面证得的 a0 = 0。其中 a1, b1可以是任意实数。 □

最后我们证明定理 5.10。
证明 设 f(x)在规范三角函数系下的 Fourier级数 (按本节定义)为

∞∑
n=0

cnφn(x)，记：

Sn(x) =
n∑

k=0

ckφk(x) (∀n ∈ N∗)

即证：

lim
n→∞

‖f(x)− Sn(x)‖2 = 0 (5.61)

(i)若 f(x)在 [−π, π]有界，则在 [−π, π]上 Riemann可积。不妨设 f(π) = f(−π)，仅改变至多
一个点的值不会影响函数的可积性以及积分值，自然也不会改变其 Fourier级数。由数分 A1
关于 Riemann可积性的知识，得 ∀ε > 0，存在分割 T : −π = x0 < x1 < · · · < xm = π，使得：
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m∑
i=1

ωi∆xi <
ε

4Ω
(5.62)

其中 ωi为 f 在 [xi−1, xi]上的振幅，Ω为 f 在 [−π, π]上的振幅，∆xi = xi − xi−1 (1 ⩽ i ⩽ m).
用直线连接 (xi−1, f(xi−1))，(xi, f(xi)) (1 ⩽ i ⩽ m)，得到折线 g(x)。则 g(x)满足：g(x) ∈
C([−π, π])，g(−π) = f(−π) = f(π) = g(π)，且：

|f(x)− g(x)| < ωi (∀x ∈ [xi−1, xi], 1 ⩽ i ⩽ m) (5.63)

故结合式 (5.62)(5.63)：∫ π

−π

|f(x)− g(x)|2dx =
m∑
i=1

∫ xi

xi−1

|f(x)− g(x)|2dx

⩽
m∑
i=1

ω2
i∆xi < Ω

⩽
(

m∑
i=1

ωi∆xi

)

< Ω · ε

4Ω

=
ε

4

(5.64)

对 g(x)，由于 g(x) ∈ C([−π, π])，g(−π) = g(π)，故由Weierstrass第二逼近定理 (定理5.8)得，
存在 Tn0(x)三角多项式，使得：

|g(x)− Tn0(x)| <
1

2

√
ε

2π
(∀x ∈ [−π, π])

故： ∫ π

−π

|g(x)− Tn0(x)|2dx < 2π ·
(
1

2

√
ε

2π

)2

=
ε

4
(5.65)

故结合式 (5.64)(5.65)可得：∫ π

−π

|f(x)− Tn0(x)|2dx ⩽
∫ π

−π

(|f(x)− g(x)|+ |g(x)− Tn0(x)|)2dx

⩽ 2

∫ π

−π

|f(x)− g(x)|2dx+ 2

∫ π

−π

|g(x)− Tn0(x)|2dx

< 2 · ε
4
+ 2 · ε

4

= ε

(5.66)

利用 Fourier系数的最优性 (定理5.9(1))得：
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‖f(x)− Sn0(x)‖2 ⩽ ‖f(x)− Tn0(x)‖2 (5.67)

又由定理 5.9(2)得：

‖f(x)− Sn(x)‖2 = ‖f‖2 −
n∑

k=0

c2k (∀n ⩾ 0) (5.68)

故结合式 (5.66)∼(5.68)得：

‖f(x)− Sn(x)‖2 ⩽ ‖f(x)− Sn0(x)‖2 < ε (∀n > n0)

从而式 (5.61)成立。
(ii)若 f(x)在 [−π, π]无界，则 f(x), f 2(x)在 [−π, π]上均反常可积。不妨设 π为唯一瑕点，

由瑕积分定义，∃ η > 0，使得： ∫ π

π−η

f 2(x)dx <
ε

4
(5.69)

设：

f1(x) =

f(x) − π ⩽ x ⩽ π − η

0 π − η < x ⩽ π
f2(x) =

 0 − π ⩽ x ⩽ π − η

f(x) π − η < x ⩽ π

则 f(x) = f1(x) + f2(x) (∀x ∈ [−π, π])，且 f1(x)在 [−π, π]有界，因而在 [−π, π]上 Riemann
可积，由 (i)得存在 Tn0(x)为三角多项式，使得：∫ π

−π

|f1(x)− Tn0(x)|2dx <
ε

4
(5.70)

故结合式 (5.69)(5.70)得：∫ π

−π

|f(x)− Tn0(x)|2dx ⩽ 2

∫ π

−π

|f1(x)− Tn0(x)|2dx+ 2

∫ π

−π

f 2
2 (x)dx

= 2

∫ π

−π

|f1(x)− Tn0(x)|2dx+ 2

∫ π

π−η

f 2(x)dx

< 2 · ε
4
+ 2 · ε

4

= ε

再类比 (i)的证明可得在 (ii)中仍有式 (5.61)成立。 □

5.5 Fourier积分与 Fourier变换
前面 5.1∼5.4节对 Fourier级数的讨论都是建立在有限闭区间的基础上的，这是因为在有限闭
区间下我们才可以对函数进行周期延拓。那么对定义在 R上非周期函数，对给定的 x0，我们

121



5.5 Fourier积分与 Fourier变换

可以任意选取 x0 ∈ [a, b]，在 [a, b]上考虑 Fourier级数，但由于 Fourier系数是通过在 [a, b]上

积分得到的，因此我们不能保证 Fourier级数与 [a, b]的选取无关。为了表达式的统一，我们

考虑在 R上积分。

定义 5.11 (Fourier系数的推广)

♣

设 f(x)在 R上绝对可积，定义：

a(u) =
1

π

∫ +∞

−∞
f(t) cos utdt (u ∈ R)

b(u) =
1

π

∫ +∞

−∞
f(t) sin utdt (u ∈ R)

注对比 Fourier级数中 Fourier系数的定义可知，这里只是将积分区域和自变量 u的取值范围

做了改变。另外由于绝对可积性，定义 5.11是良好的，事实上定义中的两个含参变量积分关
于 u ∈ R都是一致收敛的。

进一步，我们定义 Fourier级数的推广，Fouier积分。

定义 5.12 (Fourier积分)

♣

设 f(x)在 R上绝对可积，称 f(x)的 Fourier积分为：∫ +∞

0

(a(u) cos ux+ b(u) sin ux)du

记为：

f(x) ∼
∫ +∞

0

(a(u) cos ux+ b(u) sin ux)du

记部分和为：

S(λ, x) =

∫ λ

0

(a(u) cos ux+ b(u) sin ux)du (∀λ > 0)

想要研究 Fourier积分，必然是从部分和入手。然而定义 5.12中部分和定义良好却不显
然 (即部分和可能根本不存在)，见下面的命题。

命题 5.6 (Fourier系数推广的一致连续性)

♠
设 f(x)在 R上绝对可积，则定义 5.11中定义的 a(u), b(u)在 u ∈ R上一致连续。

证明 下面只对 a(u)进行证明，b(u)同理。由于：

|a(u1)− a(u2)| =
∣∣∣∣ 1π
∫ +∞

−∞
f(t)(cos u1t− cos u2t)dt

∣∣∣∣
⩽ 1

π

∫ +∞

−∞
|f(t)|| cos u1t− cos u2t|dt (5.71)
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⩽ 1

π

(∫ −A

−∞
|f(t)|dt+

∫ +∞

A

|f(t)|dt
)
+

1

π

∫ A

−A

|f(t)|| cos u1t− cos u2t|dt

∆
=== I1 + I2 (∀u1, u2 ∈ R)

其中 A > 0为待定常数。对 I1，由于 f(x)在 R上绝对可积，故 ∀ε > 0，∃A0 = A0(ε) > 0，

使得： ∫ −A0

−∞
|f(t)|dt < πε

4

∫ +∞

A0

|f(t)|dt < πε

4

故在 I1中令 A = A0，得：

I1 <
1

π

(πε
4

+
πε

4

)
=
ε

2
(5.72)

对 I2，在 A = A0 > 0确定后由于 cos x在 R上一致连续，故 ∃ η > 0，使得 ∀|u1 − u2||t| < η

都有：

| cos u1t− cos u2t| < min

{
πε

2

(∫ A

−A

|f(t)|dt
)−1

, 1

}
∆
=== δ (5.73)

其中式 (5.73)右边为 1，若

∫ A

−A

|f(t)|dt = 0.

故 ∀|u1 − u2| <
η

A0

，都有：

I2 ⩽
1

π

∫ A

−A

|f(t)|dt · δ = min
{ε
2
, 0
}
<
ε

2
(5.74)

最后结合式 (5.71)(5.72)(5.74)得：

|a(u1)− a(u2)| <
ε

2
+
ε

2
= ε (∀|u1 − u2| <

η

A0

, u1, u2 ∈ R)

故 a(u)在 R上一致连续。 □

注由命题 5.6可知，对 ∀λ > 0，S(λ, x)的被积函数 a(u) cos ux+ b(u) sin ux关于 u ∈ [0, λ]连

续，从而 Riemann可积，故 S(λ, x) (∀λ > 0)存在，定义 5.12是良好的。

类似 5.2节的研究方法，我们先研究部分和的表达式。

引理 5.1 (Fourier积分部分和表达式)

♥

设 f(x)在 R上绝对可积，则 ∀λ > 0, x ∈ R都有：

S(λ, x) =
1

π

∫ +∞

0

(f(x+ t) + f(x− t))
sinλt

t
dt

证明 直接计算得：

S(λ, x) =

∫ λ

0

∫ λ

0

(a(u) cos ux+ b(u) sin ux)du
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=
1

π

∫ λ

0

∫ +∞

−∞
f(t) cos ut cos ux+ sin ut sin uxdtdu (5.75)

=
1

π

∫ λ

0

∫ +∞

−∞
f(t) cos u(t− x)dtdu

先证明对 ∀λ > 0, x ∈ R，以下等式成立：∫ λ

0

∫ +∞

−∞
f(t) cos u(t− x)dtdu =

∫ +∞

−∞

∫ λ

0

f(t) cos u(t− x)dudt (5.76)

由命题 5.6结合式 (5.75)知式 (5.76)左边存在，并且有：

|f(t) cos u(t− x)| ⩽ |f(t)| (∀u, t ∈ R)

又 f(x)在 R上绝对可积，故由含参变量积分的Weierstrass判别法得
∫ +∞

−∞
f(t) cos u(t− x)dt

关于 u ∈ R一致收敛。从而由定理4.14(实际上是类似于定理 4.14的证明)可得式 (5.76)等号
成立。

故结合式 (5.75)(5.76)可得：

S(λ, x) =
1

π

∫ +∞

−∞

∫ λ

0

f(t) cos u(t− x)dudt

=
1

π

∫ +∞

−∞
f(t)

sinλ(t− x)

t− x
dt

=
1

π

∫ +∞

−∞
f(x+ t)

sinλt

t
dt

=
1

π

∫ +∞

0

(f(x+ t) + f(x− t))
sinλt

t
dt

□

从引理 5.1中可以看出 S(λ, x)的表达式跟 Fourier级数部分和的表达式有比较强的相似
性，被积函数里都有类似的“核结构”。与 5.2节类似，对 Fourier积分也有对应的局部化定理
与 Dini判别法。

定理 5.14 (Fourier积分的局部化定理)

♥

设 f(x)在 R上绝对可积，则 f(x)的 Fourier积分在 x0处是否收敛，收敛于何值，只与

f(x)在 x0附近的行为有关。

证明 对 ∀δ > 0，由引理 5.1得：

S(λ, x0) =
1

π

∫ +∞

0

(f(x0 + t) + f(x0 − t))
sinλt

t
dt

=
1

π

∫ δ

0

(f(x0 + t) + f(x0 − t))
sinλt

t
dt+

1

π

∫ +∞

δ

(f(x0 + t) + f(x0 − t))
sinλt

t
dt
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∆
=== I1 + I2 (5.77)

对 I2，由于：∫ +∞

δ

∣∣∣∣f(x0 + t) + f(x0 − t)

t

∣∣∣∣ dt ⩽ 1

δ

∫ +∞

δ

|f(x0 + t) + f(x0 − t)| dt ⩽ 2

δ

∫ +∞

−∞
|f(t)|dt (5.78)

又 f(x)在 R上绝对可积，故
f(x0 + t) + f(x0 − t)

t
在 t ∈ R上可积且绝对可积，故由定理

5.1即 Riemann-Lebesgue定理可得：

lim
λ→+∞

I2 = lim
λ→+∞

1

π

∫ +∞

δ

f(x0 + t) + f(x0 − t)

t
sinλtdt = 0

最后对式 (5.77)令 λ→ +∞得：

lim
λ→+∞

S(λ, x) = lim
λ→+∞

I1 (∀x ∈ R)

故 f(x)的 Fourier积分在 x0处是否收敛，收敛于何值，只与 f(x)在 [x0 − δ, x0 + δ] (∀δ > 0)

的行为有关。 □

定理 5.15 (Fourier积分的 Dini判别法)

♥

设 f(x)在 R上绝对可积。对固定的 x0, s ∈ R，记：

φ(t) = f(x0 + t) + f(x0 − t)− 2s (∀t ∈ R)

若 ∃ δ > 0，使得
φ(t)

t
在 [0, δ]上可积且绝对可积，则有：

lim
λ→+∞

S(λ, x0) = s

证明 由于 λ > 0，故由例题4.7得： ∫ +∞

0

sinλt

t
dt =

π

2

故：

S(λ, x0)− s

=
1

π

∫ +∞

0

(f(x0 + t) + f(x0 − t)− 2s)
sinλt

t
dt

=
1

π

∫ +∞

0

φ(t)

t
sinλtdt

=
1

π

∫ δ

0

φ(t)

t
sinλtdt+

1

π

∫ +∞

δ

f(x0 + t) + f(x0 − t)

t
sinλtdt− 1

π

∫ +∞

δ

2s

t
sinλtdt

∆
===I1 + I2 − I3

(5.79)
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在定理 5.14的证明中我们已经得到：

lim
λ→+∞

I2 = 0 (5.80)

又由可积与绝对可积条件，再次运用 Riemann-Lebesgue定理可得：

lim
λ→+∞

I1 = 0 (5.81)

对 I3，有：

I3 =
1

π

∫ +∞

δ

2s

t
sinλtdt

u=λt
====

2s

π

∫ +∞

λδ

sin u

u
du (5.82)

由于 δ固定，是式 (5.82)右边的无穷积分收敛，故令 λ→ +∞，由无穷积分收敛的定义得：

lim
λ→+∞

I3 = 0 (5.83)

最后对式 (5.79)令 λ→ +∞，结合式 (5.80)(5.81)(5.83)可得：

lim
λ→+∞

S(λ, x) = s

□
由 Dini判别法我们可以得到 Fourier积分收敛定理。

定理 5.16 (Fourier积分收敛定理)

♥

设 f(x)在 R上绝对可积，在 x0处有广义左右导数，则 f(x)的 Fourier积分在 x0处收敛

于
f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2
，即：∫ +∞

0

(a(u) cos ux0 + b(u) sin ux0)du =
f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2

特别地，若 f(x)在 x0处导数存在，则有：∫ +∞

0

(a(u) cos ux0 + b(u) sin ux0)du = f(x0)

证明 在定理 5.15中令 s =
1

2
(f(x0+0)+ f(x0− 0))，由于 f(x)在 x0处有广义左右导数，故：

lim
t→0+

φ(t)

t
= lim

t→0+

f(x0 + t)− f(x0 + 0)

t
− lim

t→0+

f(x0 − t)− f(x0 − 0)

−t
= f ′

+(x0)− f ′
−(x0)

因此
φ(t)

t
在 [0, δ] (∀δ > 0)上有界。再结合 f(x)在 [0, δ]可积且绝对可积，由数分 A1的

Lebesgue定理不难得
φ(t)

t
在 [0, δ]上可积且绝对可积。从而由定理 5.15，即证。 □

注将式 (5.75)和定理 5.16结合，在满足一定条件下，有如下等式：

f(x) =
1

π

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
f(t) cos u(t− x)dtdu (5.84)
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5.5 Fourier积分与 Fourier变换

式 (5.84)称为 f 的 Fourier积分公式。

接下来我们介绍 Fourier变换。接下来的内容我们均假定：f ∈ S (R)，其中S (R)为
Schwarz空间，它的定义为：

S (R) ∆
===

{
f ∈ C∞(R)

∣∣∣∣f (l)快速衰减，且 sup
x∈R

|x|k|f (l)(x)| < +∞ ∀k, l ⩾ 0

}
在这个假定下，许多交换积分次序需要的条件都能够满足，因此我们不再考虑交积分次序的

合理性。更重要的是定理 5.16对 x ∈ R成立，下面的内容全部围绕 Fourier积分公式展开。
首先我们考虑 f(x)具有良好对称性下的 Fourier积分。

(i)若 f(x)为 R上的偶函数，则：

a(u) =
1

π

∫ +∞

−∞
f(t) cos utdt =

2

π

∫ +∞

0

f(t) cos utdt

b(u) =
1

π

∫ +∞

−∞
f(t) sin utdt = 0

故：

f(x) =

∫ +∞

0

(a(u) cos ux+ b(u) sin ux)du

=
2

π

∫ +∞

0

cos uxdu

∫ +∞

0

f(t) cos utdt

(5.85)

我们称式 (5.85)为 Fourier余弦公式。令：

g(u)
∆
===

√
2

π

∫ +∞

0

f(t) cos utdt

则式 (5.85)变为：

f(x) =

√
2

π

∫ +∞

0

g(u) cos xudu

可以看到，g(u)与 f(x)以完全相同的形式相互表示。我们称 g为 f 的 Fourier余弦变换，称
f 为 g的 Fourier余弦变换反变换。
(ii)若 f(x)为 R上的奇函数，则：

b(u) =
1

π

∫ +∞

−∞
f(t) sin utdt =

2

π

∫ +∞

0

f(t) sin utdt

a(u) =
1

π

∫ +∞

−∞
f(t) cos utdt = 0

故：

f(x) =

∫ +∞

0

(a(u) cos ux+ b(u) sin ux)du
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=
2

π

∫ +∞

0

sin uxdu

∫ +∞

0

f(t) sin utdt (5.86)

我们称式 (5.86)为 Fourier正弦公式。令：

g(u)
∆
===

√
2

π

∫ +∞

0

f(t) sin utdt

则式 (5.86)变为：

f(x) =

√
2

π

∫ +∞

0

g(u) sin xudu

同样地，g(u)与 f(x)以完全相同的形式相互表示。我们称 g为 f 的 Fourier正弦变换，称 f

为 g的 Fourier正弦变换反变换。

例题 5.6 f(x) = e−βx (β > 0, x > 0)求 f(x)的 Fourier余弦变换和正弦变换。
解先把 f(x)延拓为 R上的偶/奇函数，易知延拓后的函数满足定理 5.16。直接计算得：

g(u) =

√
2

π

∫ +∞

0

f(t) cos utdt =

√
2

π

∫ +∞

0

e−βt cos utdt =

√
2

π

β

β2 + u2

h(u) =

√
2

π

∫ +∞

0

f(t) sin utdt =

√
2

π

∫ +∞

0

e−βt sin utdt =

√
2

π

u

β2 + u2

其中 g(u)为所求的余弦变换，h(u)为所求的正弦变换。 □

注对所求的 g(u), h(u)分别做 Fourier余弦逆变换和正弦逆变换，可得：

e−βx =

√
2

π

∫ +∞

0

√
2

π

β

β2 + u2
cos xudu

e−βx =

√
2

π

∫ +∞

0

√
2

π

u

β2 + u2
sin xudu

故： ∫ +∞

0

cos xu

β2 + u2
du =

π

2β
e−βx (x, β > 0)

∫ +∞

0

u sin xu

β2 + u2
du =

π

2
e−βx (x, β > 0)

这里我们再次得到了 Laplace积分 (例题4.8)的结果。

Fourier余弦变换和正弦变换都只能对在 R上对称性良好的函数使用，或者是对仅在
(0,+∞)上有定义的可积且绝对可积函数使用 (需要做对称延拓)。为了得到一般函数的
Fourier变换，我们需要寻求 Fourier积分的复数形式。
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5.5 Fourier积分与 Fourier变换

考虑 Fourier积分公式：

f(x) =
1

π

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
f(t) cos u(t− x)dtdu

注意到： ∫ +∞

−∞
f(t) cos u(t− x)dt

关于 u是 R上的偶函数，故：

f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(t) cos u(t− x)dtdu

1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(t) sin u(t− x)dtdu = 0

(5.87)

将式 (5.87)相加，得：

f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(t) cos u(x− t) + i sin u(x− t)dtdu

=
1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(t)eiu(x−t)dtdu

(5.88)

我们称式 (5.88)为 Fourier积分的复数形式。

由此我们可以给出 Fourier变换的定义。

定义 5.13 (Fourier变换)

♣

设 f(x)在 R上绝对可积，称：

f̂(u) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f(t)e−iutdt

为 f 的 Fourier变换。又有：

f(x) =

∫ +∞

−∞
f̂(u)eiuxdu

称上式为 f 的 Fourier反变换。

注 f(x)也称为本函数，自变量 x称为时间变量；f̂(u)也称为像函数，自变量 u称为频率变量。

注 5.1节定义的 Fourier级数可视为 Fourier变换的离散情形。设 f(x)在 [−π, π]上可积且绝对
可积，且满足：

f(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) (5.89)

由于：
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5.5 Fourier积分与 Fourier变换

cosnx =
1

2
(einx + e−inx) sinnx =

1

2i
(einx − e−inx)

故式 (5.89)右边变为：

a0
2
+

∞∑
n=1

(an cosnx+bn sinnx) =
a0
2
+

∞∑
n=1

(
an − ibn

2
einx +

an + ibn
2

e−inx

)
=

∞∑
n=−∞

cne
inx (5.90)

其中：

c0 =
a0
2

cn =
an − ibn

2

=
1

2π

(∫ π

−π

f(x) cosnxdx− i

∫ π

−π

f(x) sinnxdx

)

=
1

2π

∫ π

−π

f(x)e−inxdx

c−n =
an + ibn

2

=
1

2π

(∫ π

−π

f(x) cosnxdx+ i

∫ π

−π

f(x) sinnxdx

)

=
1

2π

∫ π

−π

f(x)einxdx

如果我们将 f(x)视为定义在 R上，但在 [−π, π]之外取值恒为 0的函数，则 {cn}有统一的表
达式：cn = f̂(n) (∀n ∈ Z)。从而式 (5.89)变为：

f(x) =
∞∑

n=−∞

f̂(n)einx (5.91)

其中：

f̂(n) =
1

2π

∫ π

−π

f(x)e−inxdx (∀n ∈ Z) (5.92)

式 (5.91)(5.92)分别对应离散的 Fourier变换和离散的 Fourier反变换。

例题 5.7求 f(x)的 Fourier变换，其中：

f(x) =

e−βx x ⩾ 0

0 x < 0
(β > 0)

解 f(x)在 R上可积且绝对可积，故直接计算得：

f̂(u) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f(t)e−iutdt
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=
1

2π

∫ +∞

0

e−(β+iu)tdt

=
1

2π(β + iu)

(
e−(β+iu)t

∣∣∣∣0
+∞

)

=
1

2π(β + iu)

□
注在例题 5.7中我们计算的积分实际上是复变函数积分。对于复变函数积分的严格定义参考
复分析的相关内容。在这门课中，计算复变函数积分均可将其视为实变函数积分进行计算

(如例题 5.7)。

Fourier变换有许多有用的性质。

命题 5.7 (Fourier变换的基本性质)

♠

Fourier变换有以下性质：

(1)(线性性)：f̂ + g = f̂ + ĝ λf̂ = λ̂f (∀λ ∈ R)

(2)(频移)：f̂(u+ u0) = ê−ixu0f(u)

(时移)：f(x+ x0) = êiux0 f̂(x)

(3)微分性质 (对本函数)：若 f(±∞) = 0，且 f̂ ′存在，则：

f̂ ′(u) = iuf̂(u)

(4)微分性质 (对像函数)：若 f̂ , x̂f 都存在，且 f̂(u)关于 u可微，则：

∂

∂u
f̂(u) = −̂ixf(u)

提示：(1)(2)直接验证皆可。(3)需要使用分部积分公式，(4)需要证明求导和 R上积分可以交
换次序。命题 5.7(3)还有更加一般的命题。

命题 5.8 (Fourier变换的微分性质)

♠

若 lim
t→±∞

f (k)(t) = 0 (∀0 ⩽ k ⩽ n− 1)，且 f̂ (n)存在，则：

f̂ (n)(u) = (iu)nf̂(u)

注命题 5.8告诉我们 Fourier变换可以把求导运算变成简单的乘法运算，这为解高阶微分方程
提供了一个新思路。

例题 5.8(Fourier变换的 Parseval等式) 设 f ∈ S (R)，试证：
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5.5 Fourier积分与 Fourier变换∫ +∞

−∞
|f(x)|2dx = 2π

∫ +∞

−∞
‖f̂(u)‖2du

解令：

g(x) =

∫ +∞

−∞
f(x+ y)f(y)dy

由于 f ∈ S (R)，故 g(u)良定义，且可以做 Fourier变换与反变换，可以进行适当的积分换
序。故：

ĝ(u) =
1

2π

∫ +∞

−∞
g(t)e−iutdt

=
1

2π

∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞
f(x+ y)f(y)dy

)
e−iutdt

=
1

2π

∫ +∞

−∞
f(y)

(∫ +∞

−∞
f(t+ y)e−iutdt

)
dy

v=t+y
=====

1

2π

∫ +∞

−∞
f(y)

(∫ +∞

−∞
f(v)e−iu(v−y)dv

)
dy

= 2πf̂(u)f̂(u)

= 2π‖f̂(u)‖2

故：

g(x) =

∫ +∞

−∞
ĝ(u)eiuxdu = 2π

∫ +∞

−∞
‖f̂(u)‖2eiuxdu (x ∈ R) (5.93)

特别地，在式 (5.93)中令 x = 0，可得：∫ +∞

−∞
|f(x)|2dx = g(0) = 2π

∫ +∞

−∞
‖f̂(u)‖2du

□

最后简单介绍卷积以及 Fourier变换在卷积方面的重要性质。

定义 5.14 (卷积)

♣

两个函数 f, g的卷积是指：

(f ∗ g)(t) ∆
===

1

2π

∫ +∞

−∞
f(t− u)g(u)du

卷积具有以下性质。
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命题 5.9 (卷积的基本性质)

♠

卷积有以下基本性质：

(1)(对称性)：f ∗ g = g ∗ f

(2)(结合律)：(f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h)

(3)(分配律)：f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h

Fourier变换作用在卷积上会让卷积转变为容易计算的式子，这是个十分重要的性质。

定理 5.17 (Fourier变换与卷积)

♥

设 f, g ∈ S (R)，则有：

f̂ ∗ g(x) = f̂(x)ĝ(x)

证明 直接计算：

f̂ ∗ g(x) = 1

(2π)2

∫ +∞

−∞

(∫ +∞

−∞
f(t− u)g(u)du

)
e−itxdt

=
1

(2π)2

∫ +∞

−∞

(
g(u)

∫ +∞

−∞
f(t− u)e−itxdt

)
du

v=t−u
=====

1

(2π)2

∫ +∞

−∞

(
g(u)

∫ +∞

−∞
f(v)e−ix(u+v)dv

)
du

=
1

2π

∫ +∞

−∞
f(v)e−ivxdv · 1

2π

∫ +∞

−∞
g(u)e−iuxdu

= f̂(x)ĝ(x)

□
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