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一、填空题

1. 写出向量组 𝛼1 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

2
8
4

⎞⎟⎟⎟
⎠
，𝛼2 =

⎛⎜⎜⎜
⎝

−1
−9
3

⎞⎟⎟⎟
⎠
，𝛼3 =

⎛⎜⎜⎜
⎝

1
8

−2

⎞⎟⎟⎟
⎠
，𝛼4 =

⎛⎜⎜⎜
⎝

1
3
3

⎞⎟⎟⎟
⎠
，𝛼5 =

⎛⎜⎜⎜
⎝

−2
1

−4

⎞⎟⎟⎟
⎠
的一个

极大线性无关组：

⎛⎜⎜⎜
⎝

2 −1 1 1 −2
8 −9 8 3 1
4 3 −2 3 −4

⎞⎟⎟⎟
⎠

→
⎛⎜⎜⎜
⎝

2 −1 1 1 −2
0 −5 4 −1 9
0 5 −4 1 0

⎞⎟⎟⎟
⎠

→
⎛⎜⎜⎜
⎝

2 −1 1 1 −2
0 −5 4 −1 9
0 0 0 0 9

⎞⎟⎟⎟
⎠

所以答案是 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4 中任选 2 个加上 𝛼5

2. 行列式

∣
∣
∣
∣
∣

−3 𝑥 7 𝑥
1 𝑥 5 −1
4 3 −𝑥 1

2𝑥 −1 1 𝑥

∣
∣
∣
∣
∣

的完全展开式中，𝑥4 项的系数为：

选择含有 x 的项 (4,1),(3,3),(2,2),(1,4),𝜏(4231) = 5, 系数为 2
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一、填空题 2

3. 已知 A∗ =
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 −2 1
0 2 −2

−1 2 1

⎞⎟⎟⎟
⎠

, 则 𝐴 =

𝐴𝐴∗ = |𝐴|𝐼, 𝐴 = |𝐴|(𝐴∗)−1, |𝐴∗| = |𝐴|2, |𝐴| = ±2

⎛⎜⎜⎜
⎝

1 −2 1 1 0 0
0 2 −2 0 1 0

−1 2 1 0 0 1

⎞⎟⎟⎟
⎠

→
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 1.5 1 0.5
0 1 0 0.5 0.5 0.5
0 0 1 0.5 0 0.5

⎞⎟⎟⎟
⎠

所以 (A∗)−1 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

1.5 1 0.5
0.5 0.5 0.5
0.5 0 0.5

⎞⎟⎟⎟
⎠

A = ±
⎛⎜⎜⎜
⎝

3 2 1
1 1 1
1 0 1

⎞⎟⎟⎟
⎠

4. 设 𝐵, 𝐶, 𝐷 均为 n 阶方阵，且 𝐵, 𝐶 可逆，则 M = ( 𝑂 𝐵
𝐶 𝐷

) 也可逆，且 𝑀−1 =

( 𝑂 𝐵 𝐼 𝑂
𝐶 𝐷 𝑂 𝐼

) → ( 𝐼 𝐵 + 𝐶−1𝐷 𝐼 𝐶−1

𝐶 𝐷 𝑂 𝐼
) → ( 𝐼 𝐵 + 𝐶−1𝐷 𝐼 𝐶−1

𝑂 −𝐶𝐵 −𝐶 𝑂
) →

( 𝐼 𝐵 + 𝐶−1𝐷 𝐼 𝐶−1

𝑂 −𝐶𝐵 −𝐶 𝑂
) → ( 𝐼 𝑂 −𝐶−1𝐷𝐵−1 𝐶−1

𝑂 𝐼 𝐵−1 𝑂
)

所以 M−1 = ( −𝐶−1𝐷𝐵−1 𝐶−1

𝐵−1 𝑂
)

5. 设 A =
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 1 2 2
0 2 1 5
2 0 3 −1

⎞⎟⎟⎟
⎠
则集合 𝑉 = {𝐵 ∈ 𝑅4×4|𝐴𝐵 = 𝑂} 是 𝑅4×4 的子空间，子空间的维数

𝑑𝑖𝑚𝑉 =

⎛⎜⎜⎜
⎝

1 1 2 2
0 2 1 5
2 0 3 −1

⎞⎟⎟⎟
⎠

→
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 1 2 2
0 2 1 5
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟
⎠

�𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 2, 𝑑𝑖𝑚𝑉𝐴 = 2

𝐵 = (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4), 𝐴𝐵 = 𝑂 ⇒ 𝐴𝛼𝑖 = 0, 1 ≤ 𝑖 ≤ 4

𝑑𝑖𝑚𝑉𝐴 = 2 ⇒ 𝑑𝑖𝑚𝑉 = 8

6. 将 A =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 2 3 4
1 0 1 2
3 −2 4 8
1 2 0 −5

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

分解成矩阵乘积 𝐴 = 𝐿𝑈，其中 𝐿 为下三角方阵，𝑈 为上三角方阵，

且主对角线上的元素为 1 或 0，则 L= , U=



二、判断题 3

对 A 进行行变化化成上三角矩阵，
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 2 3 4
1 0 1 2
3 −2 4 8
1 2 0 −5

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

→
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 2 3 4
0 1 1 1
0 0 3 4
0 0 −3 −9

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

→
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 2 3 4
0 1 1 1
0 0 1 4

3
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

确定出 𝑈 之后再用待定系数法算出 𝐿（答案不唯一）

L =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0
1 −2 0 0
3 −8 3 0
1 0 −3 −5

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

, U =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 2 3 4
0 1 1 1
0 0 1 4

3
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑅𝑚𝑘 ∶ 𝐿𝑈 分解在本质上是高斯消元法的一种表达形式。实质上是将 A 通过初等行变换变成一个上三
角矩阵，其变换矩阵就是一个下三角矩阵

二、判断题

（正确的简单说明理由，错误的举出反例）

1. 设 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 是 𝐴𝑥 = 0 的一个基础解系，则 𝛼1 + 𝛼2 − 𝛼3, 𝛼1 + 𝛼2 + 5𝛼3, 4𝛼1 + 𝛼2 − 2𝛼3 也是该方

程组的基础解系。

正确。

(𝛽1, 𝛽2, 𝛽3) = (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3)
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 1 4
1 1 1

−1 5 −2

⎞⎟⎟⎟
⎠

上述矩阵记为 𝑇 , 则 𝑇 可逆且 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 是 𝑉𝐴 的基，故 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3 也是 𝑉𝐴 的基。

2. 设 𝐴, 𝐵 都是 n 阶方阵，则 ∣𝐴 𝐵
𝐵 𝐴

∣ = |𝐴 + 𝐵||𝐴 − 𝐵|

正确。

∣𝐴 𝐵
𝐵 𝐴

∣ = ∣𝐴 − 𝐵 𝐵 − 𝐴
𝐵 𝐴

∣ =∣𝐴 − 𝐵 𝑂
𝐵 𝐴 + 𝐵

∣ = |𝐴 + 𝐵||𝐴 − 𝐵|

3. 设 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑅𝑛×𝑛, 若线性方程组 𝐴𝑥 = 0 与 𝐵𝑥 = 0 同解，则 A 与 B 的列向量组等价。

错误。线性方程组 𝐴𝑥 = 0 与 𝐵𝑥 = 0 同解，则 A 与 B 的行向量组等价（反例略）

4. 设 𝐴 ∈ 𝑅𝑛×𝑛, 满足 𝐴𝐴𝑇 = 𝐴2, 则 A 为对称矩阵。

正确。



三 4

记 𝐵 = 𝐴 − 𝐴𝑇 , 则 𝐵𝐵𝑇 = (𝐴 − 𝐴𝑇 )(𝐴 − 𝐴𝑇 )𝑇 = 𝐴𝐴𝑇 − 𝐴2 − (𝐴𝑇 )2 + 𝐴𝑇 𝐴

𝐴𝐴𝑇 = 𝐴2 ⇒ (𝐴𝑇 )2 = 𝐴𝐴𝑇

⇒ 𝐵𝐵𝑇 = 𝐴𝑇 𝐴 − 𝐴𝐴𝑇 ⇒ 𝑡𝑟(𝐵𝐵𝑇 ) = 𝑡𝑟(𝐴𝑇 𝐴 − 𝐴𝐴𝑇 ) = 0

又 𝐵 ∈ 𝑅𝑛×𝑛, ⇒ 𝐵 = 𝑂, 𝑖.𝑒.𝐴 = 𝐴𝑇

三

考虑线性方程组
⎧{{
⎨{{⎩

𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3 + 4𝑥4 = 2
2𝑥1 + 3𝑥2 − 𝑥3 + 2𝑥4 = 1
𝑥1 + 4𝑥2 − 3𝑥3 + 16𝑥4 = 𝑎

(1) 根据 a 的取值，讨论方程组解的情况。

(2) 有解时，求出方程组的通解。

(1)
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 2 −1 4 2
2 3 −1 2 1
1 4 −3 16 𝑎

⎞⎟⎟⎟
⎠

→
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 2 −1 4 2
0 −1 1 −6 −3
0 0 0 0 𝑎 − 8

⎞⎟⎟⎟
⎠

所以 𝑎 = 8 时有无穷多解，𝑎 ≠ 8 时无解。

(2) 通解为
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

=
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

−1
1
1
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑡1 +
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

8
−6
0
1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑡2 +
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

−4
3
0
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

四

计算 n 阶行列式

∣
∣
∣
∣
∣

𝑥1 − 𝑎1 𝑥2 𝑥3 … 𝑥𝑛
𝑥1 𝑥2 − 𝑎2 𝑥3 … 𝑥𝑛
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑥1 𝑥2 𝑥3 … 𝑥𝑛 − 𝑎𝑛

∣
∣
∣
∣
∣

, 其中 𝑎1𝑎2 … 𝑎𝑛 ≠ 0

= (−1)𝑛𝑎1𝑎2 … 𝑎𝑛(1 − ∑𝑛
𝑖=1

𝑥𝑖
𝑎𝑖

)



五 5

五

考虑 𝑅2×2 中的两组基

Γ1 ∶ A1 = ( 1 0
0 0

), A2 = ( 1 2
0 0

), A3 = ( 1 2
3 0

), A1 = ( 1 2
3 4

).

Γ2 ∶ B1 = ( 0 1
1 1

), B2 = ( 1 0
1 1

), B3 = ( 1 1
0 1

), B4 = ( 1 1
1 0

).

(1) 求 Γ1 到 Γ2 的过渡矩阵。

(2) 已知 𝐶 ∈ 𝑅2×2 在 Γ2 下的坐标是 (1, 1, 1, 1)𝑇 , 求 C 在 Γ1 下的坐标。

(3) 求所有的 𝐷 ∈ 𝑅2×2, 使得 D 在 Γ1 和 Γ2 下的坐标相同。

(1)(𝐴1 𝐴2 𝐴3 𝐴4) = (𝐸11 𝐸12 𝐸21 𝐸22)𝑇1,𝑇1 =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 1 1 1
0 2 2 2
0 0 3 3
0 0 0 4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

(𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4) = (𝐸11 𝐸12 𝐸21 𝐸22)𝑇2 = (𝐴1 𝐴2 𝐴3 𝐴4)𝑇 −1
1 𝑇2,𝑇2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

所以过渡矩阵为 T−1
1 T2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

−1
2 1 1

2
1
2

1
6 −1

3
1
2

1
6

1
12

1
12 −1

4
1
3

1
4

1
4

1
4 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

(2)𝐶 = (𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4)(1, 1, 1, 1)𝑇 = (𝐴1 𝐴2 𝐴3 𝐴4)𝑇 −1
1 𝑇2(1, 1, 1, 1)𝑇

= (𝐴1 𝐴2 𝐴3 𝐴4) (3
2 , 1

2 , 1
4 , 3

4)𝑇

(3) 设 𝐷 在 Γ1 下的坐标为 𝑎𝑇 , 则

𝐷 = (𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4)𝑎𝑇 = (𝐴1 𝐴2 𝐴3 𝐴4)𝑇 −1
1 𝑇2𝑎𝑇 = (𝐴1 𝐴2 𝐴3 𝐴4)𝑎𝑇

⇒ (𝑇1 − 𝑇2)𝑎𝑇 = 0,rank(𝑇1 − 𝑇2)=4 ⇒ 𝑎𝑇 = 0, D = ( 0 0
0 0

)

六

已知 𝐴 ∈ 𝑅𝑚×𝑛, 𝑚 ≤ 𝑛, 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 𝑟.



六 6

(1) 证明：存在 𝐵 ∈ 𝑅𝑚×𝑛, 满足 𝐴𝐵 = 𝑂, 𝐵𝐴 = 𝑂, 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵) = 𝑚 − 𝑟.

(2) 设 A =
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 1 2 2
0 2 1 5
2 0 3 −1

⎞⎟⎟⎟
⎠

. 求一个满足 (1) 中条件的 B。

(1) 存在可逆矩阵 P,Q 使得 PAQ = ( 𝐼𝑟 𝑂
𝑂 𝑂

), 则 𝐴 = 𝑃 −1 ( 𝐼𝑟 𝑂
𝑂 𝑂

) 𝑄−1

取 𝐵 = 𝑄 ( 𝑂 𝑂
𝑂 𝐼𝑚−𝑟

) 𝑃 , 则 𝐴𝐵 = 𝑂, 𝐵𝐴 = 𝑂, 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵) = 𝑚 − 𝑟

(2) (A I) =
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 1 2 2 1 0 0
0 2 1 5 0 1 0
2 0 3 −1 0 0 1

⎞⎟⎟⎟
⎠

行变换−−−→
⎛⎜⎜⎜
⎝

1 0 1.5 −0.5 1 −0.5 0
0 1 0.5 2.5 0 0.5 0
0 0 0 0 −2 1 1

⎞⎟⎟⎟
⎠

= (𝐶 𝑃 )

( 𝐶
𝐼

) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 1.5 −0.5
0 1 0.5 2.5
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

列变换−−−→

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
1 0 −1.5 0.5
0 1 −0.5 −2.5
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

所以 𝐵 = 𝑄
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑃=
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

−1 0.5 0.5
5 −2.5 −2.5
0 0 0

−2 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
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