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线性代数 (B) 历年考题

说明:
1. 这里收录了若干套中国科学技术大学线性代数考试真题.

2. 排序顺序优先考虑知识涵盖范围, 其次为时间先后. 即先 B1 后 B2 再 A, 期中复习请参考标注有期中的

试卷, 因为在它们后面的试卷都会涉及到期中考试之后的内容. 在同一场考试同时有 A、B 卷, 这里只收录 A

卷, 因为 B 卷是为补考准备的, 它与 A 卷题目题型雷同.

3. 本考题的主要作用是供同学们考试之前模拟使用, 越靠近现在的考卷可能越能接近现在的出题风格.

4. 没有参考答案, 希望读者自行思考, 同时熟悉题目类型. 建议本门课程的助教在平时习题课先将学过的

部分的测验题进行讲解, 在考前习题课讲解对应的考试题.

5. 希望这套历年考题能够像我之前整理的数分的往年真题、复变的上古密卷一样, 便于以后的助教的习题

课工作和同学们复习本门课程. 感谢 19 级余启帆、章正骐同学提供题目! 感谢同为此门课助教的宋琛师妹参

与录入部分题目! 祝愿科大数学教育越办越好!

2020–2021 春季学期线性代数 (B1) 助教
数学科学学院 吴天

2021 年 6 月 于合肥
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中国科学技术大学 2009—2010 学年第一学期
线性代数期中考试

1. (8 选 7, 5 分 ×7 = 35 分) 填空题.

(1) 空间平面过点 A(1, 1, 1), B(1, 2, 3), C(0, 1, 0), 则平面的一般方程为 .

(2) 设 A(1, 3, 5), B(1, 2, 3), C(2, 1, 4), D(3, 2, 1), 则四面体 ABCD 的体积为 .

(3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

2 3 4 5

4 9 16 25

8 27 64 125

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= .

(4) 点 A(1,−2, 3) 到平面 2x− 2y + z = 3 的距离是 .

(5) 求过直线

3x+ 2y − z = 1

2x− 3y + 2z = 2

且与平面 x+ 2y + 3z = 5 垂直的平面方程为 .

(6) 设 A 是 3× 3 矩阵, detA = 2, 则 det(4A−1 − (2A)∗) = .

(7) 设平面 π 的法向量为 n, 则向量 a 在 n 上的投影为 ; a 在平面 π 上的投影为 .

(8) 设 a 6= 0, 四阶方阵


0 a 0 0

−a 0 a 0

0 −a 0 a

0 0 −a 0

 的行列式等于 , 它的逆矩阵为 .

2. (15 分) 选择、填空混合题.

(1) 设 A,B 是 n 阶矩阵, 则 C =

A 0

0 B

 的伴随矩阵是 .

A.

|A|A∗ 0

0 |B|B∗

 B.

|B|B∗ 0

0 |A|B∗

 C.

|A|B∗ 0

0 |B|A∗

 D.

|B|A∗ 0

0 |A|B∗


(2) 设 A 是 3 阶矩阵, 将 A 的第 1 列和第 2 列交换得到 B, 再将 B 的第 2 列加到第 3 列得到 C, 则满足

AQ = C, 可逆矩阵 Q 为 .

A.


0 1 0

1 0 0

1 0 1

 B.


0 1 0

1 0 1

0 0 1

 C.


0 1 0

1 0 0

0 1 1

 D.


0 1 1

1 0 0

0 0 1



(3) 设 A =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

, P =


1 0 0

0 1 0

2 0 1

, Q =


0 0 1

0 1 0

1 0 1

, 则 P 2009AQ2010 = .

(4) 设 n 阶实方阵 An =


2 −1 0

−1 2
. . .

. . . . . . −1

0 −1 2

, 则 A−1
4 = .

3. (10 分) 设 A,B,A+B 都是 n 阶可逆矩阵, 证明: A−1 +B−1 也是可逆矩阵, 并求其逆.

4. (10 分) 设 A 是 m× n 矩阵, B 是 n×m 矩阵, 证明: det(I −BA) = det(I −AB).

5. (10 分) 证明: 线性方程组 Ax = 0 有唯一解的充要条件是 A 是列满秩的.
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6. (10 分) 设 A 为 n 阶方阵, b 为 n 阶列向量. 证明: 当 A 的行列式为零时, 关于 n 阶列向量 x 的线性方程组

Ax = b 不可能有唯一解.

7. (10 分) 设 A 是 n× n 方阵, 求 rankA∗.
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中国科学技术大学 2009—2010 学年第二学期
线性代数期中考试

1. (5 分 ×8 = 40 分) 填空题.

(1) 已知空间直角坐标系中两向量 a = (4,−3, 0) 和 b = (4, 3,−2), 则以 a 和 b 为两边的三角形的面积为

.

(2) 以 A(1, 0, 2), B(1,−1, 0), C(2, 2,−1) 和 D(−2,−1, 4) 为顶点的四面体的体积为 .

(3) 两平行平面 2x+ 3y + 4z + 5 = 0 和 2x+ 3y + 4z + 17 = 0 之间的距离为 .

(4) 直角坐标系中过直线
x+ 1

−2
=

y − 1

1
=

z + 2

−3
且平行于 z 轴的平面方程为 .

(5) 设 A =


3 −5 2 1

1 1 0 −5

−1 3 1 3

2 −4 −1 −3

, 记 Aij 为元素 aij 的代数余子式, 则 A11 −A21 +A31 −A41 = .

(6) 对线性方程组



x1 + x2 + x3 + x4 = 1

−x1 + x2 − 2x3 + 2x4 = −3

x1 + x2 + 4x3 + 4x4 = 9

−x1 + x2 − 8x3 + 8x4 = −27

, 已知系数方阵的行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

−1 1 −2 2

1 1 4 4

−1 1 −8 8

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 72, 则解

x4 = .

(7) 设 A 为 4 阶方阵, 且 |A| = 3, 则 |A−1| = , |A2| = , 伴随矩阵 A∗ 的行列式 |A∗| = .

(8) 设矩阵 B = (bij)3×3 满足 B∗ = BT , 其中 B∗ 为 B 的伴随矩阵, BT 为 B 的转置矩阵. 若 b11, b12, b13

为 3 个相等的非零正数, 则 b11 = .

2. (12 分) 若 3 阶方阵 A 和 B 满足关系式 A−1BA = 6A+BA, 且 A =


1
4 0 0

0 1
2 0

0 0 1
7

, 试求 B.

3. (12 分) 求矩阵 A =


1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4 − 1

4 − 1
4

1
4 − 1

4 − 1
4

1
4

1
4 − 1

4
1
4 − 1

4

 的逆.

4. (12 分) 设直线 l :
x− 1

1
=

y

2
=

z − 1

−1
在平面 Π : x− y + 2z = 0 的投影为直线 l0.

(1) 求直线 l0 的方程.

(2) 求 l0 绕坐标 y 轴旋转一周所成曲面的方程.

5. (12 分) 已知向量组 a1, a2, a3 ∈ Rn 线性无关, 试证明: 向量组 b1 = a1 + a2 + a3, b2 = a1 + 3a2 + 5a3, b3 =

a1 + 9a2 + 25a3 线性无关.

6. (12 分) 设 a1, ...,am ∈ Fn 为一组列向量, A = (a1, ...,am) 是以 a1, ...,am 为列构成的 n × m 阶矩阵.

A 经过一系列的初等行变换后变为矩阵 B = (b1, ..., bm), 这里 a1, ...,am ∈ Fn 为矩阵 B 的列. 试证明: 若

{a1, ...,ar} 为 {a1, ...,am} 的极大无关组, 则 {b1, ..., br} 为 {b1, ..., bm} 的极大无关组.
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中国科学技术大学 2011—2012 学年第一学期
线性代数 (B1) 期中考试

1. (30 分) 已知点 A(1, 2, 3), B(2, 1, 4), C(1, 3, 5), D(3, 2, 1). 求

(1) B,C 所在直线 L 的方程和 A,B,C 所在平面 Π 的方程;

(2) 4ABC 的面积 S, ∠ABC 和四面体 ABCD 的体积 V ;

(3) A 到 L 的距离, D 到 Π 的距离和直线 AB 与 CD 之间的距离;

(4) 过 A,B,C,D 的球面的方程和过 A,B,C 的圆的方程;

(5) 直线 AB 绕 CD 旋转一周所得曲面的方程, 并指出曲面的类型.

2. (20 分) (1) 当 a, b 分别取何值时, 线性方程组


ax1 + bx2 + 2x3 = 1

(b− 1)x2 + x3 = 0

ax1 + bx2 + (1− b)x3 = 3− 2b

有解, 并求出其所有解;

(2) 设 A =


1 −1 0 0

0 1 −1 0

0 0 1 −1

0 0 0 1

 , B =


2 1 3 4

0 2 1 3

0 0 2 1

0 0 0 2

 , 解矩阵方程 X(I −B−1A)TBT = I.

3. (30 分) 设 A = (aij)m×n, B = (bij)n×m. 若 D1 = det(Im − AB), D2 = det(In − BA), r1 = r(Im − AB),

r2 = r(In −BA) 已知.

(1) 求 D1 与 D2 及 det

Im A

B In

 之关系和 r1 与 r2 及 r

Im A

B In

 之关系; 并求



1 0 · · · 0 a1

0 1 · · · 0 a2
...

...
...

...
...

0 0 · · · 1 am

b1 b2 · · · bm 1



和


1− a1b1 −a1b2 · · · −a1bm

−a2b1 1− a2b2 · · · −a2bm
...

...
...

...

−amb1 −amb2 · · · 1− ambm

 的秩和行列式;

(2) 证明: 当 m = n 时, det(AB) = detAdet(B); 并求 det


a b c d

−b a d −c

−c −d a b

−d c −b a

; 当 m 6= n 时, 给出关于

det(AB) 的结论并证明之.

4. (30 分) (1) 计算 n 阶 Vandermonde 行列式 Vn(a1, a2, ..., an), 并求 D = det


1 a a2 a4

1 b b2 b4

1 c c2 c4

1 d d2 d4

;
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(2) 设 An =



a b 0 · · · 0 0 0

c a b · · · 0 0 0

0 c a · · · 0 0 0
...

...
...

...
...

...

0 0 0 · · · a b 0

0 0 0 · · · c a b

0 0 0 · · · 0 c a


, 求 det(An); 当 a = 2, b = c = 1 时, 求 A−1

n .
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中国科学技术大学 2012—2013 学年第一学期
线性代数 (B1) 期中考试

1. (30 分) 填空题.

(1) 已知向量 a = (1,−1, 1), b = (0, 3, 6), 则 a · b = .

(2) A(1, 2, 3), B(2, 1, 4), C(1, 5, 9), D(2, 2, 2), 则 4ACD 的面积为 , 四面体 ABCD 的体积为 .

(3) 两平面 3x− 4y + 12z + 25 = 0 和 15x− 20y + 60z − 5 = 0 之间的距离为 .

(4) 以

x = 5z

y = 0

为母线, 以 Oz 轴为旋转轴的旋转面方程为 .

(5) 经过点 (1, 2, 3) 且垂直于平面 x+ 2y + 3z + 5 = 0 和 2x+ y + 2z + 6 = 0 的平面方程为 .

(6)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= .

(7) 已知 3 阶实方阵 A 的伴随矩阵 A∗ =


0 1 1

0 −1 0

4 0 0

, 则 A = .

(8) c = 时, 直线 x− c =
y − 3

2
= z − 2 和 x = 2y = 2z 相交.

(9) 设 A = (aij)4×4, 若 a21 = a22 = a23 = a24 > 0, 且 A∗ = AT , 则 a21 = .

2. (10 分) 若对可逆矩阵 A 作下列初等变换后得到 (可逆) 矩阵 B, 那么相应地, B−1 是由 A−1 经怎样的变换

得到的? 并说明理由.

(1) 互换 A 的第 i 列与第 j 列. (2) 用非零数 λ 乘 A 的第 i 列. (3) 将 A 的第 i 列 µ 倍加到第 j 列上.

3. (12 分) 已知三张平面 Π1 : λx+ y+ z +1 = 0, Π2 : x+ λy+ z +2 = 0, Π3 : x+ y− 2z +3 = 0. 试就参数 λ

讨论它们的位置关系, 并作示意图.

4. (12 分) 求直线

2x− y + z + 2 = 0

x+ 2y + 4z − 4 = 0

和

x+ 2y − 1 = 0

y − z + 2 = 0

之间的距离 d.

5. (14 分) (1) 设 A 是 m×n 矩阵, B 是 n×m 矩阵. d1 = det(Im−AB), r1 = rank(Im−AB), d2 = det(In−BA),

r2 = rank(In −BA), d =

∣∣∣∣∣∣Im A

B In

∣∣∣∣∣∣ 和 r = rank

Im A

B In

. 求 d 与 d1 和 d2, 以及 r 与 r1 和 r2 的关系.

(2) 求 m+ 1 阶方阵



1 0 · · · 0 a1

0 1 · · · 0 a2
...

... . . . ...
...

0 0 · · · 1 am

b1 b2 · · · bm 1


的行列式 d0 和秩 r0.

6. (12 分) 试证明: 对于任意 n 阶方阵 A 均有 rank(In+A)+ rank(In−A) ⩾ n, 且等号成立当且仅当 A2 = In.

7. (10 分) 设 A 是行满秩的 n× (n+1) 矩阵, 若齐次线性方程组 Ax = 0 的解为 x = (x1, · · · , xn+1)
T . 试证明:

xi = (−1)n+icdi, 其中 c 是任意常数, di 是矩阵 A 删去第 i 列后得到的 n 阶子矩阵的行列式, i = 1, · · · , n+ 1.
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中国科学技术大学 2013—2014 学年第一学期
线性代数 (B1) 期中考试

1. (4 分 ×5 = 20 分) 填空题.

(1) 已知 A(1, 2, 3), B(2, 2, 2), C(1, 5, 9), D(2, 1, 4), 则四面体 ABCD 的体积为 .

(2) 经过点 (1, 2, 3) 且垂直于两平面 2x+ y + 2z + 6 = 0 和 x+ 2y + 3z + 5 = 0 的平面方程为 .

(3) 当 c = 时, 两直线 x = 2y = 2z 和 x− c =
y − 3

2
= z − 2 相交.

(4) 设 n(n ≥ 2) 阶方阵 A 的伴随矩阵为 A∗, 行列式 detA = 2, 则 detA∗ = .

(5) 已知 3 阶实方阵 A 的伴随矩阵 A∗ =


0 1 1

0 −1 0

4 0 0

, 则 A = .

2. (5 分 ×4 = 20 分) 判断题 (判断下列命题是否正确, 并简要给出理由).

(1) 若空间三个向量 a, b, c 不共面则 a+ b+ c,a− b+ c,a+ 2b+ 4c 也不共面.

(2) 对空间任意三个向量 a, b, c, 必有 (a× b)× c = (a× c)× b.

(3) 若齐次线性方程组 AX = 0 有非零解, 则非齐次线性方程组 AX = b(x 6= 0) 必有无穷多组解.

(4) 若 A,B 均为 n 阶方阵, 则 det(A ·B) = detA · detB.

3. (10 分) 若矩阵 A 经一次初等变换 (1, 2 或 3) 后得到矩阵 B; 那么, 相应地, AT 能否由 BT 经初等变换得

到? 如果能, AT 是由 BT 经怎样的初等变换得到的?

4. (10 分) 设 A =


1 1 1 1

1 1 −1 −1

1 −1 1 −1

1 −1 −1 1

, 求 detA 和 Ak(k = 0,±1,±2, ...).

5. (15 分) 已知三张平面 Π1 : λx+ y + z + 1 = 0, Π2 : x+ λy + z + 2 = 0, Π3 : x+ y − 2z + 3 = 0, λ 为参数;

试就参数 λ 讨论其位置关系, 并作示意图.

6. (15 分) 求直线 L1 : x− 1 = y = z 绕 L2 : x = y = 0 旋转一周所得旋转面的参数方程和一般方程, 指出此曲

面的类型并作示意图.

7. (15 分) 试证明: 对于任意 n 阶方阵 A 均有 rankA + rank(2In − A) ≥ n, 且等号成立的充分必要条件是

A2 = 2A.

8. (15 分) 试证明:

(1) rankA∗ =


n, rankA = n

1, rankA = n− 1

0, rankA ≤ n− 2

;

(2) (A∗)∗ = (detA)n−2 ·A (n ≥ 2).
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中国科学技术大学 2013—2014 学年第二学期
线性代数 (B1) 期中考试

1. (4 分 ×5 = 20 分) 填空题.

(1) 已知四边形 ABCD 中, −−→AB = a,
−−→
CD = c, 对角线 AC,BD 的中点分别为 E,F . 则

−−→
EF 可由 a, c 表示

为 .

(2) 复数 z = 1 + sin θ + i cos θ(−π

2
⩽ θ ⩽ π

2
) 的三角形式是 .

(3) 点 (1, 2, 3) 到直线 x− 1 =
1− y

3
=

1− z

2
的距离为 .

(4) 经过直线 x = y = z, 且与平面 x+ 2y + 3z = 5 垂直的平面方程是 .

(5) 设矩阵 A =


a 0 1

a 2a 1

2 3 2

, 且 rankA = 2. 则 a = .

2. (5 分 ×4 = 20 分) 判断题 (判断下列命题是否正确, 并简要给出理由).

(1) 三维空间中, 向量 a, b, c 共面的充要条件 a+ b, b+ c, c+ a 为共面.

(2) 设 a, b 均为三维空间向量. 则 |a× b|2 = a2b2 − (a · b)2.

(3) 设 C =

A 0

0 B

, 其中 A,B 均为 n 阶可逆方阵. 则 C∗ =

A∗ 0

0 B∗

 , 其中 ∗ 表示伴随矩阵.

(4) 设 A 为实对称方阵. 若 A2 = 0, 则 A = 0.

3. (15 分) 求直线 l1 :


x = 1 + t

y = 1

z = 2t

绕直线 l2 : 2x = y = z 旋转所成的旋转曲面的一般方程.

4. (15 分) 给定线性方程组


2x1 + λx2 − x3 = 1

λx1 − x2 + x3 = 2

4x1 + 5x2 − 5x3 = −1

.

(1) 问: λ 分别为何值时, 方程组无解? 有唯一解? 有无穷多解?

(2) 在方程组有无穷多解时, 给出其通解.

5. (12 分) 设 A =


1 0 1 2

0 1 2 3

1 1 0 0

0 1 0 0

, 求矩阵 A 的逆.

6. (10 分) 计算 n 阶行列式 Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− a a 0 · · · 0 0

−1 1− a a · · · 0 0

0 −1 1− a · · · 0 0
...

...
...

...
...

...

0 0 0 · · · 1− a a

0 0 0 · · · −1 1− a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

7. (8 分) 设 A 为 m× n 矩阵, B 为 n×m 矩阵, n ≥ m,λ 6= 0. 证明:

det(λIn −BA) = λn−m det(λIm −AB).
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中国科学技术大学 2014—2015 学年第一学期
线性代数 (B1) 期中考试

1. (4 分 ×6 = 24 分) 填空题.

(1) 三阶行列式的几何意义是 .

(2) 对正整数 n, 方程 zn = 1 的根为 .

(3) 点 (1, 1, 1) 到直线
x+ 1

4
=

y + 2

5
=

z + 3

6
的距离为 .

(4) 将 Oyz 面上的曲线 f(y, z) = 0 绕 Oz 轴旋转一周所得旋转曲面的方程为 .

(5) 常见的二次曲面有椭球面、二次锥面、二次柱面和 等.

(6) 设 A 为 n 阶方阵, 若 rankA = r, 则 rankA∗ = .

2. (5 分 ×5 = 25 分) 判断题 (判断下列命题是否正确, 并简要给出理由).

(1) 对空间任意三个向量 a⃗, b⃗, c⃗, 必有 (⃗a · b⃗) · c⃗ = a⃗ · (⃗b · c⃗)

(2) 对空间任意三个向量 a⃗, b⃗, c⃗, 必有 (⃗a× b⃗)× c⃗ = a⃗× (c⃗× b⃗)− b⃗× (c⃗× a⃗)

(3) 若 A,B 分别为 m× n 和 n×m 矩阵, 则 det(AB) = det(BA).

(4) 若 A,B 分别为 m× n 和 n×m 矩阵, 则 (AB)T = ATBT .

(5) 设 A∗ 为 n 阶矩阵 A 的伴随, 则 detA∗ = (detA)n−1

3. (8 分) 设 A =


1 2 3

2 2 1

3 4 3

, B =

2 1

5 3

, C =


1 3

2 0

3 1

, 解方程 AXB = C.

4. (8 分) 解线性方程组


ax+ y + z + 1 = 0

x+ ay + z + 2 = 0

x+ y − 2z + 3 = 0

, 指出其几何意义并作示意图.

5. (8 分) 计算 n 阶方阵 A =



a 1 · · · 1 1

1 a · · · 1 1
...

...
...

...
...

1 1 · · · a 1

1 1 · · · 1 a


的行列式和秩.

6. (9 分) 设 A 为 n 阶方阵, 证明 rankA+ rank(I −A) ≥ n, 且等号成立的充分必要条件是 A2 = A.

7. (9 分) 设 A 为 n 阶非零方阵, n ≥ 3, 且 Aij = aij , i, j = 1, 2, ..., n.

(1) 若 aij ∈ R, i, j = 1, 2, ..., n, 证明 A 可逆并求 det (A);

(2) 若 aij ∈ C, i, j = 1, 2, ..., n, 则结果又如何?

8. (9 分) 设 A,B 分别为 l ×m 和 m× n 矩阵, 试证明:

(1)ABX = 0 与 BX = 0 同解 ⇔ rank(AB) = rankB;

(2) 若 A 为实矩阵, 则 rank(ATA) = rankA.



11

中国科学技术大学 2014—2015 学年第二学期
线性代数 (B1) 期中考试

1. (4 分 ×5 = 20 分) 填空题.

(1) a, b 为 R3 中向量, |a| =
√
3, |b| = 1, 数量积 a · b =

√
3

2
. 则以 a+ 2b 和 a+ b 为邻边的平行四边形的面

积为 .

(2) 过点 (1,−1, 1) 和 (2, 0,−1), 且与 x 轴平行的平面方程为 .

(3) 令 A = SijDi(λ)Tij(λ), 其中 Sij , Di(λ), Tij(λ) 是三种初等方阵. 则 A−1 = .

(4) 若 A,B 为三阶可逆方阵, |A| = λ, |B| = µ,M =

 0 A∗

2B 0

, 其中 A∗ 为 A 的伴随矩阵. 则

|M | = .

(5) 设 A 为 n 阶方阵, |A| = λ,A 的每行元素之和为 µ 6= 0, Aij 为 aij 的代数余子式. 则 A11 +A21 + ...+

An1 = .

2. (5 分 ×4 = 20 分) 判断题: 对的请简要说明理由, 错的请举出反例.

(1) 三个向量 a, b, c 共面, 则 a 能写出 b, c 的线性组合.

(2) 若线性方程组变元的个数多于方程的个数, 则方程组一定有无穷组解.

(3) 两个 n 阶上三角方阵的乘积仍为上三角阵.

(4) 初等变换不会改变矩阵的秩.

3. (8 分) 直线

A1x+B1y + C1z +D1 = 0

A2x+B2y + C2z +D2 = 0

的系数满足什么条件才能使直线在坐标平面 Oxz 内?

4. (8 分) 方阵 A 交换第 k, l 行得到 B, 则伴随矩阵 B∗ 可由 A∗ 经过怎样的初等变换得到?

5. (12 分) λ 为何值时, 方程组


λx1 + x2 + x3 = 1

x1 + λx2 + x3 = λ

x1 + x2 + λx3 = λ2

无解, 有唯一解, 有无穷多解? 有解时, 解出这个方程

组.

6. (12 分) 设 A 是元素全为 1 的 n 阶方阵, B = diag(a1, a2, ..., an), 其中 a1a2 · · · an 6= 0, 求 A+ B 的行列式

与逆.

7. (10 分) A,B 分别为 m× n 和 n× p 阶矩阵且 A ·B = 0. 求证: rankA+ rankB ≤ n.

8. (10 分) A ∈ Fm×n. 则 rankA = r ⇔ 存在列满秩的矩阵 B ∈ Fm×r 和行满秩的矩阵 C ∈ F r×n 使得

A = B · C(此事实称为矩阵的满秩分解定理).
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中国科学技术大学 2015—2016 学年第一学期
线性代数 (B1) 期中考试

1. (4 分 ×6 = 24 分) 填空题.

(1) 点 (1,−2, 3) 到平面 2x− 2y + z − 6 = 0 的距离为 .

(2) 方程
x2

4
− y2 +

z2

4
= −1 所表示的曲面为 .

(3) 若 n 阶方阵 A 满足 A2 + 2A− I = 0, 则 A−1 = .

(4) 若 A =


1 0 2

0 1 −1

0 0 1

, 则 A2015 = .

(5) 若 A 为 3 阶方阵, 且 |A| = 2, 则 8A−1 − 3A∗| = .

(6)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 0 0 b1

0 a2 b2 0

0 b3 a3 0

b4 0 0 a4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= .

2. (5 分 ×5 = 25 分) 判断题.

(1) (⃗a+ b⃗)× (⃗a+ b⃗) = a⃗× a⃗+ 2a⃗× b⃗+ b⃗× b⃗.

(2) 若 A,B 均为 n 阶对称阵, 则 AB 为对称阵的充要条件为 AB = BA.

(3) 线性方程组 Ax = b 有唯一解的充要条件是 Ax = 0 只有零解.

(4) 若 A 和 B 分别为 m× n 和 n×m 矩阵, 则有 trAB = trBA.

(5) 若 A 和 B 分别为 m× n 和 n×m 矩阵, 则有 rankAB = rankBA.

3. 解答题.

(1) (6 分) 设平面 π 过点 (1, 2, 3), 且在三个坐标轴上的截距相等, 求平面 π 的方程.

(2) (12 分) 已知点 O(0, 0, 0), A(1,−1, 2), B(3, 3, 1), C(3, 1, 3). 求:

(i) #    »

AB 的方向余弦; (ii) 4ABC 的面积; (iii) 四面体 OABC 的体积.

(3) (9 分) 问 a 为何值时,


2x1 − x2 + x3 + x4 = 1

x1 + 2x2 − x3 + 4x4 = 2

2x1 + 9x2 − 5x3 + 15x4 = a

有解? 并求其所有解.

(4) (10 分) 已知 3 阶矩阵 A 的伴随矩阵 A∗ =


−5 2 −1

10 −2 2

7 −2 1

, 求 A.

(5) (12 分) 设 n 阶方阵 A =


a b · · · b

b a · · · b
...

... . . . ...

b b · · · a

, 求: (i)detA; (ii) rankA.

(6) (12 分) 设 A 为 n 阶方阵, I 为 n 阶单位阵.

(i) 证明: rankA+ rank(A+ I) ⩾ n; (2) 试给出等号成立的条件, 并证明之.
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(7) (10 分) 计算 Vandermonde 行列式 Vn(a1, · · · , an) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 · · · an−1
1

1 a2 · · · an−1
2

...
... . . . ...

1 an · · · an−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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中国科学技术大学 2015—2016 学年第二学期
线性代数 (B1) 期中考试

1. (4 分 ×5 = 20 分) 填空题.

(1) 设矩阵 A =

1 2 3 4

2 3 4 5

, 则 rankATA = .

(2) 以 R3 中三个向量 e1 = (2, 1, 0), e2 = (6, 3, 2), e3 = (1, 0, 5) 为基, 向量 (2,−1, 2) 的坐标是 .

(3) 矩阵 A =


1 1 1

1 2 1

1 1 3

 的逆矩阵 A−1 的伴随矩阵是 .

(4) 设 R4 中向量组 α1 = (1, 2,−1, 1), α2 = (2, 0, t, 0), α3 = (0,−4, 5,−2) 线性相关, 则 t = .

(5) 设矩阵 A =


1 1 0

0 1 −1

0 0 1

, n ∈ N∗, 则 An = .

2. (5 分 ×4 = 20 分) 判断题.

(1) 若非齐次线性方程组 Ax = b 解唯一, 则对应的齐次线性方程组 Ax = 0 只有零解.

(2) 若矩阵 A,B 满足 AB,BA 都有定义, 则 detAB = detBA.

(3) 若向量 β 不能由向量组 α1, · · · , αs 线性表示, 则向量组 β, α1, · · · , αs 线性无关.

(4) 设 W 是 Rn×n 上所有行列式为 0 的矩阵全体, 则 W 是 Rn×n 的子空间.

3. (14 分) 已知线性方程组


λx1 + x2 + x3 = λ− 3

x1 + λx2 + x3 = −2

x1 + x2 + λx3 = −2

.

(1) 讨论 λ 取何值时, 方程组无解、有唯一解和有无穷多组解.

(2) 当方程组有无穷多组解时, 求出通解.

4. (20 分) 设矩阵 A =



2 1 1 · · · 1

1 3 1 · · · 1

1 1 4 · · · 1
...

...
... . . . ...

1 1 1 · · · n+ 1


.

(1) 计算矩阵 A 的行列式; (2) 计算矩阵 A 的逆矩阵.

5. (14 分) 给定 I: A1 =

1 0

1 2

, A2 =

0 1

2 3

, A3 =

−6 4

1 0

, A4 =

4 −2

0 1

.

(1) 证明向量组 (I) 是线性空间 R2×2 的一组基.

(2) 给定 II: A1 =

1 0

0 0

, A2 =

0 1

0 0

, A3 =

0 0

1 0

, A4 =

0 0

0 1

, 求 (I) 到 (II) 的过渡矩阵.

(3) 求

1 2

3 4

 在基 (I) 下的坐标.

6. (12 分) 设 F 为数域, A ∈ Fn×n, A2 = I, I 是 n 阶单位阵.

(1) 证明: rank(A+ I) + rank(A− I) = n.
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(2) 设 W1 = {x ∈ Fn | Ax = x}, W2 = {x ∈ Fn | Ax = −x}. 证明: W1 及 W2 为 Fn 的子空间, 并且 W1

的一组基与 W2 的一组基合并起来构成 Fn 的一组基.
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中国科学技术大学 2016—2017 学年第一学期
线性代数 (B1) 期中考试

1. (4 分 ×5 = 20 分) 填空题.

(1) 设矩阵 A =
(
α1 α2 β1

)
, B =

(
α1 α2 β2

)
, 其中 α1, α2, β1, β2 均为 3 维列向量, 并且 |A| = 1,

|A− 2B| = −2, 则 |B| = .

(2) 设矩阵 A =

1 1 1 1

1 2 3 4

, AT 是 A 的转置矩阵, 则矩阵 ATA 的秩等于 .

(3) 以 R3 中三个向量 e1 = (1, 1, 1), e2 = (2, 3, 1), e3 = (0, 0, 1) 为基, 向量 (2, 5, 1) 的坐标是 .

(4) 设 A 为四阶方阵, A∗ 为 A 的伴随矩阵, 如果 A 的秩为 2, 则 A∗X = 0 的解空间的维数为 .

(5) 设 A =


2x x 1 2

1 x 3 −1

1 1 x 2

x 1 2 x

, f(X) = detA, 则 f(x) 中 x3 的系数为 .

2. (5 分 ×4 = 20 分) 判断题 (判断下列命题是否正确, 并简要给出理由).

(1) 若非齐次线性方程组 Ax = b 对应的齐次线性方程组 Ax = 0 只有零解, 则 Ax = b 有唯一解.

(2) 若矩阵 A,B 满足 AB,BA 都有定义, 则 det(AB) = det(BA)

(3) 若向量组 β1, β2, ..., βm 可以由向量组 α1, α2, ..., αs 线性表示, 则向量组 β1, β2, ..., βm 线性相关.

(4) 设 Rn×n 是所有 n 阶实方阵按照矩阵线性运算所构成的实数域上的线性空间, W 是所有迹等于零的 n

阶实方阵构成的集合, 则 W 是 Rn×n 的子空间.

3. (12 分) 设 n 阶方阵 A =



1 1
2 0 · · · 0

0 1 1
2 · · · 0

...
...

...
...

...

0 0 · · · 1 1
2

0 0 0 · · · 1


, 求 A 的逆矩阵.

4. (20 分) 设 α1 =


a

2

0

 , α2 =


−2

1

5

 , α3 =


−1

1

4

 , β =


1

0

b

. 试问 a, b 满足什么条件时,

(1) β 可以由 α1, α2, α3 线性表示, 且表示方法唯一;

(2) β 不能由 α1, α2, α3 线性表示;

(3) β 可以由 α1, α2, α3 线性表示, 但是表示方法不唯一, 并且求出所有的表示方法.

5. (14 分) 设 R2×2 是所有 2 阶实方阵对于矩阵的线性运算构成的线性空间, 给定一组向量

I : A1 =

5 0

0 0

 , A2 =

2 1

0 0

 , A3 =

0 0

8 5

 , A4 =

0 0

3 2

 .

(1) 证明向量组 (I) 是线性空间 R2×2 的一组基;

(2) 给定线性空间 R2×2 的另一组基

II : B1 =

9 0

0 0

 , B2 =

0 2

0 0

 , B3 =

0 1

2 0

 , B4 =

1 0

1 1

 .
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求基 I 到基 II 的过渡矩阵.

6. (14 分) 设 F 为数域, A ∈ Fn×n, 且满足 A2 = I, 这里 I 是 n 阶单位阵.

(1) 证明: rank(A+ I) + rank(A− I) = n;

(2) 设 W1 = {x ∈ Fn|Ax = x}, W2 = {x ∈ Fn|Ax = −x}. 证明: W1 及 W2 为 Fn 的子空间, 并且 W1

的一组基和 W2 的一组基合并起来构 Fn 的一组基.
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中国科学技术大学 2016—2017 学年第二学期
线性代数 (B1) 期中考试

1. (4 分 ×6 = 24 分) 填空题.

(1) α1 = (1, 3, 2)T , α2 = (4, 4, 0)T , α3 = (2, 5, 3)T , α4 = (−1, 2, 3)T , 则 rank(α1, α2, α3, α4) .

(2) A =


1 2 1

−1 −2 −1

2 4 2

, 则 A10 = .

(3) 设 A 为 n 阶方阵, detA = 5, A∗ 为 A 的伴随方阵, 则 detA∗ = .

(4) 设 A =


1 5 2 −1

0 3 1 −4

0 0 −1 2

1 5 2 3

, Aij 为代数余子式, 则 A14 − 3A24 + 2A34 −A44 .

(5) 若向量 β = (3, 9, 6) 不能由向量组 α1 = (1, 1, 2), α2 = (1, 2,−1), α3 = (1,−λ, 3) 线性表示, 则 λ = .

(6) 设分块矩阵 A =

O B

C O

 , 其中 B,C 为 n 阶可逆方阵, O 为零方阵, 则 (AT )−1 = .

2. (5 分 ×4 = 20 分) 判断题 (判断下列命题是否正确, 并简要给出理由).

(1) 设 A =


2 3 −1

1 5 −2

5 11 −4

 , B =


1 0 −2

5 0 4

3 0 2

, 则 A 与 B 不相抵.

(2) 设数组空间 Fn 中的向量组 α1, α2, ..., αm 线性相关, A ∈ Fm×1, (β1, β2, ..., βl) = (α1, α2, ..., αm)A, 则

向量组 β1, β2, ..., βl 也线性相关.

(3) A,B 为 n 阶实方阵, 则 rank(AB) = rank(BA).

(4) 设向量组 α1, α2, ..., αs 的秩为 r, 且任何向量 αi(1 ≤ i ≤ s) 均可以被 α1, α2, ..., αr 线性表示, 则

α1, α2, ..., αr 是 α1, α2, ..., αs 的一个极大线性无关组.

3. (12 分) 当 α 取何值时,


x1 + 2x2 − 3x3 + 4x4 = 2

3x1 + 8x2 − x3 − 2x4 = 0

2x1 + 5x2 − 2x3 + x4 = a

有解? 求出它的通解.

4. (16 分) 设 n 阶方阵 A =



1 1 1 · · · 1 1

−1 1 1 · · · 1 1
...

...
...

...
...

...

−1 −1 −1 · · · 1 1

−1 −1 −1 · · · −1 1


, 求 detA 及 A−1.

5. (16 分) 设 P3[x] 为实数域 R 上次数不超过 3 的多项式全体, 按多项式的加法数乘构成线性空间.

(1) 证明: S =
{
1, x+ 1, (x+ 1)2, (x+ 1)3

}
构成 P3[x] 上的一组基;

(2) 求基 S 到自然基
{
1, x, x2, x3

}
的过渡矩阵 T ;

(3) 求多项式 5 + 7x− x2 + 133 在基 S 下的坐标.

6. 设方阵 A = (aij)n×n, c = tr(A) =

n∑
i=1

aii, 已知 rankA = 1,



19

(1) 证明: A2 = cA;

(2) 计算 det(I +A), 其中 I 为 n 阶单位方阵.
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中国科学技术大学 2017—2018 学年第二学期
线性代数 (B1) 期中考试

1. 填空题.

(1) α1 = (2, 1, 3,−1)T , α2 = (3,−1, 2, 0)T , α3 = (4, 2, 6,−2)T , α4 = (4,−3, 1, 1)T , 则 rank(α1, α2, α3, α4) =

.

(2) A =


3 1

−1 2

2 1

 , B =

1 4 −2

3 0 1

, 则 det(AB) = .

(3) A =


3 0 4 0

2 2 2 2

0 −7 0 0

5 3 −2 2

, 第四行个元素代数余子式之和为 .

(4) 若 A∗ 为 A 的伴随方阵, 且 A∗ =


0 0 0 1

0 0 2 0

0 −1 0 0

4 0 0 0

, 则 A = .

(5) α1 = (a, 0, c), α2 = (b, c, 0), α3 = (0, a, b) 线性无关, 则 a, b, c 满足 .

2. 判断题 (判断下列命题是否正确, 并简要给出理由).

(1) A ∈ R3×5, rank(A) = 3, 则 ∃b ∈ R3, 使得 Ax = b 只有唯一解.

(2) 如果 A,B ∈ Rm×n, tr((A−B)(AT −BT )) = 0, 则 A = B.

(3) 设向量组 α1, ..., αr 线性无关, β = λ1α1+ ...+λrαr 且 λi 6= 0, i = 1, ..., r, 则 α1, ..., αi−1, β, αi+1, ..., αr

线性无关.

(4) A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×m,det(AB) = det(BA).

3. 已知


x1 + x2 − 2x4 = −6

4x1 − x2 − x3 − x4 = 1

3x1 − x2 − x3 = 3

与


x1 + ax2 − x3 − x4 = −5

bx1 − x3 − 2x4 = −3

x3 − 2x4 = 1− c

同解, 求 a, b, c 的值.

4. n(> 1) 阶方阵 A =


0 1 · · · 1

1 2
... . . .

1 2

, 求 detA 及 A−1.

5. R2×2 为实数域上所有 2× 2 阶矩阵组成的集合, 按矩阵的加法数乘构成线性空间.

(1) 证明: S =


1 1

1 1

 ,

−1 1

−1 1

 ,

−1 1

1 −1

 ,

−1 −1

1 1

 构成 R2×2 上的一组基;

(2) 求基 S 到自然基 (Eij)1≤i,j≤2 的过渡矩阵 T ;

(3) 求

1 2

3 4

 在基 S 下的坐标.

6. A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×m, 证明: n+ rank(Im −AB) = m+ rank(In −BA).
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中国科学技术大学 2018—2019 学年第一学期
线性代数 (B1) 期中考试

1. (5 分 ×6 = 30 分) 填空题.

(1) 设 A 为三阶矩阵, 将 A 的第二列加到第一列得矩阵 B, 再交换 B 的第二行与第三行得到矩阵 C,

P1 =


1 0 0

0 0 1

0 1 0

, P2 =


1 0 0

1 1 0

0 0 1

, 则 C 与 A 的关系为 (矩阵等式).

(2) 设 α1, α2, α3 为 3 维列向量, 记矩阵 A = (α1, α2, α3), B = (α1+α2+α3, α1+2α2+4α3, α1+3α2+9α3),

如果 |A| = 1, 则 |B| = .

(3) 设矩阵


0 a b

0 c d

e 0 0

 可逆, 则其逆矩阵为 .

(4) 设 A,B ∈ R2×2, 若 |A| = 2, |B| = 3, 则分块矩阵

 0 A

B 0

 的伴随矩阵为 .

(5) 从 R2 的基 α1 =

1

0

, α2 =

 1

−1

 到基 β1 =

1

1

, β2 =

1

2

 的过渡矩阵为 .

(6) 设 α1 = (1, 2,−1, 0)T , α2 = (1, 1, 0, 2)T , α3 = (2, 1, 1, a)T , 若由 α1, α2, α3 生成的向量空间的维数为 2,

则 a = .

2. (5 分 ×4 = 20 分) 判断题.

(1) 设矩阵 A,B,C ∈ Rn×n, 若 AB = C 且 B 可逆, 则 C 的行向量与矩阵 A 的行向量等价.

(2) 若线性方程组有唯一解, 则可用 Cramer 法则求解.

(3) Rn 中向量组 α1, · · · , αs 生成的子空间维数比向量组 β1, · · · , βt 生成的子空间维数小, 则 s ⩽ t.

(4) V 是 R 上所有 n 阶奇异方阵的全体, 则 V 可构成线性空间.

3. (12 分) 矩阵 A =


1 0 1 2

0 1 2 3

1 1 0 0

0 1 0 0

, 求矩阵 A 的行列式和逆矩阵.

4. (14 分) 设 A =


1 −1 −1

−1 1 1

0 −4 −2

, ξ1 =


−1

1

−2

.

(1) 求满足 Aξ2 = ξ1, A2ξ3 = ξ1 的所有向量 ξ2, ξ3.

(2) 对 (1) 中的任意向量 ξ2, ξ3, 证明: ξ1, ξ2, ξ3 的线性无关.

5. (12 分) 设 A ∈ R4×3, η1, η2, η3 是非齐次线性方程组 Ax = β 的三个线性无关的解, 求 Ax = β 的通解.

6. (12 分) A = P−1 diag(λ1, · · · , λn)P , 其中 P,A 都是 R 上 n 阶方阵, {λi}1⩽i⩽n 两两不等. V = {B ∈ Rn×n |

AB = BA}.

(1) 证明: V 构成 R 上线性空间; (2) 求 V 的基与维数.
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中国科学技术大学 2018—2019 学年第二学期
线性代数 (B1) 期中考试

1. (5 分 ×5 = 25 分) 填空题.

(1) 方阵的方幂

a1b1 a1b2

a2b1 a2b2

2019

= .

(2) 已知矩阵 A =


2 0 1 9

−2 1 −1 1

3 −2 2 −1

0 0 3 4

, Aij 表示 |A| 中 (i, j) 元的代数余子式, 则 A11 −A12 = .

(3) 若方阵 A =


1 −2 0

1 1 −2

1 0 1

, 则 A−1 = .

(4) 设 A ∈ C4×4, rankA = 3, 则 A∗x = 0 的解空间维数是 .

(5) 若向量组的秩 rank(a1, a2, a3, a4) = 4, 则 rank(a1 + a2, a2 + a3, a3 + a4, a4 + a1) = .

2. (5 分 ×4 = 20 分) 判断题.

(1) 设 A,B 均为行满秩的 m× n 的非零矩阵, m < n, 则 det(ABT ) 6= 0.

(2) 设非零矩阵 A,B 满足 AB = 0, 则 A 的行向量线性相关.

(3) 设 A ∈ R5×3, 若 Ax = 0 有非零解, 则对任意非零的列向量 b ∈ R5, Ax = b 存在无穷多解.

(4) 对于任意 n 阶实方阵 A,B, 不存在非零的实数 µ, 使得 AB −BA = µIn.

3. (15 分) 考虑


λx1 + x2 + x3 = λ− 3

x1 + λx2 + x3 = −2

x1 + x2 + λx3 = −2

, 问 λ 为何值时, 该方程组有唯一解? 无解? 有无穷多解? 在有解的

情况下, 给出通解.

4. (15 分) 计算行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 − 1 x2 x3 · · · xn

x1 x2 − 2 x3 · · · xn

x1 x2 x3 − 3 · · · xn

...
...

... . . . ...

x1 x2 x3 · · · xn − n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5. (15 分) 设 F3[x] 为数域 F 上次数不超过 3 的多项式的全体, 在多项式加法与数乘下构成了线性空间.

(1) 证明 S = {1, 1 + x, (1 + x)2, (1 + x)3} 构成了该线性空间的一组基.

(2) 求基 S 到自然基 {1, x, x2, x3} 的过渡矩阵 T .

(3) 求多项式 1 + x+ x2 + x3 在基 S 下的坐标.

6. (10 分) 设 A 是 n 阶方阵, In 为 n 阶单位矩阵.

(1) 若 A2 = A, 证明: rankA+ rank(In −A) = n.

(2) 反之, 若 rankA+ rank(In −A) = n, 证明: A2 = A.
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中国科学技术大学 2019—2020 学年第一学期
线性代数 (B1) 期中考试

1. (5 分 ×5 = 25 分) 填空题.

(1) 设 A =

1 1 1 2

2 3 4 5

, 则 rankATA = .

(2) 设 A 为 5× 8 矩阵, rankA = 3, 则齐次线性方程组 Ax = 0 的解空间的维数 = .

(3) 设 a 6= 0,


0 a 0 0

−a 0 a 0

0 −a 0 a

0 0 −a 0



−1

= .

(4) 设 3 阶方阵 A = (a, b, c), B = (2b, c, 2a), 其中 a, b, c 为三维列向量, 若 detA = 1, 则 detB = .

(5) 设 A,B 为三阶可逆方阵, detA = λ, detB = µ, M =

 0 2A∗

B 0

, 则 detM = .

2. (5 分 ×4 = 20 分) 判断题.

(1) 二阶方阵与其伴随方阵的行列式相同.

(2) 设 A 是 m× n 矩阵, B 是 n×m 矩阵, 则 rank(AB) = rank(ATBT ).

(3) 已知 α1, · · · , αs 是 Ax = 0 的一个基础解系, 而 β 不是 Ax = 0 的解, 则 β, α1, · · · , αs 线性无关.

(4) 所有行列式为零的 n 阶方阵全体 W 是 Fn×n 的线性子空间.

3. (10 分) 解线性方程组

x1 − x2 = 1, x2 − x3 = 3,

x3 − x4 = −2, x1 − x4 = 2

.

4. (15 分) 计算 n 阶行列式 ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− a −1

a 1− a −1

a
. . . . . .
. . . 1− a −1

a 1− a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5. (20 分) 设 V 为实数域上所有 2 阶对称方阵组成的集合: {

a b

b c

 ∈ R2×2 | a, b, c ∈ R}.

(1) 证明: V 为 R2×2 的线性子空间.

(2) 证明: S = {

1 0

0 1

 ,

1 0

0 −1

 ,

3 1

1 0

} 构成 V 的一组基.

(3) 求基 S 到基 {

1 0

0 0

 ,

0 0

0 1

 ,

0 1

1 0

} 的过渡矩阵.

(4) 求

3 3

3 4

 在基 S 下的坐标.

6. (10 分) 设 n 阶方阵 A 满足 A2 = 0.

(1) 证明: rankA ⩽ n

2
.

(2) 对每一个 n, 找一个 n 阶方阵 A, 使得 A2 = 0 且 rankA = bn
2
c.
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中国科学技术大学 2020—2021 学年第二学期
线性代数 (B1) 期中考试

1. (5 分 ×5 = 25 分) 填空题.

(1) 设三维欧式空间中有向量 a, b, c, 它们的模长相同且两两所成夹角相等. 已知在空间直角坐标系下

a = (1, 1, 0), b = (0, 1, 1), c = .

(2) 设 A−1 =


1 1 1

1 2 1

1 1 3

, 则 A∗ = .

(3) 设 A =


1 0 1 −4

1 3 4 2

2 1 4 4

2 3 −3 2

, Mij 为余子式, 则 M31 −M32 +M33 = .

(4) 已知向量组 α1 = (1, 2, 3, 4), α2 = (2, 3, 4, 5), α3 = (3, 4, 5, 6), α4 = (4, 5, 6, k), 且 rank{α1, α2, α3, α4} =

2, 则 k = .

(5) 设 P3[x] 为实数域 R 上次数不超过 3 的多项式全体, 则基 {1, x, x(x − 1), x(x − 1)(x − 2)} 到自然基

{1, x, x2, x3} 的过渡矩阵 T = .

2. (5 分 ×5 = 25 分) 判断题.

(1) 设 A =


2 4 −3

−1 3 2

7 −1 −12

, B =


1 3 −1

0 0 0

2 −4 3

, 则 A 与 B 不相抵.

(2) 设 A,B 为 n 阶方阵, 则

∣∣∣∣∣∣A B

B A

∣∣∣∣∣∣ = |A+B||A−B|.

(3) 向量组 α1, · · · , αn 线性相关的充要条件是向量组中的任意一个向量 αi 都可以由剩余的 n− 1 个向量

线性表示.

(4) 设 A,B 为满足 AB = 0 的任意两个非零矩阵, 则必有 A 的列向量线性相关, B 的行向量线性相关.

(5) 设 A 为 n 阶非零实方阵, 若 AT = A∗, 则 A 可逆.

3. (12 分) 当 λ 取何值时, 线性方程组


2x1 − x2 + x3 + x4 = 1

x1 + 2x2 − x3 + 4x4 = 2

x1 + 7x2 − 4x3 + 11x4 = λ

有解, 并求处它的通解.

4. (14 分) 设 n 阶方阵 A =


1 + a 1 · · · 1

1 1 + a · · · 1
...

... . . . ...

1 1 · · · 1 + a

, 其中 a > 0, 求 detA 及 A−1.

5. (14 分) 设矩阵 A =


0 1 0

1 0 −1

0 −1 0

, 令 V 是所有与 A 可交换的三阶实对称方阵全体.

(1) 证明: V 按矩阵的加法与数乘运算构成的实数域 R 上的线性空间.
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(2) 求 V 的维数与一组基.

6. (10 分) 设 A ∈ Fm×n, B ∈ Fn×p. 证明: rank(AB) = rankB 成立的充要条件是方程组 ABx = 0 的解均为

方程组 Bx = 0 的解.
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中国科学技术大学 2008—2009 学年第一学期
线性代数期末考试

1. (35 分) 填空题.

(1) 设 A,B 均为 n 阶方阵, |A| = −3, |B| = −2, 则 A∗ = , |B−1| = .

(2) α = (1, 2, 3)T , β = (1,−1, 1), αβ = , (αβ)2 = .

(3) 设 A = diag
(
1

3
,
1

4
,
1

7

)
, A−1BA = BA+ 6AA, |B∗| = .

(4) 设 α1 = (1, 0, 0)T , α2 = (a, 1, 0)T , α3 = (c, b, 1)T , 则三阶方阵 (α1, α2, α3) 的逆矩阵为 .

(5) 设 n ⩾ 2, β1 = (1, 2, · · · , n)T , β2 = (2, 3, · · · , n + 1)T , βn = (n, n + 1, · · · , 2n − 1)T , 则 n 阶方阵

rank(β1, · · · , βn) = .

(6) 设 A =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

, P1 =


1 0 0

0 1 0

2 0 1

, P2 =


0 0 1

0 1 0

1 0 0

, 则 P 99
1 AP 99

2 = .

(7) 设 A 为三阶矩阵, 特征值分别为 3,2,1, 其对应特征向量分别为 α1, α2, α3, 记 P = (α3, α1, α2), 则

P−1AP = .

(8) n 维实向量 X,Y , 满足 |X + Y |2 = |X|2 + |Y |2, 则 X 与 Y = .

(9) 若上三角阵 A 是正交矩阵, 则 A 主对角线上的元素 aii = .

(10) 设三阶矩阵 A 的特征值为 2,4,5, B = A−1 − 2I, 则 B 的特征值为 .

(11) λ = 时, 方程 x2 + (λ+ 1)y2 + λ2z2 + 2x+ 2z = 1 表示椭球面.

2. (15 分) 设 V = M2(R) =

α =

a b

c d

 : a, b, c, d ∈ R

. ∀α =

a b

c d

 ∈ V , 线性变换 A α =

d c

b a

.

(1) 验证 (E): E1 =

1 0

0 1

, E2 =

0 1

1 0

, E3 =

1 0

0 −1

, E4 =

0 −1

1 0

 是 V 的一组基.

(2) 求 α =

1 2

4 3

 在 (E) 下的坐标 X.

(3) 求线性变换 A 在 (E) 下的表示矩阵.

3. (8 分) 设 α1, · · · , αn−1 是 Rn 中的线性无关组, β1, β2 都与 α1, · · · , αn−1 正交. 证明: β1 和 β2 线性相关.

4. (18 分) 已知 f(x, y, z) = 4x2 − 6y2 − 6z2 − 4yz.

(1) 写出 f(x, y, z) 的二次型矩阵.

(2) 用正交变换化二次型 f(x, y, z) 为标准型.

(3) 判断曲面 f(x, y, z) = 1 的类型.

5. (16 分) 已知非齐次方程组


x1 + x2 + x3 + x4 = −1

4x1 + 3x2 + 5x3 − x4 = −1

ax1 + x2 + 3x3 + bx4 = 1

有 3 个线性无关的解.

(1) 证明: 方程组系数矩阵 A 的秩为 2.

(2) 求 a, b 的值及方程组的通解.

6. (8 分) 设 A 为 n 阶实矩阵, A2 = kA. 证明: A 可相似对角化.
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中国科学技术大学 2009—2010 学年第一学期
线性代数期末考试

1. (5 分 ×8 = 40 分) 填空题.

(1)


1 2 2

0 1 2

0 0 1


−1

= .

(2) a1 = (1, 2,−1, 4), a2 = (9, 100, 10, 4), a3 = (−2,−4, 2,−8) 生成的 R4 的子空间的维数等于 .

(3) 设 n 阶方阵 A 满足 A2 −A− 2I = 0, 其中 I 是单位阵, 则 A−1 = .

(4) 设 A =


1 2 2

2 1 2

2 2 1

, 则 A2010 的全体特征值为 .

(5) 设 A =


1 a a

a 1 a

a a 1

 是正定矩阵, 则 a 的取值范围是 .

(6) 每个元素的绝对值都相等的实二阶正交阵一共有 个.

(7) 设矩阵 A =


1 a 1

a 1 b

1 b 1

 与 B =


0 0 0

0 1 0

0 0 2

 相似, 则 a = , b = .

(8) 设 R3 是赋予通常内积的三维欧氏空间, (a, b, c) 是长度为 1 的向量, W 是由方程 ax + by + cz = 0

给定的平面. 设线性变换 A 把 R3 中的向量映为它在平面 W 上的投影向量, 那么 A 在标准正交基 e1 =

(1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) 之下的矩阵是 .

2. (60 分) 解答题.

(1)(10 分) 问 λ 为何值时, 线性方程组


(2− λ)x1 + 2x2 − 2x3 = 1

2x1 + (5− λ)x2 − 4x3 = 2

−2x1 − 4x2 + (5− λ)x3 = −λ− 1

有唯一解、无解或有无穷多

解? 并在有无穷多解时求其通解.

(2)(10 分) 设 λ1, λ2, ..., λs 是数域 F 上的 n 阶方阵 A 的不同特征值, X(i)
1 , ..., X

(i)
mi 是 A 的属于 λi 的线性

无关的特征向量 (i = 1, ..., s). 证明: 向量组 X
(1)
1 , ..., X

(1)
m1 , X

(2)
1 , ..., X

(2)
m2 , ..., X

(s)
1 , ..., X

(s)
ms 线性无关.

(3)(10 分) 设 α1, ..., αm 为欧氏空间 V 中的向量. 证明: α1, ..., αm 线性无关的充分必要条件是矩阵
(α1, α1) (α1, α2) · · · (α1, αm)

(α2, α1) (α2, α2) · · · (α2, αm)
...

...
...

...

(αm, α1) (αm, α2) · · · (αm, αm)

 为正定阵, 其中 (·, ·) 是 V 的内积.

(4)(15 分) 用正交变换化二次型 Q(x1, x2, x3) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + 4x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3 为标准形并指出曲

面 Q(x1, x2, x3) = 1 的类型.

(5)(15 分) 设 V =
{
X ∈ R2×2 | trX = 0

}
.

(i) 证明 V 是实数域上的线性空间, 并求 V 的维数.

(ii) 设线性变换 A : V → V,A (X) = 2X +XT . 求 V 的一组基使 A 在这组基下的矩阵为对角阵.
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中国科学技术大学 2010—2011 学年第二学期
线性代数 (B1) 期末考试

1. (5 分 ×8 = 40 分) 填空题.

(1) 给定空间直角坐标系中点 A(0, 1, 1), B(1, 2, 3), C(1, 1, 3) 及 D(1, 3, 5), 则 (a) 经过点 A,B,C 的平面的

一般方程为 ; (b) 四面体 ABCD 的体积为 .

(2) 设三阶方阵 A = (a1,a2,a3), B = (2a1, 3a2, 4a3), 其中 a1,a2,a3 是三维列向量. 若 detA = 2. 则

detB = .

(3) 已知 A =


1 2 1

0 1 2

0 0 1

, 则 A−1 = .

(4) 设 A 为正交矩阵, A∗ 为 A 的伴随矩阵. 则 detA∗ = .

(5) 已知矩阵 A =


x 1 2

−10 6 7

y −2 −1

 的特征值为 λ1 = λ2 = 1, λ3 = 2. 则 x = , y = .

(6) 已知矩阵 A =

 1 t− 1

t− 1 1

 是正定矩阵, 则 t 必须满足的条件是 .

(7) 已知 R 上四维列向量 a1,a2,a3, b1, b2, ..., b9. 若 a1,a2,a3 线性无关, bi(i = 1, 2, ..., 9) 非零且与

a1,a2,a3 均正交, 则 rank(b1, b2, ..., b9) = .

(8) 设 P3[x] 为次数小于等于 3 的实系数多项式全体构成的线性空间. 定义 P3[x] 上的线性变换 A :

A (p(x)) = (x+ 1)
d

dxp(x), 则 A 在基 1, x, x2, x3 下的矩阵为 .

(9) 在线性空间 Mn(R) 中 (运算为矩阵的加法和数乘), 记 V1 为所有对称矩阵构成的子空间, V2 为所有反

对称矩阵构成的子空间. 则 dimV1 = ,dimV2 = .

2. (15 分) 已知线性方程组



x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = a

3x1 + 2x2 + x3 + x4 − 3x5 = 0

x2 + 2x3 + 2x4 + 6x5 = b

5x1 + 4x2 + 3x3 + 3x4 − x5 = 2

(1) 当 a, b 为何值时, 方程组有解;

(2) 当方程组有解时, 求出对应的齐次方程组的一组基础解系;

(3) 当方程组有解时, 求出方程组的全部解.

3. (12 分) 在线性空间 M2(R) 中, 设

α1 =

1 0

0 0

 , α2 =

1 1

0 0

 , α3 =

1 1

1 0

 , α4 =

1 1

1 1


和

β1 =

0 1

1 1

 , β2 =

1 0

1 1

 , β3 =

1 1

0 1

 , β4 =

1 1

1 0
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分别为 M2(R) 的两组基.

(1) 求 α1, α2, α3, α4 到 β1, β2, β3, β4 的过渡矩阵 T ;

(2) 设 A ∈ M2(R) 在 β1, β2, β3, β4 下的坐标为 (1,−2, 3, 0)T , 求 A 在 α1, α2, α3, α4 下的坐标.

4. (8 分) 考虑分块矩阵 M =

A B

C D

 , 其中 A 为 n 阶可逆方阵. 证明: rank(M) = n+ rank(D − CA−1B).

5. (15 分) 已知二次型 Q(x1, x2, x3) = 3x2
1 + 2x2

2 + 3x2
3 − 2x1x3.

(1) 写出二次型 Q(x1, x2, x3) 对应的矩阵 A, 和 Q(x1, x2, x3) 的矩阵式;

(2) 求正交变换 P , 使 x = Py 把 Q(x1, x2, x3) 化为标准形;

(3) 二次型是正定的、负定的还是不定的, 为什么?

(4) 指出 Q(x1, x2, x3) = 1 的几何意义.

6. (8 分) 设 V 是欧式空间, b1, · · · , bn 是 V 中一组两两正交的非零向量, βi =

n∑
k=1

akibk (i = 1, · · · ,m),

A = (aij)n×m. 证明:

(1) b1, · · · , bn 线性无关; (2) dim(β1, · · · , βm) = rankA.
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中国科学技术大学 2012—2013 学年第一学期
线性代数 (B1) 期末考试

1. (30 分) 填空题.

(1) 设 A =

2 2

2 a

 , B =

4 b

3 1

. A 与 B 相抵的充要条件是 ; A 与 B 相似的充要条件是 ; A

与 B 相合的充要条件是 ; 矩阵方程 AX = B 有解但矩阵方程 BY = A 无解的充要条件是 .

(2) 设 A 为 3 阶非零方阵. 若 aij +Aij = 0(∀i, j), 则 detA = , A−1 = .

(3) 设 R3 的线性变换 A 将 α1 =


2

3

5

 , α2 =


0

1

2

 , α3 =


1

0

0

 分别变为


1

2

0

 ,


2

4

−1

 ,


3

0

5

; 则 A 在

基 α1, α2, α3 下的矩阵为 , A 在自然基下的矩阵为 .

(4) 如果正交矩阵 A 的每个元素都是
1

2n
或 − 1

2n
, 则 A 的阶为 .

(5) 设 A 是 n 阶实对称矩阵, 且 A2 = −A, 则 A 的规范性为 .

2. (20 分) 判断题 (判断下列命题是否正确, 并简要给出理由).

(1) 设 α1, ..., αm ∈ Fn 为一组列向量, n × m 矩阵 A = (α1, ..., αm) 经有限次初等行变换成为 B =

(β1, ..., βm), 则向量组 α1, ..., αm 与向量组 β1, ..., βm 等价.

(2) 设 A 为 3 阶实方阵; 若 A 不实相似于上三角阵, 则 A 不复相似于对角阵.

(3) 秩为 r 的实对称矩阵可分解成 r 个秩为 1 的实对称矩阵之和.

(4) 若 A,B 为同阶正定实对称方阵, 则 AB 也正定.

(5) 在 Rn 中, 若 βi 与线性无关的向量组 α1, α2, ..., αn−1 中的每个向量都正交 (i = 1, 2), 则 β1, β2 线性相

关.

3. (12 分) 设 A =

1 a

1 0

 , B =

0 1

1 b

. 当 a, b 分别取何值时, 存在 C 使得 AC −CA = B, 并求所有的 C.

4. (12 分) 已知二次型 Q(X) = 4x2
1 + 4x2

2 + 4x2
3 + 2x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3.

(1) 给出二次型 Q(X) 的矩阵 A 和矩阵表示;

(2) 使用正交变换 X = PY 将 Q(X) 化为标准形;

(3) 给出 Q(X) = 6 的几何意义, 并作示意图.

5. (12 分) 设 V = M2(R), C =

1 1

0 0

 ,A (α) = Cα+ αC, ∀α ∈ V.

(1) 给出 V 的一组基 (B) 及 dimV ;

(2) 求 A 在基 (B) 下的矩阵 A, 并求 A 和 A 的全部特征值与特征向量;

(3) A 可否相似对角化? 若能, 试求 P 使 P−1AP 为对角阵 Λ, 并求 V 的一组基 (E) 使 A 在基 (E) 下的

矩阵为对角阵 Λ;

(4) 给出从基 (B) 到基 (E) 的过渡矩阵和 D =

 2 3

−1 −2

 在基 (E) 下的坐标.

6. (10 分) 已知三阶矩阵 A 和三维列向量 X, 求向量组 X,AX,A2X 线性无关, 且满足 A3X = 3AX − 2A2X,

记 P = (X AX A2X). 求:

(1) B = P−1AP ;

(2) det(A− I).
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中国科学技术大学 2012—2013 学年第二学期
线性代数 (B1) 期末考试 1

1. 填空题.

(1) R2 中线性变换 A 在基 α1 = (1,−1), α2 = (1, 1) 下矩阵为

2 3

1 0

, 则 A 在基 β1 = (2, 0), β2 =

(−1, 1) 下矩阵为 .

(2) n 阶方阵 A 的行列式为 2, 且有特征值 λ, 则 A∗ +A−1 +A2 + 2In 有特征值 .

(3) 设三维欧氏空间 R3(标准内积) 中向量 (1, λ, µ) 与向量 (1, 2, 3) 和 (1,−2, 3) 都正交, 则 λ = ,

µ = .

(4) 三元的实二次型 Q(x1, x2, x3) = x2
3 + 2x1x2 − 6x2x3 的标准型是 .

(5) 设 V 为 2 阶复方阵构成的复线性空间, A =

1 2

0 1

 , 定义 V 上的线性变换 A 为 A (M) = AM. 那

么 A 的特征值为 .

(6) 三维实线性空间 R3 中从基 e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 1, 1) 到另一组基 f1 = (1, 1, 1), f2 =

(1, 1, 0), f3 = (0, 1, 2) 的过渡矩阵是 .

2. 判断下列命题是否正确, 并简要地给出理由.

(1) 若 A 与 B 相似, C 与 D 相似, 则

O A

C O

 与

O B

D O

 相似.

(2) 设 A 为 n 阶方阵 A 的不同特征值, X1, X2 分别为属于 λ1, λ2 的特征向量, 则 X1 +X2 一定不是 A 的

特征向量.

(3) 设 A 为 2 阶实方阵, 若 A 的行列式 |A| < 0, 则 A 可以相似对角化.

(4) 若 ϕ 是从 n 维实线性空间 V 到 Rn 的同构, 则 (u, v) = (ϕ(u))T · (ϕ(v)) 定义了 V 上的一个内积.

(5) 设 A,B 都是 n 阶正定实方阵, 则 A+B 也是正定的.

(6) 在三维实线性空间 R3 中集合 W =
{
(x1, x2, x3) ∈ R3|x1 + x2 + x3 = 0, x1 − x2 + x3 = 1

}
为 R3 的线

性子空间.

(7) 设 S 是数域 F 上 n 维线性空间 V 上的线性变换, 并且对于任意 α 6= β ∈ V 都有 S (α) 6= S (β). 那

么, 任给 V 的一组基 α1, α2, ..., αn;S (α1),S (α2), ...,S (αn) 也是 V 的一组基.

3. 如果 n× n 矩阵 A 是正定的, 那么存在一个正定矩阵 B, 是的 A = BTB.

4. 设 e1, e2, e3 为 R3 的一组标准正交基, 且 α1 = 1
3 (2e1+2e2−e3), α2 = 1

3 (2e1−e2+2e3), α3 = 1
3 (e1−2e2−2e3),

(1) α1, α2, α3 也是 R3 的一组标准正交基;

(2) 求 e1, e2, e3 到 α1, α2, α3 的正交变换的矩阵;

(3) 求 e1, e2, e3 到 α1, α2, α3 的坐标变换矩阵.

5. 设 V =
{
(a2x

2 + a1x+ a0e
x : a2, a1, a0 ∈ R)

}
, V 中元素按函数通常的数乘与加法构成的线性空间. 对任意

f(x) ∈ V, 定义 V 上的变换 : A : p(x) → d
dxp(x), 对任意 p(x) ∈ V.

(1) 证明: A 是 V 上的线性变换;

(2) 求 A 在基 ex, xex, x2ex 下的矩阵;

(3) 求 A 的特征值与特征向量.

6. 设 α 是 n 维欧氏空间 V 中的非零向量, 定义 V 上的线性变换 Aα : Aα(β) = β − 2(α, β)

(α, β)
α. 证明:
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(1) Aα 是一个正交变换;

(2) 存在标准正交基, 使得 Aα 在该基下的矩阵为 diag(−1, 1, .., 1).

7. 设 n 为大于 1 的整数, S 是数域 F 下 n 维线性空间 V 上的线性变换, 且存在 α ∈ V 使得 S n−1(α) 6= 0,

S n(α) = 0. 证明 S 在 V 的某组基下矩阵的 (2, 1), (3, 2), ..., (n, n− 1) 位置元素全为 1, 其他位置元素全为零.

8. 问复数 λ 取何值时方程组


λx1 + x2 + x3 = 1

x1 + λx2 + x3 = λ

x1 + x2 + λx3 = λ2

有唯一解, 有无穷多解或者无解? 并且在有无穷多解时

求出通解.
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中国科学技术大学 2012—2013 学年第二学期
线性代数 (B1) 期末考试 2

1. (5 分 ×5 = 25 分) 填空题.

(1) 设向量 (1, 6, λ) 落在由向量组 {(1, 2, 3), (1,−2, 3), (4, 4, 12)} 生成的线性子空间内, 则 λ = .

(2) 设 P2[x] 是次数不超过二次多项式的全体构成的线性空间, 则从基
{
(1− x)2, 2(1− x)x, x2

}
到基{

1, x, x2
}

的过渡矩阵是 .

(3) 设 λ1, ..., λn 是 n 阶方阵 A 的全部特征值, 则 det(2I +A) = .

(4) 设 n 阶实对称方阵 A 满足 A2 = 2A, rankA = r, 则 A 的相合规范形为 .

(5) 实二次型 Q(x1, x2, x3) = (x1 + x2)
2 + (x2 + 2x3)

2 + (x3 + tx1)
2 正定的充要条件是参数 t 满足 .

2. (5 分 ×5 = 25 分) 判断题 (判断下列命题是否正确, 并简要给出理由).

(1) 若向量 β 不能由向量组 α1, ..., αn 线性表示, 则向量组 α1, ..., αn, β 线性无关.

(2) 设 Fn×n 是所有 n 阶方阵全体按矩阵线性运算所构成的线性空间, W 是所有行列式为零的 n 阶方阵

全体, 则 W 是 Fn×n 的子空间.

(3) 若 Rn[x] 是次数不超过 n 的实系数多项式构成的实线性空间, D 是 Rn[x] 上的微分 (求导) 运算, 则 D

是线性变换.

(4) 有限维欧氏空间的不同标准正交基之间的过渡矩阵是正交阵.

(5) 设 A 为 m 阶实对称方阵, B 为 n 阶实对称方阵, 且分块矩阵

A

B

 正定, 则方阵 A 与 B 皆正定.

3. (10 分) 给定对角矩阵 A = diag(1, 1, 2), 令 V 是所有与 A 都可以变换的三阶实对称方阵全体.

(1) 证明: 在矩阵通常的数乘与加法运算下, V 构成实数域的一个线性变换;

(2) 求 V 的维数与一组基.

4. (16 分) 设 γ 是 n 维欧氏空间 V 中的单位向量, 定义 V 上的线性变换 A : A (α) = α− 2(α, γ)γ.

(1) 证明: A 是一个正交变换;

(2) 设 β 是 Rn 中的一个单位列向量, 证明: 存在 V 的一组标准正交基, 使得 A 在这组基下的矩阵为

I − 2ββT ;

(3) 求 A 的特征值与特征向量.

5. (14 分) 给定二次曲面在直角坐标系下的方程 2x2 + 2y2 + 2z2 − 2xy− 2xz − 2yz − 4x+ 6y− 2z + 3 = 0. 将

它通过正交变换化为标准方程, 并指出该二次曲面的类型.

6. (10 分) 设 A,B 均为 n 阶方阵, A 有 n 个互异的特征值, 且 AB = BA. 证明:

(1) B 相似于对角阵;

(2) 存在唯一的次数不超过 n− 1 的多项式 f(x), 使得 B = f(A).
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中国科学技术大学 2013—2014 学年第一学期
线性代数 (B1) 期末考试

1. (4 分 ×5 = 20 分) 填空题.

(1) 设三维欧氏空间 R3(标准内积) 中向量 (1, λ, µ) 与向量 (1, 2, 3) 和 (1,−2, 3) 都正交, 则 λ = , µ =

.

(2) 设 V 为 2 阶复方阵构成的复线性空间, M =

1 2

0 1

, 定义 V 上的线性变换 A 为 : A (X) =

MX, ∀X ∈ V, 则 A 的特征值及其重数为 .

(3) 三维实线性空间 R3 中从基 e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 1, 1) 到基 f1 = (1, 1, 1), f2 =

(1, 1, 0), f3 = (0, 1, 2) 的过渡矩阵是 .

(4) 若二次型 x2
1 − x2

2 + 2ax1x3 + 4x2x3 的正惯性指数是 2, 则 a 的取值范围是 .

(5) 设 A ,B 均为 n 维欧氏空间 V 中的线性变换, 且对 V 中任意两个向量 α, β, 都有 (A (α), β) = (α,Bβ);

如果 A 在 V 的标准正交基 e1, e2, ..., en 下的矩阵为 A, 则 B 在此标准正交基 e1, e2, ..., en 下的矩阵为 .

2. (6 分 ×4 = 24 分) 判断题 (判断下列命题是否正确, 并简要给出理由).

(1)
{
(x1, x2, x3) ∈ F 3|x1 + x2 + x3 = 0, x1 − x2 + x3 = 1

}
为线性空间 F 3 的子空间.

(2) 设 A = (aij) 为 n 阶正定的实对称矩阵, 则 aii > 0.i = 1, 2, ..., n.

(3) 对任意常数 λ, µ, 向量组 α1 + λα3, α2 + µα3 都线性无关的充要条件是向量 α1, α2, α3 线性无关.

(4) 若 ϕ 是从实线性空间 V 到 Rn 的一对一的线性映射 (即映射 ϕ : V → Rn 满足: 对 ∀α, β ∈ V, λ ∈ R,

有 ϕ(α+ β) = ϕ(α) + ϕ(β), ϕ(λα) = λϕ(α); 且当 α 6= β 时, 有 ϕ(α) 6= ϕ(β)); 则 (α, β) = (ϕ(α))T · ϕ(β) 是 V

上的内积.

3. (15 分) 设 V =
{
(a2x

2 + a1x+ a0)e
x|a2, a1, a0 ∈ R

}
, 按函数通常的数乘与加法构成的实线性空间. 定义 V

上的线性变换 A 为: 对任意 p(x) ∈ V,A (p(x)) = d
dxp(x).
1 1 0


(2) 求 (x2 − 4x+ 2)ex 在此基下的坐标.

4. (15 分) 设 e1, e2, e3 为 R3 的标准正交基, 且 α1 =
1

3
(2e1 + 2e2 − e3), α2 =

1

3
(2e1 − e2 + 2e3), α3 =

1

3
(e1 − 2e2 − 2e3), A 为把 e1, e2, e3 变到 α1, α2, α3 的线性变换.

(1) 求 A 在基 e1, e2, e3 下的矩阵 A;

(2) 证明 A 是第一类正交变换.

5. (15 分) 用正交变换和平移将下面空间直角坐标系中的二次曲面方程化为标准形, 并指出曲面类型: x2+y2+

z2 + 4xy + 4xz + 4yz − 6x+ 6y − 6z − 30 = 0.

6. (11 分) 已知 A 为元素全是 1 的 n 阶矩阵, B 为最后一行是 1, 2, ..., n, 其余元素全是 0 的 n 阶矩阵. 证明

A 与 B 相似, 并求其相似标准形.

(1) 求 V 的一组基使 A 在此基下的矩阵为 0 1 1 ;

  0 0 1
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中国科学技术大学 2013—2014 学年第二学期
线性代数 (B1) 期末考试

1. (4 分 ×5 = 20 分) 填空题.

(1) R3 中三个向量 {(1, 2, 1), (2, 5, 3), (1, 4, 3)} 所生成的线性子空间的维数是 .

(2) A 为 2× 3 矩阵且 detAAT = 1, 则 detATA = .

(3) 三个平面 aix+ biy + ciz = di, i = 1, 2, 3 相交于一条直线的充要条件是 .

(4) 二次曲面 xy + yz + zx = 1 表示的曲面类型是 .

(5) 实二次型 Q(x, y, z) = x2 + 4y2 + z2 + xz + 2txy + 2tyz 为正定当且仅当参数 t 满足 .

2. (20 分) 判断题 (判断下列命题是否正确, 并简要给出理由).

(1) 设向量组 α1, α2, α3 线性相关, 则 α1 + α2, α2 + α3, α3 + α1 也线性相关.

(2) 令 V 是 n 阶实方阵按矩阵的加法与数乘构成的线性空间, W 是满足行列式为零的所有 n 阶实方阵全

体, 则 W 是 V 的子空间.

(3) 矩阵


1 2 3

0 4 5

0 0 6

 不相似于矩阵 A =


1 0 0

0 4 0

0 0 6

.

(4) 若矩阵 A 的列向量均不为零且互相正交, 则线性方程组 Ax = 0 没有非零解.

(5) 若 A 为一个 m× n 实矩阵且 rankA = n, 那么 ATA 为正定矩阵.

3. (14 分) 给定矩阵 A =


0 1 0

1 0 1

0 1 0

 , 令 V 是与 A 乘法可交换的所有三阶实方阵全体.

(1) 证明: V 在矩阵的加法与数乘下构成实数域上的线性空间;

(2) 求 V 的维数与一组基.

4. (12 分) 设 V 为 n 维向量空间, T 为 V 上的线性变换且满足 Tn = 0, Tn−1 6= 0.

(1) 证明: 若存在向量 x ∈ V 满足 Tn−1x 6= 0, 则
{
x, Tx, ..., Tn−1x

}
为 V 的一组基. (2) 求 T 在上

述基下的表示矩阵.

5. (12 分) 设 A 为 3 阶实对称方阵, 其特征值分别为 5,−1,−1, 且特征值 5 所对应的特征向量为 (1, 1, 1).

(1) 设 V 为特征值 −1 所对应的特征向量空间, 求 V 的一组标准正交基;

(2) 利用 (1) 确定矩阵 A.

6. (14 分) 在 R2 上定义内积如下:

< x,y >= 2x1y1 + 2x2y2 + x1y2 + x2y1

其中 x = (x1, x2)
T ,y = (y1, y2)

T .

(1) 求度量矩阵 G 使得

< x,y >= xTGy;

(2) 用 Schmidt 正交化方法从基
{
(1, 0)T , (0, 1)T

}
构造一组标准正交基;

(3) 证明: R2 上线性变换 A 是正交变换, 当且仅当 A 在基
{
(1, 0)T , (0, 1)T

}
下的矩阵 A 满足 ATGA = G.

7. (8 分) 设 A 为 n 阶实对称正定方阵, 证明: 存在 n 阶实对称正定矩阵 B 使得 A = B2.



36

中国科学技术大学 2015—2016 学年第二学期
线性代数 (B1) 期末考试

1. (5 分 ×5 = 25 分) 填空题.

(1) 设 R3 上的线性变换 A 把 α1 = (1, 2, 3)T , α2 = (0, 1, 1)T , α3 = (0, 0, 1)T 分别变换为 β1 = (−1, 1, 6)T ,

β2 = (−1, 1, 2)T , β3 = (0,−1, 2)T , 则 A 在基 α1, α2, α3 下的矩阵为 .

(2) 设 α1, α2, α3, α4 是四维欧式空间 V 的一组标准正交基, 则 α = α1+α2+α3+α4 与 β = α1+α2+α3−α4

的夹角为 .

(3) 设方阵 A 满足 A2 = 0, I 为同阶单位阵, 则 det(I +A) = .

(4) 方阵 A =


1 1 0

0 2 1

0 0 3

 的相似标准型为 .

(5) 实二次型 Q(x1, x2, x3) = x2
1+ax2

2+2x2
3−2x1x2+2x1x3+2x2x3 正定的充要条件是实数 a 满足 .

2. (5 分 ×4 = 20 分) 判断题.

(1) 设 A 是线性空间 V 上的线性变换, λ 是 A 的特征值, 则对应 λ 的特征向量全体 (加上零向量) 是 V

的子空间.

(2) 设 α1, · · · , αm 欧式空间 V 的一组非零正交向量组, 则 α1, · · · , αm 线性无关.

(3) 设 A 是实对称方阵, I 是同阶单位阵, 则当 t > 0 时, A+ tI 正定.

(4) 设 A ∈ Rm×n, 则齐次线性方程组 Ax = 0 与 ATAx = 0 同解.

3. (15 分) 设 A =


1 2 0

1 −2 1

0 2 1

.

(1) 求可逆矩阵 T , 使得 T −1AT 为对角阵; (2) 求 An, n ∈ N∗.

4. (17 分) 在 R3 中, 给定向量组 α1 = (1, 1, 1), α2 = (0, 1, 1), α3 = (0, 0, 1).

(1) 将向量组 α1, α2, α3 经过 Schmidt 正交化为一组标准正交基 e1, e2, e3.

  (2) 令 A 是以 e1, e2, e3 为行构成的三阶方阵, 定义 R3 上的线性变换 Ax := Ax, x ∈ R3. 证明: A 是绕某

一轴线的旋转变换, 并求该旋转轴.

5. (15 分) 给定直角坐标系中二次曲面的方程 xy + 2xz + 2y + 2z − 1 = 0. 通过变量的线性变换及坐标系的平

移将其化为标准型, 并确定该二次曲面的类型.

6. (8 分) 设 n 阶实对称方阵 A 满足 A2 = I, 证明:

(1) 存在正交方阵 P , 使得 A = P diag(Ir, −In−r)P −1, 这里 0 ⩽ r ⩽ n.

(2) 存在实对称方阵 B, 使得 I + A = B2.
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中国科学技术大学 2016—2017 学年第一学期
线性代数 (B1) 期末考试

1. (5 分 ×5 = 20 分) 填空题.

(1) 若


x1 − 2x2 + x3 − x4 = 1

x1 − x2 + x3 + x4 = 2

3x1 − 4x2 + 3x3 + x4 = t

有解, 则参数 t = .

(2) 若向量 α1 = (1, 1, 1), α2 = (1, 2, 3), α3 = (2, 3, t) 生成的 R3 中的 2 维子空间, 则参数 t = .

(3) 设 A =


1 2 2

2 1 2

2 2 1

, 则 A 的相合规范型为 .

(4) 二次曲面方程 2x2 − 3y2 − 3z2 − 2yz − 5 = 0 表示的曲面类型是 .

(5) 实二次型 Q(x, y, z) = x2 + y2 + 3z2 + 2txy + 2txz + 2yz 为正定当且仅当参数 t 满足 .

2. (5 分 ×5 = 25 分) 判断题.

(1) 设 A 是 n 阶方阵, 则 rankA = rankA2.

(2) 若 0 是矩阵 A 的特征值, 则 A 一定是奇异矩阵.

(3) 设 A 是 n 阶方阵, 若对任意 n 维列向量 x 都有 xTAx = 0, 则 A 为反对称方阵.

(4) 若 A,B 是 n 阶正定矩阵, 则 AB 也是 n 阶正定矩阵.

(5) 设 A 是 n 阶方阵, 则 A 是正交矩阵当且仅当 A 的 n 个行向量组成的 n 维实数组空间的标准正交基.

3. (14 分) 在 R3 中定义线性变换 A (x, y, z) = (x+ 2y, x− 3z, 2y − z).

(1) 求 A 在基 α1 = (1, 0, 0), α2 = (1, 1, 0), α3 = (1, 1, 1) 下的表示矩阵.

(2) 是否存在基 β1, β2, β3, 使得 A 在该基下的表示矩阵为


1 1 0

1 1 3

−1 0 1

.

4. (14 分) 设 V = {f(x) = a0 + a1x+ a2x
2} 为次数不超过 2 的实系数多项式构成的线性空间.

(1) 证明: (f(x), g(x)) = f(0)g(0) + f(1)g(1) + f(2)g(2) 定义了 V 上的一个内积.

(2) 应用 Schmidt 正交化方法将向量值 {1, x} 改造成相对 (1) 中所定义内积的标准正交向量组.

5. (14 分) 设 M 是 2n 阶方阵

I A

A I

, 其中 A 是满足 A2 = I 的 n 阶对称实方阵.

(1) 求矩阵 M 的所有特征值; (2) 可逆矩阵 P , 使得 P−1MP 为对角矩阵.

6. (8 分) 假设 A 和 B 都是 n 阶正定矩阵. 证明: detA · detB ⩽
(
1

n
trAB

)n

.
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中国科学技术大学 2017—2018 学年第一学期
线性代数 (B1) 期末考试

1. (5 分 ×6 = 30 分) 填空题.

(1) 矩阵

1 a

0 1

2018

= .

(2) 若方阵 A = (aij)3×3 的特征值为 1,2,3. 设 Aii 为 aii 的代数余子式, i = 1, 2, 3, 则 A11 +A22 +A33 =

.

(3) 设 (I) α1, α2, α3; (II) β1, β2, β3 是线性空间 V 的两组基, 且 β1 = α1, β2 = α1+α2, β3 = α1+2α2+α3.

如果向量 α 在基 (I) 下的坐标为 (1,−1, 1), 则在基 (II) 下的坐标为 .

(4) 设矩阵


−2 0 0

2 a 2

3 1 1

 相似于矩阵 diag(−1, 2, b), 则 b = .

(5) 方程 x2
1 + x2

2 − 2x2
3 − 2x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3 = 1 所表示的二次曲面类型为 .

(6) 设 A =


1 0 1

0 2 0

1 0 1

, B = (tI3 +A)2, t ∈ R, 则 B 正定当且仅当 t 满足 .

2. (5 分 ×4 = 20 分) 判断题.

(1) 矩阵


1 2 3

0 4 5

0 0 6

 不相似于矩阵


6 7 8

0 1 9

0 0 4

.

(2) 若 0 是矩阵 A 的特征值, 则 A 一定不可逆.

(3) 设 Rn 中, α1, · · · , αn−1 为正交向量组. 如果 β, α1, · · · , αn−1 线性无关, 且 γ, α1, · · · , αn−1 也线性无

关, 则有 β, γ 线性相关.

(4) 若 A 正定, 则 A 的主对角线上的元素均为正实数.

3. (16 分) 设 f 是 R2×2 上的变换: f(X) = AX −XA, ∀X ∈ R2×2, A =

1 2

3 4

.

(1) 求证: f 是 R2×2 上的线性变换.

(2) 求出 f 在基 E11, E12, E21, E22 下的矩阵.

(3) 求 W = {X ∈ R2×2 | f(X) = 0}.

4. (10 分) 设 R4 的内积为 (X,Y ) =

4∑
i=1

xiyi, ∀X = (x1, x2, x3, x4), Y = (y1, y2, y3, y4) ∈ R4. 请将下列向量化

为 R4 在该内积下的一组标准正交基: α1 = (1, 1, 0, 0), α2 = (1, 0, 1, 0), α3 = (−1, 0, 0, 1), α4 = (1,−1,−1, 1).

5. (16 分) 已知三阶实对称矩阵 A 的特征值为 1,2,3, 并且有 α1 = (−1,−1, 1)T , α2 = (1,−2,−1)T 分别为属于

特征值 1 和 2 的特征向量.

(1) 求 A 的属于特征值 3 的特征向量的全体.

(2) 求矩阵 A.

6. (8 分) 设 A = (aij) 为正定矩阵, dn−1 是 A 的 n− 1 阶顺序主子式. 证明: detA ⩽ anndn−1.
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中国科学技术大学 2017—2018 学年第二学期
线性代数 (B1) 期末考试

1. (4 分 ×6 = 24 分) 填空题.

(1) 已知非齐次线性方程组


λx1 + x2 + x3 = 1,

x1 + λx2 + x3 = λ,

x1 + x2 + λx3 = λ2,

有无穷多解, 则 λ = .

(2) 若 α1 = (1, 1, 1), α2 = (1, 2, 3), α3 = (2, 3, t) 生成 R3 的二维子空间, 则 t = .

(3) 若方阵 A = (aij)3×3 的特征值为 1, −3, −4, 则 det(I +A) = .

(4) 设 (I) α1, α2, α3; (II) β1, β2, β3 是线性空间 V 的两组基, 且 β1 = α1+α2, β2 = α2, β3 = α1+α2+2α3.

如果向量 α 在基 (I) 下的坐标为 (1, 0, 1), 则在基 (II) 下的坐标为 .

(5) 设 α1 = (a, 0,−1)T , α2 = (1, b, 1)T , α3 = (c, 1, 2)T 分别是三阶实对称矩阵 A 的三个不同特征值所对

应的特征向量, 如果矩阵 B =
(
α1 α2 α3

)
, 则 detB = .

(6) 设实二次型 Q(x1, x2, x3) = t(x2
1 + x2

2 + x2
3) + 2x1x2, 则当 t ∈ 时, 该二次型正定.

2. (6 分 ×4 = 24 分) 判断题.

(1) 矩阵


1 1 1

0 2 0

0 0 1

 相似于矩阵


1 0 0

0 1 0

0 0 2

.

(2) 设 V =
{
a0 + a1x+ a2x

2
∣∣ai ∈ R, i = 0, 1, 2

}
, 即次数不超过 2 的实系数多项式构成的 R 上的线性空

间, 若定义 (f(x), g(x)) = f(0)g(0)+ f(1)g(1)+ f(2)g(2), ∀f(x), g(x) ∈ V , 则 (f(x), g(x)) 是 V 上的一个内积.

(3) 设向量 α1, α2, · · · , αn 为欧氏空间 Rn 的一个基. 如果非零向量 β 与 α1, α2, · · · , αn−1 这 n − 1 个向

量都正交, 则有 β, αn 线性相关.

(4) 设实对称矩阵 A =

A1 B

C A2

, 且 A1, A2 均为方阵. 如果 A 正定, 则 A1, A2 均正定.

3. (5 分 +5 分 = 10 分) 设实矩阵 A =
(
α1 α2 α3 α4

)
, 非齐次线性方程组 AX = b 的通解为 (1, 1, 1, 1)T +

k(1,−1, 0, 2)T , 其中 k 为任意实数.

(1) α1 能否由 α2, α3, α4 线性表示?

(2) α3 能否由 α1, α2, α4 线性表示? 请分别说明理由.

4. (8 分 +8 分 = 16 分) 设 σ 是 R3 的线性变换, 在基 (I): α1, α2, α3 下的矩阵为 A =


15 −11 5

20 −15 8

−8 −7 6

.

(1) 求 σ 在基 (II): β1 = 2α1 + 3α2 + 3α3, β2 = 3α1 + 4α2 + α3, β3 = α1 + 2α2 + 2α3 下的矩阵;

(2) 设向量 ξ = α1 + 6α2 − α3, η = β1 − β2 + β3, 求 σ(ξ), σ(η) 分别在基 (I) 下的坐标.

5. (8 分 +8 分 = 16 分) 设实二次型 Q(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + 4xy + 4xz + 4yz.

(1) 利用正交变换化该二次型为标准型, 并且给出具体的正交变换;

(2) 判断 Q(x, y, z) = 1 所表示的二次曲面类型.

6. (5 分 +5 分 = 10 分) 设 A 为 n 阶实对称阵, 且 A2 + 3A+ 2I = 0.

(1) 请给出 A 的可能的全部互异特征值.

(2) 试证明: 当 n 为奇数时, A 的伴随矩阵 A∗ 正定.
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中国科学技术大学 2018—2019 学年第一学期
线性代数 (B1) 期末考试

1. (4 分 ×6 = 24 分) 填空题.

(1)


1 0 1

0 2 0

1 0 1


4

= .

(2) 向量组 α1 = (1, 1, 1, 1), α2 = (1, 2, 3, 4), α3 = (2, 3, 4, 5), α4 = (1,−2, 2,−1) 的秩等于 .

(3) 已知非齐次线性方程组


λx1 + x2 + x3 = 1

x1 + λx2 + x3 = λ

x1 + x2 + λx3 = λ2

 有无穷多解, 则 λ = .

(4) 设 A,B 均为 n 阶矩阵, 且存在可逆矩阵 P , 使得 B = P−1AP − PAP−1 + I. 如果 λ1, · · · , λn 为 B

的 n 个特征值, 则
∑

1⩽i⩽n

λi = .

(5) 实二次型 x2
1 + x2

2 + x2
3 + 4x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3 的正惯性指数为 .

(6) 设实二次型 Q(x1, x2, x3) = x2
1 + 4x2

2 + 2x2
3 − 2tx1x2 − 2x1x3 是正定的, 则 t 的取值范围为 .

2. (5 分 ×4 = 20 分) 判断题.

(1) 若 0 为矩阵 A 的特征值, 则 A 一定不可逆.

(2) 若 f 为线性空间 V 上的一个线性变换, 且 f 在 V 的某组基下的矩阵为

2 1

0 2

, 则在 V 中存在一组

基, 使得 f 在这组基下的矩阵为对角阵.

(3) 设 V = {a0 + a1x+ a2x
2 | ai ∈ R, i = 0, 1, 2}, 即次数不超过 2 的实系数多项式构成的 R 上的线性空

间. 若对任意 f(x), g(x) ∈ V 定义 (f(x), g(x)) = f(0)g(0), 则此二元运算 ( , ) 可以成为 V 上的一个内积.

(4) 设 2n 阶实对称矩阵 A =

A1 B

C A2

, 其中 A1, A2 均为 n 阶方阵. 若 A 正定, 则 A1 +A2 也正定.

3. (10 分) 设 α1 = (1, 1, 0)T , α2 = (1, 0, 1)T , α3 = (0, 1, 1)T 为非齐次线性方程组 Ax = b 的三个解.

(1) 求 Ax = 0 的通解; (2) 求 Ax = b 的通解; (3) 求满足题设条件的一个非齐次线性方程组.

4. (15 分) 设 (I): α1 = (1, 0, 0)T , α2 = (0, 1, 0)T , α3 = (0, 0, 1)T ; (II): β1 = (−1, 0, 1)T , β2 = (0, 1, 1)T ,

β3 = (2,−1,−2)T 分别为 R3 的两组基. 设 σ 为 R3 上的一个线性变换, 并且 σ(β1) = (1, 0,−3)T , σ(β2) =

(0,−1,−1)T , σ(β3) = (−5,−1, 0)T . 请分别求出 σ 在 (I)、(II) 这两组基下的矩阵.

5. (15 分) 设实二次型 Q(x1, x2, x3) = x2
1+x2

2+x2
3+2ax1x2+2x1x3+2bx2x3 可以经过正交变换 (x1, x2, x3)

T =

P (y1, y2, y3) 化为标准型 y22 + 2y23 .

(1) 确定 a 和 b 的取值. (2) 求出满足题设条件的一个正交变换.

6. (8 分) 设 A ∈ Cn×n, 且 A2 = 2A. 证明: A 相似于对角阵.

7. (8 分) 设 A 为 n 阶正定矩阵, α1, αs 为 Rn 中的 s 个非零向量, 且满足 αT
i Aαj = 0, 1 ⩽ i < j ⩽ s. 证明:

α1, · · · , αs 线性无关.
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中国科学技术大学 2018—2019 学年第二学期
线性代数 (B1) 期末考试

1. (5 分 ×5 = 25 分) 填空题.

(1) 设 α1, α2, α3 是 R3 的一组基, 则由基 α1,
1

2
α2,

1

3
a3 到 α1 + α2, α2 + α3, α3 + α1 的过渡矩阵为 .

(2) 设 R3 上的线性变换 A 在基 α1, α2, α3 下的矩阵为 diag(1, 2, 3), 则 A 在基 α1, α2 − α3, α3 下的矩阵

为 .

(3) 若矩阵


3 0 0

0 0 1

0 1 x

 与


−1 0 0

0 y 0

0 0 1

 相似, 则 x = , y = .

(4) 若实的正交矩阵 A 的每个元素都是 ± 1

2n
, 其中 n ∈ N∗, 则 A 的阶数为 .

(5) 若实二次型 Q(x1, x2, x3) = tx2
1 + 2x2

2 + 2x2
3 + 2

√
2x1x2 + 2(t− 1)x1x3 正定, 则参数 t 满足 .

2. (5 分 ×4 = 20 分) 判断题.

(1) 若 n 阶方阵 A1, A2, B1, B2 满足相似等价关系 A1 ∼ B1, A2 ∼ B2, 则 A1 +A2 ∼ B1 +B2.

(2) 若两个同阶实对称矩阵具有相同的特征多项式, 则这两个方阵相似.

(3) 在实 Rm×n 上定义 (A,B) = tr(ATB), 则 ( , ) 是 Rm×n 上的一个内积.

(4) 矩阵


0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

 与 4 阶单位阵相合.

3. (14 分) 给定 4 阶方阵 A = (α1, α2, α3, α4), 其中 αi 为 4 维列向量, i = 1, 2, 3, 4, 且 α1, α2 线性无关. 若

α1 = α2 + α3 = 3α3 + α4, 且 β = α1 + α2 + α3 + α4, 求非齐次线性方程组 Ax = β 的通解.

4. (18 分) 设实二次型 Q(x, y, z) = −2x2 + y2 + z2 + 4xy + 4xz + 8xz.

(1) 利用正交变换将该二次型化为标准型, 并写出相应的正交变换矩阵.

(2) 判断 Q(x, y, z) = −1 在三维直角坐标系里所表示的曲面的类型.

5. (13 分) 证明: n 阶全 1 方阵



1 1 · · · 1

1 1 · · · 1
...

... . . . ...

1 1 · · · 1

1 1 · · · 1


与同阶方阵



n 0 · · · 0

n− 1 0 · · · 0
...

... . . . ...

2 0 · · · 0

1 0 · · · 0


相似.

6. (10 分) 设 V 为 n 维欧式空间, α1, · · · , αs ∈ V , 对于 s 阶矩阵 A = (aij)s×s, 其中 aij = (αi, αj), 证明: 矩

阵 A 的秩等于向量组 α1, · · · , αs 的秩.
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中国科学技术大学 2019—2020 学年第一学期
线性代数 (B1) 期末考试

1. (4 分 ×6 = 24 分) 填空题.

(1) 设三维向量 α, β 满足 αTβ = 2, 则 βαT 的特征值为 .

(2) 设 4 阶矩阵 A 与 B 相似, I 为单位矩阵. 若 A 的特征值为 1,2,3,4, 则 |B−1 − I| = .

(3) 已知矩阵


−2 0 0

2 a 2

3 1 1

,


−1 0 0

0 2 0

0 0 b

 相似, 则 a+ b = .

(4) 设矩阵 A =


1 0 2

0 1 0

0 0 1

, 则 A−1 = .

(5) 设 A =


2 −3 1

1 a 1

5 0 3

, 且 rankA = 2, 则 a = .

(6) 设三阶矩阵 A = (aij) 满足 A∗ = AT , 且 a11 = a12 = a13, 则 a11 = .

2. (5 分 ×4 = 20 分) 判断题.

(1) A =


2 −1 −1

−1 2 −1

−1 −1 2

 与 B =


1 0 0

0 1 0

0 0 0

 是否相似? 是否相合?

(2) 设 A 为 m× n 矩阵, B 为 n×m 矩阵, AB = Im, 则 rankA = rankB 是否成立?

(3) aij =
i

j
, i, j = 1, · · · , n, 二次型 f(x1, · · · , xn) =

n∑
i=1

 n∑
j=1

aijxj

2

的符号差是否为 n?

(4) 设方阵 A 的每行元素之和都为 1, 那么 A5 的每行元素之和是否为 1?

3. (56 分) 计算及证明题.

(1) (8 分) 设 3 阶实对称正交方阵 A 非负定, |A| = −1, 且 (1, 1, 1)T 为 −1 的特征向量. 求 A.

(2) (8 分) 令 A =


1 1

2 0

1
2 1 − 1

2

1
2

1
2

1
2

, α = (3,−1, 2)T , 求 lim
n→∞

|Anα|.

(3) (8 分) 设 T 是 n 维线性空间 V 的线性变换, n > 1, α ∈ V . 设 Tnα = 0, 但是 Tn−1α 6= 0.

(a) 证明: 向量组 α, Tα, · · · , Tn−1α 线性无关. (b) 证明: T 不能对角化.

(4) (6 分) 设 K = {c1 + c2x+ c3 cosx | c1, c2, c3 ∈ R} 在通常的函数加法和数乘下构成线性空间. 定义内

积 〈f, g〉 =
ˆ π

−π

f(x)g(x)dx, 从 1, x, cosx 出发, 构造 K 的一个标准正交基.

(5) (8 分) 设 A =



10 1 2 3 3

1 10 2 1 0

2 2 10 3 x

3 1 3 10 x

3 0 x x 10


, 证明: 当 |x| < 3 时, |A| < 105.

(6) (8 分) 设 t 为参数, 讨论二次曲面的类型: x2
1 + x2

2 + tx2
3 + 4x1x2 + 2x1x3 + x3 − 10 = 0.
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(7) (10 分) 设 K 是次数小于 3 的实系数多项式在通常的数乘及加法运算下构成的线性空间.

(a) 证明: 1, x+ 2, x2 + x+ 3 是 K 的一个基.

(b) 求线性变换 Tf := f ′′ − f 在这个基下的矩阵.

(c) 求 T 的特征向量.
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中国科学技术大学 2019—2020 学年第二学期
线性代数 (B1) 期末考试

1. (4 分 ×6 = 24 分) 填空题.

(1) 已知实系数线性方程组


3x1 + 2x2 − x3 = 6

x1 + ax2 + 2x3 = 9

2x1 − x2 + 3x3 = 3

有唯一解, 则 a 满足的条件是 .

(2) 已知 3 阶方阵 A =


1 2 3

2 4 6

3 6 9

, 那么 A3 = .

(3) 设向量组 α1, α2, α3 ∈ R4 线性无关, 则线性子空间 V = span{α1 + α2 + α3, α1 + 2α2 + 3α3, 2α1 +

3α2 + 4α3} 的维数是 .

(4) 已知线性变换 A 在某组基下的矩阵为


1 0 0

0 0 1

0 1 x

, 在另一组基下的矩阵为


y 0 0

0 −1 0

0 0 1

, 则 x =

, y = .

(5) 在 R3 中, 基 α1, α2, α3 的度量矩阵为


1 0 1

0 2 0

1 0 2

, 由 α1, α2, α3 按原顺序 Schmidt 正交化得到的标准

正交基为 .

(6) 若实二次型 Q(x1, x2, x3) = x2
1 + 2x2

2 + 6x2
3 + 2x1x2 + 2x1x3 + 2tx2x3 正定, 则参数 t 满足 .

2. (5 分 ×4 = 20 分) 判断题.

(1) 已知向量组 α1, · · · , αr 线性无关且可以由向量组 β1, · · · , βr 线性表示, 则 β1, · · · , βr 线性无关.

(2) ∀α ∈ R, 方阵

1 a

0 1

 与

1 0

0 1

 相似.

(3) 数域 R 上 n 阶正交阵的行向量组或列向量组都构成 Rn 的一组标准正交基.

(4) 记 V 是所有 3 阶实方阵全体构成的集合, 它在记作加法和数乘下构成一个 9 维实线性空间, 那么 V 中

对称方阵全体构成它的一个 6 维子空间.

3. (12 分) 设某个 4 元线性方程组的系数矩阵为 A, 满足 rankA = 3. 已知 α1, α2, α3 是它的 3 个解, 其中

α1 = (1,−2,−3, 4)T , 5α2 − 2α3 = (2, 0, 2, 0)T .

(1) 证明: 这个线性方程组是非齐次的. (2) 求出这个线性方程组的通解.

4. (14 分) 用初等变换法求矩阵 A 的逆与行列式, 其中 A =



1 2 3 · · · n− 1 n

−1 0 3 · · · n− 1 n

−1 −2 0 · · · n− 1 n
...

...
... . . . ...

...

−1 −2 −3 · · · 0 n

−1 −2 −3 · · · −(n− 1) 0


.

5. (14 分) R3 上线性变换 A 把 α1 = (2, 3, 5)T , α2 = (0, 1, 2)T , α3 = (1, 0, 0)T 分别映为 β1 = (1, 2, 0)T ,

β2 = (2, 4,−1)T , β3 = (3, 0, 5)T . 求:
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(1) A 在基 α1, α2, α3 下的矩阵 A.

(2) A 在自然基下的矩阵 B.

6. (16 分) 设实二次型 Q(x1, x2, x3) = x2
1 + 4x2

2 + x2
3 − 4x1x2 − 8x1x3 − 4x2x3.

(1) 利用正交变换将该二次型化为标准型, 并写出相应的正交变换矩阵.

(2) 判断 Q(x1, x2, x3) = 1 在三维直角坐标系里所表示的曲面的类型.
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中国科学技术大学 2020—2021 学年第一学期
线性代数 (B1) 期末考试

1. (5 分 ×5 = 25 分) 填空题.

(1) 方阵


0 0 1

0 2 0

3 0 0

 的特征值是 .

(2) 3 阶实对称矩阵组成的集合恰有 个相合等价类.

(3) 实二次型 Q(x1, x2, x3, x4) =
∑

1⩽i<j⩽4

(xi − xj)
2 的正惯性指数等于 .

(4) 设 R3 中的线性变换 A 满足 A


x1

x2

x3

 =


x1

0

x3

, 其中


x1

x2

x3

 是 R3 中任意的向量, 则 A 在自然基下

的矩阵是 .

(5) 设 A 是 n 维欧式空间 V 上的线性变换: A (α) = α− 2(α, γ)γ, 其中 γ 是 V 中给定的单位向量, 则 A

的 n 个特征值为 .

2. (5 分 ×5 = 25 分) 判断题.

(1) n 维线性空间 V 中同一个线性变换在两组不同的基本下的矩阵彼此相合.

(2) 任何一个 n 阶实方阵都实相似于上三角矩阵.

(3) 每一个正交矩阵都正交相似于对角矩阵.

(4) 设 A,B 都是 n 阶实方阵, 若 A 可逆, 则 AB 与 BA 相似.

(5) 设 A 是 n 阶实对称方阵, 若 A 的每一个顺序主子式都是非负的, 则 A 半正定.

3. (12 分) 设 R3 的线性变换 A 将 α1 = (2, 3, 5)T , α2 = (0, 1, 2)T , α3 = (1, 0, 0)T 变换为 β1 = (1, 2, 0)T ,

β2 = (2, 4,−1)T , β3 = (3, 0, 5)T .

(1) 求 A 在基 β1, β2, β3 下的矩阵; (2) 求 A 在自然基下的矩阵.

4. (16 分) 设 V 是 3 维欧式空间, 由基 α1, α2, α3 给出的度量矩阵 =


1 0 1

0 10 −2

1 −2 2

. 请由 α1, α2, α3 按现在

的顺序进行 Schmidt 正交化给出一组标准正交基.

5. (12 分) 给定二次曲面在直角坐标系下的方程是 2x2 + 6y2 + 2z2 + 8xz = 1. 将它通过正交变换化为标准方

程, 并指出这曲面的类型.

6. (10 分) 设 A,B 是两个 n 阶实对称矩阵, 满足 AB = BA. 求证: 存在 n 阶正交方阵 P , 使得 PTAP 与

PTBP 都是对角矩阵.
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中国科学技术大学 2020—2021 学年第一学期
线性代数 (B2) 期中考试 教师: 陈小伍

1. (4 分 ×10 空 = 40 分) 填空题.

(1)

 1
√
3

−
√
3 1

2020

= .

(2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 0 0 · · · 0

1 3 2 0 · · · 0

0 1 3 2 · · · 0
...

... . . . . . . . . . ...

0 0 · · · 1 3 2

0 0 · · · 0 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= .

(3)



1 0 0 0 0

2 1 0 0 0

7 9 1 0 0

10 0 0 1 3

9 3 0 0 1



−1

= .

(4) 设方阵 A =


2 2 1

1 1 2

2 a b

 的代数余子式满足 A11 +A12 +A13 = 1, 则 detA.

(5) 假设 A 的伴随矩阵 A∗ =


1 1 1

1 0 3

1 2 0

, 则 A = .

(6) 设 P

1 2 1

3 −1 2

 =


7 0 5

−2 3 −1

4 1 3

, 则 P = .

(7) 设 n ⩾ 2, A : Mn(C) → Mn(C) 满足 A(X) = XT + X, 其中 X 为任意方阵, 则 A 的特征多项式为

, A2 的最小多项式为 .

(8) 设 C3[x] 为全体次数不超过 3 (包括 3) 复系数多项式组成的复线性空间, B = (x−1)
d

dx : C3[x] → C3[x],

则 B 的所有特征值为 , 相应的特征向量为 .

2. (10 分) 设 A 为 m × n 实矩阵, 考虑子空间 V (A) = {x ∈ Rn | Ax = 0} 以及 R(A) = {AT y | y ∈ Rm}. 证

明: Rn = V (A)⊕R(A).

3. (10 分) 设 B 为 n 阶可逆实方阵. 试讨论: 是否总存在实方阵 A, 使得 B = A∗.

4. (20 分) 对于任意 A,B ∈ M2(C), 定义复线性映射: ΨA,B : M2(C) → M2(C), X 7→ AXB.

(1) 试证明: 线性变换 ΨA,B 是幂零的, 当且仅当 A 或 B 是幂零的.

(2) 取定 A =

1 1

0 −1

 以及 B =

2 4

1 2

, 记 ΨA,B = A. 试证明: 复线性变换 A : M2(C) → M2(C) 可

相似对角化.
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5. (15 分) 设 V 为有限维复线性空间.

(1) 设 W1 和 W2 为 V 的线性子空间, W1 ∪W2 也是线性子空间. 证明: W1 ⊆ W2 或 W2 ⊆ W1.

(2) 设 ϕ1 和 ϕ2 为 V 上的非零复线性函数. 证明: 存在 λ ∈ C, 使得 ϕ1 = λϕ2, 当且仅当 kerϕ1 = kerϕ2.

6. (5 分) 论证: 是否存在实矩阵 A 和 B, 使得 AB =

7 −1

9 3

 与 BA =


7 −3 3

3 1 1

3 −7 2

 同时成立?
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中国科学技术大学 2013—2014 学年第二学期
线性代数 (A1) 期中考试 教师: 宋光天

1. (7 分 ×5 = 35 分) 填空题.

(1) rank


1 0 2 0 1

2 1 0 0 0

3 2 1 0 2

0 3 2 1 1

 = .

(2) 由向量组 S 生成的子空间 V (S) 维数是 .

(3) R3 中, α1 = (1, 1, 1)T , α2 = (1, 1, 0)T , α3 = (1, 0,−1)T , β = (−4, 3, 4)T , 则 β 在 {α1, α2, α3} 下的坐

标为 .

(4) α1, α2, α3 为线性空间 V 中 3 个线性无关的向量, 求 rank{α1 + α2, α2 + α3, α3 + α1} = .

(5) n > 1, det



x a0

−1 x a1
. . . . . . ...

−1 x an−2

−1 x+ an−1


= .

2. (65 分) 必做大题.

(1) (20 分) A =


1 1 −1 3 1

2 3 0 7 6

1 2 1 6 6

3 5 1 13 12

 = (α1, α2, α3, α4, α5).

(i) 求 A 的行向量的一个极大线性无关组, 并扩充为 F 5 的一组基.

(ii) 设实向量空间 R4 的子空间 U1 由 A 的列向量 α1, α2, α3 生成, U2 由 A 的列向量 α4, α5 生成, 求

U1 ∩ U2 的一组基, 和它的一个补空间 U3.

(2) (15 分) 设 W1,W2 是 V 的子空间, 求证: dim(W1 +W2) = dimW1 + dimW2 − dim(W1 ∩W2).

(3) (20 分) 设 W1, · · · ,Wt 是域 F 的有限维线性空间 V 的子空间, 求证:

(i)
t∑

i=1

Wi 是直和; (ii)

i−1∑
j=1

Wj

 ∩Wi = {0}, ∀2 ⩽ i ⩽ t;

(iii) dim
t∑

i=1

Wi =

t∑
i=1

dimWi; (iv) 若 Mi 为 Wi 的基, 则
t⋃

i=1

Mi 为
t∑

i=1

Wi 的基.

(4) (10 分) 设 A 为 F 上秩为 r 的 m× n 矩阵, 若非齐次方程组 Ax = b 有解, 求解空间的维数.

3. (40 分) 附加题.

(1) 设
t∑

i=1

Wi 为 F 上线性空间 V 的子空间, t ⩾ 2. W =

t⋃
i=1

Wi. 证明: W 是 V 的子空间 ⇔ ∃l ∈

{1, · · · , t}, 使得 W ⊆ Wl.

(2) 设 F 是数域, 若集合 V 上有加法与一个 F 上的数乘, 且“F 上的线性空间”8 条定义中除去“加法交换

律”都成立. 证明: 加法交换律也成立.



50

中国科学技术大学 2017—2018 学年第二学期
线性代数 (A1) 期中考试 教师: 王新茂

1. (5 分 ×6 空 = 30 分) 填空题.

(1) 设 A =

1 2

0 3

, 则 tr(ATA) = , A2018 = .

(2) 设 A =


0 0 1

0 1 2

1 2 3

, 则 detA = , A−1 = .

(3) 设 A =


1 1 1

1 2 3

2 3 4

, 则 rankA = , A∗ = .

2. (6 分 ×5 = 30 分) 简答题, 回答问题并简要说明理由.

(1) 设 A,B ∈ Cm×n, 若 AB = 0, 则 BA = 0?

(2) 对于任意 A ∈ Cm×n,det(AAT ) = det(ATA)?

(3) 对于任意 A ∈ Cn×n, rank(AAT ) = rank(ATA)?

(4) 设 A ∈ Cn×n, 若 A∗ 是对称方阵且 A∗ 6= 0, 则 A 是对称方阵?

(5) 设 A ∈ Cm×n, b ∈ Cn×1, 若线性方程组 Ax = b 有唯一解, 则 A 可逆?

3. 解答题, 需给出详细解答过程.

(1) (15 分) 对参数 a 讨论求解实数域上的线性方程组


ax1 + x2 + x3 = 1

x1 + ax2 + x3 = 1

x1 + x2 + ax3 = 1

.

(2) (15 分) n 阶实数方阵 A =


1 1

1
. . .
. . . 1

a 1

(空白处元素都是 0) 何时可逆? 并求 A−1.

(3) (10 分) 设 A,B 都是实数方阵. 证明: rank

A B

B A

 = rank(A+B) + rank(A−B).
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中国科学技术大学 2018—2019 学年第二学期
线性代数 (A1) 期中考试 教师: 王新茂

1. (5 分 ×10 空 = 50 分) 填空题.

(1) 设 A =


1 1 0

0 1 −1

0 0 1

, 则 ATA = , Ak = (k ∈ N).

(2) 设 A =


0 1 2

1 2 1

2 1 0

, 则 detA = , A−1 = .

(3) 设 A =


In In O

In O In

O In In

, 则 detA = , A−1 = .

(4) 设 A =


1 2 3

4 5 6

7 8 9

, 则 rankA = , rankA∗ = , A 在 Z3×3 中的 Smith 标准型为 .

(5) 设 A ∈ Fn×p, B ∈ Fm×p, 矩阵方程 XA = B 有唯一解 X ∈ Fm×n 的充分必要条件是 .

2. 解答题.

(1) (12 分) 求解 C 上的线性方程组


x1 + x2 + x3 = a2

x1 + ax2 + x3 = a

x1 + x2 + a2x3 = 1

, a ∈ C.

(2) (12 分) 设 A =


0 1

−1 0
. . .

. . . . . . 1

−1 0

 ∈ Zn×n. 证明: A 在 Rn×n 中可逆当且仅当 n 是偶数, 并求 A−1.

(3) (13 分) 证明: 对任意方阵 A, 存在单位下三角方阵 L 和置换方阵 P , 使得 LPA 是上三角方阵.

(4) (13 分) 证明: 任意对称实方阵 A 有 rankA 阶可逆主子矩阵.
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中国科学技术大学 2018—2019 学年第二学期
线性代数 (A1) 期末考试

说明: 从 5、6 两题中选做一题, 从 7、8 两题中选做一题, 多做不得分.

1. (10 分) 求所有实方阵 A, 使得 A2019 =

 0 1

−1 0

.

2. (10 分) 设实方阵 A 的特征多项式 φA(x) = x2019 + x+ 1, 求 A2 的特征多项式.

3. (15 分) 设 n 阶实方阵 A =



1 2 3 · · · n

2 2 3 · · · n

3 3 3 · · · n
...

...
... . . . ...

n n n · · · n


, 求 detA 和 A−1.

4. (15 分) 设 n 阶实方阵 A 与 A2019 相抵, 证明: 存在可逆实方阵 P,Q, 使得 A = P

Q 0

0 0

P−1.

5. (20 分) 设 n 阶实方阵 A 的特征方阵 xI −A 与 diag((x2 + x)3, (x2 − x)4, In−2) 模相抵.

(1) 求 A 的 Jordan 标准型. (2) 求 rank(In ⊕A−A⊕ In).

6. (20 分) 设 R2×2 上的线性变换 A (X) = AX −XA, 其中 A =

1 1

0 1

.

(1) 求 A 的所有特征值及其特征向量; (2) 求 A 的最小多项式.

7. (30 分) 设 A,B ∈ Rn×n.

(1) 证明: 若 A,B 无公共特征值, 则存在唯一的实方阵 X, 使得 AX −XB = I.

(2) 证明: A 与 B 正交相抵, 当且仅当 ATA 与 BTB 正交相抵.

(3) 设 P 是正交方阵, 求 ‖PA−B‖F 的最小值, 其中 ‖X‖F =

√∑
i,j

x2
ij .

8. (30 分) 设 α = 3
√
2, V = {f(α) | f ∈ Q[x]}.

(1) 证明: V 在实数运算下构成 Q-线性空间, 并且 {1, α, α2} 是 V 的基.

(2) 求 β = 3α2 + 2α+ 1 在 {1, α2 + 1, α2 + 3α+ 3} 下的坐标.

(3) 求 V 上的线性变换 A (v) = (α+ 1)v 的特征多项式
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中国科学技术大学 2014—2015 学年第一学期
线性代数 (A2) 期中考试

1. (30 分) 填空题.

(1) n 阶复方阵可对角化的充要条件有: ; ; .

(2)



1 0 1 0 1

1 0 1 0

1 0 1

1 0

1


的 Jordan 标准型是 .

(3) 已知 λ, λ2, λ2, λ − 1, (λ − 1)2, (λ + 1)2 是四阶方阵 A 的初等因子, 则不变因子组为 , 行列式因子

组为 , Smith 标准型为 .

(4) diag(1, 2,−2) 与


a

0

0

 相似, 则 a = .

(5) 默写实方阵的实相似标准型: .

2. (70 分) 解答题.

(1) (12 分) 若 λ1, · · · , λn 是 A ∈ Fn×n 互不相同的特征值. 证明: ∀f ∈ F [λ], f(λi) 是 f(A) 全体特征值.

(2) (12 分) 求可逆复方阵 P , 使得 P−1AP 是 Jordan 型, 其中 A =


1 2 3 4

1 2 3

1 2

1

.

(3) (14 分) 证明: n 阶复方阵 A 的特征值 λ 的几何重数是所有属于 λ 的 Jordan 块个数.

(4) (15 分) 线性变换 A : V → V 在 V 的基 {αi}ni=1 的方阵为 A, λI − A 的 Smith 标准型是 S(λ) =

diag(1, · · · , 1, ds(λ), · · · , dn(λ)), di 是首项系数为 1 的多项式, 次数 deg di ⩾ 1. 证明: V 可分解作 n − s 个循

环子空间直和, 即 V =

n⊕
i=s+1

F [A ]βi, 其中 βi 的最小多项式为 di(λ), dimF [A ]βi = deg di.

(5) 设 A : V → V , 最小多项式 dA =

t∏
i=1

pmi
i , pi 是互不相同的 F 上的不可约多项式. 证明: V =

t⊕
i=1

ker(pmi
i (A )).

3. (30 分) 附加题.

(1) (15 分) A : V → V 的极小多项式是 d(λ), 证明:

(a)∃α ∈ V , 使得 dα(λ) = d(λ). (b) 存在不变子空间 U , 使得 V = C(α)⊕ U .

(2) (15 分) A =


0 −a0

1
. . . −a1
. . . 0 −an−2

1 −an−1

, B = (bij)n×n.

(a) 若 AB = BA, 求 B. (b) 求 dim{X | AX = XA}.
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1. (5 分 ×7 空 = 35 分) 填空题.

(1) R2×2 上的线性变换 A (X) =

0 0

1 0

XT , A 在 E11, E12, E21, E22 下的矩阵为 , A 的最小多项

式 dA (x) = , E11 生成的 A 循环子空间维数为 .

(2) 在 R2×2 上定义内积 (X,Y ) = trXT

1 1

1 2

Y , E11, E12, E21, E22 下的 Gram 方阵为 , V 中与

E11, E22, E11 + E21 都正交的单位向量有 . 当且仅当 B ∈ R2×2 满足 时, B(x) = Bx 是正交变换.

(3) 设实内积空间 V = {a+ bx+ cx2 | a, b, c ∈ R} 的内积 (f, g) =

ˆ 1

−1

fgdx, V 上的线性变换 A : f(x) 7→

f(x+ 1) 的伴随变换 A ∗ 在 1, x, x2 下矩阵表示为 .

2. (7 分 ×3 = 21 分) 判断题.

(1) A ∈ L(V ), U1, U2 为 A -循环子空间, 则 U1 ∩ U2 也是 A -循环子空间.

(2) A ∈ L(V ), 对于任意 A -不变子空间 U1, 存在 A -不变子空间 U2, 使 V = U1 ⊕ U2.

(3) A ,B 为实内积空间 V 上的规范变换, 则 A B 也是 V 上的规范变换.

3. (44 分) 解答题.

(1) (10 分) A ∈ L(V ), A 2017 = A . 证明: Im A ⊕ ker A .

(2) (10 分) 证明: 在 R2×2 上, f(X,Y ) = tr(XT

1 1

1 2

Y ) 是内积.

(3) (10 分) 证明: 对实内积空间 V 的任意有限维子空间 U , (U⊥)⊥ = U .

(4) (14 分) 在 R3 上, A (x) = Ax, A =
1

3


2 2 −1

2 −1 2

1 −2 −2

.

(a) 证明: A 正交, 且为旋转.

(b) 求 A 转轴方向和旋转角度.
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1. (10 分) 求


x x2 x3

x2 x4 x6

x3 x6 x9

 ∈ R[x]3×3 的模相抵标准型.

2. (15 分) 设复方阵 A 满足 dA(x) = φA(x) = (x− x3)6, 求 B = A4 的特征多项式、最小多项式和初等因子组.

3. (15 分) 设 P = Jn(1) 是 n 阶 Jordan 块, 求 Cn×n 上的线性变换 A(X) = P−1XP 的所有特征值及其对应

的特征子空间.

4. (15 分) 设 n 阶复方阵 A 每行、每列都恰有一个非零元素. 证明: 存在可逆复方阵 P , 使得 P−1AP 是对角

阵.

5. (15 分) 证明或否定: 对于任意可逆实方阵 A, 存在实方阵 B, 使得 A = B3.

6. (15 分) 设 D : f(x) 7→ f ′(x) 是实线性空间 V = R[x] 上的微分变换, U 是 D-不变子空间. 证明: 若 U 6= V ,

则存在 α ∈ V , 使得 U = {f(D)α | f ∈ V }.

7. (15 分) 设 V 是 F 上的线性空间, A ∈ L(V ), f, g ∈ F [x] 互素. 证明: ker f(A)g(A) = ker f(A)⊕ ker g(A).


