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1 内容补充

本次内容补充主要是第二周课堂知识的进一步讨论，没有什么升级的
东西，所以放在前面

1.1 Theorem (【2】定理 1.9)

设 X1, X2, · · · i.i.d. ∼ X,µ4 = E(X − EX)4 存在有限, 记 E(X) = µ ，
Var(X) = σ2, 若函数 h(x) 的四阶导数存在且有界, 则有

E
[
h
(
X̄n

)]
=h(µ) +

1

2n
h′′(µ)σ2 +O

(
n−2

)
Var

[
h
(
X̄n

)]
=
1

n
[h′(µ)]

2
σ2 +

1

2n2

{
h′(µ)h′′(µ)µ3 + [h′′(µ)]

2
σ4

+h′(µ)h′′′(µ)σ4
}
+O

(
n−3

)
评注：首先是这个定理，不太容易记住，对吧？我的建议是：与其记住

这个定理的条件与结论，不如记住它的思想方法与推导过程。
其大致的证明过程就是：对 h(x) 在 x = EX 处进行带 Lagrange 余

项类型的 Taylor 展开，然后利用余项有界就可以了。那怎么保证余项有界
呢？一种自然的充分条件就是导数有界与四阶中心矩有界。所以请一定要掌
握其中的方法与思想。即使忘记了它的结果的具体形式，自己推导一遍，也
是花不了太多时间的。这比死记硬背条件与结果要有意义（当然，假如你记
忆力很强，就当我没说）。
另外，既然对于一元函数可以 Taylor 展开，自然可以对于多元函数进

行 Taylor 展开，这就是本次的 10.4 题。
还有，这个命题与 Delta 方法、Slutsky 定理、CLT、(S)LLN，都可以

说是最最 fundamental 的结论与方法。这一点也请留意一下。
另外，请思考一下：这个命题与 DELTA 方法的本质是什么？就是

Taylor展开，对吧？那 Taylor展开的本质是什么？多项式逼近光滑函数，对
吧？所以，从这个角度来看，就能理解为什么这些定理或者理论会这样发
展了。因为我们不仅想估计随机变量 X 的期望、方差、极限分布/近似分
布，还想估计 f(X) 的。但是我们一般只知道 X 的矩的信息，那么就知道
了 P (X) 的信息 (P 为多项式)，所以自然就会用 Taylor 展开去寻找 f(x)

的相关信息。
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1.2 Theorem(【0】定理 3.2.2,【2】定理 2.10)

设 X1, X2, · · · i.i.d. ∼ X, 总体 X 的 α2k 有限。记 θ⃗ = (θ1, · · · , θd)T ,
其中 θi = gi (α1, · · · , αk), 若 gi 关于 αj 有连续偏导数, i = 1, · · · , d,
j = 1, · · · , s, 则对 θ⃗ 的矩估计 θ⃗MOM = (g1(α̂), · · · , gd(α̂))

T , 其中 α̂ =

(α̂1, · · · , α̂k)
T , 有

√
n
(
ˆ⃗
θMOM − θ⃗

)
L−→ Nd

(−→
0 , GΣGT

)
其中 G =

(
∂gi
∂αj

)
d×k

,Σ 是 k × k 阶矩阵, 其 (i, j) 元素为 αi+j − αiαj .
评注：这个定理的证明过程群文件已经发出来了，大致思路就是多元

CLT+ 多元 Delta 方法，其实这在第一次习题课讲义的补充里面都有例子：
求 (X̄n − µ, S2

n − σ2) 的极限分布.
那么该如何记这个结果呢？可以这么来看：
首先，看协方差的表示形式 GΣGT，这种矩阵相合形式在概率里面哪

里经常出现呢？
Proposition：设 X ∈ Rp 为随机向量，Cov(X) = Σ 为协方差矩阵，

A ∈ Rm×p 为实矩阵，则 Cov(AX) = AΣAT .
命题的证明此处就省略了，就是根据定义来写的。（另外，剧透一下：这

个命题在兰老师下学期的回归分析的课程里面会用得特别多。）
那么为什么这个命题与这里的协方差矩阵长得这么相似呢？
前面说过，Delta方法的本质就是 Taylor展开，Taylor的本质就是多项

式逼近，而这里只需要线性（一次）逼近，所以就用相当于微分映射 dg 来代
替 g，而微分映射 dg 的具体表示就是 Jacboi 矩阵 G，所以决定 g(X) 极限
分布协方差的自然就是 G 与 Σ 了。而 Σ = Cov(Y )，Y = (X,X2, · · · , Xk)，
Cov(Xi, Xj) = αi+j − αiαj。
所以这么来看，就比较容易记住这个命题了。

1.3 【例 5.5.23】

设随机变量 X 的期望为 EµX = µ ̸= 0, 令 g(µ) = 1
µ

, 请给出 g(µ) 的一
个矩估计, 并给出其期望和方差的近似估计。
评注：这个题有不少同学都有一些疑惑，12/14 课后有些同学与兰老师

讨论了一下。
首先，这里的条件肯定是不够的。所以需要加一些条件。



2 第 2 次作业 3

其次，我们的估计量有两种选法，一种是 n∑
Xi
，一种是 1

n

∑
1
Xi
，也就

是调和平均与倒数的算术平均，二者也有确定的大小关系，那哪个更好呢？
前者。有以下几条原因：

1. 前者相比后者更“容易”收敛。不妨假设 X > 0 a.s. 成立，那么，假
如有 1 一个样本 Xi = x 比较接近 0，此时 1

n

∑
1
Xi
就容易爆炸（意思是，

数值会变得异常大），但是 n∑
Xi
不会，因为有前面的样本“撑着”的。

2. 即使假设一些条件，比如说 P (X > ϵ) = 1− δ，则在 1− δ 的概率下，
我们可以对 n∑

Xi
与 1

n

∑
1
Xi
使用有界收敛定理，它们的期望与方差都会收

敛，收敛序列必定有界，所以它们的期望与方差是有界的。但是后者的期望
是 E 1

X
，这个量很难说就是 1/EX，而且由柯西不等式 E 1

X
EX ≥ 1，所以

E 1
X
一般都会更大。
综上，假设 P (X > ϵ) = 1 − δ 成立（ϵ > 0, 0 < δ < 1），那么在 1− δ

概率下，我们是可以使用 Taylor 展开对估计量 n∑
Xi
进行均值与方差的估

计的。
另外，不要觉得形如“在 1− δ 概率下”的命题很奇怪，实际上，在很

多统计与机器学习的著作与文章里面，是经常会出现形如"With probability
at least 1− δ, the following statement holds" 的论述的，比如很多算法的理
论分析里面，就会加这么一句话作为大前提。

2 第 2 次作业

10.1

X1, · · · , Xn 是抽自概率密度函数为

f(x | θ) = 1

2
(1 + θx),−1 < x < 1,−1 < θ < 1

的总体的随机样本. 求 θ 的一个相合估计量，证明其相合性，并讨论其极限
方差与渐近方差.

解答：

考虑一阶矩估计（期望）:

EX =

∫
xf(x|θ)dx =

∫ 1

−1

1

2
(1 + θx)xdx =

θ

3
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因此，考虑估计量 Y = 3X̄，由（强/弱）大数律可得 Y 的（强/弱）相合性.
为求其极限方差，先求 X 的方差

EX2 =

∫
x2f(x|θ)dx =

∫ 1

−1

1

2
(1+θx)x2dx = 1/3 =⇒ V ar(X) = 1/3−θ2/9

所以
V ar(Y ) =

9

n
V ar(X) =

1

n
(3− θ2)

故 Y 的极限方差为 3− θ2.
注意 Y 的渐近正态性可由 CLT 导出，故其渐近方差与极限方差相同.
注：极限方差与渐进方差在相差一个常数因子意义下是唯一的. 例如，将定
义中 kn 的取成 2kn，渐近方差与极限方差就会差一个常数因子.
批改反馈：有些同学把“极限方差”把“相合估计”的定义弄错了。

10.4

令随机变量 Y1, · · · , Yn满足 Yi = βXi+ϵi, i = 1, · · · , n,其中X1, · · · , Xn

为独立 N (µ, τ 2) 随机变量, ϵ1, · · · , ϵn 为 i.i.d. 的 N (0, σ2) 的, 且各个 X 与
各个 ϵ 独立. 精确的方差计算很困难, 因而我们可以采取近似的方法. 求出
下列各量的近似均值和方差并用 µ, τ 2 和 σ2 表示:
(a)

∑
XiYi/

∑
X2

i . (b)
∑

Yi/
∑

Xi. (c)
∑

(Yi/Xi) /n.

解法 1：

首先，以下三问均应该把 Y 用 X 与 ϵ 表示出来.
(a) Z = β +W,W =

∑n
i=1 ϵiXi/

∑n
i=1 X

2
i = ϵX/X2

(b) Z = β +W,W =
∑n

i=1 ϵi/
∑n

i=1 Xi = ϵ̄/X̄

(c) Z = β + ϵ/X.

故 (c) 中的 Z 为独立和的平均，容易算，先算 (c)：注意 ϵ 与 X 的独立性，
所以，EZ = β.
V ar(Z) = 1

n
V ar(ϵ/X) = 1

n
E(ϵ2/X2) = 1

n
E(ϵ2)E 1

X2 = σ2

n
E 1

X2 .
将正态分布密度函数带入可知，E 1

X2 = ∞.
故 V ar(Z) = ∞.
(a)(b)中的 W 均为 x/y 的形式，所以考虑二元函数 h(x, y) = x

y
在 (x, y) =
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(x0, y0) 处 Taylor 展开;

h(x, y) =h(x0, y0) + (x− x0)hx(x0, y0) + (y − y0)hy(x0, y0)+

1

2
[(x− x0)

2hxx(x0, y0) + (y − y0)
2hyy(x0, y0) + 2(x− x0)(y − y0)hxy(x0, y0)] +O(r3)

=
x0

y0
+

x− x0

y0
− (y − y0)x0

y20
+

(y − y0)
2x0

y30
− (x− x0)(y − y0)

y20
+O(r3),

其中，r =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2.
对于 (a):
(x0, y0) = (E[ϵX], E[X2]) = (0, µ2+ τ2) =⇒ h(x, y) = x

y0
− x(y−y0)

y2
0

+O(r3)

所以，E(W ) = 0 =⇒ EZ = β.

EW 2 ≈ E[
x

y0
− x(y − y0)

y20
]2

= E[ϵX(
2

y0
− X2

y20
)]2

≈ E[
ϵX

y0
]2(这里实在太难算了，所以把二阶项也忽略了)

=
E(

∑n
i=1 ϵiXi)

2

n2y20

=
1

n2y20
(
∑
i

Eϵ2iX
2
i + 2

∑
i<j

EϵiXiϵjXj)

=
1

n2y20
(nσ2y20 + 2

∑
i<j

EϵiEXiEϵjEXj)

=
σ2

n
.

所以，V ar(Z) = V ar(W ) = EW 2 = σ2

n

对于 (b):
(x0, y0) = (E[ϵ], E[X]) = (0, µ) =⇒ h(x, y) = x

y0
− x(y−y0)

y2
0

+O(r3)

所以，E(W ) = 0 =⇒ EZ = β.
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EW 2 ≈ E[
x

y0
− x(y − y0)

y20
]2

= E[ϵ(
2

y0
− X

y20
)]2

= Eϵ2 · E(
2

y0
− X

y20
)2

=
σ2

n
· E(

2

µ
− X

µ2
)2

=
σ2

n
· EX̄2

µ2

=
σ2

n
(1 +

τ 2

nµ2
)

所以，V ar(Z) = V ar(W ) = σ2

n
(1 + τ2

nµ2 ).
评注 1: 关于三个小问的期望，都是可以严格证明等于 β（后面会证），

关于方差，(c) 可以严格证明为无穷大（证明），因此，就不需要用 Taylor
展开估计了，主要是 (a),(b) 两问的方差估计可以有方法。
评注 2：这题有不少伪证，比如最常见的伪证就是

E(X/Y ) = EX/EY �V ar(X/Y ) = V ar(X)/V ar(Y ),

注意期望算子只有对于独立的随机变量才有 EXY = EXEY , 而方差算子
则根本没有这个性质，所以请不要乱写证明！
虽然这道题是让你估计，但是不能天马行空、为所欲为地乱估计，总要

有一些理由，好吧？
不过，还是有些同学给出了除了上述做法以外比较好的解法的，针对

(a) 问，写一下。

解法 2

注意 EW =
∑n

i=1 E[ϵiXi/
∑n

i=1 X
2
i ]，又由于每个 ϵi均与所有的X1, · · · , Xn

独立，因此 EW =
∑n

i=1 E[ϵi]E[Xi/
∑n

i=1 X
2
i ] = 0.

所以 V ar(W ) = EW 2 = E[(
∑n

i=1 ϵiXi/
∑n

i=1 X
2
i )

2] = E[
∑n

i=1 ϵ
2
iX

2
i /S(X)2+∑n

i=1 ϵiϵjXiXj/S(X)2] =
∑n

i=1 E[ϵ2iX
2
i /S(X)2]+

∑
i ̸=j E[ϵiϵjXiXj/S(X)2] =∑n

i=1 E[ϵ2i ]E[X2
i /S(X)2] = σ2E[1/S(X)]，其中 S(X) =

∑n
i=1 X

2
i . 严格来

说，S(X) 服从为非中心化的卡方分布，先考虑 µ = 0，即中心化卡方分布
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的情形，注意到卡方分布的 p.d.f 的 kernel 为 xn/2−1 exp−x/2，由伽马函
数的性质可知，只要 n > 2，那么 E[1/S(X)] 就是存在的，所以就可以对它
进行 taylor 展开然后估计。(注意，这也说明了，为什么 (c) 的方差是无穷
大，但是 (a)(b) 的方差不会是无穷大！！！)
所以此时就可以套用定理 1.9了，该怎么用呢？1/x的四阶导数不是无界吗？
那怎么办呢？注意在本讲义的 Section 1.3 里面已经讨论这个问题了，先假
设 P(S(X) > ϵ) = 1− δ，那么在概率 1− δ 下，可以使用定理 1.9，所以

E(
1

S(X)/n
) =

1

EX2
1

+
V ar(X2

1 )

n(EX2
1 )

3
+O(

1

n2
) =⇒

E(
1

S(X)
) =

1

n(µ2 + τ 2)
+

4µ2τ2 + 2τ 4

n2(µ2 + τ 2)3
+O(

1

n3
)

所以在概率 1− δ 下，

V ar(Z) = V ar(W ) = σ2

[
1

n(µ2 + τ 2)
+

4µ2τ2 + 2τ 4

n2(µ2 + τ 2)3

]
+O(

1

n3
)

另外，再注意到由于 S(X)是卡方分布，所以我们的假设 P(S(X) > ϵ) = 1−δ

中，δ 可以任意接近 0（相应的 ϵ 也会比较接近 0，但是始终是固定的正数）
. 因此我们严格的证明了下述结论：
Proposition: 对于任意的 δ > 0，在概率 1− δ 下，下述估计成立：

V ar(Z) = σ2

[
1

n(µ2 + τ 2)
+

4µ2τ 2 + 2τ 4

n2(µ2 + τ 2)3

]
+O(

1

n3
).

注：表述“对于任意的 δ > 0，在概率 1− δ 下”与在"Almost surely,..." 意
义下，前者要比后者“弱”那么一点点。但是都是表述“一个命题很大概率
意义上成立”的表述方法.

解法 3

也有用 CLT 方法、考虑极限分布来估计的，但是这个显然没有上面的
估计精确，而且也不太严谨，所以这里就不写了。

[0]3.1

设 X1, · · · , Xn i.i.d. ∼ N (a, σ2),样本方差 S2 =
∑n

i=1

(
Xi − X̄

)2
/(n−

1) 是 σ2 的无偏估计. 证明：S2 是 σ2 的强相合估计和均方相合估计，并讨
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论其渐近正态性.

解法一：

这道题完全可以放进第一次作业里面，强相合性、渐进正态性，在第一
次作业解答及补充.pdf 里面已经写过证明了，此处不再赘述.
至于均方相合性，注意到 S2 是无偏的，所以要证 MSE 收敛，只需要算方
差就行了。
样本方差的方差计算是一个经典的繁琐计算，具体过程可参考一篇知乎帖
子：https://zhuanlan.zhihu.com/p/268376613.
E(S − σ)2 = Var (S2) = ν4

n
− n−3

n(n−1)
σ4 = σ4

n
(3− n−3

n−1
) → 0，当n → ∞.

值得注意是，这里用到了正态的四阶中心矩是方差的平方的 3 倍 这一条性
质，假如不是 3 倍而是 1 倍，那么就不一定有均方收敛性了。

解法二：

由于学过矩估计的强相合性与渐进正态性，而 S2 = n
n−1

(α̂2 − α̂1
2) 是

样本一阶矩与二阶矩的函数，并且也是总体方差的无偏估计，所以由第二节
PPT 第 6、7 页的性质，则可以得知 S2 的强相合性与渐近正态性成立.
至于渐近方差的计算，用 GΣGT 来算即可.
Σ = (αi+j − αiαj)2×2

注意到，当我们用 (Xi − a) 代替 Xi 时，S2 的形式完全不变，故不妨设
a = 0，因此上面的 αi 可以看成中心矩.
而梯度 G = (0, 1)，当 n → ∞ 时.
GΣGT = µ4 − µ2

2 = 2σ4.

评注：

总体来说，这两种解法的本质是相同的，只是用课堂上讲过的定理可以
简化一些证明与计算.
批改反馈：有些同学没有利用这里的平移技巧，所以算出来的方差很大一堆
没有化简，实际上是可以用中心矩化简的。


	内容补充
	Theorem (【2】定理1.9)
	Theorem(【0】定理3.2.2,【2】定理2.10)
	【例5.5.23】

	第2次作业

