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习题 10-3

X1, · · · , Xn 是抽自总体 N(θ, θ) 的随机样本, 其中 θ > 0.
(a) 证明 θ 的 MLE, 即 θ̂ 是二次方程 θ2 + θ − W = 0 的一个根, 其中
W = 1

n

∑n
i=1 X

2
i , 并确定哪个根是 MLE.

(b) 用 10.1.3 节中的技术求 θ̂ 的近似方差，并讨论其渐进正态性.

解答（思路）

(a) 设 l(θ) 为对数似然函数，令 l′(θ) = 0，整理可得 θ2 + θ −W = 0.
而 MLE 是 l(θ) 的最大值点，故还应满足 l′′(θ) < 0，所以 MLE 为二次方
程较大的根 −1+

√
1+4W
2

.
(b) 直接用定理 10.1.12，但是一定要验证条件 A1-A6(至于此处，可以

说“正态分布是指数族”)。总体的 Fisher 信息量 I(θ) = 2θ+1
2θ2 .

所以
√
n[(θ̂)− (θ)]

L→ N(0, v(θ))，其中 v(θ) = 1
I(θ)

= 2θ2

2θ+1
.

所以 θ̂ 的近似方差为 2θ2

n(2θ+1)
.

[0] 习题 3-5

设总体 X 服从均匀分布 U(0, 2θ), 令 X1, · · · , Xn 为从总体 X 中抽取
的简单样本,
(1) 证明 θ̂1 = X̄ 和 θ̂2 = (n+ 1)X(n)/(2n) 为 θ 的无偏估计.
(2) 证明 θ̂1 为 θ 的强相合估计, θ∗2 = X(n)/2 为 θ 的弱相合估计.
(3) 求 θ̂1 和 θ̂2 的方差, 问哪一个更有效?
(4) 求 θ̂1 关于 θ̂2 的 ARE.

解答（思路）

(1) 对于 θ̂1，显然. 对于 θ̂2，注意次序统计量 X(n) 密度函数为 ntn−1

(2θ)n

即可.
(2) 对于 θ̂1，由 SLLN，显然. 对于 θ⋆2，注意：依概率收敛于常数 ⇐⇒ 依
分布收敛于常数 ⇐⇒ θ⋆2 的分布函数弱收敛于 θ 的分布函数.
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而 P (θ⋆2 ≤ t) = 1(t < θ)(t/θ)n + 1(t ≥ θ)，当 n → ∞ 时，点点收敛于
1(t ≥ θ)，即 θ 的分布函数.
(3)V ar(θ̂1) =

V ar(X)
n

= θ2

3n
. 由 X(n) 密度函数可得 V ar(θ̂2) =

θ2

n(n+2)
. 所以

θ̂2 更有效.
(4) 在进入正式讨论之前，先注意以下几个事实：
(a)θ̂2 的渐近正态性不能用定理 10.1.12，因为均匀分布的密度函数的支撑集
与 θ 有关，不满足条件 A3.
(b)

√
n(θ̂2 − θ)

L2

→ 0. 因为
√
n(θ̂2 − θ) 的二阶矩收敛于 0. 由 L2 收敛可得依

分布收敛，所以可以看成
√
n(θ̂2 − θ)

L→ N(0, 0).
(c)课件 2的 13页的例 2.4有如下命题：设 X1, · · · , Xn i.i.d. ∼ U(0, θ), θ >

0, 则 θ̂MLE = X(n), 满足 n
(
θ −X(n)

) L−→ Exp (θ−1), i.e. θ̂MLE 的渐近分布
为指数分布。（证明过程也不麻烦，算出分布函数，再求极限即可.）
(d) 当 X(n) → 2θ 时，θ̂2 → n+1

n
θ > θ. 因此，n

(
θ − θ̂2

)
L−→ Exp(...) 不成

立！
(e) 但是，由 (c)，我们仍然可知，n

(
2θ −X(n)

) L−→ Exp ((2θ)−1).
而 θ − θ̂2 = 1

2
[2θ − n+1

n
X(n)] =

n+1
2n

[ 2nθ
n+1

−X(n)] =
n+1
2n

[2θ −X(n) − 2θ
n+1

] =
n+1
2n

[2θ −X(n)]− θ
n

.
所以 kn(θ − θ̂2) = Zn − 2nθ

n+1
. 其中 kn = 2n2

n+1
，Zn = n(2θ − X(n))

L−→
Exp((2θ)−1).
所以 n → ∞ 时，kn(θ − θ̂2) 极限分布为“均值为 2θ 的指数分布再向左平
移 2θ 的分布”，也即，均值为 0、方差为 4θ2 的“指数分布”.
下面回到原题:
由于课件上给的 ARE 的定义是在正态分布下的，所以根据命题 (b)，

ARE=0.（此时，kn =
√
n.）

假如不在正态分布下考虑，还可以在 kn = 2n2

n+1
下考虑，显然，此时对于 θ̂1，

所以由 CLT可知 kn(θ̂1−θ)依概率发散到无穷，即 ∀M ∈ R+, P(kn(θ̂1−θ) ≤
M) → 0.
但是对于取值为无穷的随机变量，方差无法定义.
综上，我们还是认为 ARE=0.

注记 1：为什么“ARE=0”这个结论是合理的呢？这就要涉及到 ARE
背后的统计意义。总的来说，我们可以有如下判断标准：
ARE∈ (0,∞) ⇐⇒，两个估计量是“同阶”的，差不了太多.
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ARE=0 ⇐⇒ 前者比后者“弱”.
ARE=∞ ⇐⇒ 前者比后者“强”.
这里“强”、“弱”、“同阶”的概念就类似初学微积分的时候遇见的“高
阶”、“低阶”、“同阶”的“无穷大（小）量”.
那这里的强弱的含义又是什么呢？其实就是收敛速度. 简单的说，我们可以
这样定义一个估计量的收敛速度：若 kn(θ̂ − θ) → D, D 为某个分布，则可
以认为 θ̂ 的收敛速度为 O(1/kn).
而具有渐近相合正态性（CAN）这一类统计量，收敛速度几乎都是 O(1/

√
n).

所以 ARE 的狭义定义就是在同阶的收敛速度下，比较哪个收敛得更快，越
快的，方差自然越小（因为常数的方差为 0），所以我们说它的效率更高.
虽然，对于不同阶的收敛速度，ARE的概念自然也适用，不过此时 ARE就
只能取 0 或 ∞，就不是一个非常精确的量了。
比如，这里的 θ̂1 的收敛速度为 O(1/

√
n)，但是 θ̂2 的收敛速度为 O(1/n)，

显然后者更强，所以在实际的估计中，后者更加有用。
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