
抽屉原理  

第一种说法  

将n个物品放入n-1个抽屉中，必然有一个抽屉中存在两个物品

一些题目  

在边长为1的正方形中任取五点，则其中存在两点，他们的距离小于

从1到200的所有整数中任取k个数，则k个整数中至少有一对数，其中一个数整除另一个数，k最小是多少？

101，取完100个奇数
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反问题 ：从1到200最多可以取多少个数，使得两两互不整除？100个数，101-200

抽屉原理的其他形式  

将n个物品放入n个抽屉中，若没有抽屉包含两个及及以上物品，则每个抽屉中恰好有一个物品

中国剩余定理  

考虑a，b互素的正整数，对于 ，存在正整数S，使得

S = x mod a 且 S = y mod b，  共 ab 个数
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引理  

抽屉原理的一般形式  

考虑 n 个实数  设其平均值为  ,则  中存在一个数 使得

af://n55
af://n71


强形式  

m个物品放入n个抽屉中，存在一个抽屉有至少 个物品

例子  

大小圆盘分为200个小扇形，其中100个为红色，100个为蓝色，一定存在一个位置使得大小圆盘在至少一百

个扇形区域同色

Erdos-Szekeres定理  

个实数  构成的数列中必然有一个长为 n+1的递增子序列，或必然有一个长为n+1 的递

减子序列

反问题 ：对于  个数，是否可以构造一个数列使得其中没有长为n+1的递减或递增子序列
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数论  

裴蜀公式  
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整除的相关性质  

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 
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最大公约数的性质  

1. 裴蜀定理

2. 有

特别的：1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 辗转相除

素数的相关性质  

Def  

一个正整数a是素数，
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素数的性质  

1. 素数是否有无穷多个？

1. 

特别的，对于素数p，

3. 算术基本定理

算术基本定理  

对于任何一个整数n，都可以唯一地分解为如下形式

 ，其中  为素数，
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同余的基本性质  

一次同余方程  

求解 
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求解中国剩余定理  

求出一个x，使得 

其中  均成立

欧拉定理与费马小定理  
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欧拉函数  

 中与n互素的整数个数

如果

计算欧拉函数  

对于

有
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RSA  

1. p,q两个素数，

2. 取e与  互素
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3. 计算

加密：

解密：

群论  

定义  

对于非空集合G， 是G上的乘法运算，有

1. 封闭

2. 结合律  

3. 单位元  

4. 可逆  

则称<G, >为一个群

若满足1，2，则称<G, >为半群

af://n334
af://n335


若满足1，2，3，则称<G, >为带1半群

若在群G中，对 ，有 ，则称<G, >为交换群

例子  

 ( ：模m的余数的集合）

性质  

1. 消去律：

2. 线性方程唯一解：

3. 单位元及逆元的唯一性

4. 

有限群的阶  

在群 中，G是有限集合，则称群G是有限群，其阶数为

结论(作业) : 若群  的阶  为素数，则G是循环群，且生成元是除了1以外的每一个元素

元素的阶  

在有限群  中， 是满足  的最小正整数，则称a是n阶的。
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子群  

定义  

对于群 ，若H是G的子集，且H本身是群，则有  是G的子群

陪集分解  

，其中群 ， 子群

推论1：当G为有限集时 为整数

推论2：
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商群  

对于任意可交换群G，G的任意子群H，有G\H={  } 构成群，称作G模H的商群

补充 代表元

 定义商群在

循环群  

群G，  考虑由a生成的群{ }

是G的子群（满足子群定义），称  是循环子群

若 ，则称G是一个循环子群，并且称a是G的一个生成元

例子  

对于  { 0, 1,  m-1}   a为生成元

所以  的生成元有 个

tips  

无限循环群的生成元只有

n阶有限循环群的生成元有 个

群同构  

af://n408
af://n412
af://n416
af://n420
af://n424


Def  

对于  一一映射 

则称群 是同构的

推论  

1. 无限循环群同构于

2. 任意m阶有限循环群，同构于

3. 任何群G都同构于一个置换群

置换群  

定义  

n元集合S=[n]={1, 2, 3,.....,n} 到自身的一一对应构成的群叫做S上的n元对称群，其阶数为n！，

它的每个子群叫做S上的置换群

群作用与轨道公式  
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群作用的定义  

任意群G，任意集合 ，群G在集合 上的作用

G为n元置换群， 为n元集合

满足的条件  

1. 

2. 

固定子群  

 是G的子群

轨道  

轨道公式  

对于有限群G，在集合 上的作用，对于

环  

定义  

在具有两个二元运算  的集合R中，如果

1. <R, + >是交换群，+幺元，记作

2. <R， >是带1半群， 幺元，记住

3. 分配律：

有
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则称  为环

域  

若同时满足乘法可交换，也即  构成交换群  域

环上性质  

1. 

2.  是  在加法下的逆，  在加法下的逆）

3. 

整环  

额外满足以下条件

1. 乘法可交换

2. 

平凡环  

对于 ，称R为理想环，此时加法幺元等于乘法幺元等于

其他的环均为非平凡环，必然有

tips  

1. 环一定是整环

2. 整环不一定是域，但有限整环一定是域

理想  

环R，对于集合  , 满足

1. 

2. 

则称  是R的一个理想
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例子:  中的所有偶数

 中所有k的倍数

性质： 是  的子群

tips ：若  和  是环 R 的理想

其中   均为R的理想

主理想  

对于交换环R，任取一个元素a，  是R的一个理想，并称其为主理想

tips  由单位生成的理想是R，有单位a，任意元素b生成的理想与  生成的理想相同

主理想环  

如果一个整环中的所有理想都是主理想，则称其为主理想整环，记为PID

例子：  是主理想环

proof：  中存在最小的非零正整数a，

(可以做带余除法的环) 

单位  

对于含幺交换环R，  被称作R中的单位，如果

由单位生成的理想（主理想），一定是R。
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素元  

 是素元（p不是单位），则有

不可约元  

 是不可约元（a不是单位），则若  , 则b或c为单位

素理想  

tips  由素元生成的理想是素理想

极大理想  

 是极大理想，如果  ，且如果存在理想 ，st.  ，则

tips  由不可约元生成的理想是极大理想

若  是极大理想，则  加上任何一个不在其中的元素生成的理想后是理想，且为R

一些结论  

对于R为含幺交换整环，对于任意 a ∈ R 且 a ̸= 0，令 (a) 表示由 a 生成的理想。

a 是素元当且仅当 (a) 是素理想。

若 R 是主理想整环，则 a 是不可约元当且仅当 (a) 是极大理想。

若 R 是主理想整环，则 R 中的极大理想必是素理想，进而 R 中 的不可约元必是素元。
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