


第一次作业 2.28 解答 

1. 下面的集合 A和集合 B是否相等？ 

（3）   

解：根据集合相等的定义，A中的元素都是 B中的元素，而且 B中的元素都是 A中的元

素，所以 A=B 

【错误情况】这道题有些同学认为 B不符合互异性，所以认为 B不是一个集合。 

 

2. 已知  

证明：  

而 B C,  则 x∈C 

同时，由于  

   

  【错误情况】不证明“真包含”，只证明包含就打止 

 

3.    下面的等式是否成立？ 

（1）    ‐>  不成立 

（2）      ‐>  不成立 

（3）    ‐>  不成立 

（4）    ‐>成立 

（5）      ‐>不成立 

（6）    ‐>  不成立 

 

4.  下列命题是否成立？ 

（1）  如果  

（2）   

（3）   

 

6.  证明下列命题 

（2）   
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证明：  

     

     

 

7.  用归纳法定义如下集合 

（1）十进制无符号整数，它应该包括 4, 167, 0012 等。 

解：设上题所求集合为 E 

1. （基础语句）令 。 

2. （归纳语句）如果 。 

3. （终结语句）一个数 ，当且仅当它是有限次使用 1、2 得到的。 

【错误情况】n+1，10x+a，等等做法不能得到前面有 0 的数 
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P41 3,7 上交作业参考答案

1 证明

(1)若 a|b ， a > 0 , 则 （a，b）= a ；

|a b
∴ ∃ ∈
∴

∵
解 法 一 ：

　 　 　

k Z， 使 得  b = ka;

(a,b) = (a, ka) = a(1,k) = a

得 证

| |

( , ) | | ( )

a b a a
a a b

a b a a

∴

≤

∴ ≤ ≤

∵
解 法 二 ：

　 ， 　

　 是 和 的 公 约 数

由 最 大 公 约 数 定 义 知  a   ( a , b )

又  a  >  0  

正 数 的 因 子 最 大 为 本 身

综 上 ， （ a , b )  =  a ,得 证 。

(2)（ (a , b ) , b ) = ( a , b )
解法很多，一是利用前一问结论

解法一：

易知（a,b）> 0,且 b（a,b）|

所以由(1)知，(（a,b）,b) = （a,b）

得证
二是利用 将 b 用（a ，b）表示
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∈
∴

证明：

令  = c,（a,b）

易知 b,所以b = kc , k Z（a,b）|

(（a,b）,b) = （c,kc） 

             = c(1,k)=c=(a,b) 得证！

2 （1）证明对所有的 n > 0 , 有 （n ， n+1）= 1 成立。

解法也很多，最简单最经典的有辗转相除求最大公约数法。

解法一：

∴ 0 0 1

证明：

n+1 = n * 1 + 1;

n   = 1 * n 

 (n+1,n) = 1(其中a=n+1,b=n,q =1,r =1,q =n)

得证!

以及利用 mx + ny 集合

解二：
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S y x y Z
x y

y = 1

∈

∴ ≤

∴

证明：

(n,n+1) 是

集合  = {nx+(n+1) | ， }中的最小正整数

令  = -1 ，  = 1

则nx+(n+1)

(n,n+1) 　1

又易知(n,n+1) > 0

(n,n+1) = 1 得证！
3 求得 x 和 y 使得 314x + 159 y = 1
此题，按理应是求整数 x，y，但未说明，所以非整数 x，y 的也没算错。求整数 x，y 可用

辗转相除法
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(314,159) |1∴∵解：　 　方程有解

由辗转相除法可求：

314 = 159 * 1  + 155

159 = 155 * 1  + 4

155 = 4   * 38 + 3

4   = 3   * 1  + 1

3   = 1   * 3

反推，有

1 = 4 - 3 * 1 = 4 - （155 - 4 * 38）* 1

  = 4 * 39 - 155 = (159 - 155 * 1）* 39 - 1

∴

55

  = 159 * 39 -155 * 40

  = 159 * 39 -（314 - 159 *1）* 40

  = 159 * 79 - 314 * 40

 x = -40 , y = 79

部分同学 前面算对了，但是，最后 x 和 y 的值写成 x = 79 y = -40，还有部分同学干脆算错

了。

5 证明：若对于某个 m 有 10|（3m +1），则对所有的 n ＞ ０ ，有 10｜（3m+4*n + 1）
证明，大概分为两种思路

一是利用二次展开式
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4*

4* 4*

4* 2*

4* 2*

4*

0

4*

1

1 *3 1

1)*3 3 1

1)*3 9 1
1)*3 (10 1) 1

1)*3 10 * 1 *C(2*n,i) 1

1)*3 10 * 1 *C(2*n,i) - 1 1

i

i

n

n n

n n

n n

n

i

n

i

=

=

+ +

+ − +

+ − +

+ − − +

= + − − +

= + − − +

=

∑

∑

m+4*n m

m

m

m

2*n
m 2*n-i

2*n
m 2*n-i

解：　

3 = 3

= (3

=(3

=(3

(3 （ ） 　

（二项式展开所得，Ｃ(n,m)表示组合数）

(3 （ ）

4*

1

4*

1

1)*3 10 * 1 *C(2*n,i)

1) 10 | 1)*3

10 * 1 *C(2*n,i)

10 | 1

i

i

n

i
n

i

=

=

+ − −

+ ∴ +

−

∴ +

∑

∑

2*n
m 2*n-i

m m

2*n
2*n-i

m+4*n

(3 （ ）

由题意知10|(3 ， (3

且易知减号后部10| （ ）

（3 ），得证。
二是利用同余式求
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n

1(mod10)

1(mod10)

1)

( 1)(mod10)

( 1)(mod10)

10 | 1

1 mod10

≡

∴ ≡

+

∴ ≡ −

∴ ≡ −

∴ +

≡

∵

∵

4

4*n

m

m

m+4*n

m+4*n

4

解：　

3 　　　　　　　　         　 (1)

3 （性质4,n个(1)式相乘）    　(2)

10|(3

3 　                     (3)

3 （性质4,(2)式和(3)式相乘）

（3 ），得证。

同学犯得典型错误是

由3 （ ）直
4n m1 * 1 3 * 1 03 o1 m d+ ≡ + ≡ + ≡m+4*n m

接代替

推出3 3 （ 10）

另外，还可以讨论尾数以及用数学归纳法证明，不作详细解答。

8 令 n = 5! + 1 ,证明 n + 1,n + 2, n + 3, n + 4 均为合数。

n 5! 1 5*4*3*2*1 1
2 | 1 2 | 3 3 | 2 5 | 4

1, 2, 3, 4
n n n n

n n n n

= + = +
∴ + + + +

∴ + + + +

∵

解：　

此题显而易见,可直接求出他的非本身和非1因子

另外还可如下证明

，　 ，　 ，　

都存在非本身和非1因子，是合数。

9 求解方程组的所有整数解

（2）2*x + y = 2
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x y

   x t
   y t t Z

∴

∴

∈

∵
解：　

（2，1）=1，1|2 方程有解

观察得知  = 1 ，  = 0是他的一组特解

由定理2.6知通解为

 = 1 + 

=  -2      ， 

部分同学算错了。

k mod4 k = 4*m+1 (m Z)
k r
k n r n

n r

k mod4 k

≡ ∴ ∈

∈
∴
∴
∴

≡

∵

解：题目问同余几，有部分同学就是求出一个

特定的数值，还有另外一部分同学是求出一个

表达式，两种都正确　，下面给出第二种解法

1（ ）

设6* +5模4同余 ，

则6* +5 = 4*  + （ Z）

6*(4*m+1)+5 = 4*  + 

r = 4*(6*m - n + 

10 若 1

2 ) +

（ ），问6

3

ｒ=

* +

 4

5模

*

4同余几

t + ∈3 (t Z)
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代数结构第三次习题答案 
                  高玲玲 llinggao@mail.ustc.edu.cn 

14.证明：每个大于3的素数模6同余1或同余5. 

(法一)证明：(1)首先，任何大于3的素数必为奇数,而奇数模6余数只能为1，3，5. 

(2)其次，假设素数y＝6x＋3（余数为3）即y＝3（2x＋1）这表明y有约数为3，

所以y不可能是素数。 

得证。 

 

(法二)证明：由于任一大于3的素数均与6互素，故这些素数属于与6互素的同于类，而与6

互素的同余类只有A1，A5，故这些素数模6或同余1或同余5. 

得证。 

 

当然，也可以像有些同学那样，对于模6同余0到5，逐个分析讨论，得出只能同余1或5。甚

至有些同学还举例7、5这两个素数同余1或5，证明了存在性，很好。 

 

18(2).解同余方程：3x≡6(mod 18) 

解：∵(3,18)=3且3|6,由定理2.8知该同余方程由3个模18不同余的解。 

∴该方程有通解x=x0+6t (mod 18), 其中0≦t≦2, 

x0 是同余方程x≡2(mod 6)的特解，易知 x0=2， 

该同余方程的解为 x=2，8,14 (mod 18). 

 

典型错误：3x≡6(mod 18) 等价于 x≡2(mod 6) 

       ｘ＝２即为方程的解。 

          部分同学在给出 x=2+6t (mod 18), 其中 0≦t≦2。就打住。 

 

19(3).求解同余方程组： 

{

           
           
              

 

 

解：令M=2·3·7=42，M1=21,M2=14,M3=6  

21b1≡1（mod 2）  

14b2≡1（mod 3）  

6b3≡1（mod 7）  

解得：b1=1，b2=2，b3=6  

∴x=21·1·1+14·2·1+6·6·6=265≡13 (mod 42) 是方程组的解 

 

19（4）解下列同余方程组 

{

    （    ）

    （    ）

    （     ）
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解：  

由(2,5)=1 可知：2x≡1≡6（mod5）等价于x≡3（mod 5）。  

由(3,7)=1 可知：3x≡2≡9（mod7）等价于x≡3（mod 7）。  

由(4,11)=1 可知：4x≡1≡12（mod11）等价于x≡3（mod 11）。  

令M=5·7·11=385，M1=77，M2=55,M3=35  

11b1≡1（mod 5）  

55b2≡1（mod 7）  

35b3≡1（mod 11）  

b1=3，b2=6，b3=6  

∴x=77·3·3+55·6·3+35·6·3=2313≡3 (mod 385) 是方程组的解 

 

典型错误：这两道题一定要注意，x=       ，有些同学带错  的值。红色标记的才是  。 

 

22:计算                      

解：  

 

 

24.p为素数，        问     与        之间有什么关系？ 

解：设    
    

     
          

    
     

      

因为(m,n)=p;故        中一个为1.另一个大于等于1.且                 p 两两互素。 

        (  
 

  
) (  

 

  
) (  

 

  
) (  

 

  
) (  

 

 
) 

      (  
 

  
) (  

 

  
) (  

 

 
) 

      (  
 

  
) (  

 

  
) (  

 

 
) 

故，     (  
 

 
)            

          
 

   
          

简单点： 

解：因为(m,n)=p,不妨设             ,k   ； 且        两两互素 

    从而                                                       

           =                            

           =                       

    故      
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典型错误：m=xp,n=yp 

                                           

                              

                              

      
 

   
          

虽然也得出了正确结论，但是这是非常错误的。因为我们用                这个公式

的前提是m n互素。以上解法不能保证x y p三者之间互素，所以这样做很不正确。虽然有

些同学和这不完全相同，但本质是相同。我们可以举个最简单的例子，m=p ,n=    代入下，

看看自己每一步有问题否。 

 

 

26.（1）验证略。 

（2）
 

 
    等于所有不超过n且与n互素的正整数的和，其中n≥3且n∈Z 

      或：
 

 
    等于n的缩系中所有元素之和 

   （3）若（d,n）=1,则（n-d,n）=1; 

       故不超过n且与n互素的数总是成对出现，且其和为n；共
 

 
    对。 

       故所有不超过n且与n互素的正整数的和为
 

 
     

典型错误：有些同学没有认真读题，未能观察出各等式左边到底是哪些数，误以为若n为

奇数，则是1~n-1，n为偶数，就是小于自己的奇数和。其实不然，注意等式1+5=
 

 
    ，

这里不是1+3+5，而是1+5.从而得出错误结论。 

小窍门：以后做题之前思考下自己这章学习了什么内容，为何出此题。奇数偶数问题

恐怕不是这章的学习重点。所以以后就不会犯这种错误了。当然，一定要注意审题，细心读

题。 

 

29.p为素数，证明：对非负整数k，                   并由此推出费尔马定理。 

证明：            ∑   
    

        

        
  

               

  
,即m!|p(p-1)….(p-m+1)，(1      

      而p为素数，故（m!,p）=1,又因  
 为整数，故m!|(p-1)….(p-m+1)得证p|  

  

(1        

      所以                  。 

从以上证明过程来看，k可以为任意整数，而不一定要求是非负整数。 

 

下面证费尔马定理： 

                          

                           

        ……….. 
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  以上各式相加后，得出：（                 

即：              p为素数。 

因此，当（a,p）=1时，即p不能整除a时，得             .得证。 

 

当然有些同学通过数学归纳法给出了证明。 

 

典型解法： 

对于任意a，都有：           ，其中p为素数。 

从而：                  

                 ， 

从而：                   轻松得证。个人觉得这样做并不妥，因为如果既然已

知           何必要再证明一个结论，再用这个结论去证明费马定理。所以，个人觉得

出题的出发点不在此。 

   当然，有些同学通过分情况讨论，当(k+1,p)=1,且（k,p）=1时运用欧拉定理，当p|k 或

者p|k+1 再做处理，这样更加复杂。虽然都正确，个人觉得这样处理不是很妥。 

典型错误： 

从           往             推的时候，很多同学并没有注明：是在当（a,p）=1

时，即p不能整除a时，得出结论。注意费尔马定理的条件！ 
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代数结构第四次作业解答（3.21） 

Edit by 伍浩铖（James Wu） 有错误请联系 ustcwhc@mail.ustc.edu.cn 

 

第二章 35 题 若 n 为偶完全数，n>6，证明𝐧 ≡ 𝟏(𝐦𝐨𝐝 𝟗) 

证明：根据定理 2.15，可知，对于偶完全数 n，必有形式 

 n = 2𝑝;1(2𝑝 − 1) 

 其中 p 和2𝑝 − 1都是素数 

由于 n>6，则p ≥ 3 

由于 p 是素数，则分三种情况讨论 

① P = 3 

则n = 22(23 − 1) = 28 ≡ 1 (mod 9) 

② p = 3k + 1，其中 k 是偶数 

则n = 23𝑘(23𝑘:1 − 1) = 8𝑘(2 ∗ 8𝑘 − 1) ≡ (−1)𝑘,2 ∗ (−1)𝑘 − 1- 

由于 k 是偶数 

则n ≡ 1 ∗ (2 ∗ 1 − 1) = 1 (mod 9) 

③ p = 3k + 2，其中 k 是奇数 

则n = 23𝑘:1(23𝑘:2 − 1) = 2 ∗ 8𝑘(4 ∗ 8𝑘 − 1) ≡ 2 ∗ (−1)𝑘,4 ∗ (−1)𝑘 − 1- = 8 − 2 ∗

(−1)𝑘 

由于 k 是奇数 

则n ≡ 8 + 2 ≡ 1 (mod 9) 

综上可知不论 p 取什么样的素数（p ≥ 3），皆有𝐧 ≡ 𝟏(𝐦𝐨𝐝 𝟗) 

【错误情况】很多人考虑 p=6k+1, p=6k+5，却忘记了 p=3 的情况 

 

第二章 38 题 

（1）算出关于原根 2 的最小指数表(mod 29) 

（2）利用此表解𝟗𝐱 ≡ 𝟐 (𝐦𝐨𝐝 𝟐𝟗) 

（3）利用此表解𝒙𝟗 ≡ 𝟐 (𝐦𝐨𝐝 𝟐𝟗) 

解：(1)既然已经被告知 2 是原根，所以根 2 的指数表这么计算： 

 如下表： 

  

 29 

1 0 

2 1 

… … 

n k 
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对于指数表中的第一列中的数 n，其在指数表中对应的数 k 是满足下面关系式的最

小整数： 

2𝑘 ≡ 𝑛 (𝑚𝑜𝑑 29) 

计算满足下面关系式的最小整数𝑘𝑛 

2𝑘1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 29), 

2𝑘2 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 29), 

2𝑘3 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 29), 

2𝑘4 ≡ 4 (𝑚𝑜𝑑 29), 

2𝑘5 ≡ 5 (𝑚𝑜𝑑 29), 

2𝑘6 ≡ 6 (𝑚𝑜𝑑 29), 

2𝑘7 ≡ 7 (𝑚𝑜𝑑 29), 

2𝑘8 ≡ 8 (𝑚𝑜𝑑 29), 

2𝑘9 ≡ 9 (𝑚𝑜𝑑 29), 

2𝑘10 ≡ 10 (𝑚𝑜𝑑 29), 

2𝑘11 ≡ 11 (𝑚𝑜𝑑 29), 

2𝑘12 ≡ 12 (𝑚𝑜𝑑 29), 

2𝑘13 ≡ 13 (𝑚𝑜𝑑 29), 

2𝑘14 ≡ 14 (𝑚𝑜𝑑 29), 

2𝑘15 ≡ 15 (𝑚𝑜𝑑 29), 

2𝑘16 ≡ 16 (𝑚𝑜𝑑 29), 

2𝑘17 ≡ 17 (𝑚𝑜𝑑 29), 

2𝑘18 ≡ 18 (𝑚𝑜𝑑 29), 

2𝑘19 ≡ 19 (𝑚𝑜𝑑 29), 

2𝑘20 ≡ 20 (𝑚𝑜𝑑 29), 

2𝑘21 ≡ 21 (𝑚𝑜𝑑 29), 

2𝑘22 ≡ 22 (𝑚𝑜𝑑 29), 

2𝑘23 ≡ 23 (𝑚𝑜𝑑 29), 

2𝑘24 ≡ 24 (𝑚𝑜𝑑 29), 

2𝑘25 ≡ 25 (𝑚𝑜𝑑 29), 

2𝑘26 ≡ 26 (𝑚𝑜𝑑 29), 

2𝑘27 ≡ 27 (𝑚𝑜𝑑 29), 

2𝑘28 ≡ 28 (𝑚𝑜𝑑 29), 

可以分别计算20至229;2 = 227，然后模 29，对号入座看其余数是多少，作好记录 

𝒌𝟏 𝒌𝟐 𝒌𝟑 𝒌𝟒 𝒌𝟓 𝒌𝟔 𝒌𝟕 𝒌𝟖 𝒌𝟗 𝒌𝟏𝟎 

0 1 5 2 22 6 12 3 10 23 

𝒌𝟏𝟏 𝒌𝟏𝟐 𝒌𝟏𝟑 𝒌𝟏𝟒 𝒌𝟏𝟓 𝒌𝟏𝟔 𝒌𝟏𝟕 𝒌𝟏𝟖 𝒌𝟏𝟗 𝒌𝟐𝟎 

25 7 18 13 27 4 21 11 9 24 

𝒌𝟐𝟏 𝒌𝟐𝟐 𝒌𝟐𝟑 𝒌𝟐𝟒 𝒌𝟐𝟓 𝒌𝟐𝟔 𝒌𝟐𝟕 𝒌𝟐𝟖   

17 26 20 8 16 19 15 14   

 

（2）看书上的例题 2 

由9x ≡ 2 (mod 29)，以及 29 的最小原根为 2，知 

𝑖𝑛𝑑29 + 𝑖𝑛𝑑2𝑥 = 𝑖𝑛𝑑22 (𝑚𝑜𝑑 28) 
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查询𝑖𝑛𝑑29 = 𝑘9 = 10，𝑖𝑛𝑑22 = 𝑘2 = 1，代入上式得到𝑖𝑛𝑑2𝑥 = −9 ≡ 19 (mod 28) 

再查表得𝑘26 = 19，则 

x ≡ 19 (mod 29) 

 

（3）看书上的例题 1 

根据同余式𝑥9 ≡ 2 (mod 29)，以及 29 的最小原根为 2，知 

9 ∗ 𝑖𝑛𝑑2𝑥 = 𝑖𝑛𝑑22 (𝑚𝑜𝑑 28) 

查询𝑖𝑛𝑑22 = 𝑘2 = 1，代入上式得到9 ∗ 𝑖𝑛𝑑2𝑥 = 1 (mod 28) 

9 ∗ 𝑖𝑛𝑑2𝑥 ≡ 1 + 28 ∗ 8 = 225 (mod 28) 

此同余方程有一个解 

𝑖𝑛𝑑2𝑥 = 25 (mod 28) 

查表得𝑘11 = 25 

则x ≡ 11 (mod 29) 

【错误情况】很多人直接列出了表，不知道是真会了还是照抄书上的表，我还是给判的

对的 

【错误情况】𝒊𝒏𝒅𝟐𝒙 = 𝟐𝟓 (𝐦𝐨𝐝 𝟐𝟖)，直接得到𝐱 ≡ 𝟐𝟓 (𝐦𝐨𝐝 𝟐𝟗) 

 

 

第二章 10 题 

求 37 的 12 个原根 

解： 

①  首先说明为什么会有 12 个原根。 

∵ ϕ(37) = 36 

∴ 作为 37 的原根，必须阶 = 36 

根据定理 2.10，p 为素数，𝐦 |( 𝐩 − 𝟏)，那么模 p 阶为𝐦的数恰好有𝛟(𝐦)个 

取 m=36，所以 37 的原根个数= ϕ(36) = ϕ(22)ϕ(32) = 2(2 − 1) ∗ 3(3 − 1) 

 

②  再计算这 12 个原根 

因为(2,37) = 1，所以首先看 2 是否是一个原根 

因为236 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 37)，根据阶的性质，知 2 的阶必然是 36 的因子 

36 的因子 = 1,2,3,4,6,9,12,18,36 

经计算： 

21 ≡ 2 (mod 37), 22 ≡ 4 (mod 37), 23 ≡ 8 (mod 37), 24 ≡ 16 (mod 37) 

26 ≡ 27 (mod 37), 29 ≡ 31 (mod 37), 212 ≡ 26 (mod 37), 218 ≡ 36 (mod 37) 

所以只有236 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 37)，则 2 是 37 的原根 

则{20，21，22，…，2ϕ(37);1}构成了模 37 的缩系。也就是说，若 2 是 37 的原根，

每个与 m 互素的 a 均与且仅与某个2𝑖模 m 同余，其中0 ≤ i ≤ ϕ(37) − 1。这表示模

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学霸助手[xuebazhushou.com]-课后答案|期末试卷|复习提纲



m 的原根都在{20，21，22，…，2ϕ(37);1}中。 

根据推论 2.7：若(𝐚, 𝐦) = 𝟏，s 为 a 模 m 的阶，则𝒂𝒊模𝐦的阶为
𝒔

(𝒔,𝒊)
。 

这里取 a=2，m=37，s = ϕ(37) = 36，要使2𝑖也是 37 的阶，则 i 需要与s = 36互素，

使得
𝑠

(𝑠,𝑖)
=

36

(36,𝑖)
= 36，其中0 ≤ i ≤ ϕ(37) − 1 

所以i ∈ *1,5,7,11,13,17,19,23,25,29,31,35+ 

经计算： 

21 ≡ 2 (mod 37), 25 ≡ 32 (mod 37), 27 ≡ 17 (mod 37), 211 ≡ 13 (mod 37), 

213 ≡ 15 (mod 37), 217 ≡ 18 (mod 37), 219 ≡ 35 (mod 37), 223 ≡ 5 (mod 37), 

225 ≡ 20 (mod 37), 229 ≡ 24 (mod 37), 231 ≡ 22 (mod 37), 235 ≡ 19 (mod 37) 

 

 结论，37 的原根集合为{2,32,17,13,15,18,35,5,20,24,22,19} 

 

 

 

第二章 41 题 

证明：若 p，q 为奇素数，𝐪|(𝒂𝒑 + 𝟏)，则有𝐪|(𝐚 + 𝟏)或𝐪|(𝟐𝐤𝐩 + 𝟏)，其

中 K 为某个整数 

证明： 

q|(𝑎𝑝 + 1) ⇒ 𝑎𝑝 ≡ −1 (𝑚𝑜𝑑 𝑞) ⇒ −𝑎𝑝 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑞) ⇒ (−𝑎)𝑝 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) 

设(−a)模 q 的阶为 d，则d|p，则d = 1 或 d = p. 

① 若d = 1 

则−a ≡ 1 (mod q) ⇒ a + 1 ≡ 0 (mod q) ⇒ q|(a + 1) 

 

② 若d = p 

∵ (−𝑎)𝑝 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) 

∴ p|ϕ(q) 

∴ p|(q − 1) 

因为 p 为奇，(q − 1)为偶 

∴ 2p|(q − 1) 

∴ q − 1 = 2kp，k 为某个整数 

∴ q = 2kp + 1，蕴含了 q|(2kp + 1)，证毕 

 

第二章 42 题 

证明：若 a 模 p 的阶为 3，则 a+1 模 p 的阶为 6。（这里默认有条

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学霸助手[xuebazhushou.com]-课后答案|期末试卷|复习提纲



件：素数 p） 

证明：6 的正因子为 1,2,3,6 

所以只需要证明四个结论： 

(a + 1) ≢ 1(mod p) 

(a + 1)2 ≢ 1(mod p) 

(a + 1)3 ≢ 1(mod p) 

(a + 1)6 ≡ 1(mod p) 

 由题可知： 

 ∵ (a, p) = 1 

 ∴ (a + 1) ≢ 1(mod p) 

 由𝑎3 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)，且 a ≢ 1 (mod p)，𝑎2 ≢ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) 

 ∴  𝑎3 − 1 = (𝑎 − 1)(𝑎2 + 𝑎 + 1) ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) 

 ∵ p ∤ (a − 1)且 p 为素数 

 ∴ p|(𝑎2 + a + 1) 

 ∴ (a + 1)2 = 𝑎2 + 𝑎 + 1 ≡ 𝑎 ≢ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) 

 ∴  (𝑎 + 1)3 ≡ 𝑎(𝑎 + 1) ≡ −𝑎3 ≡ −1 ≢ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) 

 ∴ (𝑎 + 1)6 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) 

 证毕 

 【错误情况】很多人不考虑证明(𝑎 + 1)𝑖 ≢ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝), i = 1, 2, 3 
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代数结构第五次作业解答 （3.283.283.283.28）
Edit by 贺国超 有错误请联系 hgc@mail.ustc.edu.cn

第三章 第 3题

（3） f(n)是双射函数 g(n)也是双射函数

（5） 都不是。

举反例。易知 f(j) = j2+2j-15 = (j+1)2 -16 >= -16 所以小于-16的数没有对

应的原象，不是满射。 另外对于 0 ，它对应于两个原象 3和 5，所以不是单射。

所以也不是双射。

典型错误：部分同学推出是单射和满射，还有部分同学说不是映射，都是对映射

定义不清晰的原因。另外很多同学把第二问的 R-》R写成了 N-》N。

第三章 第 6题

S s B 1 j F A B

F

f f

1 2 n j

j j

1 2 n

1 2 n

bi ,bi , ,bi bi n

f(a ) = bi

s = f(a ), f(a ), , f(a ) = g(f)
f s g

bi bi bi

∈ ≤ ≤…

…

…1 2

证明：

   方法同例4，先证满射。

   任取 (B)的一个元素 =( ) ， 。因为 是 到

的映射全体，那么 中一定会存在一个映射f,使得 ，即

  （ ）

也就是说 是 的原象，由任意性知， 是满射。

   再证单射。

   设 ， 都是s=( , , , )的原象。那么，我们

A

s
g

g

3.4

1 j j

2 j j 1 j 2 j

1 2

n n

f (a )= bi

= f (a ) 1 j n a f (a )= f (a )

f  = f S(B)

F S(B)
B n

m .| S(B)|= m

≤ ≤ ∈

可以知道

 ，即对于任意的 ，有 ，由映射相等

的定义知 ，也就是说对于 中的任意一个元素 只有一个原象,即

是单射。

   综上得知, 是从 到 的双射。

   由组合排列的知识，我们很容易知道集合 的元素构成的全体有序 数组

的个数是 ，即 由定理 知,形成双射的两个有限集合的元素
n| F |=| S(B)|= m个数相等，所以 。

   得证。
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典型错误：部分同学的证明太简单，直接给出结论。

第三章 第 7题

A B a A a B
b B b A

( )
s ( ) ( )

( )

a A B  = a A a B
x s A B x a s

s A B s A a s a A a s a B
a s a A a B x

a A

∪ ∪

∈ ∈ ∪ =

∈ ∪ ∈ ∈ ∈ ∈

∈ ∪ ∈

∈ ∈

证明：

（１）证两集合 ， 相等一般的方法:任取元素 在 中，证明 也在

中，然后再任取元素 在 中，证明 也在 中。

　　令Ｍ = （ ），Ｎ （ ） （ ）。

　　任取 Ｍ，则一定存在一个原象 ，使得 ，由

知 或者 Ｂ。由此可继续推得 （ ）或者 （ ），

必有 （ ） （ ），即 Ｎ。

　　同理，任取ｙ Ｎ，即ｙ （

( )
( )

A B a A a B

( )

a B a A a B
s A B a s s A B

s A a s a A )

a A B  = a A a B
x s A B x a s

s A B s A

∪ ∈ ∈

∈ ∈ = ∈ ∈

∈ ∪ ∈ ∪ ∈

⊆

∪ ∪

∈ ∈ ∩ =

∈ ∩ ∈

） （ ），所以ｙ （ ）或者ｙ （ ），

则一定存在一个原象 或者ｓ ，使得ｙ ，由 或者ｓ 知

Ｂ，必有 （ Ｂ ，即ｙ Ｍ

　　综上所述Ｍ＝Ｎ，得证。

（２）证集合 的一般方法:任取元素 在 中，证明 也在 中即可。

　　令Ｍ = （ ），Ｎ （ ） （ ）

　　任取 Ｍ，则一定存在一个原象 ，使得 ，由

知 s ( ) ( )
( ) ( )

( ) A B
( ).

a s a A a s a B
a s a A a s

a s
a A B {0,1} = a A a s

∈ ∈ ∈

∈ ∩ ∈

⊆

∩ ≠ ∩

2

且 Ｂ。由此可继续推得 （ ）且 （ ），

必有 （ ） ，即ｘ Ｎ。

　　由任意性知，Ｍ Ｎ，得证。

　　反例：Ｓ＝｛-1,0,１｝，  = s 。取 ={-1，0}， ={1，0},

知（ ）={0} （ ）

错误情况：部分同学直接用的其他说明方法，欠详尽的过程和严谨。

第三章 第 9题
因为 f，g，h都是从 Z到 Z的映射，所以可以直接求得

f g� = ( )f g x� = (3 1)f x + =9x+3，同理可求

g f� =9x+1

g h� =9x+7

h g� =9x+5

f g h� � =27+21
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第三章 第 11题

1 1

1

1

/ 2,
( )

( 1) / 2,

g ( )
1

.

g . n ( )

n ( )

s

s

s

s

n
f n

n
f g n f n f g I

n
f n g f I

n

f f f f I
f g I f f f g n n

f f f g n

− −

−

−

⎧
= ⎨

+⎩
∴ = ∴ =

⎧
∴ = ∴ ≠⎨

+⎩
=

= ∴ =

∴

� �

� �

�
� � �

　　ｎ为偶
令 　ｇ(n)= 2n

　ｎ为奇，

（ ） （2n）= 　　

　　ｎ为偶

　ｎ为奇　

若 是双射,由定理3.2知 也是双射,则 假设存在不同的

映射 也满足 对于任意 ，有 (n)= ，

 对于任意 ， ( (n))= (

1 1

1

n ( )

s

s s

f
f g n f g

f g I f
f g I g f I

− −

−

∴ ∴ =

∴ =

= =

∵

�
� �

)。

是双射，每个象都有唯一的原象 

对于任意 ， (n)= 。 

满足 的映射有且只有一个 。

有结论 且

错误情况：

没有对 f
-1
有是唯一满足的 g 进行说明。

第三章 第 14题 （2）

根据定义，易求：

12345678
36418257

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
（134)(26)(587)
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第三章 第 16题

1 2 3

1

n

,
23 1

n

n

i

n
a a a a

n
a a

a
a a

Ι

Ι 1 Ι

1 2 1 2 2

⎛ ⎞
σ σ⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

σ σ = σ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

σ σ (2 ) σ σ σ

σ σ

σ

= …
…

… …
… …

1

1 1

3 4

证明：

1 2 3
对于任意 元置换 ，我们可以使用如何方法从 构造：

1 23 a
考虑第一个位置， 与对换(1 a )相乘得到 (1 a )

　

的第一个位置与 相等。同理，可以用 与 相乘得到 ， 的第一个

和第二个位置都与 相等。继续使用(3 )(4 )� 与 相乘，直到最后得

到 。而我 i 1 1 2
1

i a i i+ i+  i+ a a
i i+

( ) ( )

σ ( )
i-1 i们知道，， 可以表示成对换 （ ）…(  )的乘积。

所以， 可以表示成若干个形如 对换的乘积。

得证。

很多同学用的归纳法，但是归纳假设过程比较不清晰。

第三章 第 18题 （2）

1

1 1

f g g

f g f f g

f f

f g g

+ =

∴ + = + +

+ =

∴ + = + =

∵

∵

证明:  

　　　　

　　　　

　　　　

　　　得证

部分同学 由 f+g = g 推出 f = 0
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代数结构第六次作业 

 llinggao@mail.ustc.edu.cn   高玲玲 

Chapter3.P.65  

19.写出下列 2 元开关函数的小项表达式。 

(1)恒为 1 的函数 

(2)当且仅当两个变量取值相同时函数值为 1. 

解： 

（1） 

 

 

 

 

（2） 

 

 

 

 

 

Chapter4.P.90 

2.在整数集合 Z 上给出三个关系，它们分别具有如下性质： 

(1) 自反，对称，但不是传递的。 

解一：关系Ｒ为：xy 0 

自反性：xx 0，故(x,x)   R 

对称性：若 xy 0，则 yx 0，即若(x,y)   R，则(y,x)   R 

不传递性：若 x=-1，y=0，z=1，可知(x,y)   R，(y,z)   R 但(x,z)   R 

 

解二：定义关系 R 为：（|x|+2,|y|+2）≠ 1 

自反性：（|x|+2,|x|+2）=|x|+2≠ 1, (x,x)   R 

对称性：显然。 

不传递性：x=3，y=8，z=10 显然，(x,y)   R，(y,z)   R 但(x,z)   R 

 

解三：关系 R 为：|x-y| 3 

自反性：|x-x|=0 3，(x,x)   R 

对称性：显然。 

不传递性：x=3，y=6，z=9，则(x,y)   R，(y,z)   R 但(x,z)   R 

 

解四：定义关系 R 为：x 与 y 中有相同的数字 

 

典型错误： 

关系 R 为： （x，y） 1，即 x，y 不互素 

            但(1,1)R，从而 R 不是自反的。 

 

而对于关系：x，y 有公约数。虽然是自反的，且对称，但由于 1 是任意两个整数的公约数，

从而满足传递关系。所以 x，y 有公约数这个关系也不能成为本题的答案。对于这种有公约
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数,互素 等关系，一定要考虑到 0，1 等的特殊情况。当然部分同学意识到这个问题后，利

用解二的方法给出正确答案。 

 

 

(2) 自反传递但不是对称的 

解一：定义关系 R 为：x y 

     自反性：x x，即(x,x)   R 

 传递性：若 x y，y z，则 x z 

    不对称性：若 x=3，y=2，则(x,y)   R 但(y,x)   R 

 

解二：定义关系 R 为：x y 

 

典型错误： 

定义关系 R 为：x 为 y 的倍数。显然（0,0）  R，即 R 不具有自反性，故不能作为本题

的答案。 

 

 

(3) 对称传递但不是自反的 

   解一：关系 R 为空关系 

      易知，R 对称、传递，但不自反：比如（1,1）  R 

      因为对称、传递都是有前提的，而空关系不能满足前提，也就不违背对称、传递性了。 

但违背自反性。 

   解二：关系 R 为：x，y 有公约数 2 

       易证，R 对称、传递，但不自反：（1,1）  R 

   解三：关系 R 为：xy 0 

      对称性：显然。 

      传递性：若 xy 0，yz 0，则 x，y，z 皆不为 0，则 xz 0 

      非自反性：（0,0）  R 

  解四：关系 R 为：xy>0  或
y

x
=1 ,由于（0,0）  R，所以有非自反性，对称性和传递性可

以验证。 

 

 典型错误： 

(一）有同学认为，即对称又传递，但是不是自反的关系是不存在的，并给出证明： 

   任取 xRy，由对称性得 yRx，再有传递性得 xRx， 即若 R 即具有对称性又具有传递性，则

必有自反性。 

   这个证明看上去貌似很正确，然而并没有思考清楚。这是因为，如果 xRy，即(x,y)   R，

才会有(x,x)   R，而若，(x,y)   R，即 x，y 本来就不属于这个关系 R，显然就不会有 xRx。

而对于自反性的定义，我们是要求对于所有的元素 x，均有 xRx。 

       

（二）关系 R 为，x y 存在大于 1 的公约数 

      因为（1,1）=1，所以（1,1）  R，从而不是自反的。 

      但是因为 2R6,6R3,但（2,3）  R，从而也不传递！ 
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当然，对于这三道题，有些同学通过枚举法来给出关系 R，不能算错，但题目要求是在整数

集合 Z 上的，所以枚举可能不是题目的本意。 

解答如下： 

令 Ix={(x,x),xZ} 

(1) R1=Ix   {(1,3),(3,1),(1,4),(4,1)} 

(2) R2=Ix   {(0,1)} 

(3) R3={(1,1)} 
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第七次作业解答 

助教：伍浩铖 

如有疑问请联系：ustcwhc@mail.ustc.edu.cn 

第四章 第 3 题 

令𝐀 = *𝐚, 𝐛, 𝐜, 𝐝+，𝑹𝟏和𝑹𝟐是𝐀上的关系，其中 

𝑹𝟏 = *(𝒂, 𝒂), (𝒂, 𝒃), (𝒃, 𝒅)+, 

𝑹𝟐 = *(𝒂,𝒅), (𝒃, 𝒄), (𝒃, 𝒅), (𝒄, 𝒃)+ 

求𝑹𝟏 ∘ 𝑹𝟐, 𝑹𝟐 ∘ 𝑹𝟏, 𝑹𝟏
𝟐, 𝑹𝟐

𝟑。 

解： 

① 𝑅1 ∘ 𝑅2 = *(c, d)+ 

② 𝑅2 ∘ 𝑅1 = *(a, d), (a, c)+ 

③ 𝑅1
2 = *(𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑑), (𝑎, 𝑏)+ 

④ ∵ 𝑅2
2 = *(b, b), (c, c), (c, d)+ 

∴ 𝑅2
3 = *(𝑏, 𝑐), (𝑏, 𝑑), (𝑐, 𝑏)+ 

 

第四章 第 5 题 

证明：𝑹′ = 𝑰𝑨 ∪ 𝑹是𝐑的自反闭包 

证：证明 R’=IAUR,是R 的自反闭包。 

证.对任意x∈ A,因（x,x）∈IA,故（x,x）∈ R’，即R’在A 上是自反的。 

又 R⊆ IAUR=> R ⊆ R’. 

若有自反关系R’’且R’’ ⊇ R,因R’’ 是自反的=> R’’ ⊇ IA,于是R’’ ⊇ IAUR= R’。 

  R’ 是包含 R 的最小自反关系。 

 

第四章 第 7 题 

令𝐀 = *𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒+.在𝓟(𝐀)中定义关系 ∼： 

𝐒 ∼ 𝐓 ⇔ |𝐒| = |𝐓| 

证明∼是𝓟(𝐀)上的等价关系，并写出它的商集𝓟(𝐀)/∼ 

证明： 

1) 对所有 m∈p(A),有|m|=|m|=>m~m=>~是自反的. 

2) 若 p,q∈p(A),且p~q 

则|p|=|q|=>|q|=|p|=> q~p=>~是对称的. 

3) 若 e,f,g∈p(A),且e~f, f~g 

则|e|=|f|,|f|=|g|=>|e|=|g||=>e~g=>~是传递的. 

4) 由 1）2）3）知~是 p(A)上的等价关系。 

它的商集即是由模不同的元素集合组成的集合，可以写成： 
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① *,ϕ-, ,*1+-, ,*1,2+-, ,*1,2,3+-, ,*1,2,3,4+-+或 

② **ϕ+, {*1+, *2+, *3+, *4+}, {*1,2+,… , *3,4+}, {*1,2,3+,… , *2,3,4+}, **1,2,3,4+++ 

 

第四章 第 8 题 

𝑹∗为非零实数集合，𝐱, 𝐲 ∈ 𝑹∗,定义𝑹∗上的关系𝛒 

𝐱𝛒𝐲 ⇔ 𝐱 ∙ 𝐲 > 𝟎 

证明：𝛒是𝑹∗上的等价关系，列出所有等价类的代表元 

证：1）对所有a∈R*,因a≠0=>a•a>0=>aρa=>ρ 是自反的. 

2) 若x,y∈R*,xρy=>x•y>0=>y•x>0=>yρx=>ρ 是对称的. 

3) 若x,y,z∈R*, xρy, yρz=> x•y>0, y•z >0=>x与y 同号，y与z 同号=> x与z 同号 

=> x•z>0=> xρz=>ρ是传递的. 

由1）2）3）知ρ 是R*上的等价关系。 

两个等价类为正实数集和负实数集，代表元为某一正实数和某一负实数。 

 

第四章 第 9 题 

R 为实数集合，在 R 上定义关系 ρ，𝐱, 𝐲 ∈ 𝐑 

𝐱𝛒𝐲 ⇔ 𝐱与𝐲相差一个整数 

证明：ρ是 R 上的等价关系，写出全部等价类的代表元。 

证： 

1）对所有x∈R,有x-x=0∈Z=> xρ x=>ρ 是自反的. 

2) 若x,y∈R, 

xρ y=>x-y=k1(k1∈Z) => y-x= -k1(-k1∈Z) =>yρ x=>ρ 是对称的. 

3) 若x,y,z∈R, 

xρ y, y ρ z => x-y=k1(k1∈Z),y-z=k2(k2∈Z) =>x-z=k1+k2=k3(k3∈Z) => x ρ z=>ρ 是
传递 

的. 

由1）2）3）知ρ 是R 上的等价关系。 

代表元为, ,1). 

 

第四章 第 12（1）题 

画出 Hasse 图 

（1）,*𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒, 𝟔, 𝟖, 𝟏𝟐, 𝟐𝟒+ 

解： 
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第四章 第 13（2）题 

画出图中关系的 Hasse 图 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

解： 
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第四章 第 15 题 

Z 为整数集合，在𝒁∗ = 𝒁 − *𝟎+上定义≤关系，𝐦,𝐧 ∈ 𝒁∗ 

𝐦 ≤ 𝐧 ⇔ 𝐦 ∙ 𝐧 > 𝟎且𝐦|𝐧. 

证明：< 𝒁∗, ≤>是部分序集。它是否存在最大元，最小元，极大元，极小元？ 

证明：首先证明< 𝑍∗, ≤>是部分序集 

① 自反性：∀x ∈ 𝑍∗, 𝑥 ∙ 𝑥 >  , 𝑥|𝑥 ⇒ x ≤ x 

② 反对称性：∀m, n ∈ 𝑍∗,若 m ≤ n, n ≤ n ⇒ m ∙ n >  ,m|n, n|m ⇒ m = n 

③ 传递性：∀m, n, p ∈ 𝑍∗,若 m ≤ n, n ≤ p ⇒ mn >  , np >  ,则 m𝑛2𝑝 >  ，即mp >  ， 

且 m|n, n|p，则 m|p，综上m ≤ p 

 

其次，有结论：< 𝑍∗, ≤>不存在最大元，最小元，极大元，存在 2个极小元 

① 假设存在极大元 k，则存在2k ∈ 𝑍∗，使得 2𝑘2 >  ，且 k|2k，即k ≤ 2k，矛盾 

② 因为没有极大元，所以没有最大元 

③ 因为p = 1与任意m ∈ 𝑍∗, 𝑚 >  ，有 p ∙ m >  , p|m，则 p ≤ m，而不存在 n ∈ 𝑍∗，n ≠

p，n ∙ p >  , n|p，则p = 1是极小元，同理，p = −1也是极小元 

④ 因为有两个极小元，所以不存在极大元 

 

 

第四章 第 16 题 

A 是任意集合，在部分序集< 𝓟(𝐀),⊆>中取子集序列*𝒂𝟏+, *𝒂𝟏, 𝒂𝟐+, … , *𝒂𝟏, 𝒂𝟐, … , 𝒂𝒏, … +,…,它

们的并集是否是𝓟(𝐀)的一个极大元？为什么？ 

结论：不一定，分情况讨论 

证明： 

（1） 若A 是有限集合，则子集序列的并集是𝓟(𝐀)的极大元。 

设 A={a1，a2，…，ak} 

则子序列的并集为{a1，a2，…，ak} 

𝓟(𝐀)中不存在与{a1，a2，…，ak}不同的M，使{a1，a2，…，ak}⊆M 

∴A子集序列的并集是𝓟(𝐀)的极大元。 

（2） 若A 是无限集合 

a)若A 是可数集，则子集序列的并集不一定是𝓟(𝐀)的极大元。 

设A={a1，a2，…，an，…+ 

若子序列为*𝑎1+, *𝑎1, 𝑎2+,… , *𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎 +,…,则为极大元 

若子序列为*𝑎2+, *𝑎2, 𝑎3+, … , *𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎 +, … ,则不是极大元 

b) A 是不可数集，则子集序列的并集不是P(A)的极大元。 

∪  1
    *𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛+ = *𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛, … + 

是可数无限集， 

而 A 是不可数无限集，则存在真子集关系： 

∪  1
    *𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛+ ⊂ 𝐴 

∴则该子序列的并集不是𝒫(A)的极大元 
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代数结构第八次作业答案参考

edit by 贺国超 如有错误请联系 hgc@mail.ustc.edu.cn

第 4444章

18.证明一个有限集合与一个可数集合的并是可数集合。

证明：

1 若该可数集合是有限可数集合，则两个有限集合的并还是有限集合，也是可数集合；

2 若该可数集合是无限可数集合，则设可数集合 A={a1,a2,…,am,…},有限集合

B={b1,b2,..,bn}。

pC c2∩ 1 3令  = B - A B = {c ,c ,c � … }，再令 ∪Ｄ＝Ａ Ｂ

按照如下方式构造 D， i
i

i-

c
d =

a
i
i
≤⎧

⎨
⎩ ｐ

　　　 ｐ

　　＞ｐ
，

易知存在一个双射 :f D N→ ，即 D与自然数集合 N等势；

得证！

错误情况：大部分的同学都没有分清楚可数集合和无限可数集合的概念。误认为可数集

合就是无限可数集合。

20.证明 R*R与 R等势

证明：证法不唯一。此处证明(R*R)~(R+*R)~R
对(R*R)上的数对(x,y)，构造函数 f为直角坐标转换极坐标函数 f(r,a)，其中 r为坐标(x,y)

与极点距离，r>=0;a 为坐标(x,y)和极点连线与 x 轴正半轴夹角，-pi<=a<pi,再利用书上的半

圆法将 a双射到整条实数轴。显然,f为双射。因此(R*R)~(R+*R)。

对(R+*R)上的数对(r,a)，假设 r的表示形式为(…000rmrm-1...r1....R1R2…Rn000…), a的表示形

式为(…000ajaj-1...a1.....A1A2…Ak000…)。构造函数 g(z)，令 z按照如下方式生成：(...a3r3a2r2a1r1....R1

A1 R2A2 R3A3,…),z的符号由 a唯一确定。Z是实数。g也是双射。因此(R+*R)~R。
根据等势关系的传递性，可得(R*R)~R。
注 1：也可证明(R*R)~((0,1)*(0,1))~(0,1)~R
注 2：也可分别构造(R*R)�R和 R�(R*R)的单射（满射）

注 3：尽量不可用极限理论证明，用上述插数法证明时，要注意符号，这也是部分同学

的错误来源。
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第 5555章
1：
（2）是交换群，单位元为 0, a的逆元为-a；

（3）是交换群，单位元为
1 0
0 1
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

　　

　　
，A的逆元是其本身。

（4）是交换群，单位元为γ, α−1 = δ, β−1= β, γ−1 = γ,δ−1= α;
（5）不是交换群，单位元为 1，a>0时逆元为 1/a, a<0时，逆元为 a。
错误情况：部分同学因计算出错，不满足结合律认为不是群。

2：（1）封闭性：a * b = a + b + ab = a（b+1）+b+1-1= (a + 1)(b + 1) − 1，因为 a，b ≠ −1，
所以 a * b ≠ −1 ∈ S

结合律： (a * b) * c =（ a + b +ab） *c =a + b +ab + c + (a + b +ab)c =
a(b+c+bc)+a+b+c+bc =a *（ b* c ）

单位元:0

逆元：
1a− = -a/(1+a)

（2）2 * x * 3 = 7， ⇒ x=-1/3

4: G是交换群⇔ b ∗ a = a ∗ b⇔ a ∗ b ∗ a ∗ b = a ∗ a ∗ b ∗ b⇔ 2 2 2( * ) *a b a b=
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代数结构第九次作业答案 

llinggao@mail.ustc.edu.cn 

 

6/p.113. a 和 b 是群 G 中的两个任意元素，证明 a*b 与 b*a 是同阶的。 

证明： 

1. 当 a*b 与 b*a 均为有限阶时，不妨设 a*b 的阶为 n，b*a 的阶为 m。 

(b ∗ a)𝑛+1 = 𝑏 ∗ (𝑎 ∗ 𝑏)𝑛 ∗ 𝑎 =  b ∗ a   

∴ (𝑏 ∗ 𝑎)𝑛 = 𝑒 

∴ m|n 

同理，n|m 

∴ m=n 

2．当 a*b 与 b*a 有一个为无限阶时，另一个定为无限阶。 

反证：不妨假设：a*b 为无限阶，b*a 为有限阶，阶数为 k 

     由 1 中证明知，若 b*a 的阶为 k，则 a*b 的阶与之相等也为 k，这与 a*b 为无限阶矛盾。 

 

Ps：1 中证(𝑏 ∗ 𝑎)𝑛 = 𝑒 时亦可以： 

(𝑏 ∗ 𝑎)𝑛 = b ∗ (𝑎 ∗ 𝑏)𝑛−1 ∗ 𝑎 

       = b ∗ (𝑎 ∗ 𝑏)𝑛−1 ∗ 𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑏−1 

       = b ∗ (𝑎 ∗ 𝑏)𝑛 ∗ 𝑏−1 

   = b ∗ e ∗ 𝑏−1 

   =e 

 

典型错误： 

证到(𝑏 ∗ 𝑎)𝑛 = 𝑒时即说明两者阶相等。 

部分同学未考虑无限阶的情况。 

 

10.G 是群， 

H = *a|aϵG, ∀gϵG, a ∗ g = g ∗ a+ 

称为群 G 的中心。证明：<H,*>是<G,*>的子群。 

证明： 

(1)∀gϵG, a ∗ e = e ∗ a, ∴ eϵH, H ≠ ∅ 

(2) 

 

(3)  

  

综上，<H,*>是<G,*>的子群。 

 

典型错误：不说明 H 非空。 

定义 5.5 中定义子群的概念的时候的前提就是 H 是 G 的非空子集。故在证明子群的时候，一

定要说明 H 非空。即证明子群的三要素：1.非空 2.封闭 3.逆元存在。 
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11. 𝐇, 𝐊是群𝐆 的子群，证明 𝐇 ∩ 𝐊也是𝐆 的子群。𝐇 ∪ 𝐊是群 G 的子群吗？证明你的结论。 

证明： 

 
 

 

当然，遇到这种问题，我们可以举反例说明即可： 

令G = *,0-, ,1-, ,2-, ,3-, ,4-, ,5-+(mod 6 的同余类), < 𝐺,∗> 为群， ∗ 为同余类加法 

易知 H={[3]}  k={[0],[2],[4]}  

<H,*> <k,*> 为<G,*>的子群。 

H ∪ K ={ [0],[2],[3],[4]} 

而[2]*[3]不属于H ∪ K，即H ∪ K不满足封闭性，从而不是 G 的子群。 

 

典型错误： 

1. 不说明H ∩ K非空。 

2. 证明H ∪ K 不是 G的子群时候举例如下： 

<G,*>为𝑍+上的乘法群。 

令H = {1,2,
1

2
} , 𝐾 = {1,3,

1

3
} 

然后说明 2*3=6 不属于H ∪ K。 

注意，这里的 H，K 根本就不是一个子群！因为他本身就不满足封闭性！ 

2*2=4 并不属于 H！ 

 

13. 令 G = *𝑓𝑎∗𝑏: 𝑄 → 𝑄, 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏, 𝑎 ≠ 0, 𝑎, 𝑏𝜖𝑄+,  G 对 合 成 元 素 构 成 群 。 证 明

H = {𝑓1𝑏| 𝑏𝜖𝑄 }是𝐆的子群。 

证明： 𝑓1𝑏 = 𝑥 + 𝑏 

1. e = 𝑓10 = 𝑥𝜖𝐻, 𝐻 ≠ ∅ 

2. ∀𝑏1, 𝑏2𝜖𝑄, 𝑓1𝑏1  𝜖𝐻, 𝑓1𝑏2 ϵH 

𝑓1𝑏1 ∗ 𝑓1𝑏2 = ( 𝑥 + 𝑏2) + 𝑏1 = 𝑥 + (𝑏1 + 𝑏2) = 𝑓1𝑏1+𝑏2  

3.∀𝑓1𝑏𝜖𝐻,其逆元𝑓1−𝑏 = x − b𝜖𝐻 

综上，H 是 G 的子群。 

 

典型错误：不说明 H 非空。 
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代数结构第十次作业解答 

伍浩铖 ustcwhc@mail.ustc.edu.cn 

第五章 第 15 题 

G 是 6 阶循环群，找出G 的全部生成元并列出G 的所有子群。 

解：
1 2 3 4 5{ , , , , , }G e g g g g g ,考察每个元素，只有

1g 与
5g 的指数与 6 互素，所以生成元

为
1g 和

5g  

 G 的子群为：一阶 { },*e ，二阶
3{ , },*e g  ，三阶

2 4{ , , },*e g g   ，六阶 ,*G    

 

第五章 第 16 题 

G 是 n阶循环群， d 是 n的因子，G 存在且仅存在一个 d 阶子群。 

证明： 

存在性： 

设
1 2 1{ , , ,..., }nG e g g g  ，且n dm ，则

2 ( 1){ , , ,..., }m m d mK e g g g  就构成了一

个 d 阶子群，生成元为
mg  

唯一性： 

① d=1，则
2 ( 1){ , , ,..., ,*} { }m m d mK e g g g e  ，显然每个群只有这么一个子群。 

② 若 d>1，设 H 是另外一个 d 阶子群，生成元为
sg ，这里显然 s 为 H 中除了单位元 e 之

外的最小阶。设 ,n st r r s     ，则
r n st n st stg g g g g H      ，所以只能是

0r  ，则 |s n ，则
sg 的阶为

n n
d

s m
  ，则 s m ，即 H 与 K 是同一个子群。 

唯一性证毕。 
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第五章 第 21 题 

( 2)Sn n  的每个子群或者全部由偶置换构成，或者其中奇偶置换各占一半 

证明： 

1. 由于偶置换与偶置换的合成仍为偶置换=>Sn 的某些子群可以全部由偶置换构成。  

2. 由于奇置换与奇置换的合成为偶置换，若某子群含有奇置换则必含偶置换。设此子群为

1 2 1 2{ , ,..., } { , ,..., }m nD A B p p p q q q    ， 

1 2{ , ,..., }mp p p 为奇置换集合 A， 1 2{ , ,..., }nq q q 为偶置换集合 B。 

因奇置换 1p 与任意奇置换 ip 的合成为偶置换=> 1 ip p B 。由 1 ip p 各不相同  =>  

m n  

因奇置换 1p 与任意偶置换
jq 的合成仍为奇置换=>

1 jp q A 。由
1 jp q 各不相同=>  

m n  

于是m n ，即奇置换与偶置换各占一半。 

 

第五章 第 25 题 

证明：无限循环群的子群，除{ }e 之外都是无限循环群。 

证明：反证法。 

设无限循环群为
1 2{ , , ,...}G e g g ，则不存在 , 0ig e i    

假设其有一个子群 { }K e ，它是一个有限循环群，生成元为
kg ，其阶为d ，则

k dg e  ，

矛盾。证毕 

 

第五章 第 26 题 

在群 ,*G 中定义新的二元运算： 

*a b b a   

证明 ,G  是群，并且 ,*G 与 ,G  同构。 

证明： 

1. 是群： 
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（封闭性） , , *a b G a b b a G       

（结合律）
, , , ) ( * ) *( * )

( * )* ( )* ( )

a b c G a b c b a c c b a

c b a b c a a b c

        

    
 

（单位元） ,*G 中的单位元e 可以作为 ,G  的单位元，因为

, * , *a G a e e a a e a a e a           

（逆元） ,*G 中的逆元可以作为 ,G  的逆元，因为

1 1 1 1 1, , * , *a a G a a a a e a a a a e                

综上， ,G  是一个群。 

2. ,*G 与 ,G  同构： 

在群 ,*G 和 ,G  定义映射
1( )f a a .  以下证明 :f G G 是双射且满足

( * ) ( ) ( )f a b f a f b   

1. 
1 1 1 1 1( * ) ( * ) * ( ) ( )f a b a b b a a b f a f b           

2. f 是满射：对于G 中的任一元素a 都能在G 中找到 1a 使得
1 1 1( ) ( )f a a a    ， 

f 是单射，对于a b ,若 ( ) ( )f a f b ，则 1 1a b a b    矛盾  

综上， ,*G 与 ,G  同构 

 

第六章 第 1 题 

H 是交换群G 的子群，证明H 的每个左陪集也是一个右配集 

证明： { * | } { * | }aH a h h H h a h H Ha      

 

第六章 第 3 题 

写出 4A 关于 { ,(12)(34),(13)(24),(14)(23)}H e 的左陪集分解与右配集分解。 
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解： 4A 是指所有四元偶置换。若一个轮换中的数字有偶（奇）数个，则表示奇（偶）轮换，

奇轮换与奇轮换的组合是偶置换。所以 

4 { ,(12)(34),(13)(24),(14)(23),(243),(234),(123),(124),(132),(134),(142),(143)}A e  

左陪集分解可以这么做，首先计算左陪集的个数 4| | / | | 3A H   

1. eH H 是分解后的第一个集合 

2. 取剩下的第一个元素的左陪集 (243) {(123),(134),(142),(243)}H  作为第二个集合 

3. 取剩下的第一个元素的左陪集 (234) {(124),(134),(143),(234)}H   

则 4 {(123),(134),(142),(243)} {(124),(134),(143),(234)}A H    

右配集的分解也可以用同样的方法得到： 

4 {(123),(134),(142),(243)} {(124),(134),(143),(234)}A H    

 

第六章 第五题 

,H K 是G 的两个子群，[ : ] ,[ : ]G H m G K n   ，证明子群 H K 在G 中的指数

[ : ]G H K mn   

证明：将G 按照 ,H K 的左陪集分解为： 

1 2

1 2

...

...

m

n

G H H H

G K K K

   

   
 

任取 ,i jH K ，若 i jH K ，则下面来看一下 i jH K 是个什么东西 

将 ,i jH K 中的元素列出来， 1 1 1 1{ , ,... }, { , ,... }i i i is i j j jtH h h h K k k k   

由于 ,i jH K 是G 关于 ,H K 的左陪集，则 ,i jH K 中的任何一个元素都可以当做代表元 

由于 i jH K ，则可取一元素 i ja H K  ，则 ,i jH aH K aK   

下面证明 ( )i jH K aH aK a H K     ，即 i jH K 是H K 的一个左陪集 

1. 

, ,

, ( )

( )

b aH aK x H and x K b ax

x H K b ax a H K

aH aK a H K

         

      

   
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2. 

( ), ,

,

( )

c a H K y H K c ay

y H and y K c ay aH aK

a H K aH aK

       

        

   

 

所以 ( )i jH K aH aK a H K      是H K 的一个左陪集 

而
i jH K 的情况最多有mn 个，则[ : ]G H K mn   

 

第六章 第 7 题 

H 是G 的正规子群。如果 ,a b属于 H 的同一个陪集中， ,c d 属于 H 的同一个陪

集中，那么 *a c和 *b d 属于H 的同一个陪集中 

证明：要证明属于同一个陪集，只要证明了 , ( * )* *h H a c h b d    就行，或者

1( * )*( * )a c b d H  亦可，我们采用后一种思路。 

1 1 1 1 1

1 1( * )*( * ) * * * * * , ( * )a c b d a c d b a h b h c d H          

因为H 是G 的正规子群，所以 1

1 2* *b h b h H    

1 1 1 1 1

1 1 2 3 2 3* * * * * * * * * , ( * )a h b a b b h b a b h h h H h a b H            

所以
1( * )*( * )a c b d H  ，即 *a c和 *b d 属于H 的同一个陪集中。 

 

第六章 第 10 题 

1H 和 2H 是G 的正规子群，证明： 1 2 1 2, *H H H H  也是 G 的正规子群 

证明： 

1. 1 2H H  

① 先证明是子群 

（封闭性） 1 2 1 2 1 2, , * , * *a b H H a b H a b H a b H H           

（逆元） 1 1 1

1 2 1 2 1 2, ,a H H a H a H a H H             

所以 1 2H H 是子群 
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② 再证明是正规子群 

由于 1H 是正规子群，所以

1

1 1 1 1

1

2 2 2 2

, * *
,

, * *

h H g h g H
g G

h H g h g H





   
  

  

 

也就有 1

1 2 1 2, , * *g G h H H g h g H H         

所以 1H 是正规子群 

2. 1 2*H H  

① 先证明是子群 

（封闭性）

1 2 1 1 2 2 1 1 1 2 2 2 1 2

1

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 1 1 2

1 3 1 2 1 3 1 2 4 3 1 2

, , , , * * , * *

( * )*( * ) *( * * ) *( * * * * )

*( * * ) ( * )*( * ) * *

a a H b b H a b H H a b H H

a b a b a b a b a b a b b b

a a b b a a b b a b H H



        

  

  

 

（逆元） 1

1 2 1 2, , * * , * * =a H b H a b H H a b a b e         ，则
1*a b   是

其逆元，下面证明 1

1 2* *a b H H    

1 1 1 1 1 1 1

1 1 2* * *( * * ) * *a b b a a a b a a b H H             

所以 1 2*H H 是一个子群 

② 在证明 1 2*H H 是正规子群 

1 1 1

1 1 2 2 1 2 1 2

3 4 1 2

1 1

1 3 1 2 4 2

, , , *( * )* ( * * )*( * * )

* *

* * = * * =

g G h H h H g h h g g h g g h g

h h H H

g h g h H g h g h H

  

 

        



  

，

其中 ，

 

所以 1 2*H H 是正规子群 

 

第六章 第 12 题 

,H K 都是群G 的正规子群并且 { }H K e  。证明：对任意 ,h H k K  ，都有

* *h k k h  

证明：

1 1 1 1 1 1

1

1 1 1 1 1

1

1

* *( * ) * * * ( * * )* *

* *( * ) * * * *( * * ) *

{ }

* *( * ) * *

h k k h h k h k h k h k k k K

h k k h h k h k h k h k h h H

H K e

h k k h e h k k h

     

    



   


    
 


  

 

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学霸助手[xuebazhushou.com]-课后答案|期末试卷|复习提纲



 

第六章 第 14 题 

在非零实数乘法群中，如下定义的映射 f 中，那些是同态映射，并且找出它的

同态核。 

同态映射的关键是要有一个映射满足 ( * ) ( ) ( )f a b f a f b   

同态核就是映射到单位元的集合 

（1） 1( ) | | Ker f={ 1}f x x    同态映射，  

（2） 2( )f x x 非同态映射  

（3） 2

3( ) Ker f={ 1}f x x    同态映射，  

（4） 
4

1
( ) Ker f={1}f x

x
   同态映射,  

（5） 5( )f x x 非同态映射  

（6） 
6

1
( )f x

x
 非同态映射  
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第十一次作业答案参考
——贺国超，有疑问请发邮件给 hgc@mail.ustc.edu.cn

第 6666章

定理 6.746.746.746.74后半部分：

1 1

1 1 1

1 2 1 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

: / ( ) / ,

F

' ( '* )

( 2) ' ( )

= ( ) F

F G f H f G H F af H f a H

a f H a f H a a H f a a Hf

f a f a f a a H f a f a H

f a H f a H

− −

− − − ∈∈

• = ∈

⎯⎯→

1 1 1

1 1 1

1

证明：定义 （ ） （ （ ）） = （ ）

首先要说明 是映射。

如果 （ ） = （ ）,那么 ,* （ ）

由同态定义知(（ ）)' （ * ） ，则（ ）与 模 同余

则（ ） ，即映射 与代表元选取无关。

再说明双射。

任
1 1

1 1

1 1 1

1 1

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2

y = f F[ ] = y, y

y = ( )

( )

F

F[

a H af H af H

a f H a f H f a H f a H

f a f a f a a H

a a f H a f H a f H

af H b f H

− −

− −

− − −

− −

• = ∈

∈

•

1 1

1 1

1 1

取   （ ） ，则 （ ） 即 （ ）是 的一个原象，即满射。

又若 （ ）和 （ ）都是 原象，即（ ）

则有(（ ）)' （ '* ） ，

故 '* （ ）， （ ） =  （ ），所以 是双射。

另外有：

（ ）   （ ）] = 

，

1

1 1

1

2

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2

( * ) [ ( ) ( )] ( ) ( ) [ ] [ ]

F G / ( ) /

a b f H

f a b H f a f b H f a H f b H F af H F bf H

f H f G H

−

− −

−

= • = • = •

≅

F[( * ) （ ）]

= （ ） （ ）

综上所述， 为群同构映射，故 （ ）
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第 16161616题

k ( * )

k ( * )

a b G ( * ) ( * ) ( * )* *( * )

f ( * ) ( * )* *( * ) * f(a) f(b)

f

f(G)={a |k G} Ker f = {a|a =e a G}

k

a b

k k

a b

k k

a b a b a b a b

G
a b a b a b a b

∈ = =

∴ = = = •

∴

∈ ∈

144424443

Q

144424443

个 相乘

个 相乘

对任意 ， ，f�…

是交换群 

……

是同态映射。

且易求得 ， ， 。

第 19191919题

1 2

1 2 1 2 2 1 2 1

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 2 1

1

g G g

* *
( * ) ( 2* 1)(mod ), ( * ) '*( 2* 1)

( * ) '*( 2* 1)
( * ) '*( 2* 1) ( )
( * ) ( 2* 1)(mod( ))
( ) * ( ) *
( ) (

H K
Hg Hg Hg g Hg g Hg Hg
g g g g H g g g g H
g g g g K

g g g g H K
g g g g H K
H K g g H K g g
H K g H

∀ ∈ ∀ ∈

∴ • = = = •

∴ ≡ ∈

∈
⇒ ∈ ∩
⇒ ≡ ∩
⇒ ∩ = ∩
⇒ ∩ • ∩

Q

证明：

对 ， G ,

和 是交换群

即

同理

2 2 1) ( ) ( )
/( )

K g H K g H K g
G H K

= ∩ • ∩

∴ ∩ 是交换群，得证！
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第七章

第 2222题
{1, 1}−

∈ ≠

（１）　

（２）{x|x Q,x 0}

（３）｛[1],[3]｝

（４）{[1],[5]}

第 3333题

m n

m n 2

m r n r

n m 2

n r m r

<R,+> a b R

a = r  b = r  

a b = r r  = (r+r+ +r) (r+r+ +r) =mnr

b  a= r r  = (r+r+ +r) (r+r+ +r) =mnr

a b =b  a <R,+ >

∈

• • •

• • •

• • •

1442443 1442443

1442443 1442443

个 个

个 个

证明：设 的生成元为r,任取 ， ，

设   ，  

……  � …

……  � …

于是 ， ， 是交换环，得证！

第 5555题
解：(1)：非整环，非域

(2)： 整环，非域

(3)： 整环， 域

第 7777题
证明：a*b 是零因子，且环是交换环,存在非零 c,d

所以由 c*(a*b)=0 且(a*b)*d=0
可以推出 a*(c*b)=0 且(b*d)*a=0。
反证，若 a 与 b 都不是零因子，则有 c*b 和 b*d 都不为零，则与上式 a*(c*b)=0 且

(b*d)*a=0 矛盾。所以或者 b 是零因子。

证毕。
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代数结构第 12 次习题答案

高玲玲 llinggao@mail.ustc.edu.cn

Chapter7Chapter7Chapter7Chapter7 环和域

个人意见：

证明子群、子环等概念时，先交代下 单位元（乘法幺元）属于这个集合，从而说明其非空。

另外，在证明过程中，有条理地交代下所证的结论，比如，对加法封闭、零元、逆元等关键

点。

典型错误：

第一点：H是 G 的子群。

注意，要证的是 EH 是 E 的子环，所以应该证明 EH是 E的子群。

典型错误：

Kerf={(1,b) | b∈Z}
课本 7.6节：环的同态映射中，同态核为像为 R2零元的集合。
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典型错误：

不进行化简。注意，这是 Z7上的运算。

Chapter8Chapter8Chapter8Chapter8格与布尔代数

8.1 证明：1.定义证明<R1, ≤>是部分序集

2.再证 * 是 min运算，⊕ 是 max运算。

8.2 证明：（1）从含义入手，a*b 表示{a,b} 的最大下界，b*a表示{b,a} 的最大下界，由于

集合的无序性，两者相同。从而 a*b=b*a
同理，a⊕ b=b⊕ a
当然，也可以利用课本中证明定理 8.1的方法证明。

（2）因 a⊕ 是 max运算 a⊕ b，a ≤ a
故 a ≤ a*(a⊕ b)
又因为 a ≥ a*(a⊕ b)
故 a=a*(a⊕ b)

同理证 a⊕ (a*b)=a

典型错误

受第一题的影响，简单认为 * 就是 min 运算，⊕ 是 max运算

得出 a*b=min{a,b}=b*a
大错特错！！我快崩溃！

注意，a*b永远只能表示 a 和 b的最大下界，而不是简单的 min 运算。

题 1中之所以有这样的结论，是因为小于等于关系是一个线性序，即任何两个元素都可比较，

或者说都有一个大小关系在里面。

但是，这里的前提是：A是一个格。格是部分序。所谓部分序，就是部分有序，不是所有元

素之间都有可比较关系。{1,3,5,15}上的整除关系是一个部分序，3和 5之间就不存在大小关

系！

这也是部分同学分情况讨论：若 a ≤b，怎么样；若 b ≤ a怎么样。 错误的原因。

4.证明：（1）a⊕ b=b=b*c
（2）（a*b)⊕ (b*c)=a⊕ b=b

(a⊕ b)*(a⊕ c)=b*c=b
故（a*b)⊕ (b*c)=b=(a⊕ b)*(a⊕ c)
证毕

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学
霸
助
手

xu
eb
az
hu
sh
ou
.c
om

学霸助手[xuebazhushou.com]-课后答案|期末试卷|复习提纲



5. （1）证明在格中(a*b)⊕ (c*d)≤ (a⊕ c)*(b⊕ d)
证明： a*b ≤ a,c*d ≤ c

所以 (a*b)⊕ (c*d) ≤ a⊕ c
同理，(a*b)⊕ (c*d) ≤ b⊕ d
由于(a⊕ c)*(b⊕ d)是最大下界，

所以(a*b)⊕ (c*d) ≤ (a⊕ c)*(b⊕ d)

（2）证明(a*b)⊕ (b*c)⊕ (c*a)≤ (a⊕ b)*(b⊕ c)*（c⊕ a)
证明：(a*b)⊕ (b*c)≤b

(b*c)⊕ (c*a) ≤ c
所以 (a*b)⊕ (b*c)⊕ (c*a)≤ b⊕ c

同理：(a*b)⊕ (b*c)⊕ (c*a)≤ a⊕ c
(a*b)⊕ (b*c)⊕ (c*a)≤ a⊕ b

故命题得证。

典型错误：

5和 15 互补

8.10 具有三个或更多元素的线性序集不是补格学
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