
HW 7  
5.25  
证明：无限循环群的子群，除{e}以外都是无限循环群

解：设 是无限循环群， 是 的子群，因为循环群的子群还是循环群，若 则 其中 为 中最小正方幂元。假如 是有限

设 ，则 即 。这与 为无限阶元矛盾。

注：循环群的子群还是循环群

5.26  
在群 中定义新的二元运算 证明： 是群，并且 与 同构。

解：定义映射 ，注意此处的逆在*运算意义下，首先由于群逆元的存在唯一性，得知 是一个映射；另外对于
，故知 是单射，另外对 ，所以 是满

射。综上 是双射。
若有 则有

进一步地，对 ，有 ，故 保持运算。

综上，由定理5.15， 是群，并且 与 同构，同构映射是 。

利用定理5.15求解，主要是找到G到G的双射，并且保持运算，及同构映射。观察到 位置交换，考虑逆运算

6.3  
写出 的左陪集分解和右陪集分解。中关于

解：

共可以分解成 个陪集

左陪集分解：

右陪集分解：

注：

1. 陪集的个数：拉格朗日定理，确定个数后尝试求出三个不同的陪集即可
2. 左陪集等于右陪集

 

6.4  
的指数为2的子群。证明：对于 的任何元素 必有 ，若 ，是否对 的任意元素 证明你的

断言。
是群 的指数为 有

1. ，由于 是子群，所以 ；若

，也即 ，也即
成立

若 则 否则 由于 的指数为 ，所以 都属于 的另一个右陪集

2. 否。反例如下：

时

注：以a是否属于H分类讨论

6.5  
，是 的两个子群 证明子群 在 中的指数

1. 法一

考虑陪集交 任意，若他不为空，则对 成立(等价类性质)，所以
，所以

另一方面，对于 而言，有 ，于是显然
成立，也就是 ，也就是 。

其中 有

于是 成立

成立 也即 。

所以说存在映射 对于每一个非空的陪集交 ，一定可以映射到一个子群 的陪集且 是满射(参见上面证明中的"另一方
面"部分)，而非空的陪集交至多有mn个，所以子群 的陪集至多有mn个( )，于是
有原命题成立。

此时 对任意 非空且映射 为单射
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2. 法二

本题有同学使用公式 进行证明，这个公式书上并没有，考试也不能直接使用，这里给出一个简单证明：

，也就是
说 是 的若干陪集之交，那么现在考察 中哪些项是相同的？
该公式要求 都是有限阶的 设 。

由6.2题的结论可得，

，上面推导的每一步都是等价的，即 ，而模
；又因为 是群，所以 成立。故 也就是说

左不同余的元素在 中有 个，所以

中不同的陪集有 个 故

下面利用该公式证明题6.5

由 得 而 由如上证明的公式得

 

注：该公式要求H,K是有限的，但是题目并没有给出这样的条件，因此使用该公式证明是不完备的！   
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