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光子气体与黑体辐射

李本佳

2022 年 10 月 15 日
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黑体辐射是什么

要考虑为什么在经典情况下黑体辐射能量密度曲线会发散，以及
为什么涉及量子效应，我们首先要考虑：黑体辐射的到底是什么。
黑体辐射发出的是电磁波，本质上是光子，因此，有一小孔的空
腔中充满的是光子气体。
由于实验中是通过在空腔上开孔观测从小孔泻流出的电磁波谱
（就像在气体室上开一个小孔，通过测量泻流速率分布推断气体
内速率分布一样），并没有直接观测内部的光子，因此内部的光
子不可分辨，不可分辨带来的量子全同和简并问题使得黑体辐射
表现出不同于经典的性质。
所以说黑体辐射问题促进了量子力学的诞生。
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研究思路

既然我们已经确定黑体内部是光子（电磁波），而且我们想研究
的是黑体的内能密度（频率从 ω 到 ω + dω 黑体内能的大小），
那么我们只要解决两个问题：

电磁波共有多种存在方式？
每一种方式贡献多少能量？

下面我们先解决电磁波的存在方式的问题，再解决每种方式贡献
能量的问题，这里要注意，对第一个问题，经典和量子理论给出
相同的结论，两者的差异主要在第二个问题上。
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电磁波的自由度

对于任意一个导体空腔的边界，电场为 0，这样能稳定存在的电
磁场必须是频率满足某些条件的驻波。例如对于正方形空腔，形
成驻波条件的要求是

λ =
L
n , k =

π

λ
=

2πn
L (1)

其中 λ 为电磁波的波长，k 为电磁波的波矢。这里我们要求平移
对称性，即将系统平移 L 的整数倍后，系统不变。
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电磁波的自由度

用波矢和动量的关系，并且注意我们研究的是三维系统，所以三
个方向，得到

px = h̄kx =
2πh̄
L nx, py = h̄ky =

2πh̄
L ny, pz = h̄kz =

2πh̄
L nz (2)

现在 nx，ny，nz 都是离散变量，但因为空腔是在宏观体系下的，
n 和 p 都是准连续的，因此做连续化，即，考虑 px 到 px + dpx，
py 到 py + dpy，pz 到 pz + dpz 内的数目为

dN = dnxdnydnz = (
L

2πh̄)
3dpxdpydpz =

V
h3 dpxdpydpz (3)

在量子力学初步的部分，大家会发现，这个式子和不确定原理
∆x∆p ≈ h 有一定关系。
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电磁波的自由度

上张 ppt 中我们将电磁波可能存在的状态数和电磁波的动量联系
在了一起，但因为实验中观测的总是波长（频率），所以还需要
一步转化。同时上式对空腔形状已经没有要求了，为了方便，我
们直接对动量取球坐标系。

dN =
V
h3 p2 sin θdpdθdϕ (4)

不考虑动量方向，可以将 θ，ϕ 积掉

dN =
V
h3 p2dp

∫
sin θdθ

∫
dϕ =

4πV
h3 p2dp (5)
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电磁场的自由度

注意我们讨论的是光子气体，光子的动量和频率的关系为
p = h̄ω/c，同时上式要乘 2，因为光子沿传播方向有两个偏振，
而我们上面没有考虑到这一点。

dN =
8πV
h3

h̄3
c3 ω

2dω =
V

π2c3ω
2dω (6)

这样我们就得到了光子气体的自由度，也即，对体积为 V 的光
子气体，从 ω 到 ω + dω 的光子数为

D(ω)dω =
V

π2c3ω
2dω (7)
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能量均分定理

我们已经解决了光子数的问题，接下来只需要解决每个自由度有
多少能量的问题就可以了。
这里需要用到能量均分定理，我们这里直接给出结论，略去中间
证明过程：
能量均分定理：对于处在温度 T 的平衡状态的经典系统，粒子
能量中每一个平方项的平均值等于 1

2kT
光子从电磁波的角度来看其实是简谐振动，也即，它的能量可以
写成

ε =
1

2
ap2 + 1

2
bx2 (8)

其中有两个平方项，因此每个光子气体的能量为 kT
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瑞利-金斯公式

我们已经知道了体积为 V 的光子气体，从 ω 到 ω + dω 之间的
自由度数为 D(ω)dω，又知道了每个自由度的能量为 kT，所以光
子气体的内能密度为：

U(ω)dω = D(ω)kTdω =
V

π2c3 kTω2dω (9)

光子气体的总内能为：

U =

∫ ∞

0
D(ω)kTdω =

V
π2c3 kT

∫ ∞

0
ω2dω → ∞ (10)

可以看到这是发散的，这就是瑞利-金斯公式和紫外灾难。
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玻尔兹曼分布与维恩公式

如何消除紫外灾难呢？我们注意到上面的推导有两个地方不大
对：

一个频率为 ω 的光子的能量为 h̄ω 而不是 kT
平衡状态下光子的自由度并不一定被全部占满

我们先修正第一个，只需将上页 PPT 中内能密度中的 kT 替换
为 h̄ω 即可。

U(ω)dω = D(ω)h̄ωdω =
V

π2c3 h̄ω3dω (11)
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玻尔兹曼分布与维恩公式

对于第二个，我们先通过离散能级引入简并度的概念。
考虑离散的能级 εl，假设在第 l 个能级，有 ωl 个能量相同的不
同状态，此处 ωl 被称为能级 l 的简并度。而真实位于能级 l 的粒
子数设为 al。
对于经典粒子，例如理想气体分子，它们满足玻尔兹曼分布，即：

al = ωle−α−βεl (12)

这是对任何多粒子系统都成立的式子，其中对任何系统，β = 1
kT

而 α 则跟粒子数守恒有关，也即粒子不能任意的产生或消失。
但光子可以在空腔壁上任意产生和消失，所以对光子气体，
α = 0。
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玻尔兹曼分布与维恩公式

这样我们就得到了光子数分布和简并度的关系

al = ωle−
εl
kT (13)

对上式做连续化，考虑频率从 ω 到 ω + dω 内的光子，简并度为
D(ω)dω，那么真正的光子数为

dN = D(ω)e−
εl
kT dω (14)

内能密度为

U(ω)dω = h̄ωdN =
h̄V
π2c3ω

3e− h̄ω
kT dω (15)

这样的话总内能就收敛了，看起来不错。
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玻尔兹曼分布与维恩公式

上页给出的光子气体内能密度就是维恩公式。总的来说，维恩公
式借鉴了光子的能量量子化和经典的玻尔兹曼分布，是一个半经
典的结论。
但人们发现维恩公式与实验并不能完全符合，在高频区域符合较
好，而低频偏差较大。
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玻尔兹曼分布与维恩公式

图: 维恩公式和实验结果的对比，横轴为频率，纵轴为内能密度。所有
的物理常数都取为 1，所以不用在意具体大小
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普朗克公式

维恩公式与实验结果不符是因为粒子数分布

al = ωle−
εl
kT (16)

并不适用于光子。
我们在观测黑体辐射谱时没有对光子做严格区分，也即光子是不
可分辨的。光子的全同性导致了粒子数分布不能简单地用玻尔兹
曼分布表示。
在这里不加证明地给出，对于玻色子，真实分布的粒子数 al 和
简并度 ωl 的关系为

al =
ωl

e
εl
kT − 1

(17)
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普朗克公式

将简并度 ωl 替换为 D(ω)dω，εl 替换为 h̄ω，得到的内能分布为

U(ω)dω =
V

π2c3
h̄ω3

e h̄ω
kT − 1

dω (18)

这就是著名的普朗克公式，它在光子能量和粒子数分布上都采用
了量子论，从而得出了与实验相符的结果。
光子气体的内能为：

U =
V

π2c3
∫ ∞

0

h̄ω3

e h̄ω
kT − 1

dω =
V

π2c3 (
kT
h̄ )4

∫ ∞

0

x3
ex − 1

dx (19)
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积分计算

这里给出积分的计算过程：

1

ex − 1
=

e−x

1− e−x = e−x
∞∑

n=0

e−nx =

∞∑
n=0

e−(n+1)x (20)

∫ ∞

0

x3
ex − 1

dx =

∞∑
n=0

∫ ∞

0
x3e−(n+1)xdx (21)

=

∞∑
n=0

Γ(4)

(n + 1)4
(22)

= 6

∞∑
n=1

1

n4 = 6× π4

90
=

π4

15
(23)
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普朗克公式

这样我们就得到了光子气体的内能

U =
π2k4
15c3h̄3

VT4 (24)

首先注意到总内能与温度的 4 次方成正比，这正是斯特藩辐射定
律（黑体辐射功率正比于温度的 4 次方）。
再注意到总内能与光子气体体积 V 成正比。通过粒子数也可以
发现总光子数与体积 V 成正比，这与光子可以任意产生和消失
的物理图像一致。
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维恩位移定律

黑体辐射的内能密度存在唯一最大值，令辅助变量 x = h̄ω/kT，
对黑体辐射的内能密度对 ω 求导数，得到

d
dx(

x3
ex − 1

) = 0 (25)

得到
3− 3e−x = x (26)

解得 x ≈ 2.822。这样，辐射场能量取极大值时，
h̄ωm = 2.822kT。这就是维恩位移定律。
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斯特藩-玻尔兹曼定律

如果考虑从小孔向外单侧辐射光子，可以证明对于光子气体，从
小孔向外辐射的能流密度为

J =
1

4
cU

V =
π2k4
60c2h̄3

T4 (27)

斯特藩-玻尔兹曼常数 σ 即为

σ =
π2k4
60c2h̄3

(28)


