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量子力学初步

李本佳

2022 年 11 月 1 日
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波函数

量子力学中，粒子的位置无法被严格确定，描述粒子使用的是粒
子在空间的几率幅（波函数）

ρ(x, t) = |ψ(x, t)|2 (1)

注意波函数是复数。
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薛定谔方程

量子力学中，波函数就是粒子所处的状态，薛定谔方程可以告诉
我们波函数随时间的演化，也就是粒子随时间的演化：

ih̄ d
dtψ = Hψ (2)

其中 H 是粒子的哈密顿量（能量）算符。对于含时的哈密顿量，
H = H(t)，必须用求解上述方程，而对于不含时的哈密顿量，可
以形式地求解：

dψ = − iHdt
h̄ ψ (3)

然后直接得到

ψ(t) = exp (− iHt
h̄ )ψ(0) (4)



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

薛定谔方程

公式 4 中将算符放在了指数函数里面，这要如何理解呢？我们从
线性代数的角度上思考一下（这里先混淆一下算符和矩阵的概
念）。首先，哈密顿算符是厄米的（力学量算符的要求），H = H†，
这样 H 就一定能被酉对角化，且本征值都是实数，也就是说，对
于矩阵（算符）H，可以找到一组与时间无关的完备正交基，使得

Hψn = Enψn (5)

正交完备的意思是，定义内积（在位置空间上）

(ψm, ψn) =

∫ ∞

0
ψm(x)∗ψn(x)dx (6)

那么
(ψm, ψn) = δmn,和 ∀ Ψ ,Ψ =

∑
i

ciψi (7)
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薛定谔方程

我们就可以把初始的波函数 ψ(0) 在 ψn 这组基下展开：

ψ(0) =
∑

i
ci(0)ψi (8)

exp (− iHt
h̄ ) 作用于 ψi 就相当于把里面的 H 替换为 Ei（线性代数

中的矩阵函数），进而得到随时间演化的波函数

ψ(t) =
∑

i
ci(0) exp (− iEit

h̄ )ψi (9)
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定态薛定谔方程

求解一般演化的问题就完全变成了求解哈密顿量的本征方程的问
题。

Hψn = Enψn (10)

这就是定态薛定谔方程。
求解这个方程一般需要选择位置空间的波函数，将哈密顿量写成
位置空间的算符的形式，然后使用数理方程技巧，就可以求得本
征波函数 ψn(x) 和本征能量 En。例如，对于一维粒子，假设势
能分布为 V(x)，则需要求解的定态薛定谔方程形式为

(− h̄2
2m

d2
dx2 + V(x))ψ = Eψ (11)

求解时一般会发现，E，ψ 只能取离散值，记为 En，ψn。只要知
道初态波函数，就可以在这组基下展开，然后写出随时间演化的
波函数。
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矩阵表示

上面的波函数基矢、内积、展开等概念已经让矩阵表示呼之欲
出。选取哈密顿量的本征波函数作为基矢，定义波函数 ψ 的矩
阵表示为

ψ =


c1
c2
...

cn
...

 (12)

这等价于
ψ = c1ψ1 + c2ψ2 + ...+ cnψn + ... (13)
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矩阵表示

两个波函数的内积也就自然变成了左边的波函数的向量的共轭转
置乘右边的向量

(ψa, ψb) = ψ†
aψb = c∗1ac1b + c∗2ac2b + ... (14)

力学量算符也可以类似的展开，只不过它们是矩阵。定义力学量
算符 A 的第 i 行第 j 列的元素为

Aij =

∫
ψ∗

i Aψjdx (15)

这样，任意选取一组基，力学量算符总是可以在这组基下展开。
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矩阵表示

力学量算符的矩阵表示有以下性质：
力学量算符的矩阵一定是厄米的，即 A = A†。
厄米性保证了力学量算符一定有一系列实本征值。
对任意力学量算符 A，如果将矩阵表示的基选取为 A 的本
征态，那么 A 在这组基下的矩阵表示一定是对角阵，且对
角元就是其相应的本征值。

以及测量假设：
如果对一个量子系统测量力学量 A，那么得到的结果一定是
A 的一个本征值，且测量后量子系统也会坍缩到该本征值对
应的本征态。
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矩阵表示

例如，对于哈密顿量 H，将基选为它的本征态波函数（完备正交
基），它的矩阵中第 i 行第 j 列的元素为

Hij =

∫
ψ∗

i Hψjdx = Ej

∫
ψ∗

i ψjdx = Ejδij (16)

这意味着只有对角元上为非零元素，且 Hii = Ei

H =


E1

E2

. . .
En

. . .

 (17)
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矩阵表示

有了矩阵表示，我们回看薛定谔方程，它只是一个列向量的运动
方程

ih̄ d
dt


c1
c2
...

cn
...

 =


E1

E2

. . .
En

. . .




c1
c2
...

cn
...

 (18)

求解这个方程可简单多了。
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小结：量子力学处理问题的一般方法

一般来说，使用量子力学处理问题有以下步骤：
找到哈密顿量 H 在位置空间下的算符形式，用数理方程的
方法求解定态薛定谔方程，得到离散的本征能量 En 和本征
波函数 ψn。
用求力学量算符矩阵元素的方法把力学量算符化成矩阵形
式，把波函数也写成列向量形式。
求解矩阵形式的薛定谔方程，或用矩阵形式处理其他问题。

总之，量子力学与线性代数联系非常紧密，希望大家多多体会。
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例子：DC-Stark 效应

考虑真空中的单个原子，它的核外电子的能级是分立的，仅考虑
两个能级，定态波函数和能量为 ψ1，E1 和 ψ2，E2，这就是说，
在 ψ1，ψ2 这组基下，哈密顿量的矩阵形式为

H0 =

(
E1

E2

)
(19)

现在在空间中沿 z 正方向加入静电场，大小为 E，此时原子的哈
密顿量应加入电子在静电场中的势能：H = H0 + eEz。注意，此
时 E 为一个数，而 z 是一个算符，因此可以把 z 在 ψ1，ψ2 基下
的矩阵表示求出，这里直接给出结果。

z =

(
0 D
D 0

)
(20)
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例子：DC-Stark 效应

这样，总哈密顿量在 ψ1，ψ2 基的矩阵表示为：

H = H0 + eEz =

(
E1 eED

eED E2

)
(21)

总哈密顿量不再是对角矩阵了。此时，如果开始时原子处在 ψ1

态，那么根据薛定谔方程，它有一定概率跃迁到 ψ2 态上。同时，
总哈密顿量的本征态和本征能量也发生了变化，这就是
DC-Stark 效应。
这个例子中，我们没有用到任何复杂的数学，但已经能在一定程
度上研究原子的能级和外电场的关系，希望大家通过这个例子体
会到量子力学的优美，简洁和强大。
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力学量算符的平均值

当对某一量子系统测量力学量算符 A 时，系统一定坍缩到 A 的
某个本征态上，测量的结果为对应的本征值。
如果系统处于叠加态，以上文提到过的二能级原子为例，若系统
处在 ψ = c1ψ1 + c2ψ2 态上（|c1|2 + |c2|2 = 1，归一化条件），就
有 |c1|2 概率测出 E1，|c2|2 的概率测出 E2，则测得能量的期望
值为 ⟨H⟩ = |c1|2E1 + |c2|2E2。
这也可以用矩阵表示给出，如果我们知道系统的状态 ψ 在某一
组基下的列向量表示，也知道要测量的力学量算符 A 的矩阵表
示，那么 A 的平均值为

⟨A⟩ = ψ†Aψ (22)

把矩阵全部带入，上式右边就是一个 1× n 的向量乘 n × n 的矩
阵乘 n × 1 的向量，结果是个数。
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力学量算符的平均值

考虑与之前相同的原子，定态波函数分别为 ψ1，ψ2，对应能量
分别为 E1，E2，求态 ψ = 1√

2
ψ1 + i 1√

2
ψ2 在自由空间下的能量平

均值和 z 算符的平均值。

⟨H⟩ =
(

1√
2

−i 1√
2

)(E1

E2

)( 1√
2

i 1√
2

)
=

1

2
(E1 + E2) (23)

⟨z⟩ =
(

1√
2

−i 1√
2

)(0 D
D 0

)( 1√
2

i 1√
2

)
= 0 (24)

其中要注意，对态的矩阵形式做的是共轭转置。
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对易关系

考虑两个力学量算符 A，B，既然它们是矩阵，那么自然不一定
满足交换律。定义对易运算

[A,B] = AB − BA (25)

这表示的是 A，B 交换后相差多少。具体分为两种情况：
1. AB − BA = 0，即 A 与 B 对易，此时有推论：存在一组波函
数基 ψij，使得 A 和 B 在这组基下被同时对角化，即

Aψij = aiψij,Bψij = bjψij (26)

也就是说 A 和 B 可以被同时确定。
以氢原子波函数为例，氢原子波函数是哈密顿量算符 H，角动量
平方算符 L2 和 z 方向角动量算符 Lz 的共同本征态，所以有

Hψnlm = Enψnlm, L2ψnlm = l(l + 1)h̄2ψnlm, Lzψnlm = mh̄ψnlm (27)



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

测不准原理

2. AB − BA ̸= 0，此时可以证明 AB − BA = iC，C = C†。A 和 B
没有共同本征态，两者不能被同时确定，这就是测不准原理的来
源。
对于不对易的算符 A 和 B，它们的不确定度的定义为

∆A =
√

⟨A2⟩ − ⟨A⟩2, ∆B =
√
⟨B2⟩ − ⟨B⟩2 (28)

可以证明

∆A∆B ≥ 1

2
⟨C⟩ (29)

这是测不准原理的正规表述。
例如，根据位置和动量算符的关系 [x, p] = ih̄，立即得到
∆x∆p ≥ h̄

2。
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例子：一维无限深势阱

考虑一个处在一维无限深势阱的自由粒子的最低和第二低的能
级，取空间长度为 1，波函数分别为

ψ1(x) =
√
2 sin (πx), ψ2(x) =

√
2 sin (2πx) (30)

考虑态 ψ = 1√
2
ψ1 + i 1√

2
ψ2，可以求得

⟨x⟩ = 1

2
, ⟨x2⟩ = 1

3
− 5

16π2
(31)

⟨p⟩ = 8h̄
3
, ⟨p2⟩ = 5π2h̄2

2
(32)
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例子：一维无限深势阱

带入不确定度定义，得到

∆x = 0.2273,∆p = 4.1908h̄ (33)

显然

∆x∆p = 0.9526h̄ > 1

2
h̄ (34)

这说明一维无限深势阱符合测不准原理。
请大家务必注意，我们学了定态薛定谔方程之后，求得的是体系
的严格解，这绝对不能与拿不确定性原理估算相混淆。


