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量子力学中的角动量

李本佳
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氢原子的量子力学解

解氢原子的薛定谔方程时，需要预先规定一个 z 方向，实验上规
定外加磁场方向为 z 轴，称为量子化轴，这样才能解出电子的所
有自由度，否则 ml 不同的态是简并的。
氢原子的解 ψnlm 本质上是哈密顿量算符 H，轨道角动量平方算
符 L2，z 方向轨道角动量算符 Lz 的共同本征态

Hψnlm = Enψnlm, L2ψnlm = l(l + 1)h̄2ψnlm, Lzψnlm = mh̄ψnlm (1)

在球坐标系中，ψnlm = ψnlm(r, θ, ϕ) = Rnl(r)Ylm(θ, ϕ)，其中
Rnl(r) 称为径向波函数，Ylm(θ, ϕ) 称为球谐函数，在数理方程和
高等的原子物理中有非常重要的作用。
所有有关求解氢原子波函数及其具体形式的东西考试都不会涉
及。
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氢原子的量子力学解

氢原子波函数的归一化条件为∫ ∞

0
r2dr

∫ π

0
sin θdθ

∫ 2π

0
dϕ ψ∗

nlm(r, θ, ϕ)ψnlm(r, θ, ϕ) = 1 (2)

如果要求某个算符 A 的平均值，就把 A 的表达式（例如，如果
是动量算符 p 就带 −ih̄∇）放到 ψ∗

nlm(r, θ, ϕ) 后面

⟨A⟩ =
∫ ∞

0
r2dr

∫ π

0
sin θdθ

∫ 2π

0
dϕ ψ∗

nlm(r, θ, ϕ)Aψnlm(r, θ, ϕ) (3)

如果 A 中有求导之类的算符，注意是对后面的整体作用。
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角动量

量子力学中，角动量算符的定义非常抽象，以后将角动量算符简
称为角动量。角动量 J⃗ 为一个矢量，有三个分量 Jx，Jy，Jz，角
动量算符的定义是三个分量之间存在关系（考试完全不涉及，只
是介绍）

[Ja, Jb] = ih̄ϵabcJc (4)

这是角动量的定义，也就是说，只要一个算符是角动量，不管是
轨道角动量，自旋角动量，自旋和轨道的总角动量，或者是核自
旋的角动量，都符合上式的关系。
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角动量的本征值问题

对于任意一个角动量 J⃗，其本征值问题是对易力学量算符
{J2, Jz} 的本征值问题，这个本征值问题的解为

J2|j,m⟩ = j(j + 1)h̄2|j,m⟩, Jz|j,m⟩ = mh̄|j,m⟩,−j ≤ m ≤ j (5)

其中用 |j,m⟩ 表示 J2 的量子数为 j，Jz 的量子数为 m 的状态。
对于氢原子的轨道角动量来说，这个状态可以用电子的波函数来
描述，也可以通过带入氢原子波函数的方式进行理解，但是对于
其他体系，例如自旋 1/2 体系，没有具体的波函数求解空间，不
能用波函数来描述。所以这里使用了最通用的态的记号。这也告
诉我们，态这个概念比波函数更本质。这里再强调一下本征值问
题的普适性，不管是轨道角动量，自旋角动量，自旋和轨道的总
角动量，或者是核自旋的角动量，只要是个角动量，就一定有上
面所述的本征值和本征态。
使用态的记号，就必须使用量子力学的矩阵表示解决具体问题，
可以回顾一下上一节习题课的 PPT，这里不再重复。
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角动量的加法

在原子物理中，我们通常遇到含有 J⃗1 · J⃗2 项的哈密顿量，这里
J⃗1，J⃗2 是独立的，或者，[J1i, J2j] = 0。我们已经知道了 {J21, J1z}，
{J22, J2z} 的本征值问题的联合解为

|j1,m1⟩|j2,m2⟩ (6)

将两个本征态并排写在一起是因为 J⃗1，J⃗2 的对易关系。这种态
共有 (2j1 + 1)(2j2 + 1) 个。
但是，J⃗1 · J⃗2 并不与 J1z，J2z 对易，所以在上面这组基下哈密顿
量并不是对角阵，即，这组基并不是定态。
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角动量的加法

如何寻找定态呢，我们发现，定义角动量的加法 J⃗ = J⃗1 + J⃗2，那
么 {J21, J22, J2, Jz} 四个算符彼此对易，又和 J⃗1 · J⃗2 对易，因此，
定态就是 {J21, J22, J2, Jz} 四个算符的共同本征态，因为总角动量
也是角动量，所以可以将定态写为 |j1, j2, j,m⟩，满足：

J21|j1, j2, j,m⟩ = j1(j1 + 1)h̄2|j1, j2, j,m⟩ (7)
J22|j1, j2, j,m⟩ = j2(j2 + 1)h̄2|j1, j2, j,m⟩ (8)
J2|j1, j2, j,m⟩ = j(j + 1)h̄2|j1, j2, j,m⟩ (9)
Jz|j1, j2, j,m⟩ = mh̄|j1, j2, j,m⟩ (10)

通常省去 j1, j2，将 |j1, j2, j,m⟩ 写作 |j,m⟩。
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角动量的加法

这样只有一个问题，总角动量的量子数取值范围。这里直接给出
结论：上述 |j1, j2, j,m⟩ 中的 j 取法为

|j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2 (11)

其中 j 从最小值开始，间隔 1 往上取，一直取到最大值。对于每
一个 j，m 的范围是

−j ≤ m ≤ j (12)

其中 m 从最小值开始，间隔 1 往上取，一直取到最大值。
这种取法共有 (2j1 + 1)(2j2 + 1) 种，与不用角动量加法时的态数
相同，这是因为角动量的加法只是换了态空间的一组基，并不会
改变基的个数（空间的维度），可以使用矩阵表示和线性代数加
以理解。这两组基的变换关系已经超出要求，不再详细介绍。
不取总角动量的本征态 |j1,m1, j2,m2⟩ 所构成的基被称为非耦合
表象，由总角动量本征态 |j1, j2, j,m⟩ 构成的基称为耦合表象。
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角动量的加法：举例

考虑两个自旋 1/2 的系统，用 S⃗1，S⃗2 分别表示，在非耦合表象
下，有 4 个正交基

|1
2
,±1

2
,
1

2
,±1

2
⟩ (13)

在耦合表象下，取 S⃗ = S⃗1 + S⃗2，先确定总自旋量子数 s 的范围：

0 = |1
2
− 1

2
| ≤ s ≤ 1

2
+

1

2
= 1 (14)

因为 s 要隔 1 取，所以 s 的取值为 0 或 1。
s = 0 时，0 ≤ m ≤ 0，所以 m = 0，对应的态为 |0, 0⟩。
s = 1 时，−1 ≤ m ≤ 1，所以 m = 0,±1，对应的态为 |1, 0⟩,
|1,−1⟩, |1, 1⟩。
共有 4 个态，与非耦合表象下一致。
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角动量的加法：举例

考虑氢原子的核外电子处在 l = 1 的态上，电子的自旋为 s = 1
2。

在非耦合表象下，有 6 个正交基

|1,±1,
1

2
,±1

2
⟩, |1, 0, 1

2
,±1

2
⟩ (15)

在耦合表象下，总角动量为 J⃗ = L⃗ + S⃗，先确定总角动量量子数

|1− 1

2
| = 1

2
≤ j ≤ 1 +

1

2
=

3

2
(16)

j 要隔 1 取，所以 j 可以取 1
2 或

3
2。

j = 1
2 时，−1

2 ≤ m ≤ 1
2，m 也要隔 1 取，所以两个态为 |12 ,±

1
2⟩。

j = 3
2 时，−3

2 ≤ m ≤ 3
2，m 也要隔 1 取，所以四个态为 |32 ,±

1
2⟩，

|32 ,±
3
2⟩。也共有 6 个态，这与非耦合表象一致。
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斯特恩-盖拉赫实验

原子在经过非均匀磁场的时候会因为电子的总角动量而分裂为几
束打到屏幕上。这其中涉及到磁矩。
角动量具有磁矩 µ⃗，在外磁场 B⃗ 中的能量为 −µ⃗ · B⃗，收到的力为
∇(µ⃗ · B⃗)，设磁场方向为 z，则收到的力为 µz

dBz
dz 。如果出现给定

角动量计算分裂条数的题目，其实就是计算有多少种不同大小的
力。
对于电子，某种角动量 J⃗ 磁矩的一般定义为

µ⃗ = −gµB
J⃗
h̄ (17)

其中 µB = eh̄
2me
是玻尔磁子，对于轨道角动量 L⃗，gl = 1，对自旋

角动量 S⃗，gs = 2。
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斯特恩-盖拉赫实验

求受力时，电子的总磁矩（注意不是总角动量的磁矩）在 z 方向
的投影为

µz = −µB
h̄ (glLz + gsSz) = −µB

h̄ (Lz + 2Sz) (18)

在非耦合表象下，已经可以计算分裂条数了。
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斯特恩-盖拉赫实验

但是实际上，一般外磁场很小，势能 −µ⃗ · B⃗ 远远小于原子本身
的能级差。原子的自然能级用总角动量 J⃗ = L⃗ + S⃗ 的本征态表示，
引入微弱外场后，仍然要使用 J⃗ 的本征态，因此需要将上面的
µz 改写成耦合表象。
这样做有个问题，µ⃗ = µ⃗l + µ⃗s ∝ (L⃗ + 2S⃗) ̸= J⃗。因此我们把 µ⃗ 在
J⃗ 上的投影定义为电子的有效磁矩，并用 µ⃗j 表示（注意这不是
总角动量的磁矩）。

µ⃗j =
µ⃗ · J⃗

j(j + 1)h̄2
J⃗ (19)

而分子中

µ⃗ · J⃗ = −µB
h̄ (⃗J + S⃗) · J⃗ = −µB

h̄ (⃗J2 + S⃗ · (L⃗ + S⃗)) (20)

= −µB
h̄ (⃗J2 + S⃗2 + S⃗ · L⃗) (21)
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斯特恩-盖拉赫实验

接着上面的推导，

J⃗2 = (L⃗ + S⃗)2 = L⃗2 + S⃗2 + 2S⃗ · L⃗ (22)

S⃗ · L⃗ =
J⃗2 − L⃗2 − S⃗2

2
(23)

带到上一页的磁矩表达式中，得到

µ⃗ · J⃗ = −µB
h̄ (⃗J2 + J⃗2 + S⃗2 − L⃗2

2
) (24)

再带回 µ⃗j 的公式，并注意 J⃗2 = j(j + 1)h̄2 就得到

µ⃗j = −gjµB
J⃗
h̄ (25)
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斯特恩-盖拉赫实验

其中有效磁矩的朗德因子

gj = 1 +
j(j + 1) + s(s + 1)− l(l + 1)

2j(j + 1)
(26)

在考试中一定会用到，斯特恩-盖拉赫实验在弱场和强场下的分
裂条数考试也有可能涉及。能量在磁场下的分裂是考试重点，请
大家务必掌握。


