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序

从 “1 + 1 = 2” 谈起1

——高等数学2 与初等数学的区别, 联系与衔接

“1 + 1 = 2” 是我们接触数学的起点, 但老师们几乎都是通过数数或是举具象的例子这样
直观的方式来告诉我们什么是 “1 + 1 = 2”, 而没有深入讲解加法的定义. 我们对几何图形的
了解, 亦是通过直观感受图形, 以及学习老师们所列举的性质、结论, 而没有探究其背后的几
何原理. 至于有理数和无理数, 数学教材带给我们的也仅仅是它们的存在性, 并没有探究两者
间的联系, 甚至有很多老师都没有阐明有理数和无理数本质的区别 (例如, 很多学生并不了解
任何有理数都能表示成

p

q
, (p, q) = 1 的形式). 初等数学里这些直观上 “ 显然” 的内容却恰恰

是学生踏入高等数学的大门后所需要细究的. 很多同学对这一转变无法适应, 这导致他们在学
习第一门核心基础课程——数学分析时就开始掉队.
当然, 笔者列举这些事实并不是要否定初等数学. 相反, 在初等数学教育阶段, 绝大部分

学生对数学的认知能力非常有限, 他们很难绕开形象来接触抽象. 因此, 在这样的起步阶段,
是需要通过这样直观的方式去引导学生学习数学的. 较之于高等数学, 初等数学所学习的内容
就好比练武中蹲马步、打沙袋、举石锁的过程. 如果急功近利, 过早地去练复杂的招式, 那么
马脚就会逐渐败露, 最后很可能一事无成. 对此, 笔者觉得很有必要从多个角度谈谈高等数学
和初等数学的区别与联系, 以及如何完成这二者的衔接.

我们先从定义本身讲起:
初等数学: 以 “1 + 1 = 2” 为既定事实建立的数学体系. 通俗而言, 就是更加直观, 更强调

数学的工具性.
高等数学: 研究何为 “1 + 1 = 2” 及其衍生出的一系列数学内容. 较之初等数学更加抽象,

更重视数学的本原性.
初等数学直接承认了很多直观上成立的命题. 例如, 初等函数连续性是可以直接使用的,

其衍生出的各类性质也被视为 “显而易见”. 而高等数学正是去研究这些在初等数学体系中视
为 “直观上成立”的定义及性质,很多定义还被作为起点来构建出新的体系. 例如,把 “1+1 =

2” 作为抽象代数课程的起点, 以此来引申出 “ 群环域” 的概念; 在函数连续性、可导性、可积
性的定义中, 引入 “无穷小”这一工具, 亦是为了真正区分直观上的两个 “1”, 把 “1+1 = 2”真
正抽丝剥茧. 同时, 在新的体系下, 又衍生出新的定义、性质及结论. 这些新的定义、性质及结
论相比初等数学而言, 不失直观却更为本原.

同时, 初等数学中的内容或多或少都会被运用到高等数学中去. 因为抽象的探索, 脱不开
直观的想象; 本原的洞察, 少不了工具的驾驭. 就如初等数学中直观化和形象化的方法, 亦作为

1本文发表于中国科大数院学生会主编的《薪火相传》(2021 版), 略有删改.
2这里的高等数学是广义的.
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工具被用于高等数学的研究中. 再如 “变量代换及换元” 这一我们在初等数学中学习的技巧,
即使在积分及微分的处理中也经常使用, 它甚至还起到了关键乃至决定性作用. 这些贯穿整个
数学阶段的思想方法及工具, 在不同阶段有不同的地位及用途, 时而宏观, 时而具化, 亦或两者
兼具.

再从学习模式的角度谈起:
初等数学的教学一般都是以 “简单的定义 → 适量的性质及推论 → 大量的例子 → 衍生

出大量课本之外的技巧及结论” 的模式进行. 如前所说, 这些内容始终是高等数学学习及数学
研究的基本工具, 在初等数学的学习阶段, 必须对这些 “工具” 先要熟练掌握, 再要灵活运用,
最后融会贯通. 在绝大部分学生几乎不具备抽象思维的时候, 这种如同 “ 学工具” 的学习模式
在初等数学的学习中是适用的.

高等数学的教学一般都是以 “困难的定义 → 大量的性质及推论 → 适量的例子 → 衍生
出极少量课本之外的技巧及结论” 的模式进行. 高等数学里的课程本身起点很高, 因此高等数
学的学习绝不能抱着 “ 学工具” 的想法, 而是要文火慢炖, 勤于思考和探究, 最后要融入所学
课程的体系和思维方式, 这是第一要义. 就如数学分析这一课程, 它开门见山地引入了无穷小
的概念, 进而定义了极限. 要想尽快适应这样的转变, 就要在学习过程中深入课程, 适应体系,
探明本质.

为了让同学们更好地适应高等数学的学习, 笔者还想谈一谈如何更好地进行初高等数学
间的衔接:

(1) 一定要理解无穷 (包括大和小) 的内涵, 深究无穷性与有穷性的区别, 并在无穷性中继
续深挖根源. “无穷小” 是研究为何 “1 + 1 = 2” 成立 (实数的构造) 及其衍生出的内容的一个
重要手段;

(2) 要以工具性的观点运用初等数学, 要持求知的态度探索高等数学, 切忌高等数学学习
“工具化”;

(3) 学习高等数学不能忽视初等数学里常用的直观化和形象化的方法, 他们很有可能为高
等数学中一些问题的解决提供了动机, 再加上数学本身具有理科语言学的特性. 因此, 具备良
好的洞察力及语言逻辑能力是任何阶段的数学学习中不可或缺的一部分;

(4) 学习高等数学要学会探索规律, 追溯本质. 看似复杂的体系及问题, 其关键往往归结
于核心的处理手段及思维方式, 同时, 在学习任何知识过程中都要具备类比、归纳、演绎以及
多维推广等数学思想方法;

(5) 学习完高等数学中的每一门课程, 都应该回头思考课程的真正核心内容, 明确课程主
线, 理清一些重要的定理或命题的地位及用途, 并探究其中的联系.
最后, 祝各位 USTCer 在科大四年里能够治学修身, 畅游数学之领域, 感悟生活之乐趣.

2019 级 数学科学学院 1 班 宗语轩
2021 年 2 月于杭州

有关初高等数学衔接的推荐用书:
程艺: 数学基础选讲, 高等教育出版社, 2022.
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前 言

数学分析, 是一门以 “什么是极限” 为起点，把微分学、积分学、级数等理论作为主要内
容, 并主要在实数范围内以 “极限” 作为工具研究连续性、可微性、可积性等性质的基础课程,
同时亦是从初等数学到高等数学过渡的桥梁. 和多数大学数学课程一样, 数学分析具有严格的
公理体系. 但是相比后续课程而言, 数学分析课程中的定义和定理理解起来并不困难, 抽象程
度也不高, 大部分内容都可以用直观的方式加以理解; 此外, 数学分析需要用到大量初等数学
所学的知识、技巧和结论, 这一特点在许多习题中均有体现, 因此说数学分析起到了初、高等
数学间的过渡作用.
当前, 中国科大全校学生都需要通修数学分析课程, 其中非数学专业学生均通修数学分析

(B1)(B2) 两门课程, 数学专业学生通修数学分析 (A1)(A2)(A3) 或数学分析 (B1)(B2)(B3) 三
门课程. 本书主要针对数学分析 (B1) 课程, 其知识深度及广度介于其他高等院校的高等数学
(单、多变量微积分) 和数学专业数学分析之间, 课程主干和知识点上更倾向于高等数学 (单、
多变量微积分), 但在证明分析能力和技巧运用上更贴近于数学专业的数学分析要求.

在 2021 年秋季学期, 两位笔者分别有幸担任数学分析 (B1) 程艺老师 (宗语轩)、汪琥庭
老师 (余启帆) 班级的助教. 在我们担任助教期间, 发现不少同学的学习方式和思维观念一直
没有从中学数学中转变, 导致始终没有适应数学分析的课程体系; 从部分同学的作业中也体现
出数学语言使用不规范, 逻辑不清晰等问题. 基于我们担任半年助教期间的积累, 同时为了让
后人更好地适应课程体系, 加深概念理解, 强化分析功底, 并适当开拓视野, 我们共同编写了此
份《中国科学技术大学数学分析 (B1) 习题课讲义》.

本讲义的内容编排基本参照数学分析 (B1) 课程教材《数学分析讲义 (第 1 册)》的顺序,
依次如下: 极限, 函数的连续性, 一元微分学及其应用, 不定积分, 一元积分学及其应用, 无穷
级数. 以上内容我们将以章节的形式为大家呈现, 由于本讲义是习题课讲义, 从定位上可以看
作课堂内容的补充、延伸和拓展, 我们在每个章节的编排上主要分为 “命题判断及推理”、“专
题选讲” 和 “补充习题” 三部分内容 (部分章节略有出入).

• 命题判断及推理包括命题证明和反例构造, 起到本讲义的 “开胃餐” 作用. 选取的一部
分命题来源于教材概念、定理、例题和作业题的延伸, 以及学生作业中的典型 “伪证”, 这一部
分的命题我们记为 A 组, 要求大家理解和掌握; 还有一部分命题难度较大, 用于拓展, 这一部
分的命题我们记为 B 组,让大家欣赏了解即可. 无论是命题证明还是反例构造,都有助于培养
学生独立思考能力, 同时加深概念理解, 明确概念间的地位和联系, 最重要的一点是帮助学生
克服主观臆想, 走向逻辑推理, 更好地适应课程体系.

• 专题选讲是本讲义的 “正餐”. 其中一部分是课堂内容的整理或补充, 包括课堂内容的
整合加工, 以及一些难以理解的概念的讨论等; 另一部分是在知识层面和技巧层面上进行适度
的延伸及拓展, 但考虑到适用对象的问题, 我们不会在讲义中补充过深过难的拓展内容和奇技
淫巧.

• 补充习题是本讲义的 “加餐”. 我们把习题按难度和要求分为 A/B/C 三组. 其中 A 组
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习题以中档题和少量基础题为主; B 组习题以一定技巧性, 灵活度较高, 分析味较重的较难题
为主; C 组习题一部分来自灵活度很强, 分析味浓厚的难题, 一部分来自层层递进的探究题,
还有少部分题目在知识层面和证明方法上达到数学专业类数学分析的要求, 略超出本课程的
要求上限, 但这部分题目有助于提升数学的证明能力和逻辑思维能力. 读者可以根据自己的需
求, 选择相应层次的习题进行练习. 部分习题提示与解答会附在本讲义最后, 以供大家参考.

此外, 在期中、期末两个阶段, 我们还分别撰写了期中部分及期末部分的知识梳理, 便于
大家复习备考.

程艺老师曾说过: “Calculus 和 Analysis 两手都要抓! 两手都要硬! ” 分析固然是本课程
的核心和精髓, 无需赘言; 但计算能力更是看家子、硬本领, 科学上很多问题都是通过正确的
计算才能看出端倪并得以解决. 此外, 提升计算能力还可以训练人的直觉和洞察力, 从而提升
认知层次. 因此, 本讲义在侧重分析的同时, 也力求把古典分析精妙与细致的计算力呈现出来.

特别感谢两个班级的老师, 其他助教和所有同学提供的问题, 解法及各种资料, 同时特别
感谢 2020 级数院博士吴天学长对助教工作和本书撰写的大力支持.

由于笔者水平有限, 加之时间紧迫, 部分内容未免片面或有所疏漏, 笔误亦在所难免, 恳请
广大读者批评指正, 感激不尽!

2019 级 数学科学学院 1 班 宗语轩
2022 年 1 月于杭州

2019 级 少年班学院 创新试点 3 班 余启帆
2022 年 1 月于广州

符号说明

• an ↑ a: 数列 {an} 单调递增趋于 a;
• bn ↓ b: 数列 {bn} 单调递减趋于 b.

2欢迎访问个人主页:
宗语轩: http://home.ustc.edu.cn/~zyx240014/
余启帆: http://home.ustc.edu.cn/~qifan/
闻道有先后, 内容有疏漏. 发现错误欢迎联系我们: zyx240014@mail.ustc.edu.cn, qifan@mail.ustc.edu.cn

http://home.ustc.edu.cn/~zyx240014/
http://home.ustc.edu.cn/~qifan/
mailto:zyx240014@mail.ustc.edu.cn
mailto:qifan@mail.ustc.edu.cn
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第 1 章 极限

1.1 关于书写规范的建议

1.1.1 格式规范

1 言简意赅, 切忌跳步 不能省略关键步骤, 同时也不要过度交代与题目无关的东西.
如, 不要使用 “显然” “ 易证” “易得” 等词语跳过一些关键步骤,3 更不要因为一些中间步骤难
以证明, 试图通过 “ 显然” 来蒙混过关;

2 依据充足, 逻辑清晰 必要时应当注明相应的定理、命题或结论,逻辑表述上一定要清
晰且准确. 如, 在推导过程中, 添加 “由定理…知…” “要证明 A, 只需证明 B. ” “ 往证: …” 等字
眼;

3 语言规范, 符号得当 使用数学化的语言, 避免口语化的描述. 必要时可合理选用规范
的逻辑符号或其他数学符号;

4 从模仿做起 对于格式规范的练习, 最好的参照就是教材上的例题, 应当仔细研究教
材例题上数学语言的叙述方式, 并根据自身情况进行适当的模仿和训练.

1.1.2 作业中的典型问题

1 数学归纳法的书写格式不规范
例题 1.1 (Bernoulli 不等式) 设 x ⩾ −1, n ⩾ 1 是正整数, 则有

(1 + x)n ⩾ 1 + nx.

证明 用数学归纳法证明上述命题成立.

(1) 当 n = 1 时, 命题成立;
(2) 假设 n = k (⩾ 1) 时, 命题成立, 即 (1 + x)k ⩾ 1 + kx, 下证: 结论对 n = k + 1 也

成立.
当 n = k + 1 时, 由归纳假设知

(1 + x)k+1 ⩾ (1 + kx)(1 + x) = 1 + (k + 1)x+ kx2 ⩾ 1 + (k + 1)x,

即, n = k + 1 时, 命题也成立.

由 (1)(2) 及数学归纳法知, 结论对任意 n ∈ N∗ 成立.
上述过程展示了规范的数学归纳法书写格式, 其中黑体加粗的四个步骤及归纳假设成立

的推断过程一定不能省略.

3如果这一结论确实显然, 那当然可以这么写.
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2 数学语言不规范 如上所言, 作业中常出现证明中口语化描述偏多, 不会规范及正确
使用数学语言及数学符号的问题.
如 “无穷大量乘以一个不是无穷小的量, 仍然是无穷大量” 以及 “an 无限逼近于 0” 等等.

这些口语化的描述不允许出现在数学证明中,必须要用严格的 ∀, ∃等数学符号 (或文字),并通
过合适的数学语言进行刻画. 同时还需注意数学符号使用的逻辑顺序, 以及数学符号使用的合
理性及规范性.

例题 1.2 用定义证明: lim
n→+∞

sinn
n

= 0.

证明 对 ∀ε > 0, ∃(取)N =

[
1

ε

]
+ 1, 则 ∀(当)n > N 时, 有

∣∣∣∣sinnn
∣∣∣∣ ⩽ 1

n
<

1

N
< ε,

故 lim
n→+∞

sinn
n

= 0.
如上所示, 在用 “ε − N” 语言证明时, 必须按照 “任意 — 存在— 任意 — 给定精度精确

化” 四个步骤的顺序进行. 常见错误如下:
(1) 缺少某个 (某些) 逻辑符号, 或者逻辑符号未按照正确顺序使用;
(2) N 的取值依赖于 n. N 的取值必须是仅与 ε有关的变量,不能依赖于 n,所以 “∀ε > 0”

写在 “∃N = · · · ” 之前就是为了固定 ε 的值, 以便最后的精确化处理.
(3) 常见错误格式: 对 ∀ε > 0, 要使

∣∣∣∣sinnn
∣∣∣∣ ⩽ 1

n
< ε, 只用取 n >

[
1

ε

]
+ 1 即可.

(4) 用夹逼原理 (教材定理 1.7) 证明. 本题要求用定义法证明, 不应出现夹逼原理.
例题 1.3 证明: 若 lim

n→∞
an = 0, 又 |bn| ⩽ M (n = 1, 2, · · · ), 则 lim

n→∞
anbn = 0.

提示 (1) 通过定义证明.
证明 (1) (1) 当 M = 0 时, bn = 0 (n ∈ N∗) =⇒ anbn = 0 =⇒ lim

n→∞
anbn = 0;

(2) 当M > 0时,对 ∀ε > 0,由 lim
n→∞

an = 0知, ∃N ∈ N∗,使得当 n > N 时,有 |an| <
1

M
ε,

从而 |anbn| ⩽ M |an| < ε, 由定义知, lim
n→∞

anbn = 0.

注意 对 M = 0 的情况单独讨论.
提示 (2) 运用夹逼原理.
证明 (2) 注意到,

0 ⩽ |anbn| ⩽ M |an| ,

由 lim
n→∞

an = 0 及夹逼原理知, lim
n→∞

anbn = 0.

错误格式 lim
n→∞

|anbn| ⩽ M lim
n→∞

|an| = 0.

说明 上述错解存在逻辑谬误. 因为敛散性未知的情况下, 不能直接对极限形式比较大小
关系. 这也可能是由夹逼原理书写格式不规范造成的, 应当对数列大小进行比较, 而不是对极
限进行比较.

3 分类讨论不齐全 在分类讨论时, 常出现分类讨论不齐全, 特殊情况欠考虑的情况. 此
处不做详细展开.
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1.2 命题判断及推理

判断下列命题或推断是否成立, 并说明理由.

1.2.1 A 组
1 若 an > 0, 则 lim

n→∞
an = 0 ⇐⇒ lim

n→∞

an+1

an
= 1.

2 lim
n→∞

an = a ⇐⇒ lim
n→∞

(an+1 − an) = 0.

3 lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ an
n

= a ⇐⇒ lim
n→∞

an = a.

4 {an} 中任两个子列 {akn} 和 {aln} 均有 lim
n→∞

(akn − aln) = 0 ⇐⇒ lim
n→∞

an = a,
a ∈ R.

5 an > 0, lim
n→∞

an
an+1

= l > 1 =⇒ lim
n→∞

an = 0.

6 若 an ̸= 0, 则 lim
n→∞

an = a ̸= 0 ⇐⇒ lim
n→∞

an+1

an
= 1.

7 无界数列一定是无穷大量.
8 非负数列极限是非负数, 正项数列极限是正数.
9 若数列 {an} 是单调数列, 则 {an} 收敛 ⇐⇒ {an} 有收敛子列.
10 若对任意 n, p ∈ N∗, 均有 |an+p − an| <

p

n2
, 则数列 {an} 收敛.

11 若数列 {an} , {bn} 满足 lim
n→∞

anbn = 0, 则必有 lim
n→∞

an = 0 或 lim
n→∞

bn = 0. 若假设
lim
n→∞

an = a, 回答同样的问题.

12 判断数列 {an ± bn}, {an · bn} 的敛散性:
(1) 若数列 {an} 收敛, 数列 {bn} 发散;
(2) 若数列 {an} 与 {bn} 皆发散.
13 lim

x→x0

f(x) = l, lim
y→y0

g(y) = x0 =⇒ lim
y→y0

f(g(y)) = l.

1.2.2 参考答案 - A 组
1 ≠⇒ . 反例: an =

1

2n
; ⇍= . 反例: an = 1.

2 =⇒ . 定义法证明即可; ⇍= . 反例: an =
n∑

k=1

1

k
.

3 ≠⇒ . 反例: an = (−1)n; ⇐= . 截成两段再用定义证明即可, 或者运用 Stolz 定理.
4 =⇒ . 利用反证法, 并把 {an} 发散转化成 Cauchy 列形式; ⇐= . 利用 2 的结论即

可.
5 =⇒ . ∃q 满足 l−1 < q < 1 及 ∃n ∈ N∗, 当 n > N 时, 有

an+1

an
< q =⇒ an < aN · qn−N =⇒ lim

n→∞
an = 0.

6 =⇒ . 定义法证明即可; ⇍= . 反例: an = n.
7 错误. 反例:an = n(1− (−1)n).

8 正确; 错误. 反例: an =
1

n
.
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9 ⇐⇒ . 用定义证明即可.

10 正确. ∀ε > 0, ∃N =

[
1

ε

]
+ 1, 当 n > N 时, 对 ∀p > 0, 有

|an+p − an| ⩽
n+p∑

k=n+1

|ak − ak−1| <
n+p∑

k=n+1

1

k2
<

n+p∑
k=n+1

1

(k − 1)k
=

n+p∑
k=n+1

(
1

k − 1
− 1

k

)
<

1

n
<

1

N
< ε,

由 Cauchy 收敛准则知 {an} 收敛.
11 不成立. 构造数列:

an =
1

2
+ (−1)n · 1

2
= 0, 1, 0, 1, · · · , bn =

1

2
+ (−1)n+1 · 1

2
= 1, 0, 1, 0, · · · ,

则 anbn = 0, 自然有 lim
n→∞

anbn = 0; 但显然 lim
n→∞

an, lim
n→∞

bn 均不存在.
若假设 lim

n→∞
an = a, 则答案是肯定的.

(1) 若 lim
n→∞

an = a = 0, 则结论自然成立;

(2) 若 a ̸= 0, 则 lim
n→∞

bn =
lim
n→∞

anbn

lim
n→∞

an
=

0

a
= 0, 结论成立.

12
(1) 若数列 {an} 收敛, 数列 {bn} 发散, 则数列 {an ± bn} 发散, 数列 {anbn} 的敛散性不

确定.
(a) 假设数列 {an ± bn} 收敛, 则 lim

n→∞
bn = ∓

(
lim
n→∞

(an ± bn)− lim
n→∞

an

)
, 则数列 {bn}

收敛, 矛盾. 故数列 {an ± bn} 发散.
(b) 取 an = 0, 则 anbn = 0, 数列 {anbn} 收敛;
(c) 取 an = 1, 则 anbn = bn, 数列 {anbn} 发散.

(2) 若数列 {an} 与 {bn} 皆发散, 则数列 {an ± bn}, {anbn} 的敛散性皆不确定.
(a) 取数列

an = (−1)n, bn = (−1)n+1,

则 an + bn = 0, 数列 {an + bn} 收敛; an − bn = 2 · (−1)n, 数列 {an − bn} 发散; anbn =

(−1)2n+1 = −1, 数列 {anbn} 收敛;
(b) 取数列

an = bn = (−1)n,

则 an + bn = 2 · (−1)n, 数列 {an + bn} 发散; an − bn = 0, 数列 {an − bn} 收敛; anbn = 1,
数列 {anbn} 收敛.

13 ≠⇒ . 反例: f(x) =

0, x ̸= 0,

1, x = 0,
, g(y) ≡ 0, x0 = y0 = 0. lim

x→x0

f(x) = 0 ̸=

lim
y→y0

f(g(y)) = 1.

1.3 专题选讲
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1.3.1 实数理论

1 实数 ≜ 有序完备域
有序 Archimedes 序;
完备 拓扑结构;
域 代数结构 (四则运算封闭).

N 减法
===⇒ Z 除法

===⇒ Q 极限
===⇒ R x2+1=0

=====⇒ C

2 实数的刻画方式

(1) 十进制小数: a0.a1a2 · · · =
∞∑
k=0

ak
10k

.

(2) Dedekind 分割:

A :=
{
x ∈ Q : x < 0 or (x > 0 and x2 < 2)

}
, B :=

{
x ∈ Q : x > 0 and x2 > 2

}
,

则 A ∩B = ∅ 且 A ∪ B = Q.
(3) Cauchy 列: 用收敛数列的极限定义实数. 例如, 设

a1 ∈ Q, a1 >
√
2, an+1 =

1

2

(
an +

2

an

)
,

可推知 an ∈ Q 且 lim
n→∞

an =
√
2.

3 实数完备性的六个等价表述形式
(1) 单调有界定理
(2) Bolzano-Weierstrass 定理 (列紧性定理)
(3) Cauchy 收敛准则
(4) 确界原理
(5) 闭区间套定理
(6) 有限覆盖定理4

例题 1.4 证明: n ∈ N∗,
√
n ̸∈ N∗ =⇒

√
n ̸∈ Q∗.

证明 用反证法. 设
√
n =

p

q
, (p, q) = 1 且 p, q ∈ N∗. 则 ∃m ∈ N∗, 使得 m <

p

q
< m+ 1.

而 q1 := p− qm ∈ (0, q), 故
p

q
=

√
n =

p

q
· p− qm

p− qm
=

qn− pm

q1
:=

p1
q1
.

由 q > q1 知 p > p1. 而 p, q ∈ N, 由无穷递降法知上述过程不能无限进行下去, 矛盾.
例题 1.5 设 x 是给定的无理数, 则 ∀n ∈ N∗, ∃p, q ∈ Z, 使得 |px− q| < 1

n
.

证明 考虑 {x} , {2x} , . . . , {nx} 这 n 个互不相同5 的无理数. 由抽屉原理知, ∃i, j ∈
{0, 1, 2, . . . , n}, 使得 0 < {jx} − {ix} <

1

n
. 而 {(j − i)x} = {jx} − {ix}, 令 k = j − i, 则

{kx} <
1

n
. 取 p = k, q = [kx], 则 |px− q| < 1

n
.

由上述结论立即得到下面的推论:
推论 1.5 设 x 是给定的无理数, 则集合 {m+ nx|m,n ∈ Z} 在 R 中稠密.

4数学分析 (B1) 不要求掌握.
5请读者思考为什么.
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1.3.2 比值法 & 根值法
命题 1.1 (比值法) 已知数列 {an}.

(1) 若从某项起有
∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ ⩽ q < 1, 则 lim
n→∞

an = 0.

(2) 若从某项起有
∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ > 1, 则 lim
n→∞

an = ∞.

(3) 若有 lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = q, 则当 q < 1 时, lim
n→∞

an = 0; 当 q > 1 时, lim
n→∞

an = ∞.

命题 1.2 (根值法) 已知数列 {an}.
(1) 若从某项起有 n

√
|an| ⩽ q < 1, 则 lim

n→∞
an = 0.

(2) 若从某项起有 n
√

|an| > 1, 则 lim
n→∞

an = ∞.

(3) 若有 lim
n→∞

n
√

|an| = q, 则当 q < 1 时, lim
n→∞

an = 0; 当 q > 1 时, lim
n→∞

an = ∞.
说明 上述命题请读者自证. 使用该方法须将完整过程写清楚, 不能直接使用.
下面给出上述命题的应用.

1.3.3 比较数列收敛速度的万能工具

命题 1.3 把 lim
n→∞

an
bn

= 0 记作 an ≪ bn (n → ∞), 则 (lnn)l ≪ nk ≪ an ≪ n! ≪
nn (k, l > 0, a > 1, n → ∞).
提示 运用 Stolz 定理或比值法证明.
证明 (1) 注意到,

(n+ 1)k − nk

ln
(
1 + 1

n

) > n1+k

[(
1 +

1

n

)k

− 1

]

⩾


n1+k

[(
1 +

1

n

)
− 1

]
= nk, k > 1

n1+k

[(
1 +

k

2n

)
− 1

]
=

k

2
nk, 0 < k ⩽ 1

→ +∞ (n → ∞)

由 Stolz 定理知,

lim
n→∞

nα

lnn = lim
n→∞

(n+ 1)α − nα

ln(n+ 1)− lnn = lim
n→∞

(n+ 1)α − nα

ln
(
1 + 1

n

) = +∞. (α > 0)

(2) 记 cn =
an

nk
. 则 ∃N ∈ N∗. 当 n > N 时, 有

(
1 +

1

n

)k

<
1 + a

2
. 故当 n > N 时, 有

cn+1

cn
=

a(
1 + 1

n

)k >
2a

1 + a
=⇒ cn >

(
2a

1 + a

)n−N

cN → +∞ (n → ∞)

所以 lim
n→∞

cn = +∞.

(3) 记 cn =
n!

an
. 取 N = [2a+ 2]. 当 n > N 时, 有

cn+1

cn
=

n+ 1

a+ 1
> 2 =⇒ cn > 2n−NcN → +∞ (n → ∞)

所以 lim
n→∞

cn = +∞.
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(4) 记 cn =
nn

n!
. 则

cn+1

cn
=

(
1 +

1

n

)n

> 2 =⇒ cn > 2n−1c1 → +∞ (n → ∞)

所以 lim
n→∞

cn = +∞.

例题 1.6 求 lim
n→∞

(n!)k

nn
(k ∈ N∗).

解 k = 1 时, lim
n→∞

n!

nn
= 0; k ⩾ 2 时, 注意到 (n!)2

nn
⩽ (n!)k

nn
, 而

(n!)2

nn
=

n−1∏
k=2

k(n+ 1− k)

nn−2
⩾ (2n− 2)n−2

nn−2
→ +∞ (n → ∞).

由夹逼原理知 lim
n→∞

(n!)k

nn
= +∞.

例题 1.7 求 lim
n→∞

(ln2(n+ 1)− ln2 n).
解 我们有

0 < ln2(n+ 1)− ln2 n = (ln(n+ 1)− lnn)(ln(n+ 1) + lnn)

< 2 ln(n+ 1) ln
(
1 +

1

n

)
<

2 ln(n+ 1)

n
,

而

lim
n→∞

2 ln(n+ 1)

n
= lim

n→∞

2 ln(n+ 1)

n+ 1
· lim
n→∞

n+ 1

n
= 0.

由夹逼原理知, lim
n→∞

(ln2(n+ 1)− ln2 n) = 0.

1.3.4 自然对数的底 e

在大学教材中, 我们一般把 lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

作为 e 的定义. 若进一步想了解自然对数的底

e 的本原和历史, 可以查阅有关数学史的书, 这些内容在本讲义中不再赘述.
我们同时考察如下两个数列:

en =

(
1 +

1

n

)n

, sn =
n∑

k=0

1

k!
(n ∈ N∗).

显然, 数列 {sn} 严格递增, 且由

sn ⩽ 1 + 1 +
1

2
+

1

22
+ · · ·+ 1

2n
< 3

知 {sn} 有上界. 由单调有界定理知 s := lim
n→∞

sn 存在.
由均值不等式知(

1 +
1

n

)n

= 1 ·
(
1 +

1

n

)
. . .

(
1 +

1

n

)
︸ ︷︷ ︸

n 个

<

(
1 + n

(
1 + 1

n

)
n+ 1

)n+1

=

(
1 +

1

n+ 1

)n+1

.
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因此数列 {en} 单调递增. 此外, 利用二项式展开, 得

en = 1 +
n∑

k=1

(
n

k

)
1

nk
= 1 +

1

1!
+

1

2!

(
1− 1

n

)
+ · · ·+ 1

n!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .

(
1− n− 1

n

)
.

由 {en} 的展开式知, en ⩽ sn < 3, 故 {en} 有上界. 由单调有界定理知 e = lim
n→∞

en 存在,
即 e 的定义是合理的. 我们利用如下不等式来得到 s = e.
例题 1.8 证明: sn − en <

3

2n
.

引理 1.1 n ∈ N∗, 对 ∀r1, r2, . . . , rn ∈ (0, 1), 均有
n∏

k=1

(1− rk) ⩾ 1−
n∑

k=1

rk.

提示 用数学归纳法证明. 引理的证明留给读者自行完成.
回到原题.
证明 利用 en 的二项式展开式, 由上述引理知

en = 2 +
n∑

k=2

1

k!

k−1∏
t=1

(
1− t

n

)
⩾ 2 +

n∑
k=2

1

k!

(
1−

k−1∑
t=1

t

n

)
= sn −

1

2n

n∑
k=2

1

(k − 2)!
> sn −

3

2n
.

即 sn − en <
3

2n
.

又因为 sn ⩾ en, lim
n→∞

3

2n
= 0. 由夹逼原理知 s = e.

为得到 e 的近似值, 利用如下不等式, 我们可用 sn 的值进行逼近.
例题 1.9 证明: 0 < e− sn ⩽ 1

n!n
.

证明 左侧不等式显然成立. 下证右侧不等式成立. 对 ∀m > 0, 有

sn+m − sn =
n+m∑
k=n+1

1

k!
<

1

(n+ 1)!

m−1∑
k=0

1

(n+ 1)k
<

1

(n+ 1)!

1

1− 1
n+1

=
1

n!n
.

令 m → ∞, 得 e− sn ⩽ 1

n!n
.

因此, 用 s10 逼近 e 所产生得误差小于 10−7 =⇒ e = 2.71828 . . .

同时, 利用上述不等式我们还可以证明如下命题:
例题 1.10 证明: e 是无理数.
证明 用反证法. 假设 e = p

q
, 其中 p, q ∈ N∗. 由于 2 < e < 3, 因此 q ⩾ 2.

由 0 < e− sn ⩽ 1

n!n
得

0 < q!(e− sq) ⩽
1

q
⩽ 1

2
.

但是

q!(e− sq) = (q − 1)!p− q!

(
1 + 1 +

1

2!
+ · · ·+ 1

q

)
是整数, 矛盾.
由此可知, 数列 {en} 与 {sn} 各项都是有理数, 但它们的极限却是无理数. 这又一次说明

有理数域是不完备的.
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习题

1 证明: 数列
{(

1 +
1

n

)n+1
}
是严格递减数列.

提示 取倒数, 用均值不等式证明即可.

易知 e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n+1

. 由此可得
(
1 +

1

n

)n

< e <
(
1 +

1

n

)n+1

.

取对数得
1

n+ 1
< ln

(
1 +

1

n

)
<

1

n
. 我们把推广后的情形留给读者自行完成.

2 设 n ∈ N∗ 且 k = 1, 2, · · · . 证明不等式:

k

n+ k
< ln

(
1 +

k

n

)
<

k

n
.

对
1

k + 1
< ln

(
1 +

1

k

)
<

1

k
分别取 k = 1, 2, . . . , n. 累加后得

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n+ 1
< ln (n+ 1) < 1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
.

3 利用上述不等式来解决如下问题.

(1) 令 xn = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
− ln(n+ 1) (n ∈ N∗). 证明: γ := lim

n→∞
xn 存在;

(2) 利用 (1) 证明: 1 + 1

2
+ · · ·+ 1

n
= lnn+ γ + εn, 其中 lim

n→∞
εn = 0;

(3) 利用 (2) 证明: 1 + 1

3
+ · · ·+ 1

2n− 1
= ln 2

√
n+

γ

2
+ εn.

1.3.5 由迭代生成的数列

说明 这里 “由迭代生成的数列” 指给定数列 {an} 中的 a1 后, 用递推公式 an+1 =

f(an) (n ∈ N∗) 通过迭代生成的数列.

例题 1.11 设 an =

√
2 +

√
2 +

√
2 + · · · (n 重根式), 求 lim

n→∞
an.

解 将数列转化成递推形式

a1 =
√
2, an+1 =

√
an + 2.

用数学归纳法证明: an > an−1(n ⩾ 2). 当 n = 2 时, 经计算得 a2 =

√
2 +

√
2 > 2 = a1, 命题

成立. 假设 n = k(k ⩾ 2) 时命题成立, 则

ak+1 − ak =
√
ak + 2−

√
ak−1 + 2 =

ak − ak−1√
ak + 2 +

√
ak−1 + 2

> 0.

所以 n = k + 1 时命题成立, 故数学归纳法得证.
用数学归纳法类似可得 an < 2. 由单调有界原理知 {an} 收敛. 设其极限为 a. 在递推公

式 an+1 =
√
an + 2 两侧令 n → ∞, 得 a =

√
2 + a. 由 a ⩾ 0 (因为 an > 0) 知 a = 2. 因此

lim
n→∞

an = 2.

例题 1.12 设 an+1 = 1 +
1

an
. 证明: {an} 收敛, 并求 lim

n→∞
an.
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分析 先确定 an 的界. 再假定 {an} 收敛, 记极限为 a. 在递推公式两侧令 n → ∞ 得

a2 − a− 1 = 0 解得 a. 再利用 a 探究 an+2 与 an 的关系证明 {an} 收敛.
证明 用数学归纳法证明: an ∈ [1, 2] (请读者自证). 通过题目中的递推关系导出

an+2 = 2− 1

an + 1
.

利用 a =
1 +

√
5

2
(注意 a 满足 a2 − a− 1 = 0) 得

an+2 − a =
an − a

(an + 1)(a+ 1)
.

由此知 an+2 − a 和 an − a 同号且 |an+2 − a| < |an − a|. 再由 a1 = 1, a2 = 2 知, 数列
{a2k−1} 严格递增, 数列 {a2k} 严格递减. 由单调有界原理知 {a2k−1}, {a2k} 收敛. 在递推公式

an+2 = 2− 1

an + 1
两侧令 n → ∞, 可知两数列极限都是 a =

1 +
√
5

2
.

习题: 根式的逼近

1 给定正实数 a, 设数列 {xn} 满足迭代公式 A: xn+1 =
1

2

(
xn +

a

xn

)
(n ∈ N∗). 其中

x1 >
√
a.

(1) 证明: 数列 {xn} 递减趋于
√
a. 这表明, 从任意大于

√
a 的初值出发, 可用迭代公式 A

近似地计算
√
a.

(2) 定义逼近的误差项 εn = xn −
√
a. 证明: εn+1 <

ε2n
2
√
a
.

(3) 证明: 如果 b = 2
√
a, 那么 εn+1 < b

(ε1
b

)2n
. 这表明, 迭代公式 A 收敛速度非常快.

(4) 计算
√
3 的精确到小数点后 5 位的近似值.

2 给定 a > 1, y1 >
√
a, 设数列 {yn} 满足迭代公式 B: yn+1 =

a+ yn
1 + yn

= yn +
a− yn

2

1 + yn
(n ∈ N∗).

(1) 证明: 数列 {y2n−1} 是递减数列.
(2) 证明: 数列 {y2n} 是递增数列.
(3) 证明: lim

n→∞
yn =

√
a.

(4) 试讨论迭代公式 B 逼近
√
a 的收敛速度, 并与迭代公式 A 进行比较.

1.3.6 多数列关系下数列收敛性问题

例题 1.13 设 a, b, c 是给定的三个实数, 令 a0 = a, b0 = b, c0 = c, 数列 {an}, {bn}, {cn}

满足


an =

bn−1 + cn−1

2
,

bn =
an−1 + cn−1

2
,

cn =
an−1 + bn−1

2
,

(n ∈ N∗). 证明: lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = lim
n→∞

cn =
a+ b+ c

3
.

提示 由条件知 an + bn + cn = an−1 + bn−1 + cn−1 及 an − bn =
bn−1 − an−1

2
.
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证明 两式作差得

|an − bn| =
∣∣∣∣an−1 − bn−1

2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣an−2 − bn−2

22

∣∣∣∣ = · · · =
∣∣∣∣a− b

2n

∣∣∣∣→ 0 (n → ∞).

因此 lim
n→∞

(an − bn) = 0. 同理, lim
n→∞

(bn − cn) = 0, lim
n→∞

(an − cn) = 0. 而三式相加得

an + bn + cn = an−1 + bn−1 + cn−1 = · · · = a+ b+ c.

由

an =
(an + bn + cn) + (an − bn) + (an − cn)

3

可知 lim
n→∞

an =
a+ b+ c

3
. 同理, lim

n→∞
bn = lim

n→∞
cn = lim

n→∞
an =

a+ b+ c

3
.

例题 1.14 设 {an}满足 an → a ∈ R,又设 {bn}是正数列, cn =
a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn

b1 + b2 + · · ·+ bn
.

求证:
(1) {cn} 收敛;
(2) 若 (b1 + b2 + · · ·+ bn) → +∞, 则 lim

n→∞
cn = a.

提示 以数列 {Bn = b1 + b2 + · · ·+ bn} 是否有界为分类依据进行分类讨论. (从而 (2) 为
无界的情况. )

对于 (1), 我们无法求出数列 {cn} 的极限, 而要证其收敛, 故应考虑 Cauchy 收敛准则.
证明 (1) (2) 若数列 {Bn = b1 + b2 + · · · + bn} 无界, 即 Bn → +∞, 又 {Bn} 严格单调

递增, 由 Stolz 定理得:

lim
n→∞

cn = lim
n→∞

anbn
Bn − Bn−1

= lim
n→∞

anbn
bn

= lim
n→∞

an = a.

(1) 若数列 {Bn} 有界, 又 {Bn} 严格单调递增, 故数列 {Bn} 收敛.
不妨设 lim

n→∞
Bn = B. 注意到, Bn ⩾ b1 =⇒ B ⩾ b1 > 0.

记 Sn =
n∑

i=1

aibi. 往证: 数列 {Sn} 极限存在, 从而 lim
n→∞

cn =
lim
n→∞

Sn

lim
n→∞

Bn

也存在.

因为 an → a (n → ∞), 所以数列 {an} 有界, 即 ∃M > 0, 使得 |an| < M (n = 1, 2, · · · ).
由数列 {Bn}收敛及 Cauchy收敛准则知, ∀ε > 0, ∃N ∈ N∗,使得当 n > N 时,对 ∀p ∈ N∗,

有 |Bn+p − Bn| <
ε

M
. 则 n > N 时, 有

|Sn+p − Sn| = |an+1bn+1 + an+2bn+2 + · · ·+ an+pbn+p|

⩽ M |bn+1 + bn+2 + · · ·+ bn+p|

= M |Bn+p − Bn|

< M · ε

M

= ε.

由上式及 Cauchy 收敛准则知, {Sn} 收敛, 记 lim
n→∞

Sn = S, 则

lim
n→∞

cn = lim
n→∞

Sn

Bn

=
lim
n→∞

Sn

lim
n→∞

Bn

=
S

B
.

故数列 {cn} 收敛.
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证明 (2) 仅对第 (1) 问进行证明.
因为 an → a (n → ∞), 所以数列 {an} 有界, 即 ∃M > 0, 使得 |an| < M (n = 1, 2, · · · ).
由数列 {Bn} 收敛及 Cauchy 收敛准则知, ∀ε > 0, ∃N ∈ N∗, 使得 n > N 时, 对 ∀p ∈ N∗,

有 |Bn+p − Bn| <
b1ε

2M
. 则 n > N 时, 有

|cn+p − cn| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
n+p∑

i=n+1

aibi

)(
n∑

i=1

bi

)
−
(

n∑
i=1

aibi

)(
n+p∑

i=n+1

bi

)
(

n+p∑
i=1

bi

)(
n∑

i=1

bi

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

⩽

(
n+p∑

i=n+1

|ai| bi
)(

n∑
i=1

bi

)
+

(
n∑

i=1

|ai| bi
)(

n+p∑
i=n+1

bi

)
(

n∑
i=1

bi

)2

⩽
M

(
n+p∑

i=n+1

bi

)(
n∑

i=1

bi

)
+M

(
n∑

i=1

bi

)(
n+p∑

i=n+1

bi

)
(

n∑
i=1

bi

)2

=

2M

(
n+p∑

i=n+1

bi

)
n∑

i=1

bi

<
2M · b1ε

2M
b1

= ε.

故由 Cauchy 收敛准则知, 数列 {cn} 收敛.

1.3.7 Stolz 定理的应用
注意 Stolz 定理的逆命题并不成立. 例如对 an = (−1)n, bn = n, 显然有 lim

n→∞

an
bn

= 0, 但
an+1 − an
bn+1 − bn

= 2(−1)n 的极限并不存在.

例题 1.15 设 k ∈ N∗, 求极限 lim
n→∞

1k + 2k + · · ·+ nk

nk+1
.

证明 由 Stolz 定理得:

lim
n→∞

1k + 2k + · · ·+ nk

nk+1
= lim

n→∞

nk

nk+1 − (n− 1)k+1
= lim

n→∞

nk

(k + 1)nk + · · ·+ (−1)k
=

1

k + 1
.

例题 1.16 设数列 {xn} 收敛, 对 ∀n ∈ N∗, 令 yn = n(xn − xn−1). 证明: 若数列 {yn} 收
敛, 则 lim

n→∞
yn = 0.

证明 设 lim
n→∞

xn = A, lim
n→∞

yn = B. 由 Stolz 定理知

A = lim
n→∞

nxn

n
= lim

n→∞
(nxn − (n− 1)xn−1) = A+B.

所以 B = 0, 即 lim
n→∞

yn = 0.

例题 1.17 设数列 {an} 满足 a1 > 0, an+1 = an +
1

an
, n ∈ N. 证明:
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(1) lim
n→+∞

an√
2n

= 1;

(2) lim
n→+∞

(an −
√
2n) = 0.

提示 对 a1 > 0, an+1 = an +
1

an
两边平方, 先证明 an → +∞ (n → ∞), 然后用 Stolz

定理.
证明 (1) 数归可得 an > 0. 对 an+1 = an +

1

an
两边平方, 得

a2n+1 = a2n + 2 +
1

a2n
> a2n + 2,

所以

a2n > a2n−1 + 2 > a2n−2 + 4 > · · · > a21 + 2(n− 1) → +∞ (n → ∞)

因此 lim
n→∞

an = +∞. 由 Stolz 定理知

lim
n→∞

a2n
2n

= lim
n→∞

a2n+1 − a2n
2

= lim
n→∞

(
1 +

1

2a2n

)
= 1.

所以 lim
n→+∞

an√
2n

= 1.

(2) 由 (1) 知,

lim
n→∞

(an −
√
2n) = lim

n→∞

a2n − 2n

an +
√
2n

= lim
n→∞

a2n − 2n
√
2n
(

an√
2n

+ 1
) = lim

n→∞

a2n − 2n

2
√
2n

= lim
n→∞

a2n − a2n−1 − 2

2(
√
2n−

√
2(n− 1))

= lim
n→∞

1

2a2n(
√
2n−

√
2(n− 1))

= lim
n→∞

n

4a2n
lim
n→∞

√
2n+

√
2(n− 1)

n

= 0.

1.3.8 无穷小量 & 无穷大量 & 阶
几个重要的等价关系

(1) ex − 1 ∼ x (x → 0);
(2) sinx ∼ x (x → 0);
(3) ln(1 + x) ∼ x (x → 0);
(4) 1− cosx ∼ 1

2
x2 (x → 0);

(5) lnx ∼ o(xα) (x → +∞, α > 0);
(6) xk ∼ o(ax) (x → +∞, a > 1);
(7) (1 + x)α − 1 ∼ αx (x → 0);
(8) arctanx ∼ x (x → 0).



中国科学技术大学
数学分析 (B1) 习题课讲义 1 极限 14
例题 1.18 证明: O(x2) = o(x) (x → 0).

证明 设
f(x)

x2
在某个 0 的去心邻域上有界, 即 ∃M > 0 和 δ > 0, 当 0 < |x| < δ, 有

|f(x)| ⩽ Mx2. 则当 0 < |x| < δ, 有

0 ⩽
∣∣∣∣f(x)x

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣Mx2

x

∣∣∣∣ = |Mx| ,

由夹逼原理知, lim
x→0

f(x)

x
= 0. 所以 O(x2) = o(x) (x → 0).

例题 1.19 证明: 当 x → 0 时, 无穷小量 x sin 1

x
没有阶.

提示 考察 lim
x→0

x sin 1
x

xα
即可. 可证得 α ⩾ 1 时极限不存在, α < 1 时极限值是 0.

例题 1.20 设 f(x) =
m

1− xm
− n

1− xn
,m, n ∈ N∗, 求极限 lim

x→1
f(x).

解 令 y = x− 1, 则 lim
y→0

f(1 + y) = lim
x→1

f(x). 我们有

f(1 + y) =
m

1− (1 + y)m
− n

1− (1 + y)n

=
m[1− (1 + y)n]− n[1− (1 + y)m]

[(1 + y)m − 1][(1 + y)n − 1]

=
n[my + m(m−1)

2
y2 + o(y2)]−m[ny + n(n−1)

2
y2 + o(y2)]

nm(y + o(y))2

=
mn
2
(m− n)y2 + o(y2)

mn(y2 + o(y2))

=
m− n

2
+ o(1) (y → 0).

所以 lim
x→1

f(x) =
m− n

2
.

1.4 补充习题

1.4.1 A 组
1 求下列极限:

(1) lim
n→∞

1

n

(
1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n

)
;

(2) lim
n→∞

1! + 2! + · · ·+ n!

n!
;

(3) lim
n→∞

(
1− 1

22

)(
1− 1

32

)
· · ·
(
1− 1

n2

)
;

(4) lim
x→0

(1 + x+ x2)1/n − 1

sin 2x (n ∈ N∗);
(5) lim

x→+∞
(sin

√
x+ 1− sin

√
x− 1);

(6) lim
n→∞

sin(π
√
n2 + 1);

(7) lim
n→∞

cos x
2
cos x

4
· · · cos x

2n
;

(8) lim
x→0

1− cosx cos 2x · · · cosnx
x2

(n ∈ N∗);
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(9) lim
n→∞

((n+ lnn)α − nα) (α ∈ (0, 1));

(10) lim
x→+∞

(
sin 1

x
+ cos 1

x

)x

.

2 证明: 数列 {sinn} 发散.

3 设 an = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
. 证明: 数列 {an} 发散.

4 设常数 a1, a2, · · · , an 满足 a1 + a2 + · · ·+ an = 0. 证明: lim
x→+∞

n∑
k=1

ak sin
√
x+ k = 0.

5 设数列 {an}满足 lim
n→∞

(|a1|+ |a2|+ · · ·+ |an|) = 1.证明:极限 lim
n→∞

(a1+a2+ · · ·+an)

存在.
6 设数列 {an} 满足 0 < an < 1, 且有不等式 (1 − an)an+1 >

1

4
(n ∈ N∗). 证明数列

{an} 收敛, 并求其极限.
7 设数列 {xn} 是一个非负数列, 满足 xn+1 ⩽ xn +

1

n2
(n ∈ N∗). 证明: 数列 {xn} 收敛.

8 设数列 {an} 满足 lim
n→∞

an
n

= 0, 证明: lim
n→∞

1

n
max
1⩽k⩽n

{ak} = 0.

9 设正项数列 {an} 满足 lim
n→∞

an
an+1 + an+2

= 0, 证明: 数列 {an} 无界.

10 设数列 {xn} 满足 lim
n→∞

(xn − xn−2) = 0, 证明: lim
n→∞

xn − xn−1

n
= 0.

1.4.2 B 组
1 求下列极限:
(1) lim

n→∞
(n!e− [n!e]);

(2) lim
n→∞

n∑
k=1

1

n+ k
;

(3) lim
n→∞

n∏
k=1

(
1 +

k

n2

)
;

(4) lim
n→∞

n
n
√
n!
;

2 证明: 设数列 {an} 是正项有界数列, 证明: lim
n→∞

an
a1 + a2 + · · ·+ an

= 0.

3 对 ∀n ∈ N∗ 及 α > 1, 设 an = 1 +
1

2α
+

1

3α
+ · · ·+ 1

nα
. 证明: 数列 {an} 收敛.

4 设 a, b 是给定的两个正数, 且 a > b > 0. 令 a0 = a, b0 = b, 数列 {an}, {bn} 满足

an =
an−1 + bn−1

2
, bn =

√
an−1bn−1, n ∈ N∗. 证明: lim

n→∞
an = lim

n→∞
bn.

5 设 an = 1 +
1√
2
+

1√
3
+ · · ·+ 1√

n
− 2

√
n, n ∈ N∗. 证明: 数列 {an} 收敛.

6 设 E 是非空有上界的数集,且它的上确界 a不在 E 中.求证: 在 E 中存在数列 {xn}
严格递增趋于 a.

7 设数列 {xn} 满足 0 < x1 <
1

q
(其中 0 < q ⩽ 1), 并且 xn+1 = xn(1 − qxn)(n ∈ N∗).

证明: lim
n→∞

nxn =
1

q
.

8 设数列 {yn} 满足 yn = 2xn + xn−1, 证明: 若 {yn} 收敛, 则 {xn} 收敛.
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9 设数列 {an} , {bn} ⊆ N∗, 且满足 a1 = b1 = 1, an+1 +
√
3bn+1 = (an +

√
3bn)

2, n ∈ N∗.

证明: 数列
{
bn
an

}
收敛, 并求出其极限值.

10 设数列 {xn}, {yn}满足 lim
n→+∞

xn = 0,且存在常数 k,使得 |y1|+ |y2|+ · · ·+ |yn| ⩽ k

对所有 n ∈ N∗ 成立. 令 zn = x1yn + x2yn−1 + · · ·+ xny1. 证明: lim
n→+∞

zn = 0.

11
(1) 设函数 f(x) 在 (0,+∞) 上满足函数方程 f(2x) = f(x), 并且 lim

x→+∞
f(x) 存在且有限.

证明: f(x) 是常值函数;
(2) a, b 是两个大于 1 的常数, 函数 f : R → R 在 x = 0 的邻域内有界, 并且对 ∀x ∈ R,

有 f(ax) = bf(x). 证明: lim
x→0

f(x) = f(0).

12 设 f(x) 是定义在 R 上的函数且对任意 x, y ∈ R, 有

|xf(y)− yf(x)| ⩽ M |x|+M |y| ,

其中 M > 0. 求证:
(1) lim

x→∞

f(x)

x
收敛;

(2) 存在常数 a 使得对任意 x, 有 |f(x)− ax| ⩽ M .
13 记 Hn = 1+

1

2
+ · · ·+ 1

n
(n ∈ N∗), 用 kn 表示使得 Hk ⩾ n 成立的最小下标. 证明:

lim
n→∞

kn+1

kn
= e.

14 设数列 {an}满足 a1 = 1, an = n(an−1+1), n = 2, 3 · · · . 求极限 lim
n→∞

n∏
k=1

(
1 +

1

ak

)
.

1.4.3 C 组

1 设数列 {an}, 满足 an =

√
1 +

√
2 + · · ·+

√
n. 证明: 数列 {an} 收敛.

2 设数列 {Sn} 满足 Sn =

(
1

n

)n

+

(
2

n

)n

+ · · ·+
(
n− 1

n

)n

.

(1) 证明: 数列 {Sn} 单调递增且有界, 从而 lim
n→∞

Sn 存在;
(2) 求 lim

n→+∞
Sn.

3 证明数列
√
7,

√
7−

√
7,

√
7−

√
7 +

√
7,

√
7−

√
7 +

√
7−

√
7, · · · 收敛, 并求其极

限.
4 设 f(x) 和 g(x) 是两个周期函数, 且 lim

x→+∞
(f(x)− g(x)) = 0. 证明:f(x) = g(x).

5 设函数 f(x) 满足 lim
x→0

f(x) = 0, 且 f(x) − f(
x

2
) = o(x) (x → 0). 证明: f(x) =

o(x) (x → 0)

6

(1) 定义 Dirichlet 函数 D(x) =

1, x ∈ Q,

0, x ̸∈ Q.
证明: 对 ∀x0 ∈ R, lim

x→x0

D(x) 不存在;
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(2) 定义 Riemann函数 R(x) =


1, x = 0,
1

n
, x =

m

n
, (m,n) = 1,

0, x ∈ R \Q.

证明: ∀x0 ∈ R, lim
x→x0

R(x) = 0.

7 Cesàro 求和极限 设 {an} 为实数数列, 我们定义算术平均值数列

σn =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
(n ∈ N∗).

我们已证明命题: 设 lim
n→∞

an = a, 则有 lim
n→∞

σn = a, 并举了逆命题不成立的反例. 现在我
们考虑如下问题:

(1) 是否存在数列 {an} 使得对 ∀n ∈ N∗, 均有 an > 0 且 lim sup
n→∞

an = ∞ 但 lim
n→∞

σn = 0?

(2) 对 k ∈ N∗, 记 bk = ak+1 − ak. 证明: 对 ∀n ⩾ 2, 均有 an − σn =
1

n

n−1∑
k=1

kbk;

(3) 设 lim
n→∞

nbn = 0, 并且 {σn} 收敛. 证明: {an} 亦收敛;
(4) 设数列 {nbn} 有界, 并且 lim

n→∞
σn = σ. 证明: lim

n→∞
an = σ.

8 连分数 我们进行如下过程: 对正数 a, 选取小于 a 的最大自然数 k0, 令 a = k0 + r0,
其中 0 ⩽ r0 < 1. 若 r0 = 0, 则该过程终止; 若 r0 > 0, 则选取小于 a 的最大自然数 k1, 令
1

r0
= k1 + r1, 其中 0 ⩽ r1 < 1. 若 r1 = 0, 则该过程终止; 若 r1 > 0, 则选取小于 a 的最大自然

数 k2, 令
1

r1
= k2 + r2, 其中 0 ⩽ r2 < 1. 以此类推下去, 我们得到连分数的定义, 其展开式记

作:
a = k0 +

1

k1 +
1

k2+
1

k3+
1
. . .

.

例如, π 的连分数展开式是:

π = 3.14159265 · · · = 3 +
1

7 + 1
15+ 1

1+ 1
. . .

.

(1) 直接写出 3.245 和
37

97
的连分数展开式, 并证明: 正数 a 是有理数的充要条件是存在

自然数 m, 使得 rm = 0. 此时
a = k0 +

1

k1 +
1

k2+
1

. . .+ 1
km

被称为有限连分数.
(2) 若正数 a 是无理数. 记 k0 =

p0
q0
, k0 +

1

k1 +
1

k2+
1

. . .+ 1
kn

=
pn
qn

, (pn, qn) = 1.

(a) 若对任意自然数 n, 均有 kn = 1, 直接写出 a 的值 (化简后的分式) ;
(b) 直接写出

√
2 的连分数展开式;

(c) 证明: 对任意正整数 n, 均有 qn ⩾ n− 1;
(d) 证明: 对任意自然数 n, 均有 p2n

q2n
<

p2n+2

q2n+2

< a <
p2n+3

q2n+3

<
p2n+1

q2n+1

;

(e) 证明: lim
n→∞

pn
qn

= a.
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(3) 设 n是无平方因子的正整数,证明:
√
n的连分数展开式中数列 {kn}从某项开始是周

期数列.
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第 2 章 函数的连续性

2.1 命题判断及推理

判断下列命题或推断是否成立, 并说明理由.

2.1.1 A 组
1 f(x) 在 (a, b) 内每一个闭子区间上连续 ⇐⇒ f(x) 在 (a, b) 上一致连续.
2 若 f(x) 在 (a, b) 上连续, 则 f(x) 在 (a, b) 上一致连续 ⇐⇒ lim

x→a+
f(x), lim

x→b−
f(x) 存

在.
3 f(x) 在 (a, b) 上一致连续 ⇐⇒ f(x) 在 (a, b) 上有界.
4
(1) 设在 x0 处 f(x) 连续, 而 g(x) 不连续, 判断函数 f(x) ± g(x), f(x)g(x) 在点 x0 处的

连续性;
(2) 设在 x0 处 f(x), g(x) 都不连续, 判断函数 f(x)± g(x), f(x)g(x) 在点 x0 处的连续性.
5 f(x) 在区间 I 上连续 ⇐⇒ |f(x)| 在区间 I 上连续.
6 f(x), g(x)在区间 I 上连续 =⇒ M(x) = max {f(x), g(x)} ,m(x) = min {f(x), g(x)}

在区间 I 上连续.
7 存在函数 f(x), 满足 f(x) 处处不连续但 |f(x)| 处处连续.
8 若 f(x), g(x) 在 R 上连续, 则 f(x) = g(x) 对 ∀x ∈ Q 成立 =⇒ f(x) = g(x) 对

∀x ∈ R 成立.
9 开区间 I 上的单调函数无第二类间断点.

2.1.2 B 组
1 存在 R 上的处处不连续但值域是区间的函数 f(x).
2 f(x), g(x) 具有介值性 =⇒ f(x) + g(x) 具有介值性.
3 存在 R 上的连续函数 f(x), 满足 f : Q → R \Q, R \Q → Q.
4 存在处处不单调的连续函数 f(x).

2.1.3 参考答案 - A 组
1 ≠⇒ . 反例: f(x) = tanx, x ∈

(
−π

2
,
π

2

)
; ⇐= .

2 =⇒ . 用 Cauchy 准则形式证明; ⇐= . 构造 F (x) =


lim
x→a+

f(x), x = a,

f(x), x ∈ (a, b),

lim
x→b−

f(x), x = b.

证明

F (x) 在 [a, b] 上连续, 从而 F (x) 在 [a, b] 上一致连续.
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3 =⇒ . 见 2 ; ⇍= .f(x) = sin 1

x
, x ∈ (0, 1).

4
(1) 函数 f(x)± g(x) 在点 x0 处不连续 (反证法), 函数 f(x)g(x) 在点 x0 处连续性无法判

断 (考虑函数 f(x) 在 x0 处是否为 0);
(2) 均无法判断.

定义 Dirichlet 函数 D(x) =

1, x ∈ Q,

0, x ̸∈ Q.
证明: 对 ∀x0 ∈ R, lim

x→x0

D(x) 不存在;

5 =⇒ .注意到 ||f(x)| − |f(x0)|| ⩽ |f(x)−f(x0)|; ⇍= . 反例: f(x) =

1, x ∈ Q,

−1, x /∈ R \Q.

6 =⇒ . 注意到 M(x) +m(x) = f(x) + g(x),M(x) −m(x) = |f(x) − g(x)| 都在 I 上

连续即可.

7 正确. f(x) =

1, x ∈ Q,

−1, x /∈ R \Q.

8 =⇒ . 利用有理数的稠密性, 对无理点通过有理数列逼近即可.
9 正确. 对 ∀x ∈ I, 考虑定义域中的点列 {an}, 满足 an ↓ x0. 由单调有界原理知

lim
x→x+

0

f (x0) 存在. 同理可知, lim
x→x−

0

f(x0) 存在.

2.1.4 参考答案 - B 组

1 正确. 例如: g(x) =

1− x, x ∈ Q,

x. x ∈ R \Q.
f(x) =


g

(
1

2

)
, x = 0,

g(x), x ̸= 0,
1

2
,

g(0), x =
1

2
.

2 ≠⇒ . 反例: f(x) =

sin 1

x
, x ̸= 0,

1, x = 0.
g(x) =

− sin 1

x
, x ̸= 0,

0, x = 0.

则 (f + g)(x) =

0, x ̸= 0,

1, x = 0.

3 错误. 反证: 假设存在, 令 g(x) = f(x)− x, 则 g (R) ⊆ R \Q. 而 g(x) 在 R 上连续,
由连续函数的介值性知 g(x) ≡ c, c ∈ R \Q. 而 f(c) = 2c ∈ R \Q, 这与 f : R \Q → Q 矛盾.

4 正确. 例如: f(x) =
+∞∑
k=1

f0(4
k−1x)

4k−1
. 其中 f0(x) 是周期为 1 且当 |x| ⩽ 1

2
时, 满足

f0(x) = |x| 的周期函数.

2.2 专题选讲
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2.2.1 连续与一致连续

定义 2.1 ((逐点) 连续) “f 在 x0 处 (逐点) 连续6” ⇐⇒ ∀ε > 0, ∃δ > 0,当 |x−x0| < δ

时, 有 |f(x)− f(x0)| < ε.
定义 2.2 (一致连续) “f 在区间 I 上一致连续” ⇐⇒ ∀ε > 0, ∃δ > 0, 对 ∀x, x0 ∈ I, 当

|x− x0| < δ 时, 有 |f(x)− f(x0)| < ε.
注意 给定 ε > 0, 对不同的 x0, δ(ε, x0) 可能不同.
1 一致连续等价刻画
(1) Cauchy 判别准则形式: ∀ε > 0, ∃δ > 0, 对 ∀x1, x2 ∈ I, 当 |x1 − x2| < δ 时, 有

|f(x1)− f(x2)| < ε;
(2) 极限表达形式: lim

δ→0+
sup

∀x1,x2∈I
|x1−x2|<δ

|f(x1)− f(x2)| = 0.

2 连续与一致连续的区别
(1) “出牌” 顺序不同: 从定义看, 逻辑顺序上连续是先 x0 后 δ, 一致连续是先 δ 后 x0.
(2) 研究对象不同: 连续的研究对象是 x0 一个点, 表示局部性质; 一致连续的研究对象是

整个区间7I, 表示整体性质.
(3) δ 的依赖性不同: 连续中的 δ 由 δ(ε, x0) 体现, δ 依赖于 ε, x0 两个变量; 一致连续中的

δ 由 inf
x0∈I

δ(ε) 体现, δ 仅依赖于 ε 一个变量.

3 Cantor 定理 有界闭区间上的连续函数一定一致连续.
4 一致连续的补充命题 以下命题请读者自证, 部分命题亦留作补充习题.

常用判别法 若 f 在区间 I 上可导, 则 f ′ 有界
微分中值定理−−−−−−−→

Lipschitz
f 在 I 上一致连续.

命题 2.1 若 f(x)在 (a, b)上连续,则 f(x)在 (a, b)上一致连续⇐⇒ lim
x→a+

f(x), lim
x→b−

f(x)

存在.
命题 2.2 若 f(x) 在 I 上一致连续, 则对 ∀ {xn} , {yn} ⊂ I, lim

n→∞
(xn − yn) = 0 =⇒

lim
n→∞

(f(xn)− f(yn)) = 0.
注意 逆命题不成立. 例如: f(x) =

√
x, x ⩾ 0.

命题 2.3 若 f 在 [a,+∞) 上连续, 且 lim
x→+∞

f(x) 存在且有限, 则 f 在 [a,+∞) 上有界且

一致收敛.
命题 2.4 f 在 (a, b], [b, c) 上一致连续 =⇒ f 在 (a, c) 上一致连续.
命题 2.5 f, g 在 [a,+∞) 上有界且一致连续 =⇒ fg 在 [a,+∞) 上一致连续.
注意 有界不能省略, 反例: f(x) = g(x) = x, x ∈ R+. 若把无穷区间换成有穷区间, 则有

界可省略, 因为有穷区间的一致连续性包含有界.
命题 2.6 (一致连续的相容性) 设 z = g(y) 在区间 J 上一致连续, 设 y = f(x) 在区间

I 上一致连续且 f(I) ⊂ J . 则 z = g (f(x)) 在区间 I 上一致连续. 若 f(x) 在 (a, b) 上连续, 则
f(x) 在 (a, b) 上一致连续 ⇐⇒ lim

x→a+
f(x), lim

x→b−
f(x) 存在.

命题 2.7 f 在 R 上连续且 f 是周期函数 =⇒ f 在 R 上一致连续.

6连续最原始的定义针对的是一点而不是区间. 事实上, 我们当然有 f 在区间 I 上连续的说法, 但其实质上表
示的是 f 在 I 上每个点处处连续

7实际上, 一致连续的研究对象是点集即可, 只不过我们一般都在区间上讨论一致连续性.
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注意 一个一致连续的函数, 其反函数未必一致连续. 例如: f(x) = lnx, x > 1.
例题 2.1 证明: f(x) =

√
x 在 [0,+∞) 上一致连续.

证明 (1) (具体请读者自行补充完整) 由 Cantor 定理知, f(x) 在 [0, 2] 上一致连续. 由
Lipschitz 判别法知, f(x) 在 (1,+∞) 上一致连续 (导函数有界).

证明 (2) 对 ∀ε > 0,取 δ = ε2,当 x1, x2 ∈ [0,+∞)且 |x1−x2| < δ时,利用 √
x1+

√
x2 ⩾√

|x2 − x1|, 有

|
√
x2 −

√
x1| =

|x2 − x1|√
x2 +

√
x1

⩽
√

|x2 − x1| <
√
δ < ε.

所以 f(x) =
√
x 在 [0,+∞) 上一致连续.

例题 2.2 证明: f(x) = sinx2 在 R 上不一致连续.

证明 对 ∀n ∈ N∗, 取 sn =
√
2nπ, tn =

√(
2n+

1

2

)
π. 有

0 < tn − sn =
π

2
(√(

2n+ 1
2

)
π +

√
2nπ

) <
π

4
√
2nπ

<
1√
n
→ 0 (n → ∞).

但

f(tn)− f(sn) = 1.

故 f(x) = sinx2 在 R 上不一致连续.

2.3 补充习题

2.3.1 A 组
1 研究下列函数在 R 上的一致连续性:
(1) f(x) = x

1 + x2
;

(2) f(x) = x

1 + x2 sin2 x
.

2 f(x) 在 R 上连续且 f(x) 是周期函数 =⇒ f 在 R 上一致连续.
3 设函数 f(x) 在 [a, b] 上连续, {xn} 是区间 [a, b] 上的点列, 且 lim

n→∞
f(xn) = A, 证明:

存在 x0 ∈ [a, b], 使得 f(x0) = A.
4 证明: 奇数次多项式方程 x2n+1 + a1x

2n + · · ·+ a2nx+ a2n+1 = 0 至少有一个实根.
5 设函数 f(x) 在区间 I 上只有可去间断点, 定义 g(x) = lim

t→x
f(t). 证明: g(x) 是连续

函数.
6 设 g(x) 在 (−∞,+∞) 上是单调函数, f(x) = sin g(x). 求证: f(x) 在任意点 x0 的左

右极限都存在.
7 设函数 f(x) : [0,+∞) → (0,+∞) 一致连续, α ∈ (0, 1]. 求证: 函数 g(x) = fα(x) 也

在 [0,+∞) 上一致连续.
8 设 f(x) 满足对 ∀x ∈ R 均有 f(x2) = f(x), 且 f(x) 在 x = 0 和 x = 1 处连续, 证明:

f(x) 是常值函数.
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2.3.2 B 组
1 定义: 设 I 为区间. 若存在 k > 0, 使得 |f(x) − f(y)| ⩽ k|x − y| 对 ∀x, y ∈ I 成立,

则称 f 在 I 上满足 Lipschitz 条件. 若 f(x) 在 [a,+∞) (a > 0) 上满足 Lipschitz 条件, 证明:
(1) f(x) 在 [a,+∞) 上一致连续;

(2) f(x)

x
在 [a,+∞) 上一致连续.

2 若 f(x) 在 [a,+∞) 上连续, 且 lim
x→+∞

f(x) 存在且有限. 证明 f(x) 在 [a,+∞) 上或

者有最大值, 或者有最小值.
3 压缩映射原理 设函数 f : [a, b] → [a, b],且对 ∀x, y ∈ [a, b]均有 |f(x)−f(y)| ⩽ k|x−y|

这里 k ∈ (0, 1) 是常数.
(1) 证明: 存在唯一的 x0 ∈ [a, b], 使得 f(x0) = x0;
(2) 任取 x1 ∈ [a, b], 定义数列 {xn} : xn+1 = f(xn), n ∈ N∗, 证明: lim

n→∞
xn = x0;

(3) 给出一个在 R 上的连续函数, 使得对 ∀x ̸= y, 均有 |f(x) − f(y)| < |x − y|, 但方程
f(x)− x = 0 无解.

4 设 k < 0. 证明: 不存在 R 上的连续函数 f(x) 使得 f(f(x)) = kx.
5 设 f(x) 在 [0, 1] 上连续, 且 f(0) = f(1). 证明: 对 ∀n ∈ N∗, ∃xn ∈ [0, 1], 使得

f(xn) = f

(
xn +

1

n

)
.

6 设 f(x) 在 R 上连续, 且 lim
x→∞

f(f(x)) = ∞. 证明: lim
x→∞

f(x) = ∞.

7 设 f(x) 在 (a, b) 上只有第一类间断点, 且对 ∀x, y ∈ (a, b), 均有 f

(
x+ y

2

)
⩽

f(x) + f(y)

2
. 证明: f(x) 在 (a, b) 上连续.

8 设 α ∈ R, β ̸= 0. 讨论函数 f(x) = xα sinxβ 在 (0,+∞) 上一致连续性.

2.3.3 C 组
1 设 f(x), g(x) 在 R 上连续. 若存在 xn ∈ [a, b], 使得 g(xn) = f(xn+1) (n ∈ N∗), 则必

存在 x0 ∈ [a, b], 使得 f(x0) = g(x0).
2
(1) 证明: 不存在 R 上的连续函数, 使其任一函数值都恰好被取到两次;
(2) 存在 R 上的连续函数, 使其任一函数值都恰好被取到三次.
3 f(x+ y) = f(x) + f(y) 型函数方程及其推广:
(1) 设函数 f 在 R上满足方程 f(x+y) = f(x)+f(y),证明:对 ∀x ∈ Q,都有 f(x) = xf(1).
(2) 设函数 f 在 R 上连续, 且满足方程 f(x + y) = f(x) + f(y), 证明: 对 ∀x ∈ R, 都有

f(x) = xf(1).
(3) 设函数 f 在 R 上满足方程 f(x+ y) = f(x) + f(y), 证明:
(i) 若 f 在一点 x0 处连续, 则 f(x) = xf(1);
(ii) 若 f 在 R 上单调, 则 f(x) = xf(1).
(4) 设函数 f 是 R 上不恒等于 0 的连续函数且满足方程 f(x + y) = f(x)f(y), 证明:

f(x) = ax, 其中 a = f(1) > 0.
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(5) 设函数 f 在 R 上连续且满足方程 f(x+ y) = f(x)f(y), 证明: f(x) = 0 或 f(x) = xa,
其中 a 为常数.

4

(1) 定义 Dirichlet函数 D(x) =

1, x ∈ Q,

0, x ∈ R \Q.
求函数 f(x) = xD(x)在 R上的连续点,

并判断间断点类型;

(2) 定义 Riemann函数 R(x) =


1, x = 0,
1

n
, x =

m

n
, (m,n) = 1,

0, x ∈ R \Q.

求函数 R(x)在 R上的连续点,

并判断间断点类型.
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第 3 章 一元微分学及其应用

3.1 命题判断及推理

判断下列命题或推断是否成立, 并说明理由.

3.1.1 A 组

1 f(x) 在 x0 处可微 ⇐⇒ lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0 − h)

2
存在且有限.

2 f(x) 在 x0 处可微 =⇒ ∃x0 的邻域 I, 使得 f(x) 在 I 上连续.
3 f(x) 在区间 I 上可微, 且 f ′(x) 在区间 I 上单调 =⇒ f ′(x) 在 I 上连续.
4 f(x) 在 [a, b] 上连续, 在 (a, b) 上可微.则 f ′(x) > 0 ⇐⇒ f(x) 在 (a, b) 上严格递增.
5 f(x), g(x) 在 x = x0 处可微 =⇒ max {f(x), g(x)} ,min {f(x), g(x)} 在 x = x0 处

可微.
6 f(x) 在 [a, b] 上是凸函数, 且 ∃c ∈ (a, b), 使得 f(a) = f(c) = f(b) =⇒ f(x) 在 [a, b]

上是常值函数.

3.1.2 B 组
1 f(x) 在 (a, b) 上二阶可微 =⇒ f ′(x) 在 [a, b] 上连续.
2 若 f(x) 在 x0 处任意阶导数均为 0, 则 f(x) 在 x0 的某个邻域内是常值函数.
3 存在 R 上在无理点可微而在有理点不可微的连续函数 f(x).
4 存在处处连续但处处不可微的连续函数 f(x).

3.1.3 参考答案 - A 组
1 =⇒ . 左右导数定义; ⇍= . 反例 f(x) = |x|, x0 = 0.
2 ≠⇒ . 反例: f(x) = x2D(x), x0 = 0.
3 =⇒ . 导函数无第一类间断点 + 开区间上的单调函数无第二类间断点. =⇒ 导函数

无间断点.
4 =⇒ . 见教材 3.5; ⇍= . 反例: f(x) = x3, x ∈ (−1, 1).
5 ≠⇒ . 反例: f(x) = x, g(x) ≡ 0, x0 = 0.
6 =⇒ . 见教材定理 3.27.

3.1.4 参考答案 - B 组

1 ≠⇒ . 反例: f(x) =

x2 sin 1

x
, x ̸= 0,

0, x = 0.
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2 错误. 反例: f(x) =

e−1/x2

, x ̸= 0,

0, x = 0.
f(x) 在 x = 0 处任意阶导数是 0 的证明详见

《数学分析教程 上册 (第 3 版)》P206–207.

3 正确. 例如: f(x) =
+∞∑
k=1

|x− rk|
3k

,Q =
∞⊔
k=1

{rk} (其中
⊔
表示无交并).

4 正确. 例如: f(x) =
+∞∑
k=1

ak cos
(
bkπx

)
. 其中 0 < a < 1, b 为正奇数, ab > 1 +

3π

2
.

3.2 专题选讲

3.2.1 利用递推关系计算高阶导数

例题 3.1 设 y = arctanx, 求 y(n)(0).
解 由 y′ =

1

1 + x2
知, y 有任意阶导数, 且

(
1 + x2

)
y′ = 1. 由 Leibniz 公式得(

1 + x2
)
y(n) + 2(n− 1)xy(n−1) + (n− 1)(n− 2)y(n−2) = 0.

将 x = 0 代入得到递推公式

y(n)(0) = −(n− 1)(n− 2)y(n−2)(0).

把 y(0) = 0, y′(0) = 1 代入得

y(2k+1)(0) = (−1)k(2k)!, y(2k)(0) = 0 (k ∈ N∗).

例题 3.2 设 y = arcsinx, 求 y(n)(0).
解 由 y′ =

1√
1− x2

知, y 有任意阶导数, 且
√
1− x2y′ = 1. 求导得

y′′
√
1− x2 − y′

x√
1− x2

= 0.

整理得

(1− x2)y′′ − xy′ = 0.

由 Leibniz 公式得

(1− x2)y(n+2) − 2nxy(n+1) − n(n− 1)y(n) − (xy(n+1) + ny(n)) = 0.

即

(1− x2)y(n+2) − (2n+ 1)xy(n+1) − n2y(n) = 0.

将 x = 0 代入得到递推公式

y(n+2)(0) = n2y(n)(0).

把 y(0) = 0, y′(0) = 1 代入得

y(2k+1)(0) = [(2k − 1)!!]2, y(2k)(0) = 0 (k ∈ N∗).
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3.2.2 隐函数求导法

设函数 y = f(x) 满足方程 F (x, y) = 0, 把 y = f(x) 代入后得 F (x, y(x)) = 0. 并在
F (x, y(x)) = 0 的两侧对 x 求导, 由此计算 y′(x) 等.

例题 3.3 求由方程 sin y + ex − xy − 1 = 0 决定的 (0, 0) 附近的隐函数 y(x) 在 x = 0 处

的二阶导数.
解 对 sin y + ex − xy − 1 = 0 两侧关于 x 求导得

y′ cos y + ex − xy′ − y = 0.

解得

y′ =
y − ex

cos y − x
, y′(0) = −1.

再关于 x 求导得

y′′ =
(y′ − ex) (cos y − x)− (y − ex) (−y′ sin y − 1)

(cos y − x)2
.

把 x, y = 0, y′(0) = −1 代入得 y′′(0) = −3.
例题 3.4 设 y = y(x) 可导, x+ 2y ̸= 0. 且满足方程 x2 + xy + y2 = 1, 求 y′, y′′.
解 对 x2 + xy + y2 = 1 两侧关于 x 求导得

2x+ y + xy′ + 2yy′ = 0.

解得

y′ = −2x+ y

x+ 2y
.

再对两侧 2x+ y + xy′ + 2yy′ = 0 关于 x 求导得

2 + 2y′ + xy′′ + 2y′2 + 2yy′′ = 0.

把 y′ = −2x+ y

x+ 2y
代入得

y′′ = − 6

(x+ 2y)3
.

3.2.3 微分中值定理的应用

一些常用的辅助函数构造

1 f ′(x) + λf(x) = 0, 构造 g(x) = eλxf(x).
特别地, 对于 λ = ±1, f ′(x)± f(x) = 0, 构造 g(x) = e±xf(x).
2 f ′′(x)− f(x) = 0, 构造
(1) g(x) = ex(f ′(x)− f(x));
(2) g(x) = e−x(f ′(x) + f(x)).
3 f ′′(x) + f(x) = 0, 构造
(1) g(x) = f 2(x) + f ′2(x);
(2) g(x) = f(x) sinx+ f ′(x) cosx.
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4 xf ′(x) + αf(x) = 0, 构造 g(x) = xαf(x).

5 xf(x) + f ′(x) = 0, 构造 g(x) = ex2

2 f(x).
6 f ′(x)− λ(f(x)− x) = 1, 构造 g(x) = (f(x)− x)e−λx.
注意 要求掌握构造辅助函数, 并学会利用 Rolle 定理, Lagrange 中值定理和 Cauchy 中

值定理解决问题.
例题 3.5 证明: 在区间 (a, b) 上无界的可微函数 f(x), 其导函数在 (a, b) 上也一定无界.
证明 由题意知, 对 ∀n ∈ N∗, 必 ∃xn ∈ (a, b), 使得 f(xn) ⩾ n.
反证: 假设 ∃M > 0, 使得 |f ′(x)| ⩽ M,x ∈ (a, b). 任取 x0 ∈ (a, b), 由 Lagrange 中值定理

知, ∃ξ ∈ (a, b), 有
|f(xn)− f(x0)| ⩽ |f ′(ξ)(xn − x0)| ⩽ M(b− a).

故对 ∀n ∈ N∗, 均有
|f(xn)| ⩽ |f(x0)|+M(b− a).

这与 f(xn) ⩾ n 矛盾. 所以 f ′(x) 在 (a, b) 上无界.
例题 3.6 设 f(x) 在 [a, b] 上连续, 在 (a, b) 上可导, 且 ab > 0. 求证: 存在 ξ ∈ (a, b), 使

得
af(b)− bf(a)

a− b
= f(ξ)− ξf ′(ξ).

证明 记

g(x) =
f(x)

x
.

由 Cauchy 中值定理知, ∃ξ ∈ (a, b), 有

af(b)− bf(a)

a− b
=

g(b)− g(a)
1
b
− 1

a

=
g′(ξ)(

1
ξ

)′ = f(ξ)− ξf ′(ξ).

例题 3.7 设 f(x) 在 [a, b] 上一阶可导, 在 (a, b) 内二阶可导, 且 f(a) = f(b) = 0,
f ′(a)f ′(b) > 0. 证明:

(1) 存在 ξ ∈ (a, b), f(ξ) = 0;
(2) 存在 a < ξ1 < ξ2 < b, f ′(ξ1) = f(ξ1), f ′(ξ2) = f(ξ2);
(3) 存在 η ∈ (a, b), f ′′(η) = f(η).
证明 (1) 不妨 f ′(a), f ′(b) > 0, 由导数定义知, ∃δ > 0, 当 x ∈ (a, a + δ) ∩ (a, b) 时,

有
f(x)− f(a)

x− a
>

f ′(a)

2
> 0.

故 ∃x1 ∈ (a, a+ δ) ∩ (a, b), 使得 f(x1) > 0. 同理, ∃x2 ∈ (x1, b), 使得 f(x2) < 0. 由零点存在定
理知, ∃ξ ∈ (a, b), 使得 f(ξ) = 0.

(2) 记
g(x) = f(x)e−x.

则

g(a) = g(ξ) = g(b) = 0.



中国科学技术大学
数学分析 (B1) 习题课讲义 3 一元微分学及其应用 29
由 Rolle 定理知, ∃ξ1 ∈ (a, ξ), ξ2 ∈ (ξ, b), 使得 g′(ξ1) = g′(ξ2) = 0. 而

g′(x) = (f ′(x)− f(x))e−x,

故 f ′(ξ1) = f(ξ1), f ′(ξ2) = f(ξ2).
(3) 记

h(x) = (f ′(x)− f(x))ex.

则

h(ξ1) = h(ξ2) = 0.

由 Rolle 定理知, ∃η ∈ (ξ1, ξ2), 使得 h′(η) = 0. 而

h′(x) = (f ′′(x)− f(x))ex,

故 f ′′(η) = f(η).

例题 3.8 设函数 f(x) 在 [0,+∞) 上有连续的导函数, 且 f(0) = 1. 又当 x ⩾ 0 时, 有
|f(x)| ⩽ e−x. 求证: 存在 x0 > 0, 使得 f ′(x0) = −e−x0 .

证明 令

g(x) = f(x)− e−x.

则

g(0) = 0, g′(x) = f(x) + e−x.

由 |f(x)| ⩽ e−x 知,
lim

x→+∞
g(x) = 0.

若 g(x) ≡ 0, 则 g′(x) ≡ 0, 得证.
若 ∃ξ > 0, 使得 g(ξ) ̸= 0, 由 g(x) 的连续性及 lim

x→+∞
g(x) = 0 知, ∃x1 ∈ (0, ξ), x2 ∈

(ξ,+∞), 使得 g(x1) = g(x2). (即 ∞/∞ 型 Rolle 定理, 请读者自行补充完整)
由 Rolle 定理知, ∃x0 ∈ (x1, x2), 使得 f ′(x0) + e−x0 = g′(x0) = 0.
例题 3.9 设函数 f(x) 在 [0, 1] 上可微且满足 f(0) = 0 及 |f ′(x)| ⩽ |f(x)|, x ∈ [0, 1]. 求

证: 在 [0, 1] 上, f(x) ≡ 0.
证明 (1) 记

g(x) = (e−xf(x))2,

则

g′(x) = 2e−xf(x)e−x(f ′(x)− f(x))

= 2e−2x(f(x)f ′(x)− |f(x)|2)

⩽ 0,

因此 g(x) 在 [a,+∞) 上单调递减. 因为 f(a) = 0 =⇒ g(x) ⩽ 0, 但从 g(x) 的定义可知

g(x) ⩾ 0, 从而 g(x) = 0 =⇒ f(x) = 0.
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证明 (2) 设 |f(x)|在
[
0,

1

2

]
上有最大值 |f(x∗)|,由 Lagrange中值定理, ∃ξ ∈ (0, x∗),使

得

2 |f(x∗)| ⩽
∣∣∣∣f(x∗)

x∗

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣f(x∗)− f(0)

x∗ − 0

∣∣∣∣ = |f ′(ξ)| ⩽ |f(ξ)| ⩽ |f(x∗)|

=⇒ 2 |f(x∗)| ⩽ |f(x∗)| =⇒ f(x∗) = 0.

因此 f(x) ≡ 0, x ∈
[
0,

1

2

]
, 同理可证得 f(x) ≡ 0, x ∈

[
1

2
, 1

]
, 因此 f(x) ≡ 0, x ∈ [0, 1].

3.2.4 构造辅助函数 “搭配” L’Höspital 法则
例题 3.10 设函数 f(x) 在 (a,+∞) 上可导, 且 lim

x→+∞
(αf(x) + xf ′(x)) = β(α > 0), 证

明: lim
x→+∞

f(x) =
β

α
.

证明 由 α > 0 知, lim
x→+∞

xα = +∞. 由 L’Höspital 法则知,

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

xαf(x)

xα
= lim

x→+∞

αxα−1f(x) + xαf ′(x)

αxα−1
= lim

x→+∞

(
f(x) +

x

α
f ′(x)

)
=

β

α
.

例题 3.11 设函数 f(x) 在 (a,+∞) 上可导, 且 lim
x→+∞

(f(x) + xf ′(x) lnx) = l, 证明:
lim

x→+∞
f(x) = l.
证明 由 L’Höspital 法则知,

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

f(x) lnx
lnx = lim

x→+∞

f ′(x) lnx+ 1
x
f(x)

1
x

= lim
x→+∞

(f(x) + xf ′(x) lnx) = l.

3.2.5 凸函数

定义 3.1 f 是区间 I 上有定义, 且对 ∀x1, x2 ∈ I, α ∈ [0, 1] 有

f(αx1 + (1− α)x2) ⩽ αf(x1) + (1− α)f(x2).

定理 3.1 (斜率递增性) ∀x0, x1, x2 ∈ I, x1 < x0 < x2, 则

f(x0)− f(x1)

x0 − x1

⩽ f(x2)− f(x1)

x2 − x1

⩽ f(x2)− f(x0)

x2 − x0

例题 3.12 设函数 f(x) 是定义在 (−∞,+∞) 上的凸函数且有上界, 求证: f(x) 是常数.
提示 用反证法, 利用凸函数割线斜率递增的性质.
证明 用反证法. 假设 ∃a, b, 使得 f(a) ≠ f(b), 不妨设 f(b) > f(a), b > a, 则对 ∀x > b >

a, 有

f(x)− f(b)

x− b
⩾ f(b)− f(a)

b− a
=⇒ f(x) ⩾ f(b)− f(a)

b− a
(x− b) + f(b) → +∞ (x → +∞).

这与 f(x) 有界矛盾, 因此 ∀a, b, f(a) = f(b), 即 f(x) 恒为常数.
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例题 3.13 设 f(x) 是区间 I 上的凸函数, 证明: f(x) 在 I 的内点是连续的.
提示 证明各内点的左右导数均存在. 或者在各点邻域内考虑 Lipschitz 连续性.
证明 (1) 对 ∀x0 ∈ I,往证 f ′

±(x0)均存在. 由于 x0 是区间 I 的内点,取定 x1 < x0, x1 ∈
I, 对 ∀x > x0, x ∈ I, 由 f(x) 是区间 I 上的凸函数知,

f(x1)− f(x0)

x1 − x0

⩽ f(x)− f(x0)

x− x0

.

又
f(x)− f(x0)

x− x0

在 x → x+
0 时,随 x的递减而递减,且有下界 f(x1)− f(x0)

x1 − x0

,则 f ′
+(x0) =

lim
x→x+

0

f(x)− f(x0)

x− x0

存在, 同理可证 f ′
−(x0) 存在, 故 f(x) 在 x = x0 处左连续且右连续, 从而连

续, 由 x0 的任意性知, f(x) 在 I 的内点是连续的.
注意 左右导数均存在并不能推得该点处导数存在, 但可以推得左右连续, 而左右分别连

续可以推得该点处连续.
证明 (2) 对 ∀x0 ∈ I 为内点, ∃δ > 0, 使得 U(x0, δ) ⊂ I, 对 ∀x ∈ U(x0, δ), 由 f(x) 是凸

函数知
f(x0)− f(x0 − δ)

δ
⩽ f(x)− f(x0)

x− x0

⩽ f(x0 + δ)− f(x0)

δ
,

取

M = max
{
f(x0)− f(x0 − δ)

δ
,
f(x0 + δ)− f(x0)

δ

}
,

从而

|f(x)− f(x0)| ⩽ M |x− x0| ,

因此 f(x) 在 x0 处连续. 由 x0 的任意性知, f(x) 在 I 的内点是连续的.
注意 上述证明利用了 Lipschitz连续性的思想,导出了类似的式子,从而证明 f(x)在 x0

处连续; 应当注意到, 若在整个区间 I 上考虑, 将无法得到一个统一的 M , 亦即, f 不一定在整
个区间 I 上满足 Lipschitz 连续性.

3.2.6 Taylor 展开的方法
1 几个常见的初等函数的带 Peano 余项 Maclaurin 展开式 (以下 x → 0)

(1) ex = 1 + x+
x2

2
+ · · ·+ xn

n!
+ o(xn);

(2) ln(1 + x) = x− x2

2
+ · · ·+ (−1)n−1x

n

n
+ o(xn);

(3) sinx = x− x3

3!
+ · · ·+ (−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!
+ o(x2n);

(4) cosx = 1− x2

2!
+ · · ·+ (−1)n

x2n

(2n)!
+ o(x2n+1);

(5) (1 + x)α = 1 + αx+
α(α− 1)

2!
x2 + · · ·+ α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
xn + o(xn);

(6) arctanx = x− x3

3
+ · · ·+ (−1)n−1 x2n−1

2n− 1
+ o(x2n).

注意 以上公式请读者务必熟练掌握.
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2 几个常见的初等函数的带 Lagrange 余项 Maclaurin 展开式

(1) ex = 1 + x+
x2

2
+ · · ·+ xn

n!
+

eθx
(n+ 1)!

xn+1 (x ∈ R, 0 < θ < 1);

(2) ln(1 + x) = x− x2

2
+ · · ·+ (−1)n−1x

n

n
+

(−1)nxn+1

(n+ 1)(1 + θx)n+1
(x > −1, 0 < θ < 1);

(3) sinx = x− x3

3!
+ · · ·+ (−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!
+

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
cos θx (x ∈ R, 0 < θ < 1);

(4) cosx = 1− x2

2!
+ · · ·+ (−1)n

x2n

(2n)!
+

(−1)nx2n

(2n)!
cos θx (x ∈ R, 0 < θ < 1);

(5) (1+x)α = 1+αx+
α(α− 1)

2!
x2+ · · ·+ α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
xn+Rn(x) (x > −1),

其中 Rn(x) =
α(α− 1) · · · (α− n)

(n+ 1)!
xn+1(1 + θx)α−n−1 (0 < θ < 1).

3 几类 Taylor 展开的方法

(1) 直接计算 n 阶导数. 如: (1 + x)α 及各基本初等函数的展开;
(2) 利用熟知函数的展开. 如: ln(cosx), cos(sinx);
(3) 利用 f ′ 的 Taylor展开. 此方法的思想是: f 的 n阶导数等于 f ′ 的 n−1阶导数,因此

若通过适当方法求出了 f ′ 的 Taylor 展开, 则可以根据系数的关系得知 f ′(n−1), 从而得到 f (n).
如:

(a) arcsinx
(b) arccosx
(c) arctanx
(d) ln(1 + x)

(4) 利用待定系数法. 如: (此方法通常只适用于求前几项系数)
(a) arcsinx
(b) 3

√
2− cosx (也可以利用熟知函数的展开直接计算)

(c) 3
√
sinx3

此外, 若在 Taylor 展开时注意到函数的奇偶性, 将有效减少计算量. 例如, 对于奇函数的
展开, 应当只包含奇数项.

对于 Taylor 展开, 还有几点需要说明:

(1) 对于 Peano 余项, 由于包含 o(· · · ), 这包含一个极限过程, 因此应当将相应的极限过
程在展开式的最后写出来, 例如 x → x0;

(2) 对于 Lagrange 余项, 应当指出 ξ 或 θ 的范围, ξ ∈ (x0, x) 或 (x, x0), θ ∈ (0, 1);
(3) 所谓 Taylor 展开, 其实就是用关于 x 的多项式去逼近原来的函数 f(x), 因此最后展

开的结果应该为 xk, 例如, ln(cosx) 的展开并不是展开为关于 cosx 的函数;

(4) 所有系数都应当求出来, 尽可能化简, 不能将系数写为 cos(n) π
2
或 sin

(
n+

1

2

)
π 之类

的形式.

对于后 3 种方法, 下面分别通过例题进行阐述.
例题 3.14 (利用熟知函数的展开) 求函数 f(x) = ln(cosx)带 Peano余项的六阶Maclau-

rin 展开式.
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解 利用函数 ln(1 + x), cos x 的 Maclaurin 展开:

f(x) = ln(1 + cosx− 1)

=

(
−1

2
x2 +

1

4!
x4 − 1

6
x6 + o(x6)

)
− 1

2

(
−1

2
x2 +

1

4!
x4 + o(x4)

)2

+
1

3

(
−1

2
x2 + o(x2)

)3

+ o(x6)

= −1

2
x2 − 1

12
x4 − 1

45
x6 + o(x6) (x → 0).

注意 此题体现了利用已知函数的展开求 Taylor 展开的方法:
(1) 确定共同的极限过程, 如本题中希望利用 ln(1 + x), cosx 的展开, 因此先检验 cosx −

1 → 0 (x → 0), 从而可以将 cosx− 1 的展开代入 ln(1 + x) 在 x = 0 处的展开;
(2) 对于所需的展开阶数, 确定各代入项需要保留的阶数, 如

ln(1 + x) = x− 1

2
x2 +

1

3
x3 + o(x3) (x → 0)

中,
(a) x 为一次项, 因此需要代入 cosx− 1 的六阶展开;
(b) −1

2
x2 为二次项, 因此需要代入 cosx − 1 的四阶展开. 应当注意到, 若只代入二阶

展开, 将丢失 x2, x4 在平方过程中产生的 6 次项, 这里常见错误点;
(c) 1

3
x3 为三次项, 因此需要代入 cosx− 1 的二阶展开, 因此有 x4 参与的项在立方的

过程中得到的结果至少为 x2 · x2 · x4 = x8 八次方项, 无需考虑.
(3) 在代入过程中, 保留初始结果, 写出各项的 o(· · · ), 最后再合并同类项化简, 合并为一

个 o(· · · ).
通过这个例子的叙述, 希望读者能理解这一过程和相应的书写格式规范, 最主要的是, 如

何根据所需的项确定代入项需要保留的阶数, 既不遗漏, 也不累赘.
例题 3.15 (利用 f ′ 的 Taylor 展开) 求函数 f(x) = arcsinx 带 Peano 余项的五阶

Maclaurin 展开式.
证明 注意到,

f ′(x) =
1√

1− x2
= (1− x2)−

1
2 = 1 +

1

2
x2 +

3

8
x4 + o(x5) (x → 0),

对比 f ′(x) 的 Taylor 展开式

f ′(x) = f ′(0) + f ′′(0)x+
f ′′′(0)

2!
x2 +

f (4)(0)

3!
x3 +

f (5)(0)

4!
x4 +

f (6)(0)

5!
x5 + o(x5) (x → 0),

可得:
f ′(0) = 1, f ′′′(0) = 1, f (5)(0) = 9, f ′′(0) = f (4)(0) = f (6)(0) = 0,

因此 f(x) 的展开

f(x) = f ′(0)x+
f ′′′(0)

3!
x3 +

f (5)

5!
x5 + o(x6)

= x+
1

6
x3 +

3

40
x5 + o(x6) (x → 0).
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例题 3.16 (待定系数法) 求函数 f(x) = arcsinx 带 Peano 余项的三阶 Maclaurin 展开
式.
证明 注意到 f(x) 为奇函数, 因此设其 Maclaurin 展开式为

f(x) = arcsinx = a1x+ a3x
3 + o(x3) (x → 0).

将上式代入 x = sin(arcsinx), 可得:

x = sin(arcsinx)

= arcsinx− 1

3!
(arcsinx)3 + o(x3)

= (a1x+ a3x
3 + o(x3))− 1

6
(a1x+ o(x))3 + o(x6)

= a1x+

(
a3 −

1

6
a1

)
x3 + o(x3) (x → 0).

比较等式两边的系数可得: a1 = 1,

a3 −
1

6
a1 = 0.

=⇒

a1 = 1,

a3 =
1

6
.

因此 arcsinx 的展开式
arcsinx = x+

1

6
x3 + o(x3) (x → 0).

这与上一种方法求出的结果是一致的.
注意 此方法应当灵活应用, 除了反函数, 还可以利用待定系数法计算以下函数的展开:

2− cosx = ( 3
√
2− cosx)3, 请读者尝试完成.

3.2.7 Taylor 定理在函数估值中的应用
例题 3.17 (存在性问题中的端点展开) 设 f(x)在 [a, b]上二阶可导,且 f ′(a) = f ′(b) = 0.

证明: 存在 ξ ∈ (a, b), 使得

|f ′′(ξ)| ⩾ 4

(b− a)2
|f(b)− f(a)|.

分析 题干中的二阶可导及 ξ 的存在性暗示了需要用 Taylor 展开解决问题, f ′(a) =

f ′(b) = 0 中暗示了我们要从两端点进行 Taylor 展开.
证明 对 f(x) 分别在 a, b 两点进行 Taylor 展开, 得

f(x) = f(a) +
f ′′(ξ1)

2
(x− a)2, ξ1 ∈ (a, x),

f(x) = f(b) +
f ′′(ξ2)

2
(x− b)2, ξ2 ∈ (x, b).

将两式作差, 得

|f(a)− f(b)| =
∣∣∣∣f ′′(ξ1)

2
(x− a)2 − f ′′(ξ2)

2
(x− b)2

∣∣∣∣ .
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取 x =
a+ b

2
, 则

|f(a)− f(b)| = (b− a)2

4

∣∣∣∣f ′′(ξ1)− f ′′(ξ2)

2

∣∣∣∣
⩽ (b− a)2

4

|f ′′(ξ1)|+ |f ′′(ξ2)|
2

⩽ (b− a)2

4
|f ′′(ξ)| (介值定理).

原命题得证.
例题 3.18 (存在性问题中的中点展开) 设非负函数 f(x) 在 [a, b] 上二阶可导, 且有

|f ′′(x)| ⩽ M, f

(
a+ b

2

)
= 0, b− a ⩽ 1. 证明:

max
a⩽x⩽b

min f(x) ⩽ M

8
.

分析 题干中的二阶导函数有界及目标的极值性暗示了需要利用 Taylor 展开估计范围,
f

(
a+ b

2

)
= 0 中暗示了我们要从中点进行 Taylor 展开.

证明 对 f(x) 在中点
a+ b

2
进行 Taylor 展开, 得

f(x) = f

(
a+ b

2

)
+ f ’

(
a+ b

2

)(
x− a+ b

2

)
+

f ′′(ξ)

2

(
x− a+ b

2

)2

= f ’
(
a+ b

2

)(
x− a+ b

2

)
+

f ′′(ξ)

2

(
x− a+ b

2

)2

.

将 a, b 两点分别代入 x, 相加得

f(a) + f(b) = |f(a) + f(b)| = (b− a)2

4

|f ′′(ξ1)|+ |f ′′(ξ2)|
2

⩽ M

4
(b− a)2

⩽ M

4
.

而

min
a⩽x⩽b

f(x) ⩽ f(a) + f(b)

2
⩽ M

8
,

例题 3.19 (存在性问题中的最值点展开) 设 f(x)在 [0, 1]上二阶可导,且 f(0) = f(1) =

1, min
0⩽x⩽1

f(x) = −1. 证明: 存在 ξ ∈ (a, b), 使得 f ′′(ξ) ⩾ 16.
分析 题干中的二阶可导及 ξ 的存在性暗示了需要用 Taylor 展开解决问题, min

0⩽x⩽1
f(x) =

−1 中暗示了我们要从最小值点 x0 进行 Taylor 展开, 并注意到 f ′(x0) = 0.
证明 设 f(x) 在 x0 处取到最小值 −1, f ′(x0) = 0. 对 f(x) 在 x0 进行 Taylor 展开, 得

f(x) = f(x0) +
f ′′(ξ)

2
(x− x0)

2.
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若 x0 ∈
[
0,

1

2

]
, 取 x = 0, 有

1 = −1 +
f ′′(ξ)

2
x2
0 =⇒ f ′′(ξ) ⩾ 16.

若 x0 ∈
(
1

2
, 1

]
, 取 x = 1, 类似可得 f ′′(ξ) ⩾ 16. 故原命题得证.

例题 3.20 (单任意点展开) 设 f(x) 在 [0, 1] 上二阶可导, 且有 |f ′′(x)| ⩽ M, f(0) =

f(1) = 0. 证明: 对任意 x ∈ [0, 1], 均有 |f ′(x)| ⩽ M

2
和 |f(x)| ⩽ M

8
.

分析 题干中的二阶可导及 x 的任意性暗示了需要用 Taylor 展开解决问题, 同时 x 的任

意性暗示了我们要利用 0, 1 两个已知点在 x 进行 Taylor 展开.
证明 对 f(x) 在 x 进行 Taylor 展开, 并分别代入 0, 1 得

f(0) = f(x)− f ′(x)x+
f ′′(ξ1)

2
x2, ξ1 ∈ (0, x),

f(1) = f(x) + f ′(x)(1− x) +
f ′′(ξ2)

2
(1− x)2, ξ2 ∈ (x, 1).

将两式作差并取绝对值, 得

|f ′(x)| =
∣∣∣∣f ′′(ξ1)

2
x2 − f ′′(ξ2)

2
(1− x)2

∣∣∣∣ ⩽ M

2
(x2 + (1− x)2) ⩽ M

2
.

将第一式乘 (1− x), 第二式乘 x, 然后相加并取绝对值, 得

|f(x)| =
∣∣∣∣f ′′(ξ1)

2
x2(1− x) +

f ′′(ξ2)

2
x(1− x)2

∣∣∣∣ ⩽ M

2
(x(1− x)) ⩽ M

8
.

故原命题得证.
例题 3.21 (双任意点展开) 设 f(x) 在 [a,+∞) 上二阶可导, 且有

|f(x)| ⩽ M0, |f ′′(x)| ⩽ M2, a ⩽ x ⩽ +∞.

证明: 对任意 x ∈ [a,+∞), 均有 |f ′(x)| ⩽ 2
√

M0M2.
分析 对双任意点展开问题常取 x, x+h两点.这样处理一是为了直观地体现出各阶导数

间的关系, 并利用 h 的任意性做进一步证明; 二是由于 h 取值不同, 各式之间的线性运算可以
消去一些不必要的阶数.
证明 对任意 x ∈ [a,+∞) 及任意 h > 0, 我们有

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+
f ′′(ξ)

2
h2, ξ ∈ (x, x+ h).

变形得

|f ′(x)| =
∣∣∣∣1h [f(x+ h)− f(x)]− f ′′(ξ)

2
h

∣∣∣∣ ⩽ 2M0

h
+

h

2
M2.

而
2M0

h
+

h

2
M2 ⩾ 2

√
M0M2,

由 h 任意性知, |f ′(x)| ⩽ 2
√

M0M2.
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3.2.8 Taylor 定理在 Stolz 定理中的应用

例题 3.22 设 x1 = sinx0 > 0, xn+1 = sinxn (n ∈ N∗). 证明: lim
n→∞

√
n

3
xn = 1

证明 由题意知 lim
n→∞

xn = 0 (请读者自证). 由 Stolz 定理得

lim
n→∞

nx2
n = lim

n→∞

n
1
x2
n

= lim
n→∞

1
1

x2
n+1

− 1
x2
n

= lim
n→∞

1
1

sin2 xn
− 1

x2
n

= lim
x→0

x2 sin2 x

x2 − sin2 x
= lim

x→0

x4

x2 −
(
x− x3

6
+ o(x3)

)2 =
x4

1
3
x4 + o(x4)

= 3.

所以 lim
n→∞

√
n

3
xn = 1.

例题 3.23 设 f(x) 在区间 [0, a] 上有二阶连续导数, f ′(0) = 1, f ′′(0) ̸= 0, 且 0 < f(x) <

x, x ∈ (0, a). 令
xn+1 = f(xn), x1 ∈ (0, a).

(1) 求证: {xn} 收敛并求其极限;
(2) 试问 {nxn} 是否收敛? 若收敛, 则求其极限.
证明 (1) 由 0 < f(x) < x 及 f(x) 的连续性知, f(0) = 0. 由 x1 ∈ (0, a) =⇒ 0 <

f(x1) < x1 < a 及数学归纳法知,

∀n ∈ N∗, 0 < xn+1 = f(xn) < xn < a.

即数列 {xn} 单调递减且有下界, 故 {xn} 收敛. 记 xn → x0 (n → ∞). 由 0 < · · · < xn <

xn−1 < · · · < x1 < a 知, x0 ∈ [0, a). 等式 xn+1 = f(xn) 两边取极限得: x0 = f(x0). 若
x0 ∈ (0, a), 则 f(x0) < x0, 矛盾; 故 x0 = 0. 即,

xn → 0 (n → ∞).

(2) 答案是肯定的.

由 xn → 0+ 知, 1

xn

→ +∞ (n → ∞) 且

{
1

xn

}
单调递增. 若 lim

n→∞
nxn 存在, 则由 Stolz

定理知

lim
n→∞

nxn = lim
n→∞

n
1
xn

= lim
n→∞

(n+ 1)− n
1

xn+1
− 1

xn

= lim
n→∞

xnxn+1

xn − xn+1

= lim
n→∞

xnf(xn)

xn − f(xn)
· · · (∗)

又 n → ∞ 时, 有 
xnf(xn) < x2

n → 0

xn → 0, f(xn) → 0

xn − f(xn) → 0

由 “ 0

0
型” L’Höspital 法则知,

(∗) = lim
x→0+

xf(x)

x− f(x)
= lim

x→0+

f(x) + xf ′(x)

1− f ′(x)
= lim

x→0+

2f ′(x) + xf ′′(x)

−f ′′(x)

= −2 lim
x→0+

f ′(x)

f ′′(x)
− lim

x→0+
x = − 2

f ′′(0)
.
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其中已多次用到 f ′, f ′′ 均连续. 故

lim
n→∞

nxn = − 2

f ′′(0)
.

3.3 补充习题

3.3.1 A 组
1 求下列极限:
(1) lim

x→0+
(sinx)x;

(2) lim
x→0

cos(sinx)− cosx
x4

;

(3) lim
x→+∞

[
e
2
x+ x2

((
1 +

1

x

)x

− e
)]

.

2 设 f(x) 在 x0 处可导, 讨论 |f(x)| 在 x0 处可导性.
3 设函数 y = y(x) 在 R 上可导且满足方程 y + 2y − x− sinx = 1. 求 y′(0).
4 设函数 f(x) 在 x = 0 处二阶可导, 满足 f(0) = 0, f ′(0) = 1, 并且 f(x) 有反函数

g(x), 求 f(x2) 和 g(x2) 在 x = 0 处的关于 x 的二阶导数的值.

5 设 f(x) 在 x0 处二阶可导, 且 f ′(x0) ̸= 0, 求 lim
x→x0

[
1

f(x)− f(x0)
− 1

(x− x0)f ′(x0)

]
.

6 设 f(x) 是定义在实轴 R 上的函数, 且存在常数 L 和 α > 1 使得

|f(x)− f(y)| ⩽ L |x− y|α , x, y ∈ R.

求证: f(x) 是常数.

7 若 f(x) 在 [0,+∞) 上可导, f(0) = 0, f ′(x) 严格递增. 证明: f(x)

x
在 (0,+∞) 上严

格递增.
8 设函数 f 二阶可导, y = f(x+ y). 求 dy

dx,
d2y

dx2
.

9 设函数 f(x)在 [a, b]上连续,在 (a, b)上二阶可导, f(a) = f(b) = 0,且存在 c ∈ (a, b),
使得 f(c) > 0. 证明: 存在 ξ ∈ (a, b), 使得 f ′′(ξ) < 0.

10 设 f : [0,+∞) → (−∞, 0] 为凸函数. 证明: f(x) 在 [0,+∞) 上单调递减.
11 设函数 f(x) = x2 ln(1− x2), 求当 n > 2 时, f (n)(0) 的值.
12 设 f(0) = 0, f ′(0) 存在, 定义数列

xn = f

(
1

n2

)
+ f

(
2

n2

)
+ · · ·+ f

( n

n2

)
, n ∈ N∗.

求 lim
n→∞

xn. 由此计算 lim
n→∞

n∑
k=1

sin k

n2
, lim
n→∞

n∏
k=1

(
1 +

k

n2

)
和 lim

n→∞

n∏
k=1

cos k

n
√
n
.

13 设 f 在点 a 处可导, f(a) ̸= 0. 求 lim
n→∞

[
f
(
a+ 1

n

)
f(a)

]n
.
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14 设函数 f(x) 在 x0 处存在二阶导数, 求

lim
h→0

f(x0 + h) + f(x0 − h)− 2f(x0)

h2
.

15 设函数 f(x) 在 x > 0 时二阶可微, 且 f ′′(x) < 0, f(0) = 0. 证明: 对任意正数
x1, x2, 有 f(x1 + x2) < f(x1) + f(x2).

16 设 I 是开区间.证明:函数 f(x)在 I 是凸函数的充分必要条件是:对任意 c ∈ I, 存
在常数 a, 使得 f(x) ⩾ a(x− c) + f(c).

17 设 f(x) 在 [0, 1] 上二阶可导, 且 |f ′′(x)| ⩽ M , f(x) 在 (0.1) 上取到最大值. 证明:
|f ′(0)|+ |f ′(1)| ⩽ M .

3.3.2 B 组
1 xa sin(xb) 型函数探究 设 a, b ∈ R, b > 0, 考察函数 f : [−1, 1] → R, 其中

f(x) =

xa sin(xb), x ̸= 0,

0, x = 0.

证明:
(1) f(x) 在 [−1, 1] 上连续 ⇐⇒ a > 0;
(2) f(x) 在 0 处可微 ⇐⇒ a > 1;
(3) f ′(x) 在 [−1, 1] 上有界 ⇐⇒ a ⩾ 1 + b;
(4) f ′(x) 在 [−1, 1] 连续 ⇐⇒ a > 1 + b;
(5) f ′(x) 在 0 处可微 ⇐⇒ a > 2 + b.
注意 此处暂不考虑该类函数的存在性问题.
2 记 f−1(x) 为 f(y) 的反函数, f ′(f−1(x)), f ′′(f−1(x)) 均存在且 f ′(f−1(x)) ̸= 0. 证明:

d2f−1(x)

dx2
= − f ′′(f−1(x))

[f ′(f−1(x))]3
.

3 设 y = (arctanx)2, 求 y(n)(0).
4 求 tanx 带 Peano 余项的五阶 Maclaurin 展开式.
5 设

f(x) = lim
n→∞

nx

((
1 +

1

n+ 1

)n+1

−
(
1 +

1

n

)n
)
.

求 f(x) 的定义域和值域.
6 设 f(x) 在 [0, 1] 上连续, 在 (0, 1) 上可导, 且 f(0) = 0, f(1) = 1. 证明: 对 ∀a, b >

0, ∃ξ, η ∈ (0, 1), 使得 a

f ′(ξ)
+

b

f ′(η)
= a+ b.

7 设 f(x) 在 R 上有二阶导数, 且满足方程

2f(x) + f ′′(x) = −xf ′(x).

求证: f(x) 和 f ′(x) 都在 R 上有界.
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8 设函数 f(x)在 [a, b]上连续,在 (a, b)内有二阶导数,且满足 f ′′(x) = exf(x), f(a) =
f(b) = 0, 证明: f(x) ≡ 0.

9 设 f(x) 在区间 I 上连续, 且除有限个点之外 f ′(x) > 0, 则 f(x) 在区间 I 上严格递

增.
10 设函数 f(x) 在 (a,+∞) 上二阶可导, 且 lim

x→+∞
(f(x) + 2f ′(x) + f ′′(x)) = l, 证

明: lim
x→+∞

f(x) = l, 且 lim
x→+∞

f ′(x) = lim
x→+∞

f ′′(x) = 0.

11 Newton切线法求根 设定义在有界闭区间 [a, b]上的二阶可微函数 f(x)满足 f ′′(x) >

0, 且 f(a)f(b) < 0.
(1) 证明: 存在唯一的实数 c ∈ (a, b), 使得 f(c) = 0;

(2) 若 f(a) > 0. 设 x0 ∈ (a, b), f(x0) > 0, 定义数列 xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
(n ∈ N), 证

明: lim
n→∞

xn = c.

12 设 a ∈ (0, 1), b1 = 1− a,

bn+1 =
bn

1− e−bn
− a, n = 1, 2, · · · .

问 {bn} 是否收敛? 若不收敛, 请给予证明; 若收敛, 则求其极限.
13 设 f(x) 在 [a, b] 上二阶可微, f(a) = f(b) = 0. 证明: 对 ∀x ∈ (a, b), ∃ξ ∈ (a, b), 使

得

f(x) =
f ′′(ξ)

2
(x− a)(x− b).

14 设 fn(x) = xn lnx (n ∈ N∗). 求极限 lim
n→∞

f
(n)
n (1/n)

n!
.

15 设 y1 > 0,
yn+1

n+ 1
= ln

(
1 +

yn
n

)
(n ∈ N∗). 证明: lim

n→∞
yn = 2.

16 设函数 f(x) 在 (−∞,+∞) 上有任意阶导数, 且对任意实数 x 及 n = 0, 1, 2, · · · 满
足
∣∣f (n)(x)

∣∣ ⩽ n! |x|. 求证: f(x) = 0.
17 设函数 f(x) 在 x0 处有 n + 1 阶导数, 且 f (n+1)(x0) ̸= 0. 将 f(x) 在 x0 处 Taylor

展开:
f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0)h+ · · ·+ hn

n!
f (n)(x0 + θnh), θn ∈ (0, 1).

证明: lim
h→0

θn =
1

n+ 1
.

18 设函数 f(x) 在 x = 0 处连续. 如果

lim
x→0

f(2x)− f(x)

x
= m,

证明: f ′(0) = m.
19 设 f(x) 在 [a, b] 上二阶可导. 证明: 存在 ξ ∈ (a, b), 使得

f(a)− 2f

(
a+ b

2

)
+ f(b) =

1

4
f ′′(ξ)(b− a)2.

20 设 f(x) 在 [0, 1] 上二阶可导, 且在 [0, 1] 上满足 |f(0)| ⩽ 1, |f(1)| ⩽ 1, |f ′′(x)| ⩽ 2.
证明: 对任意 x ∈ [0, 1], 均有 |f ′(x)| ⩽ 3.



中国科学技术大学
数学分析 (B1) 习题课讲义 3 一元微分学及其应用 41

21 设 a > 1, 函数 f : (0,+∞) → (0,+∞) 可微. 求证: 存在趋于 +∞ 的正数列 {xn},
使得

f ′(xn) < f(axn), n = 1, 2, · · · .

3.3.3 C 组
1 证明: 在 R 上不存在可导函数 f(x), 满足
(1) f(f(x)) = −x3 + x2 + 1;
(2) f(f(x)) = x2 − 3x+ 3.

2 证明: 黎曼函数 R(x) =


1, x = 0,
1

n
, x =

m

n
, (m,n) = 1,

0, x ∈ R \Q.

在 R 上处处不可导.

3 设 p(x) 是 R 上的多项式, 且 p′′′(x)− p′′(x)− p′(x) + p(x) ⩾ 0. 证明: p(x) ⩾ 0.
4 设 f(x) 在区间 [a, b] 上可导. 假设存在 x0 ∈ (a, b] 使得 f ′(x0) = 0. 求证: 存在

ξ ∈ (a, b), 使得 f ′(ξ) =
f(ξ)− f(a)

b− a
.

5 线性插值的逼近 设 f(x)在 [a, b]上连续, 在 (a, b)上二阶可导, l(x)是由 (a, f(a))和

(b, f(b)) 确定的线性函数. 若在 (a, b) 上有 |f ′′(x)| ⩽ M , 证明: 对任意 x ∈ [a, b], 有

|f(x)− l(x)| ⩽ M

8
(b− a)2.

6 设 f(x) 在 (1,+∞) 上 4 阶可微, 且 lim
x→+∞

f(x) 和 lim
x→+∞

f (4)(x) 都存在, 证明:

lim
x→+∞

f (k)(x) = 0, k = 1, 2, 3.

7 通过构造 xa sin(xb) 型函数或类 xa sin(xb) 型函数来回答以下问题:
(1) 举一个在 (0,+∞) 上连续且有界但不一致连续的函数;
(2) 举一个在 x0 的任何邻域内都无界的函数 f(x), 但当 x → x0 时, f(x) ↛ ∞;
(3) 设 f(x) 在 (0,+∞) 上可微, 且 lim

x→+∞
f(x) 存在且有限. 请举一个 lim

x→+∞
f ′(x) = 0 不

成立的例子;
(4) 设 f(x) 在 (0,+∞) 上可微, 且 lim

x→0
f(x) = ∞. 请举一个 lim

x→0
f ′(x) = ∞ 不成立的例

子.
8 记 Pn(x) = 1 + x+

x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
, n ∈ N∗, x ∈ R. 证明:

(1) 当 n 为偶数时, Pn(x) > 0;
(2) 当 n 为奇数时, Pn(x) 有唯一的实零点;
(3) 若将 P2n+1(x) 的零点记为 xn, n ∈ N∗, 则 {xn} 严格递减地趋于 −∞;
(4) 当 x < 0 时, P2n(x) > ex > P2n+1(x);
(5) 当 x > 0 时, ex > Pn(x) ⩾

(
1 +

x

n

)n
;

(6) 对 ∀x ∈ R, 均有 lim
n→∞

Pn(x) = ex.
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第 4 章 期中部分知识梳理

下面的知识梳理仅基于我们的理解, 简单罗列较为重要的知识点, 未罗列的部分不代表考
试不涉及, 更多内容请读者自行阅读教材. 复习时可以对照此提纲自行梳理知识点, 对于提纲
中列出的内容, 应当做到自己能够用严格的数学语言将其表述, 并对照课本完善自己的表述.

4.1 极限

4.1.1 定义

1 数列极限 ε−N 语言.
2 函数极限 (24 种形式) ε− δ, ε− A, M − δ, · · · .

• ∀, ∃ 量词的运用.
• 原命题、逆否命题、逆命题、否命题之间的逻辑.

4.1.2 性质

1 唯一性 存在必唯一.
2 局部性
(1) 数列极限: 收敛性只与充分大以后的项有关, 改变数列的有限项不影响收敛性;
• “充分大” 指: ∃N ∈ N∗, 对 ∀n > N, · · · .
(2) 函数极限 (以 lim

x→x0

f(x) 为例): 收敛性只与 x0 附近 (去心邻域内) 的函数值有关;
• “附近” 指: ∃δ > 0, 对 ∀x : 0 < |x− x0| < δ.
3 有界性 收敛必有界.
4 相容性 四则运算和函数复合的相容性.

lim
y→y0

f(y) = a

lim
x→x0

g(x) = y0

?
==⇒ lim

x→x0

f(g(x)) = a.

5 保四则运算
6 保序性 保序性与保号性等价.

4.1.3 收敛的证明 & 极限的计算
1 说明 应当注意到, 下列所有方法对数列极限和函数极限均有对应的形式.
2 定义
• “四步走” 书写格式.
3 极限的四则运算法则
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4 两边夹法则
• 规范书写格式.
• 放缩够用即可.
5 一些重要的极限

lim
n→∞

n
√
a, lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n

, lim
n→∞

n sin 1

n
, lim

n→∞
n
√
n

及其相应的函数极限形式.
尤其是, 与自然常数 e 有关的极限:

en =

(
1 +

1

n

)n

, sn = 1 +
1

1!
+ · · ·+ 1

n!
,

lim
n→∞

en = lim
n→∞

sn = e.

6 单调有界判别法 证明数列单调性的 3 种方法:
(1) 将 an+1 − an = f(an)− an 转换为 an 的函数, 根据函数的性质证明其 > 0 或 < 0;
(2) 运用数学归纳法, 根据 an+1 > an 证明 an+2 > an+1;
(3) 将 an+2 − an+1 化为 an+1 − an 的因式, 直接根据递推证明其正负性.
7 Cauchy 收敛准则
8 Stolz 定理和 L’Höspital 法则

注意适用条件: 要说明是 “ 0

0
型” 或 “ ∗

∞
型”, 不能啥都不说就直接用.

说明 Stolz 定理可以看作离散情形的 L’Höspital 法则.
9 无穷小替换
说明 本质是四则运算法则.
注意 必须是因式替换!
10 Taylor 展开 对于较为复杂的函数极限, 使用 Taylor展开相比 L’Höspital法则往往

更方便.

4.1.4 发散的证明

1 定义法 考虑收敛的否命题.
2 反证法 假设极限存在且有限, 推导矛盾.
3 证明无界
4 Cauchy 收敛准则
5 子列极限 & 单边极限
(1) 数列: 考虑两个收敛于不同极限的子列;
(2) 函数: 考虑左右极限不相等.

4.1.5 定理

注意 以下定理都应该能够清晰地叙述出其含义, 包括定理的条件, 结论, 适用范围.
1 单调有界原理
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2 Bolzano-Weierstrass 定理 (列紧性定理)
3 Cauchy 收敛准则
4 确界原理
5 闭区间套定理
6 有限覆盖定理8

说明 以上 6 条定理构成实数连续性的 6 种等价表述形式.
7 Heine 归结原理 函数极限和数列极限的桥梁.

4.2 单变量函数的连续性

4.2.1 定义

1 连续
2 一致连续 强调一致性!!!
思考 到底指的是哪个量与哪个量的一致性? 或者说, “一致连续性” 相比 “连续性” 的

优越性到底体现在何处?
回答清楚了这个问题, 基本就可以算是学懂了 “一致连续”.
3 Lipschitz 连续 见教材推论 3.17.

下面列出一些命题帮助理解.
(1) 若 f 在 [a, b] 上连续, 则 f 在 [a, b] 上一致连续;
(2) 若 f 在 [a,+∞) 上连续且 lim

x→+∞
f(x) = l 为有限的数, 则 f 在 [a,+∞) 上一致连续;

(3) 若将极限的条件替换成有界: 证明存在这样的函数: 在 (−∞,+∞) 上连续且有界, 但
不一致连续;

(4) 若 f 在 [a, b) 上连续, 但 lim
x→b−

f(x) = ∞, 则 f 在 [a, b) 上不一致连续;
(5) 若 f 在 (a, b)上连续,则 f 在 (a, b)上一致连续的充分必要条件是: lim

x→a+
f(x), lim

x→b−
f(x)

均存在且有限;
(6) 若 f 在 (a, b], [b, c) 上均一致连续, 则 f 在 (a, c) 上一致连续;
(7) 若 f 在 R 上连续且 f 是周期函数, 则 f 在 R 上一致连续;
(8) 若 f 在区间 I 上可导且 f ′ 有界, 则 f 在 I 上一致连续; (这里的区间 I 既可以是有限

区间, 也可以是无限区间)
(9) 若 f 是区间 (a, b) 上的有界凸函数, 则 f 在 (a, b) 上一致连续.
提示 (1) 此即 Cantor 定理;
(2) 选取合适的 X, 在 [a,X + 1], [X,+∞) 两个区间上分别考虑;
(3) 注意到函数有界, 因此应当考虑振荡导致不一致连续的函数;
(4) 见下一问;
(5) 充分性: 补充定义 f(a) = f(a+), f(b) = f(b−); 必要性: Cauchy 收敛准则;

8数学分析 (B1) 不要求掌握.
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(6) 对 x1, x2 均落在左半区间、右半区间、落在两边的情况分别讨论, 然后选取共同的 δ;

对于落在两边的情形, 可以利用区间
[
a+ b

2
,
b+ c

2

]
上的一致连续性;

(7) 在一个周期上考虑, 然后用上一结论即可;
(8) 运用 Lagrange 中值定理. 对于此结论, 补充说明一点:
对于可导的函数, 区间 I 上导函数有界是 f 在 I 上 Lipschitz 连续的充分必要条件;
(9) 考虑证明函数在区间端点的邻域内单调, 从而因为有界存在单边极限, 可以补充定义

后使之成为闭区间.
证明 先证 f 在端点 x = a 的右邻域 (a, a+ δ) (δ > 0) 内单调.
(a) 若能直接找到这样的 δ > 0 满足条件, 则证毕.
(b) 若未能找到这样的 δ 满足条件, 不妨设 f 在区间 (a, a + δ′) (δ′ > 0) 上不单调, 从而

∃ξ1, ξ2 ∈ (a, a + δ′), ξ1 < ξ2, 使得 f(ξ1) = f(ξ2), 则对 ∀x1, x2 : a < x1 < x2 < ξ1 < ξ2, 由凸函
数的性质知

f(x1)− f(x2)

x1 − x2

⩽ f(ξ1)− f(ξ2)

ξ1 − ξ2
= 0,

这说明 f 在 (a, ξ1) 上单调递减, 取 δ = ξ1.
至此, 我们证明了 ∃δ > 0, 使得 f 在点 a 的邻域 (a, a + δ) 上单调, 又 f 有界, 因此存在

有限极限 f(a+), 补充定义 f(a) := f(a+).
同理可定义 f(b) = f(b−), 得到定义在闭区间 [a, b] 上的函数 f .
由习题 3.5.4 的结论知, f 在 [a, b] 上连续, 因此必一致连续.

4.2.2 间断点

1 第一类间断点
(1) 可去间断点;
(2) 跳跃间断点.
2 第二类间断点

4.2.3 闭区间上连续函数的性质

1 ⋆ 一致连续性
定理 (Cantor) 有限闭区间上的连续函数一定一致连续.
2 零值性
3 介值性
4 有界性
5 最值性

4.3 单变量函数的微分学

4.3.1 定义

区分 f ′
±(x0), f ′(x0±), 并理解二者的关系 (定理 3.19).
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4.3.2 计算法则

1 四则运算
2 复合函数求导
3 ⋆ 反函数求导
4 ⋆ Leibniz 公式 — 高阶导数

5 隐函数求导
6 参数方程表示的函数求导

4.3.3 导函数的性质

1 介值性 Darboux 定理.
2 无第一类间断点

4.3.4 利用导数研究函数

1 单调性 & 极值点
2 凹凸性 & 拐点
3 曲率 & 曲率半径

4.3.5 定理

1 Fermat 定理
2 Rolle 定理
3 Lagrange 中值定理 (微分中值定理)
4 Cauchy 中值定理

4.3.6 一元微分学的顶峰 — Taylor 定理
1 带 Peano 余项的 Taylor 公式
2 带 Lagrange 余项的 Taylor 公式
3 带 Cauchy 余项的 Taylor 公式9

4 Taylor 展开的方法

9讲到积分相关的内容之后才涉及, 暂时不要求掌握.
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第 5 章 不定积分

5.1 专题选讲

5.1.1 不定积分计算的特殊方法

1 配对积分法 有时, 我们计算不定积分 I(x) =

ˆ
f(x) dx, 可以找另一个不定积分

J(x) =

ˆ
f(x) dx 及实数 a, b, c, d (ad − bc ̸= 0), 使得 af + bg 和 cf + dg 的不定积分容

易计算. 计算出 aI(x) + bJ(x) 和 cI(x) + dJ(x) 之后, 用变量代换的方法求出 I(x).
例题 5.1 计算不定积分 I(x) =

ˆ sinx
sinx+ 2 cosx dx.

解 令 J(x) =

ˆ cosx
sinx+ 2 cosx dx. 则由

I(x) + 2J(x) =

ˆ sinx+ 2 cosx
sinx+ 2 cosx dx =

ˆ
dx = x+ C1

及

J(x)− 2I(x) =

ˆ cosx− 2 sinx
sinx+ 2 cosx dx =

ˆ
1

sinx+ 2 cosx d(sinx+ 2 cosx)

= ln | sinx+ 2 cosx|+ C2

可知, I(x) = (I(x) + 2J(x))− 2(J(x)− 2I(x))

5
=

x− 2 ln | sinx+ 2 cosx|
5

+ C.

例题 5.2 计算不定积分 I(x) =

ˆ
1

1 + x4
dx.

解 令 J(x) =

ˆ
x2

1 + x4
dx. 则由

I(x) + J(x) =

ˆ
1 + x2

1 + x4
dx =

ˆ
1 + 1

x2

x2 + 1
x2

dx =

ˆ d(x− 1
x
)

(x− 1
x
)2 + 2

=
1√
2
arctan x2 − 1√

2x
+ C1

及

I(x)− J(x) =

ˆ
1− x2

1 + x4
dx = −

ˆ
1− 1

x2

x2 + 1
x2

dx = −
ˆ d(x+ 1

x
)

(x+ 1
x
)2 − 2

= − 1

2
√
2
ln x2 −

√
2x+ 1

x2 +
√
2x+ 1

+ C2

可知,

I(x) =
(I(x) + J(x)) + (I(x)− J(x))

2
=

1

2
√
2
arctan x2 − 1√

2x
− 1

4
√
2
ln x2 −

√
2x+ 1

x2 +
√
2x+ 1

+ C.
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2 递推法 设 fn(x) 是自变量为 x 的函数, 其表达式中含有参数 n ∈ N∗. 为计算不定积

分 In(x) =

ˆ
fn(x) dx, 可以用各种方法将其化成参数值较小的积分 In−k(x) =

ˆ
fn−k(x) dx,

直至最后把问题化为求参数值最小的一个或几个积分.
例题 5.3 导出 In(x) =

ˆ
cosn x dx, Jn(x) =

ˆ
sinn x dx (n ∈ N∗) 的递推关系式.

解 由分部积分法, 得

In(x) =

ˆ
cosn x dx = sinx cosn−1 x+ (n− 1)

ˆ
cosn−2 x sin2 x dx

= sinx cosn−1 x+ (n− 1)

ˆ
cosn−2 x(1− cos2 x) dx

= sinx cosn−1 x+ (n− 1)

ˆ
cosn−2 x dx− (n− 1)

ˆ
cosn x dx.

解得

In(x) =
1

n
sinx cosn−1 x+

n− 1

n
In−2(x).

同理, 我们有
Jn(x) = − 1

n
cosx sinn−1 x+

n− 1

n
Jn−2(x).

例题 5.4 导出 In(x) =

ˆ
1

(x2 + a2)n
dx (n ∈ N∗) 的递推关系式 (其中 a 为非零实数).

解 由分部积分法, 得

In(x) =

ˆ
1

(x2 + a2)n
dx =

x

(x2 + a2)n
+ 2n

ˆ
x2

(x2 + a2)n+1
dx

=
x

(x2 + a2)n
+ 2n

(ˆ
1

(x2 + a2)n
dx− a2

ˆ
1

(x2 + a2)n+1
dx
)

=
x

(x2 + a2)n
+ 2n(In(x)− a2In+1(x)).

解得

In+1(x) =
1

2na2
x

(x2 + a2)n
+

2n− 1

2na2
In(x).

5.1.2 有理函数不定积分的代值法

引理 5.1 在复数范围内, 任何实系数多项式 Q(x) = bmx
m+ bm−1x

m−1+ · · ·+ b0, bm ̸= 0

可分解为

Q(x) = bm(x− α1)
r1 · · · (x− αk)

rk ,

其中 r1 + · · ·+ rk = m, αi (i = 1, . . . , k) 都是复数.
定理 5.1 设 P (x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a0, an ̸= 0 和 Q(x) = bmx

m + bm−1x
m−1 +

· · ·+ b0, bn ̸= 0分别是 n次和 m次实系数多项式,并且 n < m.若 Q(x)以分解成引理 5.1中
的形式, 则存在实数 Ai,j, 使得

P (x)

Q(x)
=

A1,1

x− α1

+ · · ·+ A1,r1

(x− α1)r1
+ · · ·+ Ak,1

x− αk

+ · · ·+ Ak,rk

(x− αk)rk
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其中

Ai,j = lim
x→αi

1

(ri − j)!

d ri−j

dxri−j
i

[
(x− αi)

riP (x)

Q(x)

]
.

请读者自证.
例题 5.5 在复数范围内分解: 1

x3 − 5x2 + 8x− 4
.

解 按定理 5.1 分解, 得

1

x3 − 5x2 + 8x− 4
=

1

(x− 1)(x− 2)2
=

A1,1

x− 1
+

A2,1

x− 2
+

A2,2

(x− 2)2
.

而

A1,1 = lim
x→1

x− 1

(x− 1)(x− 2)2
= 1,

A2,1 = lim
x→2

d
dx

[
(x− 2)2

(x− 1)(x− 2)2

]
= lim

x→2

−1

(x− 1)2
= −1,

A2,2 = lim
x→2

(x− 2)2

(x− 1)(x− 2)2
= 1.

故
1

x3 − 5x2 + 8x− 4
=

1

x− 1
− 1

x− 2
+

1

(x− 2)2
.

例题 5.6 计算不定积分

ˆ
x2 − 1

x4 + 1
dx.

解 按定理 5.1 分解, 得

x2 − 1

x4 + 1
=

x2 − 1

[x− 1√
2
(1 + i)][x− 1√

2
(1− i)][x− 1√

2
(−1 + i)][x− 1√

2
(−1− i)]

=
1

2
√
2[x− 1√

2
(1 + i)]

+
1

2
√
2[x− 1√

2
(1− i)]

− 1

2
√
2[x− 1√

2
(−1 + i)]

− 1

2
√
2[x− 1√

2
(−1− i)]

=

√
2

4

(
1

x− 1√
2
(1 + i)

+
1

x− 1√
2
(1− i)

)

−
√
2

4

(
1

x− 1√
2
(−1 + i)

+
1

x− 1√
2
(−1− i)

)

=

√
2

4

2x−
√
2

x2 −
√
2x+ 1

−
√
2

4

2x+
√
2

x2 +
√
2x+ 1

.

故

ˆ
x2 − 1

x4 + 1
dx =

√
2

4

ˆ (
2x−

√
2

x2 −
√
2x+ 1

− 2x+
√
2

x2 +
√
2x+ 1

)
dx =

√
2

4
ln x2 −

√
2x+ 1

x2 +
√
2x+ 1

+ C.
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5.1.3 Chebyshëv 型积分
Chebyshëv 型积分形式如下:

ˆ
xα(a+ bxβ)γ dx (a, b ∈ R, b ̸= 0, α, β, γ ∈ Q).

Chebyshëv 在 19 世纪证明了: 如果 γ,
α + 1

β
,
α + 1

β
+ γ 三个数中有一个是整数, 那么

Chebyshëv 型积分可化作有理函数来求原函数; 否则, 它的原函数不能用初等函数表示.
下面我们证明前一结论, 后一结论的证明超出了本书的知识范围.

设 xβ = t, 则
ˆ

xα(a+ bxβ)γ dx =
1

β

ˆ
t
α+1
β

−1(a+ bt)γ dt.

(1) 若 γ 是整数, 记 α + 1

β
− 1 =

p

q
(p, q ∈ Z), 设 u =

q
√
t, 则可化为有理函数积分:

ˆ
xα(a+ bxβ)γ dx =

q

β

ˆ
up+q−1(a+ buq)γ du.

(2) 若 n :=
α + 1

β
是整数, 记 γ =

p

q
(p, q ∈ Z), 设 u =

q
√
a+ bt, 则可化为有理函数积分:

ˆ
xα(a+ bxβ)γ dx =

q

βbn

ˆ
up+q−1(uq − a)n−1 du.

(3) 若 n := γ +
α + 1

β
是整数, 记 γ =

p

q
(p, q ∈ Z), 设 u = q

√
a

t
+ b, 则可化为有理函数积

分: ˆ
xα(a+ bxβ)γ dx = −qan

β

ˆ
up+q−1(uq − b)−n−1 du.

细节留给读者自行补充完整. 大家运用时不要去死记硬背以上结论, 而是要学会理解, 掌
握其中的变量代换技巧并能灵活运用它们来解决问题.

例题 5.7 计算不定积分 I(x) =

ˆ dx√
x(1 + 3

√
x)

.

证明 把 I(x) 化成 Chebyshëv 型积分形式

I(x) =

ˆ
x− 1

2 (1 + x
1
3 )−1 dx.

此时 α = −1

2
, β =

1

3
, γ = −1. 故 α + 1

β
− 1 =

1

2
, γ 是整数. 设 t = x

1
3 , u = t

1
2 , 则有

I(x) = 3

ˆ
t
1
2

1 + t
dt = 6

ˆ
u2

1 + u2
du = 6

ˆ (
1− 1

1 + u2

)
du

= 6u− 6 arctanu+ C = 6x
1
6 − 6 arctanx 1

6 + C.

例题 5.8 计算不定积分 I(x) =

ˆ
3
√

1 + 4
√
x√

x
dx.
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证明 把 I(x) 化成 Chebyshëv 型积分形式

I(x) =

ˆ
x− 1

2 (1 + x
1
4 )

1
3 dx.

此时 α = −1

2
, β =

1

4
, γ =

1

3
. 故 α + 1

β
= 2 是整数. 设 t = x

1
4 , u = (1 + t)

1
3 , 则有

I(x) = 4

ˆ
t(1 + t)

1
3 dt = 12

ˆ
u3(u3 − 1) du

=
12

7
u7 − 3u4 + C =

12

7
(1 + 4

√
x)

7
3 − 3(1 + 4

√
x)

4
3 + C.

例题 5.9 计算不定积分 I(x) =

ˆ
1

4
√
1 + x4

dx.

证明 把 I(x) 化成 Chebyshëv 型积分形式

I(x) =

ˆ
(1 + x4)−

1
4 dx.

此时 α = 0, β = 4, γ = −1

4
. 故 α + 1

β
+ γ = 0 是整数. 设 t = x4, u =

(
t

1 + t

) 1
4

, 则有

I(x) = 4

ˆ (
t

1 + t

) 1
4 1

t
dt =

ˆ du
1− u4

=
1

2

ˆ (
1

1− u2
+

1

1 + u2

)
du

=
1

4

ˆ (
1

1− u
+

1

1 + u

)
du+

1

2

ˆ
1

1 + u2
du =

1

4
ln
∣∣∣∣1 + u

1− u

∣∣∣∣+ 1

2
arctanu+ C

=
1

4
ln
∣∣∣∣∣x+ 4

√
1 + x4

x− 4
√
1 + x4

∣∣∣∣∣+ 1

2
arctan x

4
√
1 + x4

+ C.

5.2 补充习题

5.2.1 A 组
1 求下列不定积分:

(1)
ˆ

arctanx dx;

(2)
ˆ

| lnx| dx;

(3)
ˆ

1

2− sin2 x
dx;

(4)
ˆ sinx

(sinx+ cosx)3 dx;

(5)
ˆ √

a2 + x2 dx;

(6)
ˆ

cos ln x dx;

(7)
ˆ

1

1 + x3
dx;
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(8)
ˆ

x2

(x+ 2)2(x+ 4)2
dx;

(9)
ˆ

3
√
x

x(
√
x+ 3

√
x)

dx;

(10)
ˆ √

1−
√
x

1 +
√
x
dx.

2 反函数积分 设 f(x) 是 R 上的可微函数且有反函数. 已知 F (x) 是 f(x) 的一个原函

数, 求
ˆ

f−1(x)dx.

3 导出下列不定积分的递推关系式:

(1) In(x) =
ˆ

1

xn
√
1 + x2

dx;

(2) In(x) =
ˆ sinnx

sinx dx, 其中正整数 n > 2.

4 设对 ∀m,n ∈ N∗, 定义不定积分 I(m,n) =

ˆ
cosm x sinn x dx, 证明:

(1) I(m,n) = −sinn−1 x cosm+1 x

m+ n
+

n− 1

m+ n
I(m,n− 2);

(2) I(n, n) = −cos 2x sinn−1 2x

n · 2n+1
+

n− 1

4n
I(n− 2, n− 2).

5.2.2 B 组
1 求下列不定积分:

(1)
ˆ

1

sin4 x+ cos4 x
dx;

(2)
ˆ √

tanx dx;

(3)
ˆ dx

(x+ a)2(x+ b)3
;

(4)
ˆ dx

(1 + xn) n
√
1 + xn

.
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第 6 章 一元积分学及其应用

6.1 命题判断及推理

判断下列命题或推断是否成立, 并说明理由.

6.1.1 A 组
1 f(x), g(x) 在 [a, b] 上可积且 g(x) 的值域在 [a, b] 中 =⇒ f(g(x)) 在 [a, b] 上一定可

积.

2 f(x), g(x) 在 [a, b] 上不可积 =⇒ f(g(x)) 在 [a, b] 上一定不可积.

3 f(x) 在 [a, b] 上可积 ⇐⇒ |f(x)| 在 [a, b] 上可积.

6.1.2 B 组
1 存在具有原函数的非连续函数.

6.1.3 参考答案 - A 组

1 错误. 反例: f(x) =

0, x = 0,

1, x ̸= 0,
g(x) = R(x). 则 f(g(x)) = D(x) =

1, x ∈ Q,

0, x ∈ R \Q.

f(x), g(x) 在 [0, 1] 上可积但 f(g(x)) 在 [0, 1] 上不可积. (Riemann 函数 R(x) 在 [0, 1] 上

可积的证明放在补充习题中)

2 错误. 反例: f(x) = D(x), g(x) = −D(x). 则 f(g(x)) ≡ 1.

f(x), g(x) 在 [0, 1] 上不可积但 f(g(x)) 在 [0, 1] 上可积.

3 =⇒ . 对分割 T : a = x0 < x1 < · · · < xn = b, 记 wk(f) 是 f(x) 在区间 [xk−1, xk]

上的振幅, w′
k(f)是 |f(x)|在区间 [xk−1, xk]上的振幅.利用 ||f(x)| − |f(y)|| ⩽ |f(x)− f(y)|可

知 w′
k = sup

x1,x2∈[xk−1,xk]

||f(x1)| − |f(x2)|| ⩽ sup
x1,x2∈[xk−1,xk]

|f(x1)− f(x2)| = wk.

⇍= . 反例:f(x) =

1, x ∈ Q,

−1, x ∈ R \Q.

6.1.4 参考答案 - B 组

1 非连续函数 f(x) =

sin 1

x
, x ̸= 0,

0, x = 0
具有原函数 F (x). 取 F (0) = 0. 当 x ̸= 0 时,
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F (x) =

ˆ x

0

sin 1

t
dt = lim

ε→0

ˆ x

ε

sin 1

t
dt

= lim
ε→0

ˆ x

ε

t2d cos 1
t

= lim
ε→0

(
x2 cos 1

x2

∣∣∣∣x
ε

−
ˆ x

ε

2t cos 1
t
dt
)

连续性
= x2 cos 1

x2
−
ˆ x

0

2t cos 1
t
dt.

经验证, F (x) 是 f(x) 的原函数.

6.2 专题选讲

6.2.1 原函数 & 可积函数
1 联系
(1) 微积分基本定理 (Newton—Leibinz 公式)
• 一个函数的原函数可以通过变上限积分来表示.
• 函数可导下, 一个函数的导数积分可以还原到函数自身.
(2) 闭区间上的连续函数一定可积, 且一定存在原函数.
2 独立性: 两者无包含关系

• f(x) =

1, x = 0,

0, x ∈ [−1, 1] \ {0}
在 [−1, 1] 上可积, 但没有原函数 (Darboux 定理).

• F (x) =

x2 sin 1

x2
, x ̸= 0,

0, x = 0,
f(x) =

2x sin 1

x2
− 2

x
cos 1

x2
, x ̸= 0,

0, x = 0.
F (x) 是 f(x) 的原

函数, 但 f(x) 在 [−1, 1] 上不可积 (无界).

6.2.2 变限积分

我们先回顾变限积分的定义:
定义 6.1 (变上 (下) 限积分) 设函数 f(x) 在 [a, b] 上可积, 则 F (x) =

ˆ x

a

f(t) dt, x ∈

[a, b] 是 f(x) 的变上限积分, G(x) =

ˆ b

x

f(t) dt, x ∈ [a, b] 是 f(x) 的变下限积分.

关于变限积分的主要定理如下:
定理 6.1 设 f(x) 在 [a, b] 上可积, 则变上限积分 F (x) 和变下限积分 G(x) 在 [a, b] 上连

续.
定理 6.2 设 f(x) 在 [a, b] 上可积, x0 ∈ [a, b] 是 f(x) 的连续点, 则

d
dx

ˆ x

a

f(t) dt = f(x).

在定理 6.1 中出现的变限积分不仅在建立微积分基本定理时有用, 而且是非常有效的一
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种工具. 对在 [a, b] 上的连续函数 f(x), 引入变上限积分 F (x) =

ˆ x

a

f(t) dt, 则 F (x) 为 [a, b]

上的连续可微函数. 因此, 我们就可以同时用微分学和积分学的工具去研究它.
例题 6.1 (变限积分的求导) 设

G(x) =

ˆ x3

x2

√
1 + t2 dt.

求 G′(x).
解 记 F (x) =

ˆ x

0

√
1 + t2 dt, 则

G(x) =

ˆ x3

0

√
1 + t2 dt−

ˆ x2

0

√
1 + t2 dt

= F (x3)− F (x2).

利用 F ′(x) =
√
1 + x2, 得

G′(x) = 3x2F ′(x3)− 2xF ′(x2) = 3x2
√
1 + x6 − 2x

√
1 + x4.

注意 G(x) 是一个有关变上限积分 F (x) 的复合函数, 求导要满足链式法则, 不能直接把
x3, x2 代入被积函数后就不了了之.

例题 6.2 (利用变限积分研究函数单调性) 设 f(x) 在 [a, b] 上连续且递增. 证明:
ˆ b

a

xf(x) dx ⩾ a+ b

2

ˆ b

a

f(x) dx.

分析 从题干中对变量 a/b 没有做任何限制以及 f(x) 的递增性暗示了要把 a/b 看成变

量, 引入变限积分来解决问题.
证明 设

g(t) =

ˆ t

a

xf(x) dx− a+ t

2

ˆ t

a

f(x) dx.

则

g′(t) = tf(t)− 1

2

ˆ t

a

f(x) dx− a+ t

2
f(t) =

1

2

ˆ t

a

(f(t)− f(x)) dx ⩾ 0.

故 g(b) ⩾ g(a) = 0. 即 ˆ b

a

xf(x) dx ⩾ a+ b

2

ˆ b

a

f(x) dx.

例题 6.3 设 f(x) 在 R 上处处连续, a, b 是 R 上两点. 证明:

lim
h→0

ˆ b

a

f(x+ h)− f(x)

h
dx = f(b)− f(a).

分析 题干中只有连续而无可导. 故需利用变量代换改变积分限, 再利用定理 6.2
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证明 我们有

lim
h→0

ˆ b

a

f(x+ h)− f(x)

h
dx = lim

h→0

1

h

(ˆ b

a

f(x+ h) dx−
ˆ b

a

f(x) dx
)

= lim
h→0

1

h

(ˆ b+h

a+h

f(x) dx−
ˆ b

a

f(x) dx
)

= lim
h→0

1

h

(ˆ b+h

b

f(x) dx−
ˆ a+h

a

f(x) dx
)

= f(b)− f(a).

其中, 最后一步已用到定理 6.2.
错解

lim
h→0

ˆ b

a

f(x+ h)− f(x)

h
dx =

ˆ b

a

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
dx

=

ˆ b

a

f ′(x) dx

= f(b)− f(a).

错解中的三步推导每一步都是错误的.
(1) 没有任何依据就将极限与积分交换运算次序 (事实上未必成立, 具体之后会详细讲

解);
(2) 题目中没有 f(x) 可导的条件, 故不能对差商直接求极限;
(3) 即使 f(x) 可导, 但导函数未必可积 (详见 6.2.1 节), 故不能用 Newton-Leibniz 公式.

6.2.3 定积分计算的特殊方法

1 对称性 我们先考虑区间 [−a, a] (a > 0). 已知 f(x) 在 [−a, a] 上可积, 我们知道, 当

f(x) 是奇函数时, 有
ˆ a

−a

f(x) dx = 0; 当 f(x) 是偶函数时, 有
ˆ a

−a

f(x) dx = 2

ˆ a

0

f(x) dx. 现

在我们将其进行推广:
命题 6.1 设 f(x) 在 [a, b] 上可积, 则有

ˆ b

a

f(x) dx =

ˆ b

a

f(a+ b− x) dx.

特别地, 当 a = 0 时, 有 ˆ b

0

f(x) dx =

ˆ b

0

f(b− x) dx.

命题 6.2 设 f(x) 在 [0, a] 上可积, 且有 f(x) = f(a − x) (即 f(x) 关于直线 x =
a

2
对

称). 则有 ˆ a

0

f(x) dx = 2

ˆ a
2

0

f(x) dx.

命题 6.3 设 f(x) 在 [0, a] 上可积, 且有 f(x) + f(a− x) = 0 (即 f(x) 关于
a

2
呈中心对

称). 则有 ˆ a

0

f(x) dx = 0.
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我们结合上面两个命题作进一步加强:
命题 6.4 设 f(x) 在 [0, a] 上可积, 记 f(x) + f(a− x) = g(x). 则有

ˆ a

0

f(x) dx =

ˆ a
2

0

g(x) dx.

以上命题请读者自证.
例题 6.4 求定积分 I =

ˆ 1

−1

ln(x+
√
1 + x2) dx.

解 设 f(x) = ln(x+
√
1 + x2). 则

f(x) + f(−x) = ln(x+
√
1 + x2) + ln(−x+

√
1 + x2) = ln(−x2 + 1 + x2) = 0.

故 f(x) 是奇函数, 所以 I = 0.
例题 6.5 求定积分 I =

ˆ π

0

x sinx
1 + cos2 x dx.

解 我们有
x sinx

1 + cos2 x +
(π − x) sin(π − x)

1 + cos2(π − x)
=

π sinx
1 + cos2 x.

由命题 6.4 得
I =

ˆ π
2

0

π sinx
1 + cos2 x dx = −π arctan(cosx)

∣∣∣π2
0
=

π2

4
.

例题 6.6 求定积分 I =

ˆ 1

0

ln(1 + x)

1 + x2
dx.

解 令 x = tan t, 我们有

I =

ˆ 1

0

ln(1 + x)

1 + x2
dx =

ˆ π
4

0

ln(1 + tan t) dt.

而

ln(1 + tan t) + ln
[
1 + tan

(π
4
− t
)]

= ln(1 + tan t) + ln
(
1 +

1− tan t
1 + tan t

)
= ln(1 + tan t) + ln 2

1 + tan t = ln 2.

由命题 6.4 得
I =

ˆ π
8

0

ln 2 dx =
π

8
ln 2.

例题 6.7 证明: 对 ∀α ∈ R, 均有

I =

ˆ π
2

0

dx
1 + tanα x

=

ˆ π
2

0

dx
1 + cotα x =

π

4
.

证明 因为 cotx = tan
(π
2
− x
)
, 由命题 6.1 得

ˆ π
2

0

dx
1 + tanα x

=

ˆ π
2

0

dx
1 + cotα x.
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而

1

1 + tanα x
+

1

1 + cotα x =
1

1 + tanα x
+

tanα x

1 + tanα x
= 1.

由命题 6.4 得

I =

ˆ π
4

0

1 dx =
π

4
.

2 递推法 设函数列 fn(x) 在 [a, b] 上可积, 且其表达式中含有参数 n ∈ N∗. 为计算定积

分 In(x) =

ˆ b

a

fn(x) dx,可以用各种方法将其化成参数值较小的积分 In−k(x) =

ˆ b

a

fn−k(x) dx,

直至最后把问题化为求参数值最小的一个或几个积分.

例题 6.8 计算 In =

ˆ π
2

0

sinn x dx =

ˆ π
2

0

cosn x dx.

解 因为 sinx = cos
(π
2
− x
)
, 由命题 6.1 得

ˆ π
2

0

sinn x dx =

ˆ π
2

0

cosn x dx.

由分部积分法, 得

In = − sinn−1 x cosx
∣∣∣π2
0
+ (n− 1)

ˆ π
2

0

sinn−2 x cos2 x dx

=

ˆ π
2

0

sinn−2 x(1− sin2 x) dx = (n− 1)In−2 − (n− 1)In.

移项, 得到递推公式
In =

n− 1

n
In−2 (n ⩾ 2).

反复利用上述公式, 利用 I0 =
π

2
, I1 = 1, 得

In =


(n− 1)!!

n!!
, n 为奇数,

(n− 1)!!

n!!
· π
2
, n 为偶数.

例题 6.9 设 m,n ∈ N∗, 求含参积分

B(m,n) =

ˆ 1

0

xm−1(1− x)n−1 dx.

解 由分部积分法, 得

B(m,n) =
xm(1− x)n−1

m

∣∣∣∣1
0

+
n− 1

m

ˆ 1

0

xm(1− x)n−2 dx

=
n− 1

m
B(m+ 1, n− 1).
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反复利用上述公式, 利用 B(m, 1) =

ˆ 1

0

xm−1 dx =
1

m
, 得

B(m,n) =
(n− 1)(n− 2) · · · 1

m(m+ 1) · · · (m+ n− 2)
B(m+ n− 1, 1)

=
(n− 1)!

m(m+ 1) · · · (m+ n− 2)(m+ n− 1)

=
(n− 1)!(m− 1)!

(m+ n− 1)!
.

6.2.4 积分不等式

1 Cauchy-Schwarz 不等式 设 f(x), g(x) 在 [a, b] 上连续, 证明:(ˆ b

a

f(x)g(x)dx
)2

⩽
(ˆ b

a

f 2(x)dx
)(ˆ b

a

g2(x)dx
)
.

证明 考虑 ϕ(t) =

ˆ b

a

f 2(x)dx · t2 + 2

ˆ b

a

f(x)g(x)dx · t +
ˆ b

a

g2(x)dx. 则 ϕ(t) 为二次函

数, 且 ϕ(t) =

ˆ b

a

(f(x)t+ g(x))2 dx ⩾ 0. 所以 ∆ ⩽ 0, 即

4

(ˆ b

a

f(x)g(x)dx
)2

− 4

(ˆ b

a

f 2(x)dx
)(ˆ b

a

g2(x)dx
)

⩽ 0.

故 Cauchy-Schwarz 不等式成立.
例题 6.10 设 f(x) 在 [a, b] 上有连续的导数, 且 f(a) = 0. 证明:

ˆ b

a

f 2(x)dx ⩽ 1

2
(b− a)2

ˆ b

a

(f ′(x))2dx.

分析 从
1

2
(b− a)2 中就能联想到

ˆ b

a

(x− a) dx, f ′(x) 在 [a, b] 上连续及 f(a) = 0 暗示了

要用由 Newton-Leibniz 公式过渡. 最后用 Cauchy-Schwarz 不等式解决问题.
证明 由 Newton-Leibniz 公式, 得

f(x) =

ˆ x

a

f ′(t)dt =
ˆ x

a

1 · f ′(t)dt.

由 Cauchy-Schwarz 不等式, 得

f 2(x) ⩽ (x− a)

ˆ x

a

(f ′(t))2dt ⩽ (x− a)

ˆ b

a

(f ′(t))2dt.

对两边从 a 到 b 积分, 得
ˆ b

a

f 2(t)dt ⩽ 1

2
(b− a)2

ˆ b

a

(f ′(t))2dt.
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当然, 也可以引入变上限积分, 将其转化为函数单调性问题.
另解 即证:

g(x) :=
1

2
(x− a)2

ˆ x

a

(f ′(t))2 dt−
ˆ x

a

f 2(t) dt ⩾ 0, x ∈ [a, b].

则

g′(x) = (x− a)

ˆ x

a

(f ′(t))2 dt+ 1

2
(x− a)2(f ′(x))2 − f 2(x).

由 Cauchy-Schwarz 不等式, 得

(x− a)

ˆ x

a

(f ′(t))2 dt =
ˆ x

a

12 dt
ˆ x

a

(f ′(t))2 dt ⩾
(ˆ x

a

f ′(t) dt
)2

= f 2(x),

从而 g′(x) ⩾ 0. 因此 g(x) 单调递增,

g(b) ⩾ g(0) =⇒ 1

2
(b− a)2

ˆ b

a

(f ′(x))2 dx ⩾
ˆ b

a

f 2(x) dx.

例题 6.11 设函数 f(x) 在 [0, 1] 上可积, 且有 m,M > 0, 使得 m ⩽ f(x) ⩽ M 对

∀x ∈ [0, 1] 成立. 证明:

1 ⩽
ˆ 1

0

f(x)dx
ˆ 1

0

1

f(x)
dx ⩽ (m+M)2

4mM
.

证明 由 Cauchy-Schwarz 不等式, 得

ˆ 1

0

f(x)dx
ˆ 1

0

1

f(x)
dx ⩾

(ˆ 1

0

√
f(x)

1√
f(x)

dx
)2

= 1.

故左边不等式成立. 又因为
(f(x)−m)(f(x)−M)

mf(x)
⩽ 0.

即
M

f(x)
+

f(x)

m
⩽ M

m
+ 1.

由均值不等式, 得
ˆ 1

0

f(x)dx
ˆ 1

0

1

f(x)
dx =

m

M

ˆ 1

0

f(x)

m
dx
ˆ 1

0

M

f(x)
dx

⩽ m

4M

(ˆ 1

0

f(x)

m
dx+

ˆ 1

0

M

f(x)
dx
)2

⩽ m

4M

(ˆ 1

0

(
M

m
+ 1

)
dx
)2

=
(m+M)2

4mM
.

故右边不等式成立.
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2 Gronwall 不等式 设 u(x) 是 [a, b] 上的非负连续函数, 并满足: 对 ∀x ∈ [a, b], 均有

u(x) ⩽ A+

ˆ x

a

B(t)u(t)dt, 其中 A ⩾ 0, B(x) 是 [a, b] 上的非负连续函数. 证明:

u(x) ⩽ Ae
´ x
a B(t)dt.

证明 由

d
dx

(
A+

ˆ x

a

B(t)u(t)dt
)

= B(x)u(x) ⩽ B(x)

(
A+

ˆ x

a

B(t)u(t)dt
)

得
d
dx ln

(
A+

ˆ x

a

B(t)u(t)dt
)

⩽ B(x).

对两边从 a 到 x 积分, 得

ln
(
A+

ˆ x

a

B(t)u(t)dt
)∣∣∣∣x

a

⩽
ˆ x

a

B(t)dt,

即

ln
(
A+

ˆ x

a

B(t)u(t)dt
)
− lnA ⩽

ˆ x

a

B(t)dt.

所以

u(x) ⩽ A+

ˆ x

a

B(t)u(t)dt ⩽ Ae
´ x
a B(t)dt.

故 Gronwall 不等式成立.
例题 6.12 设函数 f(x) 在 [0,+∞) 上连续, 且满足

|f(x)| ⩽ ekx + k

ˆ x

0

|f(t)|dt.

其中 k 是常数. 证明: |f(x)| ⩽ (kx+ 1)ekx.
证明 由题意得 (

e−kx

ˆ x

0

|f(t)|dt
)′

⩽ 1.

设

g(x) = e−kx

ˆ x

0

|f(t)|dt− x.

则 g(0) = 0 且 g(x) 单调递减. 故 g(x) ⩽ 0, 即
ˆ x

0

|f(t)|dt ⩽ xekx.

所以 |f(x)| ⩽ (kx+ 1)ekx.
Gronwall 不等式常被用于估计微分方程的解的取值范围, 且可以用于证明初值问题的解

的唯一性.
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3 Hölder 不等式 设 f(x), g(x) 在 [a, b] 上连续, 证明:

ˆ b

a

f(x)g(x)dx ⩽
(ˆ b

a

|f(x)|pdx
) 1

p
(ˆ b

a

|g(x)|qdx
) 1

q

,

其中 1 < p < q < +∞, 且 1

p
+

1

q
= 1.

证明 若 f(x) ≡ 0 或 g(x) ≡ 0, 则不等式显然成立.

若 f(x), g(x)不恒为 0,不妨 f(x), g(x)均非负,则
ˆ b

a

|f(x)|pdx,
ˆ b

a

|g(x)|qdx均可积且大

于 0 (请读者自证). 记

If =

(ˆ b

a

f p(x)dx
) 1

p

, Ig =

(ˆ b

a

gq(x)dx
) 1

q

.

利用离散形式的 Hölder 不等式: 对 ∀a, b > 0, 均有 a
1
p b

1
q ⩽ a

p
+

b

q
(可利用 lnx 的凸性证明).

得
f(x)g(x)

IfIg
⩽ f p(x)

pIpf
+

f q(x)

qIqg
.

上式两边同时从 a 到 b 积分, 得 ´ b
a
f(x)g(x)dx
IfIg

⩽ 1.

变形后即得 ˆ b

a

f(x)g(x)dx ⩽
(ˆ b

a

|f(x)|pdx
) 1

p
(ˆ b

a

|g(x)|qdx
) 1

q

.

4 积分形式的 Jenson 不等式 设 f(x), g(x) 在 [a, b] 上连续, h(x) 是 R 上的凸函数.

f(x) 非负且

ˆ b

a

f(x) dx = 1. 证明:

h

(ˆ b

a

g(x)f(x)dx
)

⩽
ˆ b

a

h(g(x))f(x)dx.

证明 记 t :=

ˆ b

a

g(x)f(x)dx. 由 h(x) 是 R 上的凸函数知, 存在 α ∈ R, 使得

h(x) ⩾ h(t) + α(x− t).

故对任意 x ∈ [a, b], 均有
h(g(x)) ⩾ h(t) + α(g(x)− t).

由 f(x) 的非负性知,

h(g(x))f(x) ⩾ h(t)f(x) + α(g(x)f(x)− tf(x)).

上式两边同时从 a 到 b 积分, 得
ˆ b

a

h(g(x))f(x) dx ⩾
ˆ b

a

h(t)f(x) dx+ α

(ˆ b

a

g(x)f(x) dx−
ˆ b

a

tf(x) dx
)
.
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把 t =

ˆ b

a

g(x)f(x)dx 代入上式, 并利用
ˆ b

a

f(x) dx = 1, 变形得

h

(ˆ b

a

g(x)f(x)dx
)

⩽
ˆ b

a

h(g(x))f(x)dx.

注意 在概率论中, 离散形式和积分形式的 Jenson 不等式可以统一写为

g(E(X)) ⩽ E(g(X)).

其中 g(X) 是 R 上的凸函数.

6.2.5 对含参型积分求极限

定积分是一个数. 若被积函数带有参数, 就会得到数列或函数, 从而就会出现对含参型定
积分求极限的问题. 在本章中我们只考虑离散参数的情形.

设函数列 {fn(x)} 在 [a, b] 上可积, n ∈ N∗. 满足对 ∀x ∈ [a, b], 均有 lim
n→∞

fn(x) = f(x), 且
f(x) 在 [a, b] 上可积. 请读者探究下面等式是否一定成立.

lim
n→∞

ˆ b

a

fn(x) dx =

ˆ b

a

lim
n→∞

fn(x) dx =

ˆ b

a

f(x).

事实上, 答案是否定的, 即极限与积分无法直接交换运算次序. 我们考虑如下反例即可: 设

fn(x) =


n, 0 < x <

1

n
,

0, x = 0 或
1

n
< x ⩽ 1.

则对 ∀x ∈ [0, 1], 有
f(x) = lim

n→∞
fn(x) = 0.

但

lim
n→∞

ˆ 1

0

fn(x) dx = 1 ̸= 0 =

ˆ 1

0

f(x) dx.

故该函数列极限与积分不能交换运算次序, 其原因可在教材第 7 章里找到, 这里不再赘述.
我们可以运用截断 + 放缩法等技巧来解决此类问题.

例题 6.13 证明: lim
n→∞

ˆ π
2

0

sinn x dx = 0.

分析 我们从 lim
n→∞

ˆ π
2

0

sinn x dx 中抓出两个信息: 一是对任意 n ∈ N, sinn x ⩽ 1 有界; 二

是对任意固定的 x ∈
[
0,

π

2

)
, lim
n→∞

sinn x = 0 以及 sinn x 在
[
0,

π

2

]
上递增. 故我们考虑截断成

两部分 + 放缩法来解决.
对任意给定的 ε > 0(即精度), 一方面, 利用 sinn x 的有界性, 通过调控区间

[π
2
− δ,

π

2

]
的

长度 δ 及放缩处理, 把
ˆ π

2

π
2
−δ

sinn x dx 放到给定的精度之内. 注意, 该过程不受 n 的干扰; 另

一方面, 利用 lim
n→∞

sinn x = 0, 先把 sin
(π
2
− δ
)
通过 n 控制在给定的精度之内. 然后利用及
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sinn x 的递增性, 把在

(
0,

π

2
− δ
)
上的 sinn x 放缩至 sin

(π
2
− δ
)
, 再由区间长度有限可知, 我

们可以通过 n 把

ˆ π
2
−δ

0

sinn x dx 控制在给定的精度之内.

证明 对 ∀0 < ε < π, 取 δ =
ε

2
, 由 lim

n→∞
sinn x = 0 知, ∃N ∈ N∗, 使得

sinN
(π
2
− δ
)
= sinN π − ε

2
<

ε

π
.

则当 n > N 时, 有

0 ⩽
ˆ π

2

0

sinn x dx =

ˆ π
2
−δ

0

sinn x dx+

ˆ π
2

π
2
−δ

sinn x dx =

ˆ π−ε
2

0

sinn x dx+

ˆ π
2

π−ε
2

sinn x dx

⩽ π

2
sinn π − ε

2
+

ε

2
· 1 <

π

2
sinN π − ε

2
+

ε

2

<
π

2
· ε
π
+

ε

2

< ε.

所以 lim
n→∞

ˆ π
2

0

sinn x dx = 0.

错解 由积分第一中值定理, ∃ξ ∈
(
0,

π

2

)
, 使得

ˆ π
2

0

sinn x dx = sinn ξ

ˆ π
2

0

1 dx =
π

2
sinn ξ.

由 0 < sin ξ < 1 知,

lim
n→∞

ˆ π
2

0

sinn x dx = lim
n→∞

π

2
sinn ξ = 0.

错误原因在于 ξ 依赖于 n, 而不是固定的常数. 为了准确表述, 我们把 ξ 记为 ξn. 而
ξn → π

2
(n → ∞), 故 sinn ξn 是 1∞ 型不定式, 其极限未必为 0.

例题 6.14 设非负函数 f(x) 在 [a, b] 上连续, 记 M = max
a⩽x⩽b

f(x). 证明:

lim
n→∞

(ˆ b

a

fn(x) dx
) 1

n

= M.

分析 仅考虑 M > 0. 利用 lim
n→∞

n
√
a = 1 (a > 0) 可知, 通过 f(x) 在闭区间上连续的性

质, 我们把目标放缩到长度有限 (>0) 的区间上即可.
证明 若 M = 0 结论显然成立. 若 M > 0, 请读者自证: 对 ∀0 < ε < M, ∃[α, β] ⊂

[a, b](α < β), 使得
M − ε ⩽ f(x) ⩽ M, x ∈ [α, β].

故有

(M − ε)(β − α)
1
n ⩽

(ˆ β

α

fn(x) dx
) 1

n

⩽
(ˆ b

a

fn(x) dx
) 1

n

⩽ M(b− a)
1
n .

利用 lim
n→∞

n
√
a = 1(a > 0), 对上式两端令 n → +∞, 得

M − ε ⩽
(ˆ b

a

fn(x) dx
) 1

n

⩽ M.
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令 ε → 0, 则

lim
n→∞

(ˆ b

a

fn(x) dx
) 1

n

= M.

6.2.6 积分在数列极限中的应用

我们可以将数列极限问题转化成求定积分问题, 具体原理如下: 设 f(x) 在 [a, b] 上可积,
则有与等距划分相对应的极限等式

ˆ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

n∑
i=1

f

(
a+

b− a

n
i

)
b− a

n

或 ˆ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

n∑
i=1

f

(
a+

b− a

n
(i− 1)

)
b− a

n
.

当然还有其他类型的划分, 这里不逐一列举.

例题 6.15 求极限 lim
n→∞

((
1 +

1

n

)(
1 +

2

n

)
· · ·
(
1 +

n

n

)) 1
n

.

解 取对数, 令

an =
1

n

n∑
k=1

ln
(
1 +

k

n

)
,

则

lim
n→∞

an =

ˆ 1

0

ln(1 + x) dx = ((1 + x) ln(1 + x)− x)
∣∣∣1
0
= 2 ln 2− 1.

故

lim
n→∞

((
1 +

1

n

)(
1 +

2

n

)
· · ·
(
1 +

n

n

)) 1
n

=
4

e .

例题 6.16 求极限 lim
n→∞

n∑
k=1

n+
√
n

n2 + k2
.

解 令

an =
n∑

k=1

n+
√
n

n2 + k2
,

则

lim
n→∞

an = lim
n→∞

n+
√
n

n
lim
n→∞

n∑
k=1

n

n2 + k2
= lim

n→∞

n∑
k=1

n

n2 + k2

= lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

1

1 + ( k
n
)2

=

ˆ 1

0

1

1 + x2
dx = arctanx

∣∣∣1
0

=
π

4
.

例题 6.17 求极限 lim
n→∞

n∑
k=1

[(
1 +

k

n

)
sin kπ

n2

]
.
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解 令

an =
n∑

k=1

[(
1 +

k

n

)
sin kπ

n2

]
,

由 Taylor 展开, 得

sin kπ

n2
=

kπ

n2
+ o

(
k2

n4

)
=

kπ

n2
+ o

(
1

n2

)
, k = 1, 2, · · · , n.

则有

lim
n→∞

an = lim
n→∞

n∑
k=1

[(
1 +

k

n

)(
kπ

n2
+ o

(
1

n2

))]

= lim
n→∞

[
n∑

k=1

(
1 +

k

n

)
kπ

n2
+ o

(
1

n

)]

= π lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

k

n

(
1 +

k

n

)
= π

ˆ 1

0

x(1 + x) dx =
5

6
π.

6.2.7 积分在函数估值中的应用

例题 6.18 设 f(x) 在区间 [0, 1] 上连续可微, 且 |f ′(x)| ⩽ M . 证明: 对任意正整数 n,∣∣∣∣∣
ˆ 1

0

f(x)dx− 1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)∣∣∣∣∣ ⩽ M

2n
.

分析 我们容易想到,∣∣∣∣∣
ˆ 1

0

f(x)dx− 1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

(ˆ k
n

k−1
n

f(x)dx− 1

n
f

(
k

n

))∣∣∣∣∣
⩽

n∑
k=1

∣∣∣∣∣
ˆ k

n

k−1
n

f(x)dx− 1

n
f

(
k

n

)∣∣∣∣∣ =
n∑

k=1

∣∣∣∣ 1n
(
f(ξk)− f

(
k

n

))∣∣∣∣
=

1

n

n∑
k=1

∣∣∣∣f ′(ηk)

(
ξk −

k

n

)∣∣∣∣ ⩽ 1

n

n∑
k=1

M · 1
n
=

M

n
.

然而, 上述做法的上界只能达到 M

n
, 并没有达到题中的目标上界. 我们不妨把微分中值定理

和积分处理的顺序交换一下, 就有了新的发现.
证明 注意到, ˆ 1

0

f(x) dx =
n∑

k=1

ˆ k
n

k−1
n

f(x) dx,

考虑 ˆ k
n

k−1
n

f(x) dx− 1

n
f

(
k

n

)
.
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由 Lagrange 中值定理知, ∃ξk ∈
(
x,

k

n

)
, 使得∣∣∣∣f(x)− f

(
k

n

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣f ′(ξk) ·
(
x− k

n

)∣∣∣∣ ⩽ M

(
k

n
− x

)
=⇒

∣∣∣∣∣
ˆ k

n

k−1
n

f(x) dx− 1

n
f

(
k

n

)∣∣∣∣∣ ⩽
ˆ k

n

k−1
n

∣∣∣∣f(x)− f

(
k

n

)∣∣∣∣ dx ⩽ M ·
ˆ k

n

k−1
n

(
k

n
− x

)
dx =

M

2n2
,

故 ∣∣∣∣∣
ˆ 1

0

f(x)dx− 1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)∣∣∣∣∣ ⩽ M

2n
⩽
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

M

2n2

∣∣∣∣∣ = M

2n
.

注意 上述分析中先通过积分中值定理处理积分, 再通过 Lagrange 中值定理与导数相联
系, 所有推导全部正确, 但是放缩精度没有达到我们的目标.
上述证明中先通过 Lagrange 中值定理与导数相联系, 再用积分分段处理, 放缩精度达到

了我们的目标.
我们对比两者的做法. 在积分处理过程中, 证明中的做法把分割点 k

n
的作用体现了出来,

即

ˆ k
n

k−1
n

(
k

n
− x

)
dx,而分析中的做法并没有体现出点 k

n
的作用. 故证明中的处理比分析更加

精细化.
例题 6.19 设函数 f(x)在 [−1, 1]上可导, |f ′(x)| ⩽ M . 若 ∃a ∈ (0, 1),使得

ˆ a

−a

f(x)dx =

0. 证明: ∣∣∣∣ˆ 1

−1

f(x)dx
∣∣∣∣ ⩽ M(1− a2).

提示 由题干中的导函数有界性联想到微分中值定理, 同时要根据
ˆ a

−a

f(x)dx = 0 结合

积分中值定理来进行处理.
证明 由积分中值定理及

ˆ a

−a

f(x)dx = 0 知, ∃η ∈ (−a, a), 使得 f(η) = 0. 由微分中值定

理, ∃ξ ∈ (x, η), 使得

|f(x)| = |f(x)− f(η)| = |f ′(ξ)||x− η| ⩽ M |x− η|.

故 ∣∣∣∣ˆ 1

−1

f(x)dx
∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣ˆ −a

−1

f(x)dx
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ˆ 1

a

f(x)dx
∣∣∣∣

⩽
ˆ −a

−1

|f(x)|dx+

ˆ 1

a

|f(x)|dx

⩽ M

ˆ −a

−1

(η − x)dx+M

ˆ 1

a

(x− η)dx

=
M

2

(
(η + 1)2 − (η + a)2 + (1− η)2 − (a− η)2

)
= M(1− a2).
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例题 6.20 设函数 f(x) 在 [0, 1] 上有二阶连续导数, f(0) = f(1) = 0, 且当 x ∈ (0, 1) 时,

f(x) ̸= 0. 证明: ˆ 1

0

∣∣∣∣f ′′(x)

f(x)

∣∣∣∣ dx ⩾ 4.

分析 函数在分母上不好处理, 结合闭区间上连续函数的性质, 我们把分母上的函数统一
放到最值情形考虑并单独拎出来. 剩下的部分先利用最值点, 结合函数在两端点的给定值, 运
用微分学处理工具 (如微分中值定理, Taylor 等) 进行处理. 最后结合题干中的二阶连续可微,
处理后要用 Newton-Leibniz 公式进行过渡.

证明 不妨 f(x) > 0, x ∈ (0, 1). 记 M = sup
0⩽x⩽1

f(x) = f(x0), x0 ∈ (0, 1). 由 Lagrange 中

值定理, 得

f(x0) = f(x)− f(0) = f ′(ξ)x0, 0 < ξ < x0,

f(x0) = f(x0)− f(1) = f ′(η)(x0 − 1), x0 < η < 1.

故有 ˆ 1

0

∣∣∣∣f ′′(x)

f(x)

∣∣∣∣ dx ⩾ 1

f(x0)

ˆ 1

0

|f ′′(x)| dx ⩾ 1

f(x0)

ˆ η

ξ

|f ′′(x)| dx

⩾ 1

f(x0)

∣∣∣∣ˆ η

ξ

f ′′(x)dx
∣∣∣∣ = 1

f(x0)
|f ′(η)− f ′(ξ)|

=
1

f(x0)

∣∣∣∣ f(x0)

x0 − 1
− f(x0)

x0

∣∣∣∣ = 1

x0(1− x0)
⩾ 4.

例题 6.21 设 f(x) 在 [0, h] 上二阶可微, 则存在 ξ ∈ [0, h], 使得ˆ h

0

f(x) dx =
h

2
(f(0) + f(h))− 1

12
f ′′(ξ)h3.

提示 反复利用分部积分.
证明 利用两次分部积分, 得ˆ h

0

f(x) dx =

ˆ h

0

f(x)

(
x− h

2

)′

dx

= f(x)

(
x− h

2

)∣∣∣∣h
0

−
ˆ h

0

f ′(x)

(
x− h

2

)
dx

=
h

2
(f(0) + f(h))− 1

2

ˆ h

0

f ′(x)[x(x− h)]′ dx

=
h

2
(f(0) + f(h)) +

1

2

ˆ h

0

f ′′(x)[x(x− h)] dx.

由于 x(x− h) 不变号, 由积分第一中值定理可知, 存在 ξ ∈ [0, h], 使得

1

2

ˆ h

0

f ′′(x)[x(x− h)] dx =
1

2
f ′′(ξ)

ˆ h

0

x(x− h) dx = − 1

12
f ′′(ξ)h3.

故 ˆ h

0

f(x) dx =
h

2
(f(0) + f(h))− 1

12
f ′′(ξ)h3.
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6.3 补充习题

6.3.1 A 组
1 求下列不定积分:

(1)
ˆ π

4

0

dx
cosx ;

(2)
ˆ π

4

−π
4

cos2 x
1 + e−x

dx;

(3)
ˆ 1

0

x

ex + e1−x
dx;

(4)
ˆ nπ

0

x| sinx| dx (n ∈ N∗).

2 求下列极限:

(1) lim
n→∞

n∑
k=1

1√
n2 + k2

;

(2) lim
x→+∞

1

x4

ˆ x2

0

t4

1 + t3
dt;

(3) lim
x→+∞

1

x

ˆ x

0

| sin t| dt.

3 探究以下四个命题间的关系:
(1) f(x) 在 [a, b] 上有原函数;
(2) f(x) 在 [a, b] 上可导;
(3) f(x) 在 [a, b] 上连续;
(4) f(x) 在 [a, b] 上可积.
4 证明: 函数

f(x) =


1

x
−
[
1

x

]
, x ∈ (0, 1],

0, x = 0

在 [0, 1] 上可积.

5 求 lim
x→0

´ x
0
(x− t)f(t) dt

x
´ x
0
f(x− t) dt

, 其中 f(x) 连续, 且 f(0) ̸= 0.

6 设 F (x) =

ˆ x

0

sin 1

t
dt, 求 F ′(0).

7 设 f(x) 在 [0, 1] 上连续, 且 0 ⩽ f(x) ⩽ 1. 证明:

2

ˆ 1

0

xf(x) dx ⩾
(ˆ 1

0

f(x) dx
)2

,

并求使上式成为等式的连续函数.
8 设 f(x) 在 [a, b] 上连续, 且有

f(x) ⩽
ˆ x

a

f(t) dt.

证明: f(x) ⩽ 0.
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9 设 f(x) 在 [0, 2] 上连续可导, 且 f(0) = f(2) = 1. 若 |f ′(x)| ⩽ 1, 证明:

1 ⩽
ˆ 2

0

f(x) dx ⩽ 3.

10 面积原理的简单情形

(1) 设非负函数 f(x) 在 [1,+∞) 上递增. 证明: 对 ∀n ∈ N∗, 均有

0 ⩽
n∑

k=1

f(k)−
ˆ n

1

f(x) dx ⩽ f(n).

(2) 设非负函数 f(x) 在 [1,+∞) 上递减. 证明: 对 ∀n ∈ N∗, 均有

0 ⩽
n∑

k=1

f(k)−
ˆ n

1

f(x) dx ⩽ f(1).

此外, 极限

lim
n→∞

(
n∑

k=1

f(k)−
ˆ n

1

f(x) dx
)

:= α

存在, 且 0 ⩽ α ⩽ f(1).

6.3.2 B 组
1 求下列定积分:

(1)
ˆ π

0

dx
2 + cos 2x ;

(2)
ˆ π

2

0

sinx ln sin x dx;

(3)
ˆ 1

0

xm lnn x (m,n ∈ N∗).

2 求下列极限:

(1) lim
n→∞

n∑
k=1

1√
n2 + n− k2

;

(2) lim
R→+∞

Rλ

ˆ π
2

0

e−R sin θ dθ (λ > 1).

3 xα sinxβ 型函数积分性质探究 设 α, β ∈ R, 函数 f(x) =

xα sinxβ, x ∈ (0, 1],

0, x = 0.

(1) 求: 当且仅当 α, β 取何值时, f(x) 在 [0, 1] 上可积?
(2) 求: 当且仅当 α, β 取何值时, f(x) 在 [0, 1] 上具有原函数?
4 设 f(x) 在 [0, 1] 上可导, 且 f(0) = 0, 0 ⩽ f ′(x) ⩽ 1. 证明:

ˆ 1

0

f 3(x) dx ⩽
(ˆ 1

0

f(x) dx
)2

.

5 设 f(x) 在 [a, b] 上有连续导函数, 证明:

max
a⩽x⩽b

|f(x)| ⩽ 1

b− a

∣∣∣∣ˆ b

a

f(x) dx
∣∣∣∣+ ˆ b

a

|f ′(x)| dx.
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6 证明: lim
n→∞

ˆ 1

0

(1− x3)n dx = 0.

7 设 f(x) 在 [0, 1] 上有连续的导函数, 且 f(0) = 0, f(1) = 1. 证明:
ˆ 1

0

|f(x) + f ′(x)| ⩾ 1.

8 证明: lim
n→∞

ˆ 1

0

cosn 1

x
dx = 0.

9 设非负函数 f(x) 在 [a, b] 上连续且严格递增. 由积分中值定理, 对任意 n ∈ N∗, 存
在唯一的 xn ∈ [a, b], 使得

fn(xn) =
1

b− a

ˆ b

a

fn(t) dt.

证明: lim
n→∞

xn = b.

10 设 f(x) 是在 [0, 1] 上非负单调递增的连续函数, 0 < α < β < 1. 求证:

ˆ 1

0

f(x) dx ⩾ 1− α

β − α

ˆ β

α

f(x) dx,

且
1− α

β − α
不能换为更大的数.

11 设 f(x) 在 [a, b] 上可积, 且有

ˆ b

a

xkf(x) = 0 (k = 0, 1, · · · , n).

证明: f(x) 在 (a, b) 上至少有 n+ 1 个不同的零点.
12 Dirichlet 积分 在 (0, π) 上定义 Dirichlet 核:

Dn(x) =
sin (2n+1)x

2

2 sin x
2

(n ∈ N∗).

(1) 求
ˆ π

0

Dn(x) dx;

(2) 利用 (1) 的结果证明:
ˆ π

0

(sin nx
2

sin x
2

)2

dx = nπ (n ∈ N∗)

(3) 设

In =

ˆ π
2

0

sin2 nt

sin t dt (n ∈ N∗).

求极限 lim
n→∞

In
lnn .

13 设函数 f(x) 在 [−1, 1] 上连续, 证明:

lim
h→0+

ˆ 1

−1

h

h2 + x2
f(x)dx = πf(0).
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14 设非常值函数 f(x)在 [a, b]上可微,且 f(a) = f(b) = 0. 证明: 存在 ξ ∈ [a, b],使得

|f ′(ξ)| > 4

(b− a)2

ˆ b

a

|f(x)| dx.

6.3.3 C 组
1 Riemann-Lebesgue 引理 设 f(x) 是 [a, b] 上的可积函数, 则

lim
λ→+∞

ˆ b

a

f(x) sinλxdx = 0, lim
λ→+∞

ˆ b

a

f(x) cosλxdx = 0.

2 证明: 黎曼函数 R(x) =


1, x = 0,
1

n
, x =

m

n
, (m,n) = 1,

0, x ∈ R \Q

在 [0, 1] 上可积.

3 证明: lim
n→∞

ˆ 1

0

(1− xn)n dx = 0.

4 设 f(x), g(x) 在闭区间 [a, b] 上连续且非负, f(x) 不恒为零, g(x) 恒取正值. 对自然

数 n, 记 In =

ˆ b

a

(f(x))ng(x) dx. 试证数列
{
In+1

In

}
是收敛的, 且其极限为 max

a⩽x⩽b
f(x).

5 设 f(x) 在区间 [0, 1] 上连续可微, 定义

An =

ˆ 1

0

f(x)dx− 1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
.

证明: lim
n→∞

nAn =
1

2
(f(0)− f(1)).

6 设 f(x) 是闭区间 [0, 1] 上满足 f(0) = f(1) = 0 的连续可微函数, 求证不等式(ˆ 1

0

f(x) dx
)2

⩽ 1

12

ˆ 1

0

|f ′(x)|2 dx,

等号成立当且仅当 f(x) ≡ Ax(1− x), 其中 A 为常数.
7 设函数 f(x) 在区间 [0, 1] 上有连续的导函数, 且 f(0) = 0. 求证:

ˆ 1

0

|f(x)|2 dx ⩽ 1

2

ˆ 1

0

(1− x2) |f ′(x)|2 dx,

等号成立当且仅当 f(x) ≡ cx, 其中 c 为常数.

8 证明 π 是无理数 设 a, b, n ∈ N∗, 定义函数 fa,b;n(x) =
xn(a− bx)n

n!
.

(1) 证明: 对 0 ⩽ k ⩽ 2n, 函数 fa,b;n(x) 的 k 阶导数 f
(k)
a,b;n(x) 在 x = 0 和 x =

a

b
处的取值

都是整数;
(2) 假设圆周率 π =

a

b
是有理数, 其中 a, b ∈ N∗. 证明: 对 ∀n ∈ N∗,

ˆ π

0

fa,b;n(x) sinxdx

是整数;
(3) 证明: 圆周率 π 是无理数.
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第 7 章 无穷级数

7.1 命题判断及推理

判断下列命题或推断是否成立, 并说明理由.

7.1.1 A 组
1 Leibniz 判别法中, 去掉 “数列 {an} 单调递减” 的条件, 结论仍成立.

2
∞∑
n=1

an 收敛 ⇐⇒
∞∑
n=1

(an + an+1) 收敛.

3 设
∞∑
n=1

an 是正项级数, 则
∞∑
n=1

an 收敛 ⇐⇒
∞∑
n=1

a2n 收敛.

4 若级数
∞∑
n=1

a2n 和
∞∑
n=1

b2n 收敛, 则级数
∞∑
n=1

|anbn| 和
∞∑
n=1

|an|
n
也收敛.

5 设 an ⩽ cn ⩽ bn (n ∈ N∗). 则
∞∑
n=1

an 和
∞∑
n=1

bn 收敛 =⇒
∞∑
n=1

cn 收敛.

6 设 lim
n→∞

nan = a.

(1) 若 a ̸= 0, 则级数
∞∑
n=1

an 发散;

(2) 若级数
∞∑
n=1

n(an − an+1) 收敛, 则级数
∞∑
n=1

an 收敛.

7 证明或回答下面的论断:

(1) 若级数
∞∑
n=1

an 收敛, 则 lim
n→∞

nan = 0.

(2) 若在 (1) 中的基础上加上 “{an} 是正项数列” 的条件, 则原命题是否成立?
(3) 若在 (1) 中的基础上加上 “{an} 是正的单调数列” 的条件, 则原命题是否成立?

8 若级数
∞∑
n=1

an 收敛且 lim
n→∞

an
bn

= 1, 则级数
∞∑
n=1

bn 收敛.

7.1.2 B 组

1 设级数
∞∑
n=1

an 收敛, 则
∞∑
n=1

a3n 收敛.

2 若正项级数
∞∑
n=1

an 收敛, 则存在收敛的正项级数
∞∑
n=1

bn, 使得 lim
n→∞

an
bn

= 0.
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7.1.3 参考答案 - A 组

1 错误. 反例: an =


1

k2
, n = 2k − 1,

1

k
, n = 2k.

2 =⇒ . Cauchy 收敛准则.

⇍= . 反例:an = (−1)n.

3 =⇒ . 由题意得 lim
n→∞

an = 0. 故 ∃N ∈ N, 当 n > N 时, 有 an < 1, 即 a2n < an. 由比

较判别法知

∞∑
n=1

a2n 收敛.

⇍= . 反例: an =
1

n
.

4 正确. 注意到 2|anbn| ⩽ a2n + b2n 及
2|an|
n

⩽ a2n +
1

n2
即可.

5 正确. 用 Cauchy 收敛准则或利用 0 ⩽ cn − an ⩽ bn − an 再用比较判别法.

6

(1) 正确.由 an = (nan)
1

n
及 lim

n→∞
nan = a ̸= 0知 {nan}从某项开始同号,

∞∑
n=1

an 与
∞∑
n=1

1

n

同敛散. 因为
∞∑
n=1

1

n
发散, 所以

∞∑
n=1

an 发散.

(2) 正确. 注意到 lim
n→∞

an = 0 及
n∑

k=1

ak =
n∑

k=1

k(ak − ak+1) + (n+ 1)an+1 − an+1 即可.

7

(1) 错误. 考虑 an = (−1)n
1

n
;

(2) 不成立. 考虑 an =


1

n2
, n ̸= k2,

1

n
, n = k2,

(k ∈ Z);

(3) 成立. 此时有 lim
n→∞

nan = 0. 易知 an 单调递减趋于 0, 从而

0 < 2na2n ⩽
2n∑

k=n+1

ak < 2
∞∑

k=n+1

ak.

由 lim
n→∞

∞∑
k=n+1

ak = 0 及两边夹法则知, lim
n→∞

2nan = 0, 同理可证得 lim
n→∞

(2n+ 1)a2n+1 = 0, 从而

lim
n→∞

an = 0.

8 错误. 反例: an =
(−1)n−1

√
n

, bn =
(−1)n−1

√
n

+
1

n
.

∞∑
n=1

an 收敛且 lim
n→∞

an
bn

= 1, 但
∞∑
n=1

bn

发散.
说明 该例也说明了对非正项级数证明收敛时, 没有比较判别法及其极限形式.
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7.1.4 参考答案 - B 组

1 错误. 反例: an =
1
3
√
n
cos 2nπ

3
. 因为

n∑
k=1

cos 2nπ
3
有界且

1
3
√
n

↓ 0, 由 Dirichlet 判别

法知
∞∑
n=1

1
3
√
n
cos 2nπ

3
收敛. 由 cos3 2nπ

3
=

1

4
+

3

4
cos 2nπ

3
知

∞∑
n=1

1

n
cos3 2nπ

3
发散.

2 正确. 设 S =
∞∑
n=1

an, 令 bn =
√
S − Sn−1 −

√
S − Sn, Sn =

n∑
k=1

ak, S0 = 0. 则有

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

Sn − Sn−1

bn
= lim

n→∞

(S − Sn−1)− (S − Sn)√
S − Sn−1 −

√
S − Sn

= lim
n→∞

(
√

S − Sn−1 +
√

S − Sn) = 0

及
∞∑
n=1

bn = lim
n→∞

(
√
S −

√
S − Sn) =

√
S.

7.2 专题选讲

7.2.1 Raabe 判别法
说明 我们这里仅考虑其极限形式. 一般形式的证明请读者自证.
设正项数列 {an} 满足

lim
n→∞

n

(
an
an+1

− 1

)
= l,

则当 l > 1 时,
∞∑
n=1

an 收敛; 当 l < 1 时,
∞∑
n=1

an 发散; 当 l = 1 时, 无法判断.

证明 (1) 当 l > 1 时, ∃p ∈ (1, l), 有

lim
n→∞

n

(
an
an+1

− 1

)
= l > p = lim

n→∞
n

((
1 +

1

n

)p

− 1

)
.

故 ∃N ∈ N∗, 当 n > N 时, 有

n

(
an
an+1

− 1

)
> n

((
1 +

1

n

)p

− 1

)
.

即
an
an+1

>
(n+ 1)p

np
=⇒ an+1

an
<

(n+ 1)−p

n−p
.

因为
∞∑
n=1

n−p 收敛, 由教材习题 7.1.14, 得
∞∑
n=1

an 收敛.

(2) 当 l < 1 时, ∃N ∈ N∗, 当 n > N 时, 有

n

(
an
an+1

− 1

)
< 1,
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即

an
an+1

<
n+ 1

n
=⇒ an+1

an
>

(n+ 1)−1

n−1
.

因为

∞∑
n=1

n−1 发散, 所以
∞∑
n=1

an 发散.

(3) 当 l = 1 时, 由

ln(n+ 1)

lnn = 1 +
1

lnn ln
(
1 +

1

n

)
= 1 +

1

lnn

(
1

n
+ o

(
1

n

))
= 1 +

1

n lnn + o

(
1

n lnn

)
得

n+ 1

n

(
ln(n+ 1)

lnn

)α

=

(
1 +

1

n

)(
1 +

α

n lnn + o

(
1

n lnn

))
= 1 +

1

n
+

α

n lnn + o

(
1

n lnn

)
.

现取 an =
1

n(lnn)α . 由 Cauchy 积分判别法知, 当 α > 1 时,
∞∑
n=2

an 收敛; 当 α ⩽ 1 时,
∞∑
n=2

an

发散. 但

n

(
an
an+1

− 1

)
= n

(
n+ 1

n

(
ln(n+ 1)

lnn

)α

− 1

)
= 1 +

α

lnn + o

(
1

lnn

)
→ 1 (n → ∞).

所以
∞∑
n=1

an 敛散性无法判断.

例题 7.1 设 p, q > 0. 当 p, q 取何值时, 级数
∞∑
n=1

p(p+ 1) · · · (p+ n− 1)

n!

1

nq
收敛?

解 因为

an
an+1

=
n+ 1

n+ p

(
1 +

1

n

)q

=

(
1 +

1− p

n+ p

)(
1 +

q

n
+ o

(
1

n

))
= 1 +

q

n
+

1− p

n+ p
+ o

(
1

n

)
= 1 +

q + 1− p

n
++o

(
1

n

)
.

由 Raabe 判别法知, q > p 时级数收敛; q < p 时级数发散; q = p 时无法判断.

7.2.2 Cauchy 积分判别法
我们回顾 Cauchy 积分判别法的内容:

设当 x ⩾ 1 时, f(x) ⩾ 0 且单调递减, 那么无穷级数
∞∑
n=1

f(n) 与无穷积分

ˆ +∞

1

f(x) dx

同敛散.

例题 7.2 证明: 级数
∞∑
n=1

1

nα
当 α > 1 时收敛, 当 α ⩽ 1 时发散.
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证明 设函数 f(x) =
1

xα
, 则 f(x) 在 [1,+∞) 上非负且递减, 因而级数

∞∑
n=1

1

nα
与无穷积

分

ˆ +∞

1

dx
xα
同敛散. 而后者当 α > 1 时收敛, 当 α ⩽ 1 时发散.

我们按照 Cauchy 积分判别法的证明思路解决如下例题:
例题 7.3 设 {an} 是单调递增的正项数列, 函数 f(x) 在 [a1,+∞) 上恒大于 0 且单调递

增, 且无穷积分
ˆ +∞

a1

1

xf(x)
dx 收敛. 证明:

(1) 级数
∞∑
n=1

an+1 − an
an+1f(an+1)

收敛;

(2) 级数
∞∑
n=1

an+1 − an
an+1f(an)

收敛.

证明 (1) 由条件知, 存在 M > 0, 使得
ˆ +∞

a1

1

xf(x)
dx < M. 而对任意正整数 m, 均

有

m∑
n=1

an+1 − an
an+1f(an+1)

=
m∑

n=1

ˆ an+1

an

1

an+1f(an+1)
dx ⩽

m∑
n=1

ˆ an+1

an

1

xf(x)
dx =

ˆ am+1

a1

1

xf(x)
dx < M.

因此级数
∞∑
n=1

an+1 − an
an+1f(an+1)

收敛.

(2) 对任意正整数 m, 均有
m∑

n=1

an+1 − an
an+1f(an)

=
m∑

n=1

an+1 − an
an+1

(
1

f(an+1)
+

1

f(an)
− 1

f(an+1)

)
=

m∑
n=1

an+1 − an
an+1f(an+1)

+
m∑

n=1

an+1 − an
an+1

(
1

f(an)
− 1

f(an+1)

)
< M +

m∑
n=1

(
1

f(an)
− 1

f(an+1)

)
< M +

1

f(a1)
.

因此级数

∞∑
n=1

an+1 − an
an+1f(an)

收敛.

7.2.3 函数项级数中的收敛 & 一致收敛 & 绝对收敛

给定函数项级数

∞∑
n=1

un(x), 记 Sk(x) :=
k∑

n=1

un(x). 我们回顾以下定义:

定义 7.1 ((逐点) 收敛) “函数项级数
∞∑
n=1

un(x) 在 x0 处 (逐点）收敛10” ⇐⇒ 存

10收敛最原始的定义针对的是一点而不是区间. 事实上, 我们当然有函数项级数
∞∑

n=1

un(x) 在区间 I 上收敛的

说法, 但其实质上表示的是函数项级数
∞∑

n=1

un(x) 在 I 上每个点处处收敛.
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在实数 S(x0), 使得 lim

n→∞
Sn(x0) = S(x0) ⇐⇒ ∀ε > 0, ∃N ∈ N∗, 当 n > N 时, 均有

|S(x0)− Sn(x0)| < ε .

定义 7.2 (一致收敛) “函数项级数
∞∑
n=1

un(x) 在区间 I 上一致收敛” ⇐⇒ ∀ε > 0, ∃N ∈

N∗, 当 n > N 时, 对 ∀x ∈ I, 均有 |S(x)− Sn(x)| < ε .

定义 7.3 (绝对收敛) 记 Tk(x) :=
k∑

n=1

|un(x)|. “函数项级数
∞∑
n=1

un(x) 在 x0 处绝对收

敛” ⇐⇒ 存在实数 T (x0), 使得 lim
n→∞

Tn(x0) = T (x0) ⇐⇒ ∀ε > 0, ∃N ∈ N∗, 当 n > N 时, 均
有 |T (x0)− Tn(x0)| < ε .

由此可见, 收敛和绝对收敛本身是数项级数的概念, 但在函数项级数中, 将收敛域中的某
个值代入后, 则此函数项级数转化为数项级数. 而一致收敛则是函数项级数中独有的概念.

1 一致收敛等价刻画
(1) Cauchy 判别准则形式: ∀ε > 0, ∃N ∈ N∗, 当 n1, n2 > N 时, 对 ∀x ∈ I, 均有 |Sn1(x)−

Sn2(x)| < ε;
(2) 极限表达形式: lim

n→∞
sup
x∈I

|Sn(x)− S(x)| = 0.

2 收敛与一致收敛的区别
(1) “出牌” 顺序不同: 从定义看, 逻辑顺序上收敛是先 x0 后 N , 一致收敛是先 N 后 x.
(2) 研究对象不同: 收敛的研究对象是 x0 一个点, 表示局部性质; 一致收敛的研究对象是

整个区间11I, 表示整体性质.
(3) N 的依赖性不同: 收敛中的 N 由 N(ε, x0) 体现, N 依赖于 ε, x0 两个变量; 一致收敛

中的 N 由 sup
x∈I

N(ε) 体现, N 仅依赖于 ε 一个变量.

3 Dini 定理 设函数项级数
∞∑
n=1

un(x) 在闭区间 [a, b] 上连续且非负. 若其和函数 S(x)

也在 [a, b] 上连续, 则
∞∑
n=1

un(x) 在 [a, b] 上一致收敛.

注意 以上 3 条内容请读者自行对比第 2 章中的连续与一致连续.

4 一致收敛与绝对收敛的联系

(1) Weierstrass判别法:若正项级数
∞∑
n=1

an 收敛, 且在区间 I 上恒有 |un(x)| ⩽ an, 则函数

项级数
∞∑
n=1

un(x) 在 I 上一致收敛.

提示 由比较判别法知,
∞∑
n=1

un(x) 在 I 上绝对收敛.

(2) 设 un(x) 是 [a, b] 上的单调函数. 如果级数
∞∑
n=1

un(a) 和
∞∑
n=1

un(b) 绝对收敛, 则级数
∞∑
n=1

un(x) 在 [a, b] 上绝对收敛且一致收敛.

11实际上, 一致收敛的研究对象是点集即可, 只不过我们一般都在区间上讨论一致收敛性.
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证明 令 kn = max {|un(a)|, |un(b)|}. 由 0 ⩽ kn ⩽ |un(a)| + |un(b)| 可知
∞∑
n=1

kn 收敛. 因

为 un(x) 是 [a, b] 上单调, 所以 |un(x)| ⩽ kn. 由比较判别法及 Weierstrass 判别法知,
∞∑
n=1

un(x)

在 [a, b] 上绝对收敛且一致收敛.
5 一致收敛与绝对收敛的独立性: 两者无包含关系

(1) un(x) =
∞∑
n=1

(−1)n

n+ x2
在 R 上一致收敛但不绝对收敛;

(2) un(x) =
∞∑
n=1

xn 在 [0, 1) 上绝对收敛但不一致收敛.

例题 7.4 证明: 级数
∞∑
n=0

(−1)nxn(1− x) 在 [0, 1] 上绝对且一致收敛, 但
∞∑
n=0

xn(1− x) 在

[0, 1] 上并不一致收敛.
证明 记 fn(x) = xn(1− x), f ′

n(x) = xn−1(n− (n+ 1)x). 则对任意 x ∈ [0, 1], 均有

f(x) ⩽ fn

(
n

n+ 1

)
=

nn

(n+ 1)n+1
<

1

n+ 1
→ 0 (n → ∞).

对 ∀x ∈ [0, 1], {fn(x)} 单调递减. 因为 fn(x) ⩾ 0, 故 {fn(x)} 在 [0, 1] 上一致趋于 0. 又因为
∞∑
n=1

(−1)n 的部分和 �[0, 1] 上一致有界, 由 Dirichlet判别法知,
∞∑
n=0

(−1)nxn(1− x) 在 [0, 1] 上一

致收敛.

而 S(x) :=
∞∑
n=0

xn(1−x) =


0, x = 1,

(1− x)
∞∑
n=0

xn = 1, x ∈ [0, 1),
故

∞∑
n=0

(−1)nxn(1−x)在 [0, 1]

上绝对收敛.

又因为 S(x) 在 [0, 1] 上不连续, 且 fn(x) 在 [0, 1] 上连续, 故
∞∑
n=0

xn(1 − x) 在 [0, 1] 上不

一致收敛.

7.2.4 一致收敛级数的应用

我们先回顾函数项级数有关一致收敛的性质:

定理 7.1 如果级数
∞∑
n=1

un(x)在区间 I 上一致收敛于 S(x), 且通项 un(x)在区间 I 上连

续, 则 S(x) 在 I 上连续.
由定理 7.1 直接得到如下推论:

推论 7.1 设 un(x) 在区间 I 上连续, 如果级数
∞∑
n=1

un(x) 在 I 上收敛于 S(x), 且 S(x)

在 I 上不连续, 则
∞∑
n=1

un(x) 在 I 上不一致收敛于 S(x).

类似地, 我们还有如下推论:

推论 7.2 设 un(x) 在区间 [a, b] 上连续, 级数
∞∑
n=1

un(x) 在 [a, b) 内的每一点均收敛, 但
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∞∑
n=1

un(b) 发散, 则
∞∑
n=1

un(x) 在 [a, b) 上不一致收敛.

证明 反证. 假设
∞∑
n=1

un(x) 在 [a, b) 上一致连续, 则对 ∀ε > 0, ∃N ∈ N∗. 当 n > N 时,

对 ∀p ∈ N∗ 及 x ∈ [a, b), 均有
∣∣∣∣∣

n+p∑
k=n+1

un(x)

∣∣∣∣∣ < ε

2
. 由 un(x) 在 [a, b] 上的连续性可知,

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

un(b)

∣∣∣∣∣ = lim
x→b−

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

un(x)

∣∣∣∣∣ ⩽ ε

2
< ε.

由 Cauchy 收敛准则知
∞∑
n=1

un(b) 收敛, 与题设矛盾. 故
∞∑
n=1

un(x) 在 [a, b) 上不一致收敛.

以上两个推论常用于证明级数不一致收敛中, 例如例题 7.4 .

定理 7.2 设级数

∞∑
n=1

un(x) 在区间 [a, b] 上一致收敛于 S(x), un(x) 在 [a, b] 上可积, 则

和函数 S(x) 在 [a, b] 上也可积, 且
ˆ b

a

S(x) dx =

ˆ b

a

(
∞∑
n=1

un(x)

)
dx =

∞∑
n=1

ˆ b

a

un(x) dx.

定理 7.3 设级数
∞∑
n=1

un(x) 在区间 [a, b] 上一致收敛于 S(x), un(x) 在 [a, b] 上有连续导

数, 且
∞∑
n=1

u′
n(x) 在 I 上一致收敛. 则和函数 S(x) 在 [a, b] 上可微, 且

(
∞∑
n=1

un(x)

)′

=
∞∑
n=1

u′
n(x).

下面我们通过一些例子来体现一致收敛级数的应用.

例题 7.5 求极限 lim
x→1

∞∑
n=0

xn

3n
cosnπx2.

解 对任意 x ∈ [−2, 2], 均有 ∣∣∣∣xn

3n
cosnπx2

∣∣∣∣ ⩽ (2

3

)n

.

由 Weierstrass 判别法知, 级数
∞∑
n=0

xn

3n
cosnπx2 在 [−2, 2] 上一致收敛. 故

∞∑
n=0

xn

3n
cosnπx2 在

[−2, 2] 上连续. 由定理 7.1 得

lim
x→1

∞∑
n=0

xn

3n
cosnπx2 =

∞∑
n=0

lim
x→1

xn

3n
cosnπx2 =

∞∑
n=0

cosnπ
3n

=
∞∑
n=0

(−1)n

3n
=

3

4
.

例题 7.6 证明: f(x) =
∞∑
n=2

( x

lnn

)n
是 R 上的连续函数.
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分析 首先, 级数
∞∑
n=2

( x

lnn

)n
在 R 上不是一致收敛的 (请读者自证), 故不能直接用定

理 7.1 来证明. 不过我们不妨先退一步来研究一下题干. 我们知道连续性针对的是一个点,
如果对 R 每个点都能包含于某个区间, 且该级数在该区间上一致收敛, 这时我们再利用定
理 7.1 就完成了证明.

证明 对任意 M > 0, 当 |x| ⩽ M 时, 有(
|x|
lnn

)n

⩽
(

M

lnn

)n

.

由 Cauchy 判别法知,
∞∑
n=2

(
M

lnn

)n

收敛. 故由 Weierstrass 判别法知,
∞∑
n=2

( x

lnn

)n
在 [−M,M ]

上一致收敛, 故 f(x) 在 [−M,M ] 上连续. 对任意 x0 ∈ R, 取 M > 0, 使得 x0 ∈ [−M,M ], 即
知 f(x) 在 x0 处连续. 由 x0 的任意性知, f(x) 是 R 上的连续函数.

例题 7.7 设 f(x) =
∞∑
n=1

cosnx
n2

. 求
ˆ π

0

f(x) dx.

解 因为
∞∑
n=1

cosnx
n2

在 R 上一致收敛 (请读者自证), 由定理 7.2 得

ˆ π

0

f(x) dx =
∞∑
n=1

ˆ π

0

cosnx
n2

dx = 0.

例题 7.8 设 f(x) =
∞∑
n=1

sinnx
n4

, 求 f ′′(x).

解 因为
∞∑
n=1

sinnx
n4

和
∞∑
n=1

cosnx
n3

在 R 上一致收敛, 由定理 7.3 得

f ′(x) =
∞∑
n=1

(
sinnx
n4

)′

=
∞∑
n=1

cosnx
n3

.

又因为 −
∞∑
n=1

sinnx
n2

在 R 上一致收敛, 由定理 3 得

f ′′(x) =
∞∑
n=1

(cosnx
n3

)′
= −

∞∑
n=1

sinnx
n2

.

7.2.5 Cauchy 乘积在幂级数中的应用
我们运用 Cauchy 乘积可以证明如下定理:

定理 7.4 设幂级数
∞∑
n=0

anx
n 和

∞∑
n=0

bnx
n 的收敛半径均为 R, 则当 x ∈ (−R,R) 时, 有

(
∞∑
n=0

anx
n

)(
∞∑
n=0

bnx
n

)
=

∞∑
n=0

cnx
n

其中 cn =
n∑

l=0

albn−l (n ∈ N∗).
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对于一个收敛半径是 1 的幂级数
∞∑
n=0

anx
n, 当 |x| < 1 时, 利用

∞∑
n=0

xn =
1

1− x
知,

1

1− x

∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

Snx
n.

其中 Sn =
n∑

k=0

ak.

例题 7.9 证明: 当 x ∈ (−1, 1) 时, 有
∞∑
n=0

(n+ 1)(n+ 2)xn =
2

(1− x)3
.

证明 利用定理 7.4 , 我们有

1

(1− x)2
=

1

1− x

∞∑
n=0

xn =
∞∑
n=0

(n+ 1)xn.

再次利用定理 7.4 , 可得

2

(1− x)3
=

2

1− x

∞∑
n=0

(n+ 1)xn =
∞∑
n=0

(n+ 1)(n+ 2)xn.

例题 7.10 把函数
ln(1− x)

1− x
展开为 Maclaurin 级数.

证明 由

ln(1− x) = −
∞∑
n=1

xn

n
(−1 < x < 1)

及定理 7.4 , 我们有

ln(1− x)

1− x
= − 1

1− x

∞∑
n=1

xn

n
= −

∞∑
n=1

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n

)
xn (−1 < x < 1).

7.3 补充习题

7.3.1 A 组
1 判断或讨论下列级数是否收敛. 若收敛, 则是条件收敛还是绝对收敛. 需说明理由.

(1)
∞∑
n=1

(−2)n

n!
;

(2)
∞∑
n=1

(−1)n sin n

n2 + 1
;

(3)
∞∑
n=1

(−1)n(n
1
n − 1);
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(4)
∞∑
n=1

an

nb
(a, b ∈ R);

(5)
∞∑
n=1

(−1)n

n
p+ 1√

n

(p > 0);

(6)
∞∑
n=3

(−1)n

na(lnn)b(ln lnn)c (a, b, c > 0).

2 判断或讨论下列函数项级数在指定区间上的一致收敛性.

(1)
∞∑
n=1

(−1)n

n+ sinx, [0,+∞);

(2)
∞∑
n=1

nx

1 + n4x2
, [0,+∞);

(3)
∞∑
n=1

1

nx
, (1,+∞);

(4)
∞∑
n=1

xae−nx (a > 0), [0,+∞).

3 求幂级数
∞∑
n=1

xn

n(n+ 1)
的收敛区域以及和函数.

4 设 {an} , {bn}是两个非负数列,满足 an+1 < an+ bn,而且
∞∑
n=1

bn 收敛. 证明: lim
n→∞

an

存在.

5 设 an ⩾ 0. 证明:
∞∑
n=1

an cosnx 在 R 上一致收敛的充分必要条件是
∞∑
n=1

an 收敛.

6 设 un(x) = (−1)nxe−nx. 证明:

(1)
∞∑
n=1

un(x) 在 [0, 1] 上一致收敛;

(2) 对于任何 x ∈ [0, 1],
∞∑
n=1

|un(x)| 收敛;

(3)
∞∑
n=1

|un(x)| 在 [0, 1] 上不一致收敛.

7

(1) 设实数 α > 0, 讨论正项级数
∞∑
n=1

1

n2

(
n∑

k=1

1

kα

)
的敛散性;

(2) 设实数 A > 0, 讨论函数项级数
∞∑
n=1

(x
n
− sin x

n

)
在闭区间 [−A,A] 上的一致收敛性.

8 设正项级数
∞∑
n=1

an 发散,若 lim
n→∞

an
a1 + · · ·+ an

= 0,证明: 幂级数
∞∑
n=1

anx
n 的收敛半

径 R = 1.

7.3.2 B 组
1 判断或讨论下列级数是否收敛. 若收敛, 则是条件收敛还是绝对收敛. 需说明理由.
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(1)
∞∑
n=1

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n

)
sinn
n

;

(2)
∞∑
n=1

sin(π
√
n2 + 1);

(3)
∞∑
n=1

(
a

1
n − b

1
n + c

1
n

2

)
(a, b, c > 0);

(4)
∞∑
n=2

ln
(
1 +

(−1)n

np

)
(p > 0).

2 判断或讨论下列函数项级数在指定区间上的一致收敛性.

(1)
+∞∑
n=2

cosnx
na(lnn)b (a, b > 0), (0, π);

(2)
∞∑
n=1

x2

(nen)x , [0,+∞);

(3)
∞∑
n=1

xn

1 + x+ x2 + · · ·+ x2n−1
cosnx, [0, 1].

3 设 {an} 是大于 1 的递增数列. 求证: 级数
∞∑
n=1

an+1 − an
an ln an+1

收敛的充分必要条件是

{an} 有界.

4 设
∞∑
n=1

an 收敛. 证明:

lim
n→∞

a1 + 2a2 + · · ·+ nan
n

= 0.

5 设 {an} 是正数列, 满足

an
an+1

⩽ 1 +
1

n
+

1

n lnn +
1

n2
, n ⩾ 2.

试证明:
(1) ann lnn

an+1(n+ 1) ln(n+ 1)
< 1 +

1

n2
;

(2) 级数
∞∑
n=2

an 发散.

6 设 f0(x) 和 f1(x) 是 [0, 1] 上的正连续函数, 满足 f1(x) ⩽ 2f0(x). 设

fn+1(x) =
2f 2

n(x)

fn(x) + fn−1(x)
, n = 1, 2, · · · .

求证:
(1) fn(x) ⩽ cnfn−1(x), 其中 c1 = 2, cn+1 =

2cn
cn + 1

, n = 1, 2, · · · ;

(2) |fn(x)− fn−1(x)| ⩽
(
2

3

)n−1

|f1(x)− f0(x)|;

(3) 函数列 {fn(x)} 在 [0, 1] 上一致收敛.

7 证明: 级数
∞∑
n=1

(−1)[
√
n]

n
收敛.
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8 设 {an} 是正数列且满足 lim
n→∞

lnn
(

an
an+1

− 1

)
= λ > 0. 求证: lim

n→∞
nan = 0.

9 递归定义 [0, 1) 上的连续可微函数序列 {fn(x)} 如下: f1 = 1, 在 (0, 1) 上有

f ′
n+1(x) = fn(x)fn+1(x), fn+1(0) = 1.

求证: ∀x ∈ [0, 1), lim
n→∞

fn(x) 存在. 并求出其极限函数.

10 设函数列 {fn(x)}, n = 1, 2, · · · 在区间 [0, 1] 上由

f0(x) = 1, fn(x) =
√

xfn−1(x)

定义, 证明: 当 n → ∞ 时, 函数列在 [0, 1] 上一致收敛到一个连续函数.

7.3.3 C 组

1 若正项级数
∞∑
n=1

1

an
收敛, 证明: 级数

∞∑
n=1

n

a1 + a2 + · · ·+ an
也收敛.

2 设 {an} 是一个严格单调递增的实数列, 且 ∀n ∈ N∗, 有 an ⩽ n2 lnn. 求证: 级数
∞∑
n=1

1

an+1 − an
发散.

3 回答有关 Sapagof 判别法的问题:

(1) Sapagof判别法:设正项数列 {an}单调递减,证明: lim
n→∞

an = 0的充要条件是
∞∑
n=1

(
1− an+1

an

)
发散.

(2) Sapagof 判别法的等价形式:

(a) 设正项数列 {an} 单调递增, 证明: {an} 与
∞∑
n=1

(
1− an

an+1

)
同敛散;

(b) 设 Sn =
n∑

k=1

ak, 则
∞∑
n=1

an 和

∞∑
n=1

an
Sn

同敛散.

(3) 用 Sapagof 判别法求下列极限:

(a) lim
n→∞

(2n− 1)!!

2n!!
;

(b) lim
n→∞

nn

enn! .
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第 8 章 期末部分知识梳理

说明 下面的知识梳理仅基于助教的理解, 简单罗列较为重要的知识点, 未罗列的部分不
代表考试不涉及, 更多内容请同学们参照课本.

8.1 不定积分

注意 记得加上常数 C.

8.1.1 积分法

1 换元
2 分部积分

8.1.2 特殊函数的积分

1 有理函数 因式分解 + 待定系数法.
2 三角有理函数 万能置换公式, 或写成容易积分的两部分的线性和, 如

ˆ cosx
a sinx+ b cosx (a2 + b2 ̸= 0).

8.2 单变量函数的积分学

8.2.1 定义 — Riemann 和
ˆ b

a

f(x) dx := lim
λ→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi,

其中 λ = ∥T∥ = max
1⩽i⩽n

∆xi 是分割 T : a = x0 < x1 < · · · < xn = b 的宽度, ∀ξi ∈ [xi−1, xi] (i =

1, 2, · · · , n).

8.2.2 可积性

1 可积必有界
2 连续必可积 闭区间 [a, b] 上的连续函数必可积.
3 几乎处处连续 ⇐⇒ 可积 闭区间 [a, b] 上有界且至多有有限个间断点的函数可积.
4 单调必可积 闭区间 [a, b] 上的单调函数必可积.

8.2.3 性质

1 线性性 被积函数的可加性.
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2 可加性 积分区间的可加性.
3 保序性

f(x) ⩽ g(x) =⇒
ˆ b

a

f(x) dx ⩽
ˆ b

a

g(x) dx.

4 三角不等式 ∣∣∣∣ˆ b

a

f(x) dx
∣∣∣∣ ⩽ ˆ b

a

|f(x)| dx.

8.2.4 定理

1 积分中值定理 f(x) ∈ C[a, b], g(x) ∈ R[a, b] 且不变号, 则 ∃ξ ∈ (a, b), 满足

ˆ b

a

f(x) dx = f(ξ)(b− a),

ˆ b

a

f(x)g(x) dx = f(ξ)

ˆ b

a

g(x) dx.

2 关于变上限积分

φ(x) =

ˆ x

a

f(t) dt, x ∈ [a, b].

(1) f ∈ R[a, b] =⇒ φ ∈ C[a, b];
(2) f(x) 在 x0 处连续 =⇒ φ(x) 在 x0 处可微, 且 φ′(x0) = f(x0);
(3) f(x) 的任意原函数表示为

F (x) = φ(x) + C =

ˆ x

a

f(t) dt+ C, C ∈ R.

3 Newton-Leibniz 公式 (微积分基本定理)

ˆ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a).

8.2.5 Taylor 展开的余项
1 积分余项

Rn(x0) =

ˆ x

x0

f (n+1)(t)

n!
(x− t)n dt.

2 Lagrange 余项

Rn(x0) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1.

3 Cauchy 余项

Rn(x0) =
f (n+1)(ξ)

n!
(x− x0)(x− ξ)n.

说明 后两者均可由积分余项导出.
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8.2.6 积分的应用

1 平面曲线的弧长
2 平面图形的面积
3 旋转体的体积
4 旋转体的侧面积
5 在物理中的应用
以上积分公式的 3 种表示形式:
(1) 直角坐标: y = f(x);
(2) 极坐标: r = r(θ);

(3) 参数方程:

x = x(t),

y = y(t).

8.2.7 反常积分

1 无穷积分
ˆ +∞

a

f(x) dx = lim
b→+∞

ˆ b

a

f(x) dx = lim
b→+∞

(F (b)− F (a)) = F (+∞)− F (a).

2 瑕积分 ˆ b

a

f(x) dx = F (b− 0)− F (a).

3 Cauchy 主值

8.2.8 计算反常积分的两种方法

1 直接法 换元/分部积分 + Newton-Leibniz 公式.
2 间接法 先证明收敛性, 再通过解方程计算其值.

8.3 常微分方程

8.3.1 解的结构

1 线性方程的叠加原理
2 非齐次线性方程解的结构

非齐次方程通解 y = 齐次方程通解 yh + 非齐次方程特解 yp.

8.3.2 一阶微分方程

1 变量分离法
2 常数变易法
3 一阶线性方程 先通过变量分离法求齐次方程通解 yh, 再利用常数变易法求非齐次方

程特解 yp, 两者叠加为非齐次方程通解 y = yh + yp.
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8.3.3 二阶线性微分方程

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = f(x).

1 基本解组 & 线性无关 线性相关 ⇐⇒ W (x) = 0.
2 Wronski 行列式

W[y1,y2](x) =

∣∣∣∣∣y1(x) y2(x)

y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣∣ .
3 Liouville 公式

W (x) = W (x0)e−
´ x
x0

p(t) dt
.

4 Liouville 定理 函数二阶齐次线性微分方程

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0

在区间 (a, b) 上的两个解, 则 y1(x) 和 y2(x) 在区间 (a, b) 上线性相关的充分必要条件是

W (x) ≡ 0, x ∈ (a, b).
或写作:

y1(x) 和 y2(x) 在区间 (a, b) 上线性无关的充分必要条件是 W (x) ̸= 0, ∀x ∈ (a, b).

5 二阶齐次线性方程的 Liouville 公式 设函数 y1(x) 是齐次线性方程

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0

的一个非零解, 则函数
y2(x) = y1(x)

ˆ
1

y21(x)
e−
´
p(x) dx dx

是方程的另一个与 y1(x) 线性无关的非零解.
6 二阶非齐次线性方程的特解 (常数变易法) 设 y1(x) 和 y2(x) 是二阶齐次线性微分方

程

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0

的两个线性无关解, 则非齐次线性微分方程有形如

yp(x) = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x)

的特解, 其中
C1(x) = −

ˆ
y2(x)f(x)

W (x)
dx, C2(x) =

ˆ
y1(x)f(x)

W (x)
dx,

这里 W (x) 是 y1(x) 和 y2(x) 的 Wronski 行列式.
特解:

yp(x) =

ˆ x

x0

y2(x)y1(t)− y1(x)y2(t)

W (t)
f(t) dt.

说明 上述公式建议熟记. 但要注意, 若能直接瞪出非齐次方程一个显然的特解, 可以大
大降低计算量.
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7 特征方程 & 特征根

8.3.4 可转化/可降阶的微分方程

以下形式的方程可通过变量代换降阶或转化为易于求解的微分方程.
1 不显含未知函数的二阶方程

F (x, y′(x), y′′(x)) = 0.

作变量代换 p = y′(x), 则方程化为一阶微分方程

F (x, p(x), p′(x)) = 0.

2 不显含自变量的二阶方程
F (y, y′, y′′) = 0.

作变量代换 p = y′(x), 则有
d2y

dx2
=

dp
dx =

dp
dy

dy
dx = p

dp
dy .

3 Euler 方程
x2y′′ + pxy′ + qy = f(x),

其中 p, q ∈ R 是常数. 变形得
y′′ +

p

x
y′ +

q

x2
y =

f(x)

x2
.

作变量代换 x = ±et, 得
d2y

dt2 + (p− 1)
dy
dt + qy = f(±et).

8.4 无穷级数

数项级数

8.4.1 定义

1 部分和数列
2 正项级数
3 级数的收敛 & 发散
4 绝对收敛 & 条件收敛

8.4.2 性质

1 线性性 若级数

∞∑
k=1

ak,
∞∑
k=1

bk 都收敛, 则级数
∞∑
k=1

(αak + βbk) 也收敛, 且

∞∑
k=1

(αak + βbk) = α
∞∑
k=1

ak + β

∞∑
k=1

bk, ∀α, β ∈ R.

说明 这是极限的四则运算法则的直接推论.
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2 结合律 设
∞∑
n=1

an 是一收敛级数. 若把级数的项任意结合而不改变其先后的次序, 得

新级数

(a1 + · · ·+ ak1) + (ak1+1 + · · ·+ ak2) + · · ·+ (akn−1+1 + · · ·+ akn) + · · · , (8.1)

其中 kj ∈ N∗, k1 < k2 < · · · (j = 1, 2, · · · ), 则新级数也收敛, 且与原级数由相同的和.
说明 这是 “收敛数列的任意子列均收敛, 且与原数列具有相同极限” 的直接推论.
至此, 应当注意到级数的许多性质与数列及数列极限中的许多性质存在对应关系, 而部分

和数列 {Sn} 即为联系二者的桥梁, 下面许多用于判别敛散性的方法也与数列中有所对应, 值
得留意.

若级数 (8.1)在同一括号中的项都有相同的符号,则级数
∞∑
n=1

an 收敛的充分必要条件是级

数 (8.1) 收敛, 且两者有相同的和.
提示 证明充分性时, 运用两边夹法则.

3 收敛的必要条件 若级数

∞∑
n=1

an 收敛, 则 lim
n→∞

an = 0.

注意 对于反常积分

ˆ +∞

a

f(x) dx 收敛, 不一定有 lim
x→+∞

f(x) = 0. (请尝试构造反例)

4 有限项的改变 在级数
∞∑
n=1

an 中改变有限项 (添加/删除/改变),不影响级数的敛散性.

8.4.3 级数敛散性的判别法

1 Cauchy 收敛准则 ⇐⇒ 部分和数列收敛的 Cauchy 收敛准则

8.4.4 正项级数的判别法

注意 以下所有判别法都只适用于正项级数!
1 部分和数列有界
说明 这是 “单调有界必收敛” 的直接推论.
2 Cauchy 积分判别法

若 f(x) 在 [1,+∞) 上非负且单调递减, 则级数
∞∑
n=1

f(n) 与积分

ˆ +∞

1

f(x) dx 同敛散.

3 比较判别法 设有两个正项级数
∞∑
n=1

an 和

∞∑
n=1

bn. 若 ∀n > N , 有

an ⩽ bn,

则:

(1) 若
∞∑
n=1

bn 收敛, 则
∞∑
n=1

an 也收敛;

(2) 若
∞∑
n=1

an 发散, 则
∞∑
n=1

bn 也发散.

说明 应当注意到, 比较判别法的本质是两边夹法则. 事实上, 许多判别法 (如 Cauchy积
分判别法等) 的思想都是建立在两边夹法则的基础上的.
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极限形式 设
∞∑
n=1

an 和
∞∑
n=1

bn 是两个正项级数. 若

lim
n→∞

an
bn

= l,

则:

(1) 若 0 < l < +∞, 则
∞∑
n=1

an 和
∞∑
n=1

bn 同敛散;

(2) 若 l = 0, 则当
∞∑
n=1

bn 收敛时,
∞∑
n=1

an 也收敛;

(3) 若 l = +∞, 则当
∞∑
n=1

bn 发散时,
∞∑
n=1

an 也发散.

4 Cauchy 开方判别法 (根值判别法) 设

∞∑
n=1

an 是一个正项级数.

(1) 如果存在正数 q < 1, 使得对充分大的 n, 有

n
√
an ⩽ q < 1,

那么级数
∞∑
n=1

an 收敛;

(2) 如果对无穷多个 n, 有
n
√
an ⩾ 1,

那么级数
∞∑
n=1

an 发散.

注意 (1)中正数 q < 1的存在性是十分必要的,这保证了 {an}无法趋近于 1. 例如,若去

掉 q 的限制, 只要求 n
√
an < 1, 我们有如下的反例: an = 1− 1

n
> 0, 则 n

√
an =

(
1− 1

n

) 1
n

< 1,

但显然

∞∑
n=1

(
1− 1

n

)
发散.

极限形式 设
∞∑
n=1

an 是一个正项级数, 且

lim
n→∞

n
√
an = q,

则:

(1) 若 q < 1, 则
∞∑
n=1

an 收敛;

(2) 若 q > 1, 则
∞∑
n=1

an 发散;

(3) 若 q = 1, 无法判断.
5 商比判别法 设 {an}, {bn} 是两个正数列. 若 ∀n > N , 有

an+1

an
⩽ bn+1

bn
,

则:
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(1) 当
∞∑
n=1

bn 收敛时,
∞∑
n=1

an 也收敛;

(2) 当
∞∑
n=1

an 发散时,
∞∑
n=1

bn 也发散.

特别地, 我们取 bn = qn, 立即得到如下的 D’Alembert 判别法.
6 D’Alembert 判别法 设 an > 0 (n = 1, 2, · · · ).
(1) 若存在正数 q < 1, 使得当 n ≥ n0 时, 有

an+1

an
⩽ q < 1,

则级数
∞∑
n=1

an 收敛;

(2) 若当 n > N 时, 有
an+1

an
⩾ 1,

则级数
∞∑
n=1

an 发散.

极限形式 设 an > 0 (n = 1, 2, · · · ), 且

lim
n→∞

an+1

an
= q,

(1) 若 q < 1, 则
∞∑
n=1

an 收敛;

(2) 若 q > 1, 则
∞∑
n=1

an 发散;

(3) 若 q = 1, 则无法判断.
说明 可以证明, Cauchy 判别法比 D’Alembert 判别法的适用范围更广, 但它们都只能判

别比几何级数12 收敛得快的级数.

7 Raabe 判别法 设

∞∑
n=1

an 是一个正项级数.

(1) 若 ∃r > 1, 使得 ∀n > N , 有

n

(
an
an+1

− 1

)
⩾ r,

则级数
∞∑
n=1

an 收敛.

(2) 若 ∀n > N , 有

n

(
an
an+1

− 1

)
⩽ 1,

则级数
∞∑
n=1

an 发散.

提示 将
∞∑
n=1

an 与 p-级数
∞∑
n=1

1

np
作比较.

12即, 等比级数.
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极限形式 设
∞∑
n=1

an 是一个正项级数.

lim
n→∞

n

(
an
an+1

− 1

)
= l,

或
an
an+1

= 1 +
l

n
+ o

(
1

n

)
(n → ∞).

(1) 若 l > 1, 则
∞∑
n=1

an 收敛;

(2) 若 l < 1, 则
∞∑
n=1

an 发散;

(3) 若 l = 1, 则无法判断.
注意 以下标 * 的判别法在考试中不能直接使用, 在此罗列主要是想展示其思想.

8 * Gauss 判别法 设正项级数
∞∑
n=1

an 满足:

an
an+1

= 1 +
1

n
+

β

n lnn + o

(
1

n lnn

)
(n → ∞).

(1) 若 β > 1, 则
∞∑
n=1

an 收敛;

(2) 若 β < 1, 则
∞∑
n=1

an 发散.

9 * Cauchy 凝聚判别法 设 {an} 是单调递减的正数数列, 则正项级数
∞∑
n=1

an 收敛的

充分必要条件是: 凝聚项级数
∞∑
n=0

2nan = a1 + 2a2 + 4a4 + · · ·+ 2na2n + · · ·

收敛.
提示 运用比较判别法.
说明 此判别法的意义在于, 将许多不容易判断的级数转化为几何级数的形式, 从而能够

运用等比数列求和公式直接求和后判断敛散性.

如, p-级数:
∞∑
n=1

1

np
. 感兴趣的同学不妨用 Cauchy 凝聚判别法一试.

10 * Sapagof 判别法 设正数数列 {an} 单调递减, 则 lim
n→∞

an = 0 的充分必要条件是

正项级数
∞∑
n=1

(
1− an+1

an

)
发散.

提示 设 lim
n→∞

an = a, 对 a > 0 和 a = 0 的情况分类讨论.
说明 本判别法有以下等价形式:

(1) 设 {an} 为单调递增的正数数列, 则该数列与级数
∞∑
n=1

(
1− an

an+1

)
同敛散;
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(2) 设正项级数
∞∑
n=1

an 的部分和数列为 {Sn}, 则
∞∑
n=1

an 与
∞∑
n=1

an
Sn

同敛散.

不难发现, 作简单的换元后, (2) 中 {Sn} 占据的地位等价于 (1) 中的 {an}, 而 {an} 的地
位等价于 (1) 中的级数通项.

8.4.5 一般级数的判别法

1 Dirichlet 判别法 设 {ak}, {bk} 是两个数列, Sk =
k∑

l=1

al, 满足以下两个条件:

(a) {bk} 单调趋于 0; (b) {Sk} 有界.

则级数
∞∑
k=1

akbk 收敛.

2 Abel 判别法 设 {ak}, {bk} 满足以下两个条件:

(a) {bk} 单调有界; (b)
∞∑
n=1

an 收敛.

则级数
∞∑
k=1

akbk 收敛.

函数项级数

8.4.6 定义

1 和函数
2 (逐点) 收敛
3 一致收敛
讨论逐点收敛时, 仍然是对单个数列而言的, 因为对某个选定的 x, {fn(x)} 就是一个关于

n 的数列; 讨论一致收敛时, 才是在讨论一个关于函数的性质.
与 “连续” 和 “一致连续” 相类似, “逐点收敛” 是局部的性质, “一致收敛” 是函数在一个

区间上整体的性质, 强调的是 N = N(ε) 对所有的 x ∈ I 的一致性.
同样, 我们也有 “一致收敛必逐点收敛” 等结论, 而与连续性问题中 Cantor 定理 (有限闭

区间上的连续函数必一致连续) 相对应的是 Dini 定理, 其指出, 在添上单调性的条件后, 我们
仍有 “逐点收敛则一致收敛” 的结论.

4 有界 & 一致有界
5 内闭一致收敛

8.4.7 性质

1 一致收敛的充分必要条件 (定理 7.28)
2 一致收敛的 Cauchy 收敛准则 (定理 7.29)
3 一致收敛的必要条件 (Cauchy 收敛准则的推论)
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函数项级数
∞∑
n=1

un(x) 在区间 I 上一致收敛的必要条件是

lim
n→∞

sup
x∈I

|un(x) + un+1(x) + · · ·+ un+p(x)| = 0, ∀p ∈ N,

特别地, 级数的通项构成的函数列 {un(x)} 在 I 上一致趋于零, 即 lim
n→∞

sup
x∈I

|un(x)| = 0.

推论 函数项级数

∞∑
n=1

un(x)的通项 un(x)在 [a, b]上连续, 则函数项级数在区间 (a, b)上

一致收敛的必要条件是其在 a, b 两点处均收敛.

8.4.8 一致收敛的判别法

1 Weierstrass 判别法 若存在收敛的正项级数

∞∑
n=1

an, 使得在区间 I 上有不等式

|un(x)| ⩽ an (n = 1, 2, · · · ) .

则级数
∞∑
n=1

un(x) 在区间 I 上一致收敛.

注意 此判别法只能判别绝对一致收敛的函数项级数.

2 Dirichlet 判别法 若级数
∞∑
n=1

an(x)bn(x) 在区间 I 上满足:

(a) {bn(x)} 对每个固定的 x ∈ I 都是单调的, 且在区间 I 上一致收敛于 0;

(b) 级数
∞∑
n=1

an(x) 的部分和在 I 上一致有界, 即

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ak(x)

∣∣∣∣∣ ⩽ M, x ∈ I, n = 1, 2, · · · .

则级数
∞∑
n=1

an(x)bn(x) 在 I 上一致收敛.

3 Abel 判别法 若级数

∞∑
n=1

an(x)bn(x) 在区间 I 上满足:

(a) {bn(x)} 对每个固定的 x ∈ I 都是单调的, 且在 I 上一致有界, 即

|bn(x)| ⩽ M, x ∈ I, n = 1, 2, · · · .

(b) 级数
∞∑
n=1

an(x) 在 I 上一致收敛.

则级数
∞∑
n=1

an(x)bn(x) 在 I 上一致收敛.

8.4.9 一致收敛级数的性质

1 连续性
2 可积性
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3 可微性
上述 3 个解析性质本质上都是两个极限是否可交换的问题.

幂级数 & Taylor 展开式

8.4.10 定义

1 幂级数
∞∑
n=0

anx
n = a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ akx
k + · · · .

8.4.11 收敛半径的计算

R =
1

L
=

1

lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ 或 1

lim
n→∞

n
√
|an|

.

8.4.12 性质

1 Abel 定理 若幂级数在 x = x0( ̸= 0) 处收敛, 则其在 |x| < |x0| 上绝对收敛; 反之, 若
幂级数在 x = x1 处发散, 则其必在 |x| > |x1| 上发散.

2 连续性
3 可微性 (任意阶可微)
4 可积性

8.4.13 Taylor 展开式
1 Taylor 级数
2 Maclaurin 级数 熟记常用函数的 Maclaurin 级数.

级数的应用

8.4.14 微分方程的幂级数解

待定系数法.

8.4.15 Stirling 公式

n! =
√
2nπ

(n
e

)n
e

θn
12n , θn ∈ (0, 1).
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第 9 章 部分补充习题提示与解答

9.1 第 1 章

9.1.1 A 组
1
(1) 0. 运用 stolz 定理即可;
(2) 1. 运用 stolz 定理即可;

(3) 原式 = lim
n→∞

1× 3

22
· 2× 4

32
· 3× 5

42
· · · (n− 1)× (n+ 1)

n2
= lim

n→∞

n+ 1

2n
=

1

2
;

(4) 原式 =lim
x→0

1
n
(x+ x2) + o(x)

2x
=

1

2n
;

(5) 0. 注意到 sin
√
x+ 1 − sin

√
x− 1 = 2 cos

√
x+ 1 +

√
x− 1

2
sin 1√

x+ 1 +
√
x− 1

即

可;
(6) 0. 注意到 sin(π

√
n2 + 1) = sin(

√
n2 + 1− n)π = sin π√

n2 + 1 + n
即可;

(7) 原式 = lim
n→∞

cos x
2
cos x

4
· · · cos x

2n
sin x

2n

sin x
2n

= lim
n→∞

sinx
2n sin x

2n

=
sinx
x

;

(8) 原式 = lim
x→0

1−
(
1− x2

2
+ o(x2)

)(
1− (2x)2

2
+ o(x2)

)
· · ·
(
1− (nx)2

2
+ o(x2)

)
x2

=
1

2
(12 +

22 + · · ·+ n2) =
n(n+ 1)(2n+ 1)

12
;

(9) 0. 注意到 (n + lnn)α − nα = nα

((
1 +

lnn
n

)α

− 1

)
< nα

((
1 +

lnn
n

)
− 1

)
=

nα−1 lnn 即可;
(10) 原式 = lim

x→∞

(
1 +

1

x
− 1

2x2
+ o

(
1

x2

))x

=

(
1 +

1

x
+ o

(
1

x

))x

= e.

2 令 lim
n→∞

sinn = a. 对 sin(n+1)−sin(n−1) = 2 sin 1 cosn两边取极限,得 lim
n→∞

cosn =

0. 再对 sin 2n = 2 sinn cosn 两边取极限, 得 a = 0. 最后对等式 sin2 n+ cos2 n = 1 取极限, 得
到矛盾.

3 注意到 {an} 严格递增, 且对 ∀k ∈ N∗, 有

a2k = 1 +
1

2
+

(
1

3
+

1

4

)
+ · · ·+

(
1

2k−1 + 1
+ · · ·+ 1

2k

)
> 1 +

1

2
+

(
1

4
+

1

4

)
+ · · ·+

(
1

2k
+ · · ·+ 1

2k

)
> 1 +

k

2

k→∞−−−→ +∞.

所以 {an} 无界.

4 类似 1(5), 注意到
n∑

k=1

ak sin
√
x+ k =

n∑
k=1

ak sin(
√
x+ k − sin

√
x) 即可.
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5 利用 Cauchy 收敛准则.

6 利用 (1− an)an ⩽ 1

4
可得 an+1 ⩾ an, 再利用单调有界原理即可.

7 由 xn+1 ⩽ xn +
1

n2
⩽ xn +

1

n(n− 1)
(n ⩾ 2) 知, xn+1 +

1

n
⩽ xn +

1

n− 1
. 而 {xn} 非

负, 故
{
xn +

1

n− 1

}
有界. 再利用单调有界原理即可.

8 对 ∀ε > 0, ∃N ∈ N∗, 当 n > N 时, 有 |an| < nε. 设 M > max
1⩽k⩽N

{ak}. 取 N0 =

max{
[
M

ε

]
+ 1, N}, 当 n > N0 时, 有

∣∣∣∣ 1n max
1⩽k⩽n

{ak}
∣∣∣∣ < ∣∣∣∣max{M,nε}

n

∣∣∣∣ ⩽ ε.

因此 lim
n→∞

1

n
max
1⩽k⩽n

{ak} = 0.

9 ∃N ∈ N∗, 当 n ⩾ N 时, 有

0 <
an

an+1 + an+2

⩽ 1

3
=⇒ max

{
an+1

an
,
an+2

an

}
⩾ 3

2
.

我们定义数列 {bn}, 其中 bN = aN , bN+1 是 aN+1, aN+2 中的最大者. 若 aN+2 > aN+1, 则 bN+2

是 aN+3, aN+4 中的最大者; 否则,bN+2 是 aN+2, aN+3 中的最大者. 以此类推下去，得到数列
{bn}∞n=1. 而当 n ⩾ N 时, 有 bn+1

bn
⩾ 3

2
. 故

bn ⩾
(
3

2

)n−N

bN
n→+∞−−−−→ +∞.

因此数列 {bn} 无界, 所以数列 {an} 无界.
10 由 Stolz 定理得

lim
n→+∞

x2n

2n
= lim

n→+∞

x2n − x2n−2

2
= 0.

同理, lim
n→+∞

x2n−1

2n− 1
= 0. 故

∣∣∣∣xn − xn−1

n

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣xn

n

∣∣∣+ ∣∣∣xn−1

n

∣∣∣ ⩽ ∣∣∣xn

n

∣∣∣+ ∣∣∣∣ xn−1

n− 1

∣∣∣∣ n→+∞−−−−→ 0.

因此 lim
n→+∞

xn − xn−1

n
= 0.

9.1.2 B 组
1

(1) 0. 利用 0 < e−
n∑

k=0

1

k!
⩽ 1

n!n
即可;

(2) ln 2. 利用 1

k + 1
< ln

(
1 +

1

k

)
<

1

k
;

(3) 原式 = lim
n→∞

exp
{

n∑
k=1

ln
(
1 +

k

n2

)}
= lim

n→∞
exp

{
n∑

k=1

(
k

n2
+ o

(
k

n2

))}
= lim

n→∞
exp

{
n+ 1

2n
+ o(1)

}
;
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(4) 原式 = lim
n→∞

exp
{
n logn− logn!

n

}
stolz
= lim

n→∞
exp {(n+ 1) log(n+ 1)− log(n+ 1)!− n logn+ logn!}

= lim
n→∞

exp
{
n log

(
1 +

1

n

)}
= e.

2 记 Sn = a1 + a2 + · · ·+ an, 0 < an ⩽ M . 由 an > 0 知 {Sn} 单调递增.

·若 Sn 无界, 则 lim
n→+∞

M

Sn

= 0. 因为 0 <
an
Sn

⩽ M

Sn

, 由夹逼原理知 lim
n→+∞

an
Sn

= 0.
·若 Sn 有界, 由单调有界原理知 {Sn} 收敛, 并记 lim

n→+∞
Sn = a. 有

lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

(Sn − Sn−1) = a− a = 0.

所以 lim
n→+∞

an
Sn

=
lim

n→+∞
an

lim
n→+∞

Sn

= 0.

3 易知,{an} 是严格递增数列. 而

a2k−1 = 1 +

(
1

2α
+

1

3α

)
+

(
1

4α
+ · · ·+ 1

7α

)
+ · · ·+

(
1

(2k−1)α
+ · · ·+ 1

(2k − 1)α

)
⩽ 1 +

2

2α
+

4

4α
+ · · ·+ 2k−1

(2k−1)α

= 1 +
1

2α−1
+

(
1

2α−1

)2

+ · · ·+
(

1

2α−1

)k−1

=

1−
(

1

2α−1

)k

1− 1

2α−1

<
2α−1

2α−1 − 1

故数列 {an} 有一子列 {a2n−1} 是有上界的. 又因为 {an} 是递增数列, 由此得到 {an} 有上界,
从而数列 {an} 收敛.

4 归纳证明: an ⩾ an+1 ⩾ bn+1 ⩾ bn.

5 利用 2(
√
n+ 1 −

√
n) =

2√
n+ 1 +

√
n

<
1√
n

<
2√

n+ 1 +
√
n

= 2(
√
n −

√
n− 1),

对 ∀n, p ∈ N ∗, 有

2(
√

n+ p+ 1−
√
n+ 1)− 2(

√
n+ p−

√
n) < an+p − an < 0

故

|an+p − an| < 2(
√

n+ p+ 1−
√
n+ p) + 2(

√
n+ 1−

√
n)

n,p→∞−−−−→ 0.

6 由于 a 是 E 的上确界, 故对 ∀ε > 0, ∃x ∈ E, 使得 a− ε < x < a.
取 ε1 = 1, ∃x1 ∈ E, 使得 a− ε1 < x1 < a.
取 ε2 = min

{
1

2
, a− x1

}
, ∃x2 ∈ E, 使得 a− ε1 < x2 < a.

. . .
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取 εn = min
{
1

n
, a− xn−1

}
, ∃xn ∈ E, 使得 a− εn−1 < xn < a.

. . .

由此得到 E 中的数列 {xn}∞n=1. 则 a− xn < εn < a− xn−1 ⇒ xn > xn−1.
又因为 0 < a− xn ⩽ εn <

1

n
, lim
n→+∞

1

n
= 0. 由夹逼原理知 lim

n→+∞
xn = a.

故 {xn} 严格递增趋于 a.

7 先用归纳法说明 xn ∈
(
0,

1

q

)
, 进而得到 xn+1 < xn. 利用单调有界原理得到

lim
n→∞

xn = a, 并有 a = 0. 然后运用 stolz 定理, 得

lim
n→∞

nxn = lim
n→∞

n
1
xn

= lim
n→∞

1
1

xn+1
− 1

xn

= lim
n→∞

xn+1xn

xn+1 − xn

= lim
n→∞

x2
n(1− qxn)

qx2
n

= lim
n→∞

(
1

q
− xn

)
=

1

q
.

8 不妨 lim
n→+∞

yn = 0. 否则, 若 lim
n→+∞

yn = A ̸= 0, 则令

(yn − A) = 2(xn −
A

3
) + (xn−1 −

A

3
)

即可. 对 ∀ε > 0, ∃N1 ∈ N∗, 当 n > N1 时, 有 |yn| <
ε

3
. 故有

2|xn| − |xn−1| ⩽ |2xn + xn−1| = |yn| <
ε

3
.

取 N2 = N1 + [log2
3

2ε
(|xN1 | −

ε

3
)] + 1, 当 n > N2 时, 有

|xn| −
ε

3
⩽ 1

2

(
|xn−1| −

ε

3

)
⩽ · · · ⩽ 1

2n−N1

(
|xN1 | −

ε

3

)
<

2

3
ε.

即 |xn| < ε. 因此 lim
n→+∞

xn = 0.

9 由 {an} , {bn} ⊆ N∗ 知

an+1 = a2n + 3b2n

bn+1 = 2anbn
. 令 cn =

an
bn

, 两式作商得 cn+1 =
1

2
(cn +

3

cn
). 后续过程同教材习题 1.2.18(3).

10 lim
n→+∞

yn = 0(留给读者思考). 故对 ∀ε > 0, ∃N1 ∈ N∗, 当 n > N1 时, 有 |xn| < ε.
若 x1 = x2 = · · · = xN1 = 0, 当 n > N1 时, 有

|zn| ⩽ |xN1+1yn−N1 |+ · · ·+ |xny1| < kε.

若 x1, x2, . . . , xN1 不全为 0,∃N > N1, 当 n > N 时, 有

|yn| <
ε

|x1|+ · · ·+ |xN1 |
.

故当 n > 2N + 1 时, 有

|zn| ⩽
N1∑
i=1

|xiyn+1−i|+
n∑

i=N1+1

|xiyn+1−i| < ε+ kε = (k + 1)ε.

因此 lim
n→+∞

zn = 0.
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11
(1) 反证: 设存在两个不同的正实数 x1, x2, 使得 f(x1) ̸= f(x2). 记 x = min {x1, x2}, 取

ε =
|f(x1)− f(x2)|

2
> 0, 对 ∀M > 0, 取 x3 = 2[log2 M

x
]+1x1, x4 = 2[log2 M

x
]+1x2. 则有

f(x3) = f(x1), f(x4) = f(x2), x3, x4 > M ,

且

|f(x3)− f(x4)| = |f(x1)− f(x2)| > ε.

由 Cauchy 收敛准则知 lim
x→+∞

f(x) 不存在, 矛盾.
(2) 令 x = 0, 可知 f(0) = 0. 由题意知,∃ δ,M > 0, 当 |x| < δ 时, 有 |f(x)| < M . 对

∀ε > 0, 取 δ′ = a−[logb M
ε
]−1δ, 当 |x| < δ′ 时, 有

f(x) = b−1f(ax) = b−2f(a2x) = · · · = b−nf(anx) < ε (其中 n =

[
logb

M

ε

]
+ 1).

因此 lim
x→0

f(x) = 0 = f(0).

12
(1) 对 ∀x, y ̸= 0, 两边同时除以 |xy|, 有∣∣∣∣f(y)y

− f(x)

x

∣∣∣∣ ⩽ M

∣∣∣∣1x
∣∣∣∣+M

∣∣∣∣1y
∣∣∣∣

对 ∀ε > 0, 取 X =
2M

ε
, 当 |x|, |y| > X 时, 有∣∣∣∣f(y)y

− f(x)

x

∣∣∣∣ ⩽ M

∣∣∣∣1x
∣∣∣∣+M

∣∣∣∣1y
∣∣∣∣ < 2M

X
= ε.

由 Cauchy 收敛准则知, lim
x→∞

f(x)

x
收敛.

(2) a = lim
x→∞

f(x)

x
. 令 g(x) =

f(x)

x
. 取 y = 0 可知 |f(0)| ⩽ M 成立.

当 x ̸= 0 时, 即证 |g(x)− a| ⩽ M

|x|
. 反证: 若 ∃x0 ̸= 0, 使得 |g(x0)− a| > M

|x0|
(∗)

|g(x0)− a| ⩽ |g(x0)− g(y)|+ |g(y)− a| ⩽ M

|x0|
+

M

|y|
+ |g(y)− a|.

对上式令 y → +∞, 得:|g(x0)− a| ⩽ M

|x0|
, 这与 (∗) 矛盾.

13 由定义知, Hkn − 1

kn
= Hkn−1 < n ⩽ Hkn , 因此 lim

n→∞

(
Hkn+1 −Hkn

)
= 1. 再利用

lim
n→∞

(Hkn − ln kn) = γ 后即可.

14 对等式两边同时除以 n!, 得

an
n!

=
an−1

(n− 1)!
+

1

n!
.

令 bn =
an
n!

, 则有

lim
n→∞

n∏
k=1

(
1 +

1

ak

)
= lim

n→∞

n∏
k=1

(
ak+1

(k + 1)ak

)
= lim

n→∞

n∏
k=1

bk+1

bk
= lim

n→∞
bn+1 = e.
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9.1.3 C 组
1 当 n > 3 时, 有

√
n− 1 < 2

√
n− 2. 故√

n− 1 +
√
n ⩽

√
n− 1 + 2

√
n− 1 + 1 =

√
n− 1 + 1 ⩽ 2

√
n− 2 + 1.

因此 an ⩽ 2. 又因为 an+1 > an 由单调有界定理知数列 {an} 收敛.
2
(1) 对 k = 1, 2, . . . , n− 1, 由几何平均—算术平均不等式知

k + 1 >
k

n
+ · · ·+ k

n︸ ︷︷ ︸
n个

+1 > (n+ 1)(
k

n
)

n
n+1 .

因此，有 (
k

n
)n < (

k + 1

n+ 1
)n+1, k = 1, 2, . . . , n− 1. 于是

Sn+1 = (
1

n+ 1
)n+1 + (

2

n+ 1
)n+1 + · · ·+ (

n

n+ 1
)n+1

> (
1

n+ 1
)n+1 + (

1

n
)n + · · ·+ (

n− 1

n
)n

> Sn

即数列 {Sn} 单调递增. 利用 (1− k

n
)n < e−k(留给读者思考) 可知

Sn <
n−1∑
k=1

e−k =
1

e

1− (
1

e )
n

1− 1

e

<
1

e− 1
.

所以 {Sn} 有界, 由单调有界定理知, lim
n→∞

Sn 存在.

(2) 记 S = lim
n→∞

Sn.由 (1)知 S ⩽ 1

e− 1
.同时对任意正整数 n > m,则 Sn ⩾

m∑
k=1

(1− k

n
)n.

利用 lim
n→+∞

(1− k

n
)n = e−k. 先令 n → +∞, 再令 m → +∞, 则有 S ⩾ 1

e− 1
.

因此 lim
n→∞

Sn = S =
1

e− 1

3 记题中数列为 {an}, 其中 a1 =
√
7, a2 =

√
7−

√
7, 且 an+2 =

√
7−

√
7 + an. 而

|an+2 − 2| = |
√

7−
√
7 + an − 2| =

∣∣∣∣∣ 3−
√
7 + an√

7−
√
7 + an + 2

∣∣∣∣∣ = |an − 2|(√
7−

√
7 + an + 2

) (
3 +

√
7 + an

)
⩽ |an − 2|

6
.

故有 lim
n→∞

a2n = 2 = lim
n→∞

a2n−1. 即 lim
n→∞

an = 2.

4 设 f(x) 和 g(x) 的周期分别是 T1 和 T2, 于是对任意固定的实数 x, 有

lim
n→+∞

(f(x)− g(x+ nT1)) = lim
n→+∞

(f(x+ nT1)− g(x+ nT1)) = lim
y→+∞

(f(y)− g(y)) = 0.
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即

lim
n→+∞

g(x+ nT1) = f(x).

而

g(x+ nT1) = g(x+ T2 + nT1),

故 f(x) 也是以 T2 为周期的周期函数. 同理, lim
n→+∞

f(x + nT2) = g(x), 且 g(x) 也是以 T1 为周

期的周期函数. 因为

lim
n→+∞

(f(x+ nT2)− g(x+ nT1)) = lim
n→+∞

(f(x+ nT2 + nT1)− g(x+ nT1 + nT2)) = 0,

所以 f(x) = g(x).
5 记 xβ(x) = f(x) − f

(x
2

)
. 由题意知, 对 ∀ε > 0, ∃δ > 0, 当 0 < |x| < δ 时, 有

|β(x)| < ε. 而

f
( x

2k−1

)
− f

( x

2k

)
=

x

2k−1
β
( x

2k−1

)
, k = 1, 2, . . . , n.

故有∣∣∣f(x)− f
( x

2n

)∣∣∣ = ∣∣∣∣∣
n∑

k=1

( x

2k−1

)
− f

( x

2k

)∣∣∣∣∣ ⩽
n∑

k=1

∣∣∣( x

2k−1

)
− f

( x

2k

)∣∣∣ < n∑
k=1

x

2k−1
ε < 2|x|ε.

令 n → +∞, 得 |f(x)| ⩽ 2|x|ε. 因此 f(x) = o(x)(x → 0).
6
(1) 注意到有理数和无理数的稠密性即可.
(2) 对 ∀ε > 0, ∃N ∈ N∗, 使得 1

N
< ε. 记 A =

{m
n
, (m,n) = 1且n ⩽ N

}
. 则 |A| 有限. 故

对 ∀x0 ∈ R, ∃δ > 0,使得 A∩((x0−δ, x0+δ)\ {x0}) = ∅. 所以对 ∀x ∈ (x0−δ, x0+δ)\ {x0} , 0 ⩽
R(x) <

1

N
< ε. 因此 lim

x→x0

R(x) = 0, ∀x0 ∈ R.

9.2 第 2 章

9.2.1 A 组
1
(1) 一致连续. 对 ∀ε > 0, ∃X > 0, 当 x > X 时, 有 |f(x)| < ε. 易验证 f(x)在 (−∞,−X)

和 (X,+∞)上一致连续. 又因为 f(x)在 [−2X, 2X]上一致连续, 所以 f(x)在 R上一致连续;

(2) 不一致连续. 考虑点列 xn = 2nπ, yn =

(
2n+

1

n

)
π, n 充分大时, 有 yn sin yn > 1 成

立, 故有 |f(xn)− f(yn)| ⩾ 2nπ −
(
2n+ 1

n

)
π

2

n→∞−−−→ +∞.

2 f(x) 在 [−T, T ] 上一致连续. 所以对 ∀ε > 0, ∃0 < δ < T , 当 |x − y| < δ 且

x, y ∈ [−T, T ]时, |f(x)− f(y)| < ε. 对 ∀x, y ∈ R且 |x− y| < δ, ∃k ∈ Z,使得 x− kT, y− kT ∈
[−T, T ], |f(x)− f(y)| = |f(x− kT )− f(y − kT )| < ε.

3 利用 Bolzano-Weierstrass 定理或者利用连续函数的介质性证明.
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4 注意到 lim
x→+∞

f(x) = +∞, lim
x→−∞

f(x) = −∞, 并利用连续函数的介值定理即可.

5 利用 g(x) 的定义即可.
6 f(t) = sin t 连续, g(x) 无第二类间断点.
7 先证明 g(x) = xα 在 [0,+∞] 上一致连续, 再由一致连续复合的相容性即得证.
8 反证法证明 f(x) = f(1).

9.2.2 B 组
1
(1) 利用 Lagrange 中值定理即可;
(2) 设 |f ′(x)| ⩽ M(M > 0). 对 x ⩾ a, 利用 Lagrange 中值定理, 存在 ξ ∈ (a, x), 有∣∣∣∣f(x)x

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣f(x)− f(a)

x

∣∣∣∣+∣∣∣∣f(a)x

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣f(x)− f(a)

x− a

∣∣∣∣+∣∣∣∣f(a)x

∣∣∣∣ = |f ′(ξ)|+
∣∣∣∣f(a)x

∣∣∣∣ ⩽ M+

∣∣∣∣f(a)a

∣∣∣∣ < +∞.

故存在 M2 > 0, 使得
∣∣∣∣f(x)x

∣∣∣∣ ⩽ M2. 对 ∀ε > 0, 由 (1) 知, ∃δ1 > 0, 对 ∀xi, x2 ⩾ a 且

|x1 − x2| < δ1, 均有 |f(x1) − f(x2)| <
aε

2
. 再取 δ2 =

aε

2M0

, δ = min {δ1, δ2}, 则对 ∀xi, x2 ⩾ a

且 |x1 − x2| < δ, 有∣∣∣∣f(x1)

x1

− f(x2)

x2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣x1(f(x1)− f(x2))

x1x2

− (x2 − x1)f(x1)

x1x2

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣f(x1)− f(x2)

x2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f(x1)

x1

· x2 − x1

x2

∣∣∣∣
<

ε

2
+M0 ·

δ2
a

= ε.

2 记 lim
x→+∞

f(x) = A.若 f(x)为常值函数,则结论显然成立. 否则, ∃x0 ∈ [a,+∞), f(x0) ̸=
A. 设 A > f(x0), 取 ε = A − f(x0), ∃X > x0, 当 x > X, 有 |f(x) − A| < ε, 故
f(x) > A − ε = f(x0). 由于 f(x) 在 [a,+∞) 上连续, 它在 [a,X] 上存在最小值 f(x1), 且
当 x > X 时, 有 f(x) > f(x0) ⩾ f(x1). 故 f(x) 在 [a,+∞) 上有最小值 f(x1).

若 A < f(x0), 则取 ε = f(x0)− A, 同理可证明 f(x) 在 [a,+∞) 上有最大值.
3
(1) 设 g(x) = f(x) − x, 则有 g(a) ⩾ 0, g(b) ⩽ 0. 由零点存在定理知, 存在 x0 ∈ (a, b), 使

得 g(x0) = 0, 即 f(x0) = x0. 对 ∀a ⩽ x1 < x2 ⩽ b, 有

g(x)− g(y) = (f(x)− f(y))− (x− y) ⩽ (k − 1)(x− y) < 0.

故唯一性得证.
(2) 由 f([a, b]) ⊂ [a, b] 知, xn ∈ [a, b]. 对 ∀n, p ∈ N ∗, 有

|xn+p−xn| ⩽ k|xn+p−1−xn−1| ⩽ k2|xn+p−2−xn−2| ⩽ · · · ⩽ kn−1|xp+1−x1| ⩽ kn−1(b−a)
n→+∞−−−−→ 0.

故 {xn}∞n=1 为 Cauchy 列. 由 Cauchy 收敛准则知, ∃x∗ ∈ [a, b], 使得 lim
n→∞

xn = x∗. 对
‘‘xn+1 = f(xn)” 两边同时取极限, 并由 (1) 得: x∗ = x0.

(3) f(x) =


x+ 1 +

1

x− 2
, x ⩽ 0,

x+
1

x+ 2
, x > 0.
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4 若 f(x) 在 R 上不严格单调, 则 ∃x1 < x2 < x3, 使得 f(x2) ⩾ f(x1) = f(x3) 或

f(x2) ⩽ f(x1) = f(x3) 成立. 故有 f(f(x1)) = f(f(x3)). 而 x1 < x3, 所以 kx1 ̸= kx3, 矛盾;
若 f(x) 严格递增或严格递减, 则 f(f(x)) 严格递增, 这与 kx 严格递减矛盾.

5 记 g(x) = f

(
x+

1

n

)
− f(x), 则

n−1∑
i=0

g

(
i

n

)
=

n−1∑
i=0

(
f

(
i+ 1

n

)
− f

(
i

n

))
= f(1)− f(0) = 0.

故一定存在 i1, i2 ∈ {1, 2, · · · , n}, 使得 g

(
i1
n

)
g

(
i2
n

)
⩽ 0, 由零点存在定理知, 在 i1

n
,
i2
n
之间

存在 ξ, 使得 g(ξ) = 0, 即 f

(
ξ +

1

n

)
= f(ξ).

6 若 lim
x→∞

f(x) ̸= ∞,∃M > 0, |xn| → +∞, 满足 |f(xn)| ⩽ M . 由 f(x) 在 R 上连续知
f(x) 在 [−M,M ] 上连续, 因而有界. 故 |f(f(xn))| 有界, 矛盾.

7 对 ∀x ∈ (a, b), 分别令 y → x−, y → x+, 可得

f(x−) ⩽ f(x) + f(x−)

2
, f(x+) ⩽ f(x) + f(x+)

2
.

即

f(x−) ⩽ f(x), f(x+) ⩽ f(x).

然后在 f(x) = f

(
y + (2x− y)

2

)
⩽ f(y) + f(2x− y)

2
中令 y → x+, 可得

f(x) ⩽ f(x−) + f(x+)

2
.

故有 f(x) = f(x+) = f(x−), 即 f 在 x 点上连续. 由 x 的任意性知, f(x) 在 (a, b) 上连续.
8 若 α ⩽ 0, lim

x→0+
f(x) 不存在或趋于 ∞, 由 Cauchy 收敛准则知, f(x) 在 (0, 1] 上不一

致连续. 故 f(x) 在 (0,+∞) 上不一致连续.

若 α > 0, 注意到 lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

sinxα

xα
lim
x→0+

xα−β = 1 · lim
x→0+

xα−β =


+∞, α < β,

1, α = β,

0, α > β.

当 α < β 时, 由 Cauchy 收敛准则知, f(x) 在 (0, 1] 上不一致连续. 故 f(x) 在 (0,+∞) 上

不一致连续.

当 α ⩾ β 时, 定义 F (x) =

f(x), x > 0,

lim
t→0+

f(t), x = 0.
则 F (x) 在 [0,+∞) 上连续.

对 β > 0, ∀ε > 0, 取 x0 =

(
3

ε

) 1
β

, 对 x1, x2 ∈ [x0,+∞), ∃δ > 0 且 |x1 − x2| < δ, 有

|F (x1)− F (x2)| ⩽ |F (x1)|+ |F (x2)| ⩽
1

xβ
1

+
1

xβ
2

⩽ 2

xβ
0

=
2

3
ε < ε.

所以 F (x) 在 [x0,+∞) 上一致连续. 利用 F (x) 的连续性知, F (x) 在 [0, 2x0] 上一致连续, 所
以 F (x) 在 [0,+∞) 上一致连续, 故 f(x) 在 (0,+∞) 上一致连续.
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对 β < 0,当 0 < α−β ⩽ 1时, F ′(x)在 [1,+∞]上有界 (请读者自行验证),利用 Lipschitz

条件知, F (x) 在 [1,+∞) 上一致连续. 同上可知 f(x) 在 (0,+∞) 上一致连续.
当 α − β > 1 时, 注意到 F ′(x) 在 xα = 2nπ 上趋于无穷大, 可通过取点列说明 f(x) 在

(0,+∞) 上不一致连续 (请读者自行验证).

综上, 当且仅当 α > 0 且

α ⩾ β, β > 0,

β ⩽ α ⩽ β + 1, β < 0.
时, f(x) 在 (0,+∞) 上一致连续.

9.2.3 C 组
1 f(x) 在 [a, b] 上有界. 令 F (x) = g(x)− f(x), F (xn) = f(xn+1)− f(xn). 由介值定理

知, ∃ξn ∈ [a, b], 使得

F (ξn) =
F (x1) + F (x2) + · · ·+ F (xn)

n
=

f(xn+1)− f(x1)

n
.

故 {ξn} 中有子列 {ξkn}, 使得 ξkn → x0 ∈ [a, b]. 并有 F (ξkn) =
f(xkn+1)− f(x1)

kn
. 令 n → ∞,

得 F (x0) = 0, 即 f(x0) = g(x0).
2
(1) 反证: 若存在题设的函数 f(x),则 ∃a < b,使得 f(a) = f(b). 所以 f(x)在 [a, b]中存在

最大值 M 和最小值 m,且 ∃x0 ∈ (a, b),使得 f(x0) = M 或 f(x0) = m成立. 不妨 f(x0) = M .
若存在 ξ ∈ R, 使得 f(x0) = f(x1) = M , 则 ∃x1, x2 ∈ (x0 − δ, x0 + δ), x3 ∈ (x1 − δ, x1 + δ), 使
得 f(x1) = f(x2) = f(x3), 这与题设矛盾. 所以存在唯一的 x0 ∈ R, 使得 f(x0) +M 成立, 亦
与题设矛盾. 综上, 不存在这样的函数 f(x).

(2) 例如:f(x) = sinx+
2x

3π
.

3 略

4
(1) 对 ∀ε > 0, 取 δ = ε, 当 |x| < δ 时, 有

|f(x)− f(0)| = |xD(x)| ⩽ |x| < δ = ε.

所以 f(x) 在 x = 0 处连续. 若 f(x) 在 x0 ̸= 0 处连续, 则有

lim
x→x0

D(x) =
lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

x
=

f(x0)

x0

= D(x0)

因此 D(x) 在 x0 处连续, 矛盾. 所以连续点为 {0}. 间断点类型: 第二类间断点.
(2) 连续点为 R\Q, 间断点类型: 第一类间断点. 过程类似补充习题 1 C 组 T6.

9.3 第 3 章

9.3.1 A 组
1
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(1) 因为

lim
x→0+

ln sin x
1
x

L’Hospital
= lim

x→0+

1
sinx

· cosx
− 1

x2

= lim
x→0+

−x2

tanx = 0.

故 lim
x→0+

(sinx)x = 1;

(2) 1

6
. 用 L’Hosptial 法则或者 Taylor 定理. 用 Taylor 定理时需注意 x → 0 时, 有;

cos(sinx) = 1− 1

2!

(
x− 1

3!
x3 + o(x3)

)2

+
1

4!
(x+o(x))4+o(x4) = 1− 1

2!
x2+

(
1

6
+

1

4!

)
x4+o(x4).

(3) 原式= lim
x→+∞

[e
2
x+ x2e

(
ex ln(1+ 1

x
)−1 − 1

)]
= lim

x→+∞

[e
2
x+ x2e

(
ex(

1
x
− 1

2x2
+ 1

3x3
+o( 1

x3
))−1 − 1

)]
= lim

x→+∞

[e
2
x+ x2e

(
e−

1
2x

+ 1
3x2

+o( 1
x2
) − 1

)]
= lim

x→+∞

[
e
2
x+ x2e

(
1 +

(
− 1

2x
+

1

3x2
+ o

(
1

x2

))
+

(
1

2

(
− 1

2x

)2

+ o

(
1

x2

))
− 1

)]
= lim

x→+∞

[
e
2
x+ e

(
−x

2
+

1

3
+

1

8

)]
=

11

24
e.

2 f(x0) ̸= 0 或者 f(x0) = f ′(x0) = 0 时, |f(x)| 在 x0 处可导, 其余情况不可导.

3 令 x = 0, 则有 y(0) + 2y(0) = 1. 由于 x + 2x 严格递增, 从而 y(0) = 0 是唯一解. 在

题设方程两边对 x 求导, 得 y′ + 2y ln 2 · y′ − 1− cosx = 0. 令 x = 0, 有 y′(0) =
2

1 + ln 2 .

4 由题意得,

df(x2)

dx = 2xf ′(x2),
d2f(x2)

dx2
= 2f ′(x2) + 4x2f ′′(x2) =⇒ d2f(x2)

dx2

∣∣∣∣
x=0

= 2f ′(0) = 2,

由于 g(x) 是 f(x) 的反函数, g(0) = 0, g′(0) = 1

f ′(0)
= 1, 故

d2g(x2)

dx2
= 2g′(x2) + 4x2g′′(x2) =⇒ d2g(x2)

dx2

∣∣∣∣
x=0

= 2g′(0) = 2.

5 由带 Peano 余项的 Taylor 定理,

f(x)− f(x0) = f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2
(x− x0)

2 + o((x− x0)
2) (x → x0)

1

f(x)− f(x0)
− 1

(x− x0)f ′(x0)
=

−f ′′(x0)
2

(x− x0)
2 + o((x− x0)

2)

(f ′(x0))
2(x− x0)

2 + o((x− x0)
2)

=
−f ′′(x0)

2
+ o(1)

(f ′(x0))
2 + o(1)

(x → x0)

=⇒ lim
x→x0

[
1

f(x)− f(x0)
− 1

(x− x0)f ′(x0)

]
= − f ′′(x0)

2(f ′(x0))
2 .



中国科学技术大学
数学分析 (B1) 习题课讲义 9 部分补充习题提示与解答 112
或由 L’Höspital 法则,

lim
x→x0

[
1

f(x)− f(x0)
− 1

(x− x0)f ′(x0)

]
= lim

x→x0

(x− x0)f
′(x0)− (f(x)− f(x0))

(f(x)− f(x0))(x− x0)f ′(x0)

= lim
x→x0

f ′(x0)− f ′(x)

f ′(x0)(f(x)− f(x0)) + (x− x0)f ′(x0))

= lim
x→x0

−f ′(x)−f ′(x0)
x−x0

f ′(x0)
(

f(x)−f(x0)
x−x0

+ f ′(x0)
)

= − f ′′(x0)

2(f ′(x0))
2

6 固定 x0 ∈ R. 我们有

0 ⩽
∣∣∣∣f(x)− f(x0)

x− x0

∣∣∣∣ ⩽ L|x− x0|α−1 x→x0−−−→ 0.

由夹逼原理知 lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

= 0, 即 f ′(x0) = 0. 由 x0 的任意性知, 对 ∀x ∈ R, 均有
f ′(x) = 0. 所以 f(x) 是常数.

7 令 g(x) =
f(x)

x
, x ∈ (0,+∞), 则有 g′(x) =

f ′(x)− f(x)
x

x
. 利用 Lagrange 中值定理及

f ′(x) 的递增性知, ∃ξ ∈ (0, x), 使得

f(x)

x
=

f(x)− f(0)

x− 0
= f ′(ξ) < f ′(x).

所以 g′(x) > 0, 即 f(x)

x
在 (0,+∞) 上严格递增.

8 求导, 得:dydx = f ′(x+ y)

(
1 +

dy
dx

)
, 故

dy
dx =

f ′(x+ y)

1− f ′(x+ y)
.

再求导, 得: d2 y
dx2

= f ′′(x+ y)

(
a+

dy
dx

)2

+ f ′(x+ y)
d2 y
dx2

. 把上式代入, 得

d2 y
dx2

=
f ′′(x+ y)

(1− f ′(x+ y))3
.

9 由 Lagrange 中值定理知, ∃x1 ∈ (a, c), x2 ∈ (c, b), 使得

f ′(x1) =
f(c)− f(a)

c− a
> 0, f ′(x2) =

f(c)− f(b)

c− b
< 0.

再由 Lagrange 中值定理知, ∃ξ ∈ (x1, x2), 使得

f ′′(ξ) =
f ′(x1)− f ′(x2)

x1 − x2

< 0.
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10 反证: 若 ∃x2 > x1 > 0, 使得 f(x2) > f(x1). 由凸函数斜率递增性知, 对 ∀x > x2,
有

f(x)− f(x2)

x− x2

⩾ f(x2)− f(x1)

x2 − x1

.

因此

f(x) ⩾ f(x2)− f(x1)

x2 − x1

(x− x2) + f(x2)
x→+∞−−−−→ +∞.

11 我们有

(ln(1− x2))(n) = (ln(1− x) + ln(1 + x))(n) = (−1)n−1(n− 1)!(1 + x)−n − (n− 1)!(1− x)−n.

利用 Leibniz 公式, 得

f (n)(x) = x2(ln(1− x2))(n) +

(
n

1

)
2x(ln(1− x2))(n−1) + 2

(
n

2

)
(ln(1− x2))(n−2)

因此

f (n)(0) = n(n− 1)(n− 3)!((−1)n−1 − 1) =


2n!

2− n
, n = 2k + 2

0, n = 2k + 1.
(k ∈ N ∗)

12 对 ∀1 ⩽ k ⩽ n, 有

f

(
k

n2

)
= f(0) + f ′(0)

k

n2
+ o

(
k

n2

)
.

所以

lim
n→+∞

xn = lim
n→+∞

n∑
k=1

f

(
k

n2

)
= lim

n→+∞

n∑
k=1

(
f(0) + f ′(0)

k

n2
+ o

(
k

n2

))
= lim

n→+∞

(
f ′(0)

n+ 1

2n
+ o(1)

)
=

f ′(0)

2
.

利用 (sinx)′
∣∣∣
x=0

= cos 0 = 1, (ln(1 + x))′
∣∣∣
x=0

=
1

1 + x

∣∣∣
x=0

= 1. 可得

lim
n→+∞

n∑
k=1

sin k

n2
=

1

2
, lim

n→+∞

n∏
k=1

(
1 +

k

n2

)
= exp

{
lim

n→+∞

n∑
k=1

log
(
1 +

k

n2

)}
=

√
e.

利用

ln cos k

n
√
n
= ln(1− k2

2n3
+ o

(
1

n

)
) = − k2

2n3
+ o

(
1

n

)
+ o

(
1

n
+ o

(
1

n

))
= − k2

2n3
+ o

(
1

n

)
.

我们有

lim
n→+∞

n∏
k=1

cos k

n
√
n
= lim

n→+∞
exp

{
n∑

k=1

ln cos k

n
√
n

}
= lim

n→+∞
exp

{
n∑

k=1

(
− k2

2n3
+ o

(
1

n

))}

= lim
n→+∞

exp
{
− 1

2n3

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+ o(1)

}
= e− 1

6 .
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13 原式 = lim
n→+∞

[
1 +

f ′(a)

nf(a)
+ o

(
1

n

)]n
= e

f ′(a)
f(a)

14 因为 f(x) 在 x0 处二阶可导, 故 f(x) 在 x0 附近可导. 由 L’Hospital 法则知,

lim
h→0

f(x0 + h) + f(x0 − h)− 2f(x0)

h2
= lim

h→0

f ′(x0 + h)− f ′(x0 − h)

2h

而

f ′′(x0) = lim
h→0

f ′(x0 + h)− f ′(x0)

h
= lim

h→0

f ′(x0)− f ′(x0 − h)

h

故

f ′′(x0) = lim
h→0

1

2
(
f ′(x0 + h)− f ′(x0)

h
+

f ′(x0)− f ′(x0 − h)

h
) = lim

h→0

f ′(x0 + h)− f ′(x0 − h)

2h

所以

lim
h→0

f(x0 + h) + f(x0 − h)− 2f(x0)

h2
= f ′′(x0)

注意 不能对 lim
h→0

f ′(x0 + h)− f ′(x0 − h)

2h
继续使用 L’Hosptial 法则, 因为题目中没有

“f(x) 在 x0 附近二阶可导”这一条件.
15 由 Lagrange 中值定理, ∃ξ ∈ (0, x2), η ∈ (x1, x1 + x2), 满足

f(x2)

x2

=
f(x2)− f(0)

x2 − 0
= f ′(ξ),

f(x1 + x2)− f(x1)

x2

=
f(x1 + x2)− f(x1)

(x1 + x2)− x1

= f ′(η).

又因为 f ′′(x) < 0, 所以 f ′(ξ) > f ′(η). 因此

f(x2)

x2

>
f(x1 + x2)− f(x1)

x2

.

化简得

f(x1 + x2) < f(x1) + f(x2).

16 充分性: 取 a = lim
x→c+

f(x)− f(c)

x− c
(凸函数的斜率递增性保证其存在);

必要性: 对 ∀x1, x2 ∈ I, α ∈ [0, 1], 取 c = αx1 + (1− α)x2, 有

f(x2) ⩾ aα(x2 − x1) + f(αx1 + (1− α)x2) (9.1)

f(x1) ⩾ a(1− α)(x1 − x2) + f(αx1 + (1− α)x2) (9.2)

(1− α)× (1) + α× (2) 得

αf(x1) + (1− α)f(x2) ⩾ f(αx1 + (1− α)x2).

17 因为 f(x) 在 (0, 1) 上取到最大值, 所以 ∃η ∈ (0, 1), 使得 f ′(η) = 0. 故 ∃θ1 ∈
(0, η), θ2 ∈ (η, 1), 使得∣∣∣∣f ′(η)− f ′(0)

η − 0

∣∣∣∣ = |f ′′(θ1)| ⩽ M,

∣∣∣∣f ′(η)− f ′(1)

η − 1

∣∣∣∣ = |f ′′(θ2)| ⩽ M.

故有 |f ′(0)| ⩽ ηM, |f ′(1)| ⩽ (1− η)M , 相加即得 |f ′(0)|+ |f ′(1)| ⩽ M .
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9.3.2 B 组
1 略

2 利用 dx = f ′(y) dy 知,

d2 f−1(x)

dx2
=

d
(dy

dx
)

dx =
d
(

1
f ′(y)

)
f ′(y) dy =

(
1

f ′(y)

)′
dy

f ′(y) dy = − f ′′(y)

(f ′(y))3
= − f ′′(f−1(x))

(f ′(f−1(x)))3
.

3 我们有 y′ = 2 arctanx · 1

1 + x2
, 即 (1 + x2)y′ = 2 arctanx. 对等式两边求 n − 1 阶

导, 得

(1 + x2)y(n)(x) + 2(n− 1)xy(n−1)(x) + (n− 1)(n− 2)y(n−2)(x) = 2(arctanx)(n−1)

故有

y(n)(0) = −(n− 1)(n− 2)y(n−2)(0) + 2(arctanx)(n−1)
∣∣∣
x=0

利用例 3.1, 有

y(2n+1)(0) = 0, y(2n)(0) = −(n−1)(n−2)y(2n−2)(0)+2·(−1)n(2n−2)! = (−1)n[3(2n−2)!+(2n−1)]

4 因为 tanx 为奇函数, 所以 tanx = a1x+ a3x
3 + a5x

5 + o(x5) =
sinx
cosx , 即有

(a1x+ a3x
3 + a5x

5 + o(x5))

(
1− x2

2
+

x4

24
+ o(x4)

)
= x− x3

6
+

x5

120
+ o(x5)

据此得到方程组


a1 = 1,

−a1
2

+ a3 = −1

6
,

a5 −
a3
2

+
a1
24

=
1

120
.

解得


a1 = 1,

a3 =
1

3
,

a5 =
2

15
.

所以 tanx = x +
x3

3
+

2

15
x5 +

o(x5).
5 因为

lim
n→+∞

n2

(
(1 +

1

n+ 1
)n+1 −

(
1 +

1

n

)n)
= lim

n→+∞
n2
(
e(n+1) log(1+ 1

n+1) − en log(1+ 1
n)
)

= lim
n→+∞

n2

(
e(n+1)

(
1

n+1
− 1

2(n+1)2
+o

(
1

(n+1)2

))
− en(

1
n
− 1

2n2+o( 1
n2 ))

)
= lim

n→+∞
n2e
(
e−

1
2(n+1)

+o( 1
n+1) − e−

1
2n

+o( 1
n)
)

= lim
n→+∞

n2e
2

(
1

n
− 1

n+ 1
+ o

(
1

n2

))
=

e
2
.

所以当 x < 2 时, f(x) = 0. 当 x > 2 时, 极限不存在. 所以 f(x) 无定义. 因此 f(x) 的定义域

是 (−∞, 2], 值域是
{
0,

e
2

}
.
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6 由 f(x) 的连续性知, ∃c ∈ (0, 1), 使得 f(c) =
a

a+ b
. 由 Lagrange 中值定理知,

∃ξ ∈ (0, c), η ∈ (c, 1), 使得

f ′(ξ) =
f(c)− f(0)

c− 0
=

a

c(a+ b)
, f ′(η) =

f(1)− f(c)

1− c
=

b

(a+ b)(1− c)
.

所以
a

f ′(ξ)
+

b

f ′(η)
= (a+ b)c+ (a+ b)(1− c) = a+ b.

7 记

g(x) = f 2(x) +
1

2
f ′2(x),

则

g′(x) = (2f(x) + f ′′(x))f ′(x) = −xf ′2(x).

因此

g′(x)


⩾ 0, x < 0,

= 0, x = 0,

⩽ 0, x > 0,

由此可知, g(x) 在 x = 0 处取到最大值, 即

f 2(x) +
1

2
f ′2(x) ⩽ f 2(0) +

1

2
f ′2(0),

注意到上式右端是一个常数, 因此 f(x) 与 f ′(x) 均有界.
8 反证: 若 ∃ξ ∈ (a, b), 使得 |f(ξ)| = sup

a⩽x⩽b
|f(x)| > 0. 不妨 f(ξ) > 0, 此时 f ′(ξ) =

0, f ′′(ξ) < 0. 而 f ′′(ξ) = eξf(ξ) > 0, 矛盾.
9 把 f(x) 剖分成有限个区间, 运用 Lagrange 中值定理证明 f(x) 在每个区间上严格

递增. 再考虑有限点处, 利用函数连续性及 Darbox 定理即可.
10 由 L’Hospital 法则知,

l = lim
x→+∞

(f(x) + 2f ′(x) + f ′′(x)) = lim
x→+∞

ex(f(x) + 2f ′(x) + f ′′(x))

ex = lim
x→+∞

ex(f(x) + f ′(x))

ex

= lim
x→+∞

(f(x) + f ′(x)).

同时, 有
l = lim

x→+∞

ex(f(x) + f ′(x))

ex = lim
x→+∞

exf(x)
ex = lim

x→+∞
f(x).

所以 lim
x→+∞

f(x) = l, 且 lim
x→+∞

f ′(x) = lim
x→+∞

f ′′(x) = 0.

11
(1) 存在性: 由函数的连续性即可;
唯一性: 若 ∃c1 ̸= c2 且 c1, c2 ∈ (a, b), 使得 f(c1) = f(c2) = 0. 由 Lagrange 中值定理

知, ∃ξ ∈ (c1, c2), 使得 f ′(ξ) = 0. 而 f ′′(x) > 0, 所以当 x > c2 时, f ′(x) > 0; 当 x < c1 时,
f ′(x) < 0. 所以 f(a), f(b) > 0. 这与 f(a)f(b) < 0 矛盾.
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(2) x0 < c. 归纳证明: f(xn) > 0, x ∈ (x0, c). 证明思路: 由 xn+1−c = xn−c−f(xn)− f(c)

f ′(xn)
和 Lagrange 中值定理说明

0 <
1

f ′(xn)

f(xn)− f(c)

xn − c
=

f ′(ξ)

f ′(xn)
< 1.

12 往证: 数列 {bn} 单调递增有上界.
考虑函数

f(x) =
x

1− e−x
− a, g(x) = f(x)− x, x > 0,

从而

bn+1 = f(bn), bn+1 − bn = f(bn)− bn = g(bn).

求导得:

f ′(x) =
e−x(ex − (1 + x))

(1− e−x)2
⩾ 0, g′(x) =

e−x(1− x− e−x)

(1− e−x)2
⩽ 0,

其中已用到 ex ⩾ 1 + x, e−x ⩾ 1− x.
因此, f(x) 单调递增, g(x) 单调递减.
又

g(b1) = g(1− a) =
−a+ e−(1−a)

1− e−(1−a)
> 0, g(+∞) = −a < 0,

故存在唯一的 x0 ∈ (1− a,+∞), 使得 g(x0) = 0.
下面对 n 用数学归纳法证明 bn < bn+1 < x0 (∀n ∈ N∗).

(1) b1 = (1− a) < x0;
(2) 假设 bn < x0, 往证: bn < bn+1 < x0 (n ⩾ 1).

bn < bn+1 ⇐⇒ g(bn) > 0 = g(x0),

因为 g(x) 单调递减, 由归纳假设知上式 ⇐⇒ bn < x0, 成立.

bn+1 < x0 ⇐⇒ f(bn)− x0 < 0,

由 f(x) 单调递增及归纳假设知, 上式左端

LHS < f(x0)− x0 = g(x0) = 0,

因此 bn < bn+1 < x0.
(3) 由 (a)(b) 及数学归纳法知, bn < bn+1 < x0, ∀n ∈ N∗.

至此, 我们证明了数列 {bn} 单调递增有上界, 因此收敛, 记为 bn → b (n → ∞), 题设等式
两端取极限得: g(b) = 0 =⇒ b = x0 是方程

b

1− e−b
− b− a = 0 的根.

13 取 k =
2f(x)

(x− a)(x− b)
, 令 F (t) = f(t)− k(t− a)(t− b)

2
, 有 F (a) = F (b) = F (x) =

0. 由 Rolle 定理知, ∃η1 ∈ (a, x), η2 ∈ (x, b), 使得 F ′(η1) = F ′(η2) = 0. 故 ∃ξ(η1, η2), 使得
F ′′(ξ) = 0, 即 f ′′(ξ) = k.
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14 f ′
n(x) = nxn−1 lnx+ xn−1 = nfn−1(x) + xn−1. 对等式两边求 n− 1 阶导, 有

f
(n)
n (x)

n!
=

fn−1
n−1 (x)

(n− 1)!
+

1

n

递推得

f
(n)
n (x)

n!
= lnx+ 1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
.

令 x =
1

n
, 并令 n → +∞, 可知 lim

n→+∞

f
(n)
n

(
1
n

)
n!

= γ(γ 是 Euler 常数).

15 先用归纳法证明: yn+1

n+ 1
<

yn
n
, 再利用单调有界原理得 lim

n→+∞

yn
n

= 0, 然后有

lim
n→+∞

yn = lim
n→+∞

n
n
yn

stolz
= lim

n→+∞

1
n+1
yn+1

− n
yn

= lim
n→+∞

yn+1

n+1
· yn

n
yn
n
− yn+1

n+1

= lim
n→+∞

yn
n
ln
(
1 + yn

n

)
yn
n
− ln

(
1 + yn

n

)
= lim

n→+∞

(yn
n
)2

yn
n
−
(

yn
n
− y2n

2n2 + o
(

y2n
n2

))
= 2.

16 由条件易知 f (n)(x) = 0, n = 0, 1, 2, · · · . 对 f(x) 在 x = 0 处 Taylor 展开: ∃θ ∈
(0, 1) 使得

f(x) = f(0) + f ′(0)x+ · · ·+ f (n−1)(0)

(n− 1)!
xn−1 +

f (n)(θx)

n!
xn =

f (n)(θx)

n!
xn

=⇒ |f(x)| ⩽ |θx| · |x|n ⩽ |x|n+1 ,

上式令 n → ∞ 得: f(x) = 0, x ∈ (−1, 1). 由连续性得: f(x) = 0, x ∈ [−1, 1].
同理, 对 f (n)(x) 进行 Taylor 展开可知, f (n)(x) = 0, x ∈ [−1, 1], n = 0, 1, 2, · · · .
下面对 k 用数学归纳法证明: f (n)(x) = 0, x ∈ [−k, k], ∀k ∈ N∗, ∀n ∈ N∗.

(1) k = 1 时, 已证明;
(2) 假设结论对 k 成立, 下证对 k + 1 (k ⩾ 1) 成立.
对 f(x) 在 x = k 处 Taylor 展开: ∃θ ∈ (0, 1), 使得

f(x) =
f (n)(k + θ)

n!
(x− k)n

=⇒ |f(x)| ⩽ |k + θ| · |x− k|n ⩽ (k + 1) |x− k|n ,

上式令 n → ∞ 得: f(x) = 0, x ∈ [k, k + 1).
同理可证得 f (n)(x) = 0, x ∈ [−k − 1, k + 1].
(3) 由 (1)(2) 及数学归纳法知, f (n)(x) = 0, x ∈ [−k, k], ∀k ∈ N∗.

因此, f (n)(x) = 0, x ∈ (−∞,+∞). 特别地, 取 n = 0, 有 f(x) = 0, x ∈ (−∞,+∞).
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17 将函数 f(x) 在 x0 处进行 Taylor 展开, 得

f(x0 + h) = f(x0) + f ′(x0)h+ · · ·+ f (n)(x0)

n!
hn +

f (n+1)(x0)

(n+ 1)!
hn+1 + o(hn+1).

与题干展开式作差, 得

hn

n!
(f (n)(x0 + θnh)− f (n)(x0)) =

hn+1

(n+ 1)!
f (n+1)(x0) + o(hn+1).

化简得
f (n)(x0 + θnh)− f (n)(x0)

h
=

1

n+ 1
f (n+1)(x0) + o(1)

利用导数定义可得: lim
n→+∞

θn =
1

n+ 1
.

18 对 ∀ε > 0, ∃δ > 0, 当 |x| < δ 时, 有 m− ε <
f(2x)− f(x)

x
< m+ ε. 所以有

m− ε

2
<

f(x)− f
(
x
2

)
x

<
m+ ε

2
,

m− ε

22
<

f
(
x
2

)
− f

(
x
22

)
x

<
m+ ε

22
,

...

m− ε

2n
<

f
(

x
2n−1

)
− f

(
x
2n

)
x

<
m+ ε

2n
.

累加得

(m− ε)

(
1

2
+

1

22
+ · · ·+ 1

2n

)
<

f(x)− f
(

x
2n

)
x

< (m+ ε)

(
1

2
+

1

22
+ · · ·+ 1

2n

)
.

利用 f(x) 在 x = 0 处得连续性, 并令 n → +∞, 有

m− ε ⩽ f(x)− f(0)

x
⩽ m+ ε.

即得 ∣∣∣∣f(x)− f(0)

x
−m

∣∣∣∣ ⩽ ε < 2ε.

由导数定义知, f ′(0) = m.
19 在 x0 =

a+ b

2
处 Taylor 展开, 并在展开式中分别取 x = a, x = b, 即

f(a) = f

(
a+ b

2

)
+ f ′

(
a+ b

2

)(
a− b

2

)
+

f ′′(ξ1)

2

(
a− b

2

)2

;

f(b) = f

(
a+ b

2

)
+ f ′

(
a+ b

2

)(
b− a

2

)
+

f ′′(ξ2)

2

(
a− b

2

)2

将上述两式相加, 得

f(a)− 2f

(
a+ b

2

)
+ f(b) =

f ′(ξ1) + f ′(ξ2)

2

(b− a)2

4
= f ′′(ξ)

(b− a)2

4

其中最后一步用到了导函数的介值性, ξ 位于 ξ1 和 ξ2 之间.
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20 利用 Lagrange 中值定理, 有

f(0) = f(x)− f ′(x)x+
f ′′(ξ)

2
x2, ξ ∈ (0, x)

f(1) = f(x) + f ′(x)(1− x) +
f ′′(η)

2
(1− x)2, η ∈ (x, 1).

将上述两式相减, 得

f ′(x) = f(1)− f(0) +
f ′′(ξ)

2
x2 − f ′′(η)

2
(1− x)2.

因此

|f ′(x)| ⩽ |f(1)|+ |f(0)|+ |f ′′(ξ)|
2

x2 +
|f ′′(η)|

2
(1− x)2 ⩽ 2 + x2 + (1− x)2 ⩽ 3.

21 用反证法.
假设结论不成立,则 ∃X > 0,使得 ∀x > X,有 f ′(x) ⩾ f(ax) > 0. 即 f(x)在 x > X 时单

调递增. 取 X =
1

a− 1
> 0, ∀x > X, 有 ax > x+ 1. 由 Lagrange 中值定理知, ∃ξ ∈ (x, x+ 1),

使得

f(x+ 1)− f(x) = f ′(ξ) ⩾ f(aξ) ⩾ f(ax) ⩾ f(x+ 1) =⇒ f(x) ⩽ 0,

这与函数 f 的值域矛盾. 故假设不成立, 即, 对 ∀X > 0, ∃x > X, 使得 f ′(x) < f(ax). 依次取
X = 1, 2, · · · , 即, 对 ∀n ∈ N∗, ∃xn > n, 则数列 {xn} 趋于无穷且使得 f ′(xn) < f(axn).

9.3.3 C 组
1
(1) 找不动点 f(f(x)) = x, 解得 x0 = 1. 并令 f(1) = α, 则 f(α) = 1, f(f(α)) = f(1) =

α =⇒ α = 1. 而
f ′(f(x)) · f ′(x) = −3x2 + 2x,

取 x = 1, 得 (f ′(1))2 = −1, 矛盾.
(2) 找不动点 f(f(x)) = x, 解得 x1 = 1, x2 = 3. 类似得: f(1) = 1, f(3) = 3 或 f(1) =

3, f(3) = 1. 而
f ′(f(x)) · f ′(x) = 2x− 3,

若为第一种情况, 同 (1); 若为第二种情况, 分别取 x = 1, x = 3, 得到矛盾.
2 若 x0 ∈ Q, 即 ∃p0, q0 ∈ Z 且 (p0, q0) = 1, 使得 x0 =

p0
q0
. 当 x → x0 且 x ∈ R\Q, 有

R(x)−R(x0)

x− x0

=
0− 1

q0

x− x0

= − 1

q0(x− x0)

x→x0−−−→ ∞.

故不可导.
若 x0 ∈ R\Q, 考虑 x =

p

q
(p, q 定义同上)， R(x)

x− x0

=
1

p− qx0

. 则存在无穷组 (p, q,N)，使

得 |p− qx0| <
1

N
<

1

q
(证明参考本讲义例 1.5). 所以

R(x)

x− x0

=
1

p− qx0

> N.

由 N 的任意性知, lim
x→x0

R(x)−R(x0)

x− x0

不存在. 故 R(x) 处处不可导.
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3 即只需证明引理: 若多项式 p± p′ ⩾ 0 在 R 上成立, 则必有 p ⩾ 0.
证明: 因为 p±p′ ⩾ 0,所以 p必为首项系数为正数的偶次多项式. 所以 lim

x→±∞
p(x) = +∞.

故 p 必有最小值点 x0, 并满足 p′(x0) = 0. 所以

p(x) ⩾ p(x0) = p(x0)± p′(x0) ⩾ 0

对一切 x ∈ R 成立. 因此

p′′′ − p′′ − p′ + p = (p− p′′)− (p− p′′)′ ⩾ 0 =⇒ p− p′′ ⩾ 0 =⇒ p± p′ ⩾ 0 =⇒ p ⩾ 0.

4 考察

g(x) = e−
x

b−a (f(x)− f(a)).

只需证 ∃ξ ∈ (a, b), 使得 g′(ξ) = 0 即可.
若 η ∈ (a, b], 使得 f(η) = f(a), 则由 Rolle 定理知, ξ ∈ (a, η) ⊆ (a, b), 使得 g′(ξ) = 0.
若对 ∀x ∈ (a, b],f(x) ̸= f(a). 由 f(x) 的连续性, 不妨设 f(x) > f(a), 从而 g′(x0) < 0. 又由
Lagrange 中值定理知, ∃η ∈ (a, b), 使得

g′(η) =
g(b)− g(a)

b− a
> 0.

由 Darboux 定理知, f ′(x) 具有介值性. 故 ∃ξ 在 x0 和 η 之间, 使得 g′(ξ) = 0.
5 由题意知,

l(x) =
b− x

b− a
f(a) +

x− a

b− a
f(b).

因此

l(x)− f(x) =
b− x

b− a
(f(a)− f(x)) +

x− a

b− a
(f(b)− f(x)).

利用 Lagrange 中值定理, 得

f(a)− f(x) = (a− x)f ′(x) +
f ′′(ξ)

2
(a− x)2 (a < ξ < x),

f(b)− f(x) = (b− x)f ′(x) +
f ′′(η)

2
(b− x)2 (x < η < b).

代入后可得

l(x)− f(x) =
(b− x)(x− a)

2

(
x− a

b− a
f ′′(ξ) +

b− x

b− a
f ′′(η)

)
.

由于
b− x

b− a
,
x− a

b− a
> 0 且其和为 1, 故有

|l(x)− f(x)| = (b− x)(x− a)

2

(
x− a

b− a
|f ′′(ξ)|+ b− x

b− a
|f ′′(η)|

)
⩽ M

2
(b− x)(x− a) ⩽ (b− a)2

8
.
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6 设 lim
x→+∞

f(x) = a, lim
x→+∞

f (4)(x) = b. 由 Taylor 定理知,

f(x+ 1) = f(x) + f ′(x) +
f ′′(x)

2!
+

f (3)(x)

3!
+

f (4)(ζ)

4!
(x < ζ < x+ 1),

f(x− 1) = f(x)− f ′(x) +
f ′′(x)

2!
− f (3)(x)

3!
+

f (4)(η)

4!
(x < η < x+ 1).

把上式两项相加及相减, 分别得

f(x+ 1) + f(x− 1) = 2f(x) + f ′′(x) +
f (4)(ζ) + f (4)(η)

4!
,

f(x+ 1)− f(x− 1) = 2f ′(x) +
f (3)(x)

3
+

f (4)(ζ)− f (4)(η)

4!
.

在上面两式令 x → +∞, 即得

lim
x→+∞

f ′′(x) 存在, lim
x→+∞

(2f ′(x) +
f (3)(x)

3
) = 0,

再由 Taylor 定理知,

f(x+ 1) = f(x) + f ′(x) +
f ′′(α)

2!
(x < α < x+ 1),

f(x+ 1) = f(x)− f ′(x) +
f ′′(β)

2!
(x < β < x+ 1).

在上式令 x → +∞, 因为 lim
x→+∞

f ′′(x) 存在，故得

lim
x→+∞

f ′(x) = lim
x→+∞

f ′′(x)

2
= − lim

x→+∞
f ′(x) = 0.

因为 lim
x→+∞

(2f ′(x) +
f (3)(x)

3
) = 0, 故 lim

x→+∞
f (3)(x) = 0.

所以 lim
x→+∞

f (k)(x) = 0,k = 1, 2, 3.

7
(1) f(x) = sinx2;
(2) f(x) = 1

x
sin 1

x
, x0 = 0;

(3) f(x) = sinx2

x
;

(4) f(x) =
2 + sin 1

x

x
.

8 注意反复运用归纳法以及利用导数研究函数性质.

9.4 第 5 章

9.4.1 A 组
1

(1) 原式 = x arctanx−
ˆ

x

1 + x2
dx = x arctanx =

1

2
ln(1 + x2) + C;

(2) 分类讨论,并注意 x = 1处积分的连续性.
ˆ

| lnx| dx =

−x lnx+ x+ C, 0 < x ⩽ 1,

x lnx− x+ C + 2, x > 1.
;
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(3) 原式 =

ˆ dtanx
2 + tan2 x

=
1√
2
arctan tanx√

2
+ C;

(4) 原式=

ˆ tanx
(tanx+ 1)3

dtanx =

ˆ (
1

(tanx+ 1)2
− 1

(tanx+ 1)3

)
dtanx = − 1

tanx+ 1
+

1

2(tanx+ 1)2
;

(5) 原式 = x
√
a2 + x2 −

ˆ
x2

√
a2 + x2

dx = x
√
a2 + x2 + a2

ˆ dx√
a2 + x2

−
ˆ √

x2 + a2 dx

=⇒
ˆ √

x2 + a2 dx =
x

2

√
x2 + a2 +

a2

2

ˆ dx√
a2 + x2

=
x

2

√
x2 + a2 +

a2

2
ln(x+

√
a2 + x2) + C;

(6) 我们有 ˆ
cos ln x dx = x cos ln x−

ˆ
sin ln x dx,

ˆ
sin ln x dx = x sin ln x+

ˆ
cos ln x dx.

所以 ˆ
cos ln x dx =

x

2
(cos ln x− sin ln x) + C;

(7) 原式 =
ˆ

1

(x+ 1)(x2 + x+ 1)
dx =

1

3

ˆ (
1

x+ 1
− x− 2

x2 − x+ 1

)
dx

t=x− 1
2=
1

3

ˆ
1

x+ 1
dx− 1

3

ˆ
t

t2 + 3
4

dt+ 1

2

ˆ
1

t2 + 3
4

dt

=
1

3
ln |x+ 1| − 1

6
ln(t2 + 3

4
) +

√
3

3
arctan 2

√
3

3
t+ C

=
1

3
ln |x+ 1| − 1

6
ln(x2 − x+ 1) +

√
3

3
arctan 2

√
3

3

(
x− 1

2

)
+ C;

(8) 原式 =
ˆ (

1

(2 + x)2
− 2

2 + x
+

4

(4 + x)2
+

2

4 + x

)
dx = − 1

2 + x
−2 ln |2+x|− 4

4 + x
+

2 ln |4 + x|+ C;

(9) 令 t = 6
√
x. 原式 =6

ˆ dt
t(1 + t)

= 6 ln t

1 + t
+ C = 6 ln

6
√
x

1 + 6
√
x
+ C;

(10) 令 t =

√
1−

√
x

1 +
√
x
, 原式 = 8

ˆ
t2(t2 − 1)

(t2 + 1)3
dt = 8

ˆ (
2

(1 + t2)3
− 3

(1 + t2)2
+

1

1 + t2

)
dt

=
4t

(1 + t2)2
− 6t

1 + t2
+ 2 arctan t+ C = (

√
x− 2)

√
1− x+ 2 arctan

√
1−

√
x

1 +
√
x
+ C.

2
ˆ

f−1(x)dx = xf−1(x)−
ˆ

xdf−1(x)
y=f−1(x)

= yf(y)−
ˆ

f(y)dy = yf(y)−F (y)+C =

xf−1(x)− F (f−1(x)) + C.
3
(1) 利用

In =

ˆ dx
xn

√
1 + x2

=

ˆ d
√
1 + x2

xn+1
=

√
1 + x2

xn+1
+ (n+ 1)

ˆ √
1 + x2

xn+2
dx

记 Jn =

ˆ √
1 + x2

xn
, 则有 Jn+2 = In + In+2. 故

In =

√
1 + x2

xn+1
+ (n+ 1)(In + In+2) =⇒ In = −

√
1 + x2

(n− 1)xn−1
− n− 2

n− 1
In−2.
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.

(2) 我们有

In =

ˆ sin(n− 1)x cosx+ sinx cos(n− 1)x

sinx dx =

ˆ sin(n− 1)x cosx
sinx dx+

ˆ
cos(n− 1)x dx

=
1

2

ˆ sinnx+ sin(n− 2)x

sinx dx+

ˆ
cos(n− 1)x dx

=
1

2
(In + In−2) +

sin(n− 1)x

n− 1
.

因此

In =
2

n− 1
sin(n− 1)x+ In−2.

4 略

9.4.2 B 组
1

(1) 原式 =

ˆ
(tan2 x+ 1)2

tan4 x+ 1
dx =

ˆ
(t2 + 1)2

t4 + 1

dt
t2 + 1

=
1√
2
arctan

t− 1
t√
2

+ C

=
1√
2
arctan tanx− cotx√

2
+ C;

(2) 我们有
ˆ

(
√
tanx+

√
cotx) dx =

ˆ sinx+ cosx√
sinx cosx

dx =
√
2

ˆ d(sinx− cosx)√
1− (sinx− cosx)2

=
√
2 arcsin(sinx− cosx) + C

及
ˆ

(
√
tanx−

√
cotx) dx =

ˆ sinx− cosx√
sinx cosx

dx = −
√
2

ˆ d(sinx+ cosx)√
(sinx+ cosx)2 − 1

= −
√
2 ln | sinx+ cosx+

√
(sinx+ cosx)2 − 1|+ C

因此原式 =

√
2

2
arcsin(sinx− cosx)−

√
2

2
ln | sinx+ cosx+

√
(sinx+ cosx)2 − 1|+ C;

(3) 令 t =
x+ b

x+ a
. 原式 =− 1

(b− a)4

ˆ (
1− 1

t

)3

dt = − 1

(b− a)4

(
1

2t2
− 3

t
+ t− 3 ln t

)
+

C = − 1

(b− a)4

(
1

2

(
x+ a

x+ b

)3

− 3
x+ a

x+ b
+

x+ b

x+ a
− 3 ln

∣∣∣∣x+ b

x+ a

∣∣∣∣
)

+ C;

(4) 原式 = x
n
√
1 + xn

+ C.

9.5 第 6 章

9.5.1 A 组
1
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(1)
ˆ π

4

0

dx
cosx =

ˆ π
4

0

dsinx
1− sin2 x

=

ˆ √
2

2

0

dt
1− t2

=
1

2

(ˆ √
2
2

0

dt
1 + t

+

ˆ √
2

2

0

dt
1− t

)

=
1

2
ln 1 + t

1− t

∣∣∣√2
2

0
= ln(1 +

√
2);

(2)
ˆ π

4

−π
4

cos2 x
1 + e−x

dx =

ˆ π
4

0

cos2 x
(

1

1 + e−x
+

1

1 + ex

)
dx =

ˆ π
4

0

cos2 x dx =
π

8
+

1

4
;

(3) 原式 =

ˆ 1
2

0

x

ex + e1−x
dx+

ˆ 1

1
2

x

ex + e1−x
dx =

ˆ 1
2

0

x

ex + e1−x
dx+

ˆ 1
2

0

1− x

ex + e1−x
dx

=

ˆ 1
2

0

dx
ex + e1−x

=

ˆ 1
2

0

ex
e2x + e dx

t=ex
=

ˆ √
e

1

dt
t2 + e =

1√
e
arctan t√

e

∣∣∣√e

1
=

π

4
√
e −

1√
e arctan

1√
e ;

(4) 原式 =
n∑

k=1

ˆ kπ

(k−1)π

x| sinx| dx =
n−1∑
k=0

ˆ π

0

(x+ kπ)| sinx| dx

=
n−1∑
k=0

(ˆ π

0

x sinx dx+

ˆ π

0

kπ sinx dx
)

=
n−1∑
k=0

(π + 2kπ) = n2π.

2

(1) 原式 = lim
n→+∞

1

n

n∑
k=1

1√
1 +

(
k
n

)2 =

ˆ 1

0

dx√
1 + x2

= ln(x+
√
1 + x2)

∣∣∣1
0
= ln(1 +

√
2);

(2) 利用 L’Hospital 法则, 原式 = lim
x→+∞

2x · x8

1+x6

4x3
= lim

x→+∞

x6

2(1 + x6)
=

1

2
.

(3) 对 ∀x > 0,∃n ∈ N, 使得 x ∈ [nπ, (n+ 1)π). 利用
ˆ nπ

0

| sin t|dt = n

ˆ π

0

sin tdt = 2n, 得

2n

(n+ 1)π
=

1

(n+ 1)π

ˆ nπ

0

| sin t|dt ⩽ 1

x

ˆ x

0

| sin t|dt ⩽ 1

nπ

ˆ (n+1)π

0

| sin t|dt = 2(n+ 1)

nπ
.

而 lim
n→+∞

2(n+ 1)

nπ
=

2

π
= lim

n→+∞

2n

(n+ 1)π
, 由夹逼原理知, lim

x→+∞

1

x

ˆ x

0

| sin t|dt = 2

π
.

3 (2) =⇒ (3) =⇒ (1)�(4).

4 对 ∀ε > 0, 取 δ =
1

m+ 1
2

<
ε

2
(m ⩾ 2), 对 [0, 1] 的任意分割 T := x0 < x1 < · · · <

xn = 1. 设 x0, x1, · · · , xi 在 [0, δ) 内, xi+1, · · · , xn 在 [δ, 1) 内. 记 wk(f) 是 f 在 [xk−1, xk] 上

的振幅, 则有
n∑

k=1

wk(f)∆xk =
i∑

k=1

wk(f)∆xk +
n∑

k=i+1

wk(f)∆xk.

一方面,
i∑

k=1

wk(f)∆xk ⩽
i∑

k=1

∆xk < δ <
ε

2
.

另一方面, 注意到 f 在 [δ, 1] 内所有间断点是

{
1

i
| i = 2, 3, · · · ,m

}
, 间断点个数有限, 所以

f 在 [δ, 1] 上可积. 故 ∃δ0 > 0, 使得对 ∀ ||T || < δ0, 满足
n∑

k=i+1

wk(f)∆xk <
ε

2
. 综上, 对

∀ ||T || < δ0, 有
n∑

k=1

wk(f)∆xk < ε. 所以 f(x) 在 [0, 1] 上可积.
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5 利用 L’Hospital 法则和积分中值定理知, ∃ξx ∈ (0, x), 使得

原式 = lim
x→0

´ x

0
f(t) dt´ x

0
f(t) dt+ xf(x)

= lim
x→0

xf(ξx)

xf(ξx) + xf(x)
= lim

x→0

f(ξx)

f(ξx) + f(x)
(0 < ξx < x)

=
f(0)

f(0) + f(0)

=
1

2
.

6 F (x) = −x2 cos 1
x
+

ˆ x

0

2t cos 1
t
dt, F (0) = 0,

F ′(0) = lim
x→0

F (x)

x
= lim

x→0

(
−x cos 1

x
+

1

x

ˆ x

0

2t cos 1
t
dt
)
. 而

∣∣∣∣1x
ˆ x

0

2t cos 1
t
dt
∣∣∣∣ ⩽ 1

|x|

ˆ |x|

0

|2t cos 1
t
| dt ⩽ 2

|x|

ˆ |x|

0

t dt = |x| x→0−−→ 0.

且

0 ⩽ |x cos 1
x
| ⩽ |x| x→0−−→ 0.

所以 F ′(0) = 0.
7 构造变限积分后求导即可.

8 令 F (x) =

ˆ x

a

f(t) dt, 则 F ′(x) ⩽ F (x), 所以 (e−xF (x))′ ⩽ 0, e−xF (x) 在 [a, b] 上递

减. 而 F (a) = 0, 所以 e−xF (x) ⩽ 0, 即 F (x) ⩽ 0, 所以 f(x) ⩽ F (x) ⩽ 0.
9 ∃ξ ∈ (0, 1), η ∈ (1, 2), 有

ˆ 2

0

f(x) dx =

ˆ 1

0

f(x) dx+

ˆ 2

1

f(x) dx =

ˆ 1

0

(f(0) + xf ′(ξ)) dx+

ˆ 2

1

(f(2) + (x− 2)f ′(η)) dx

= 2 +

ˆ 1

0

xf ′(ξ) dx+

ˆ 2

1

(x− 2)f ′(η) dx.

因为 |f ′(x)| ⩽ 1, 故有

2−
ˆ 1

0

x dx+

ˆ 2

1

(x− 2) dx ⩽
ˆ 2

0

f(x) dx ⩽ 2 +

ˆ 1

0

x dx+

ˆ 2

1

(2− x) dx.

所以

1 ⩽
ˆ 2

0

f(x) dx ⩽ 3.

10
(1) 我们有

n∑
k=1

f(k)−
ˆ n

1

f(x)dx = f(1) +
n−1∑
k=1

ˆ k+1

k

(f(k + 1)− f(x))dx ⩾ f(1) ⩾ 0.

及

n∑
k=1

f(k)−
ˆ n

1

f(x)dx = f(n) +
n−1∑
k=1

ˆ k+1

k

(f(k)− f(x))dx ⩽ f(n).
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(2) 我们有
n∑

k=1

f(k)−
ˆ n

1

f(x)dx = f(n) +
n−1∑
k=1

ˆ k+1

k

(f(k)− f(x))dx ⩾ f(n) ⩾ 0.

及

n∑
k=1

f(k)−
ˆ n

1

f(x)dx = f(1) +
n−1∑
k=1

ˆ k+1

k

(f(k + 1)− f(x))dx ⩽ f(1).

令 g(n) =
n∑

k=1

f(k) −
ˆ n

1

f(x)dx. 而 g(n + 1) − g(n) = f(n + 1) −
ˆ n+1

n

f(x)dx ⩽ 0, 即

{g(n)}∞n=1 单调递减, 以及 0 ⩽ g(n) ⩽ f(1). 由单调有界原理知命题成立.

9.5.2 B 组
1

(1) 原式 =
1√
3
arctan

(
tanx√

3

) ∣∣∣π2 −

0
+

1√
3
arctan

(
tanx√

3

) ∣∣∣π
π
2
+
=

π√
3
;

(2) 由 lim
x→0

sinx ln sin x = 0 可知其为瑕积分. 利用 1− cosx ∼ x2

2
可知,

原式 = (1− cosx) ln sin x
∣∣∣π2
0+

−
ˆ π

2

0

(1− cosx) · cosxsinx dx = −
ˆ π

2

0

(1− cosx) · cosxsinx dx

= −
ˆ π

2

0

sinx cosx
1 + cosx dx =

ˆ π
2

0

(
− sinx+

sinx
1 + cosx

)
dx = (cosx− ln(1 + cosx))

∣∣∣π2
0

= ln 2− 1.

(3) 我们有

I(m,n) =
1

m+ 1
xm+1 lnn x

∣∣∣1
0
− n

m+ 1

ˆ 1

0

xm+1 lnn−1 x dx

= − n

m+ 1
I(m,n− 1)

= · · ·

= −
n∏

k=1

n− k + 1

m
I(m, 0)

=
(−1)nn!

(m+ 1)n+1
.

2
(1) 一方面,

n∑
k=1

1√
n2 + n− k2

=
n−1∑
k=0

1√
n2 + n− k2

+
1√
n
− 1√

n2 + n

<
1

n

n−1∑
k=0

1√
1−

(
k
n

)2 +
1√
n
− 1√

n2 + n

n→+∞−−−−→
ˆ 1

0

dx√
1− x2

=
π

2
.
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另一方面,
n∑

k=1

1√
n2 + n− k2

=
1

n

n∑
k=1

1√
1 + 1

n
−
(
k
n

)2 >

ˆ 1

0

1√
1 + 1

n
− x2

dx = arcsin 1√
1 + 1

n

n→+∞−−−−→ π

2
.

所以原式 =
π

2
.

(2) 略
3 略

4 略

5 略

6 略

7 略

8 略

9 略

10 考虑函数

g(x) =
1

x− α

ˆ x

α

f(t) dt, x ∈ (α, 1].

往证: g(x) 单调递增.

g′(x) =
f(x)(x− α)−

´ x
α
f(t) dt

(x− α)2
=

´ x
α
(f(x)− f(t)) dt
(x− α)2

⩾ 0,

其中已用到 f(x) 单调递增.
因此 g(x) 单调递增, g(1) ⩾ g(β), 从而

1

1− α

ˆ 1

0

f(x) dx ⩾ 1

1− α

ˆ 1

α

f(x) dx ⩾ 1

β − α

ˆ β

α

f(x) dx.

下面证明系数
1− α

β − α
是最佳的. 通过构造函数来证明.

一个容易想到的函数是

f(x) =

0, x ∈ [0, α),

C, x ∈ [α, 1],

其中 C > 0 为常数. 但此函数不满足连续的条件, 为了构造一个连续的函数, 我们可以考虑用
一系列连续函数来逼近这一函数. 例如, 考虑如下的折线函数:

fn(x) =



0, x ∈
[
0, α− 1

n

]
,

n(x− α) + 1, x ∈
(
α− 1

n
, α

)
,

1, x ∈ [α, 1].

n ∈ N∗

满足 ˆ 1

0

f(x) dx = 1− α +
1

2n
,

1− α

β − α

ˆ β

α

f(x) dx = 1− α,

现在, 令 n → ∞ 可知, 系数 1− α

β − α
是最佳的.
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11 略

12 略

13 令 t =
x

h
, k =

1

h
. 即证:

lim
k→∞

ˆ k

−k

1

t2 + 1
f(

t

k
)dt = πf(0).

由题意知, ∃M > 0, 使得 |f(x)| ⩽ M . 对 ∀0 < ε < M, ∃δ > 0 及 X0 = tan
(π
2
− ε

8M

)
, 当

|x| < δ 时, |f(x)− f(0)| < ε

4π
. 当 x > X0 时, 有

∣∣∣∣ˆ +∞

x

1

t2 + 1
dt
∣∣∣∣ = π

2
− arctanx <

π

2
− arctanX0 =

ε

8M
.

取 k > max
{
X0

δ
,X0

}
, 有

∣∣∣∣ˆ k

−k

1

t2 + 1
f(

t

k
)dt− πf(0)

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣ˆ k

−k

1

t2 + 1
(f(

t

k
)− f(0))dt− 2

ˆ +∞

k

1

t2 + 1
f(0)dt

∣∣∣∣
⩽
ˆ k

−k

1

t2 + 1

∣∣∣∣f( tk )− f(0)

∣∣∣∣ dt+ 2

ˆ +∞

k

1

t2 + 1
|f(0)| dt

⩽
(ˆ X0

−X0

+

ˆ X0

−k

+

ˆ k

X0

)
1

t2 + 1

∣∣∣∣f( tk )− f(0)

∣∣∣∣ dt
+ 2

ˆ +∞

k

1

t2 + 1
|f(0)| dt

⩽
ˆ X0

−X0

1

t2 + 1
· ε

4π
dt+ 2

ˆ k

X0

2M

t2 + 1
dt+ 2

ˆ +∞

k

M

t2 + 1
dt

<

ˆ +∞

−∞

1

t2 + 1
· ε

4π
dt+ 2

ˆ +∞

X0

2M

t2 + 1
dt+ 2

ˆ +∞

X0

M

t2 + 1
dt

<
ε

4
+ 6M· ε

8M
< ε

故有

lim
k→∞

ˆ k

−k

1

t2 + 1
f(

t

k
)dt = πf(0).

得证.
14 略

9.5.3 C 组
1 因为 f(x) 在 [a, b] 上可积, 故对 ∀ε > 0, 存在 [a, b] 的一个分割 T : a = x0 < x1 <

· · · < xn = b. 使得
n∑

k=1

wk(f)∆xk <
ε

2
. 其中 wk(f) 是 f(x) 在区间 [xk−1, xk] 上的振幅. 记 M



中国科学技术大学
数学分析 (B1) 习题课讲义 9 部分补充习题提示与解答 130

是 |f(x)| 的一个上界, 当 λ >
4nM

ε
时, 有

∣∣∣∣ˆ b

a

f(x) sinλxdx
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ˆ xk+1

xk

(f(x)− f(xk) + f(xk)) sinλxdx
∣∣∣∣∣

⩽
n∑

k=1

ˆ xk+1

xk

|f(x)− f(xk)| dx+
n∑

k=1

|f(xk)|
∣∣∣∣ˆ xk+1

xk

sinλxdx
∣∣∣∣

⩽
n∑

k=1

wk(f)∆xk +M
n∑

k=1

∣∣∣∣cosλxk+1 − cosλxk

λ

∣∣∣∣
⩽

n∑
k=1

wk(f)∆xk +
2Mn

λ

<
ε

2
+

ε

2
< ε

所以 lim
λ→+∞

ˆ b

a

f(x) sinλxdx = 0. 同理可证: lim
λ→+∞

ˆ b

a

f(x) cosλxdx = 0.

2 记 f(x) = R(x). 对 ∀ε > 0,取 N =

[
2

ε

]
+1, δ =

ε

2N2
.只需证:对任意在 [a, b]上的分

割 T : a = x0 < x1 < · · · < xn = b 满足 ||T || < δ 及 ∀ξk ∈ [xk−1, xk], 均有
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

f(ξk)∆xk

∣∣∣∣∣ < ε.

将和式分成如下两部分:
n∑

k=1

f(ξk)∆xk =
∑
(1)

f(ξk)∆xk +
∑
(2)

f(ξk)∆xk

其中
∑
(1)

f(ξk)∆xk 表示对小区间 [xk−1, xk] 包含了 x = 0 及 x =
m

n
, (m,n) = 1, n < N 的求

和,
∑
(2)

f(ξk)∆xk 表示其余求和部分. 我们有

|
∑
(1)

f(ξk)∆xk| ⩽
∑
(1)

|f(ξk)||∆xk| ⩽
∑
(1)

|∆xk|

<
N−1∑
k=1

kδ =

(
N(N − 1)

2
+ 1

)
δ

< N2δ =
ε

2
(9.3)

及

|
∑
(2)

f(ξk)∆xk| ⩽
∑
(2)

|f(ξk)||∆xk| ⩽
1

N

∑
(2)

|∆xk|

<
1

N
<

ε

2
(9.4)

由 (9.3)、(9.4) 得∣∣∣∣∣
n∑

k=1

f(ξk)∆xk

∣∣∣∣∣ ⩽
∣∣∣∣∣∣
∑
(1)

f(ξk)∆xk

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
∑
(2)

f(ξk)∆xk

∣∣∣∣∣∣ < ε

2
+

ε

2
= ε
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3 略

4 略

5 略

6 略

7 略

8 略

9.6 第 7 章

9.6.1 A 组
1 略

2 略

3 略

4 设 cn = an −
n−1∑
i=1

bi (n = 1, 2, · · · ), 由
∞∑
n=1

bn 收敛, 知其部分和数列
{

n∑
i=1

bi

}
有界,

即, ∃M > 0,
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

bi

∣∣∣∣∣ ⩽ M (n = 1, 2, · · · ), 故 cn = an −
n−1∑
i=1

bi ≥ 0−M = −M 有下界. 又

cn+1 − cn = an+1 − an − bn < 0 =⇒ cn+1 < cn,

数列 {cn} 单调递减, 从而 {cn} 收敛, lim
n→∞

cn 存在, 故 lim
n→∞

an = lim
n→∞

cn +
∞∑
n=1

bn 也存在.

5 略

6 略

7
(1) 当 0 < α < 1 时,

n∑
k=1

1

kα
=

n∑
k=1

ˆ k

k−1

1

kα
dx <

n∑
k=1

ˆ k

k−1

1

xα
dx =

ˆ n

0

1

xα
dx =

1

1− α
n1−α,

=⇒ 1

n2

(
n∑

k=1

1

kα

)
<

1

n2
· 1

1− α
n1−α =

1

1− α
· 1

n1+α

由于级数
∞∑
n=1

1

n1+α
(α > 0) 收敛, 由上式及比较判别法知, 正项级数

∞∑
n=1

1

n2

(
n∑

k=1

1

kα

)
(0 <

α < 1) 收敛. 当 α ⩾ 1 时,
1

n2

(
n∑

k=1

1

kα

)
≤ 1

n2

(
n∑

k=1

1

k
1
2

)
.

由 1◦ 的结论及比较判别法知, 正项级数
∞∑
n=1

1

n2

(
n∑

k=1

1

kα

)
(α ⩾ 1) 收敛.

综上, 正项级数
∞∑
n=1

1

n2

(
n∑

k=1

1

kα

)
(α > 0) 收敛.
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(2) 由于函数 fn(x) =
x

n
− sin x

n
是奇函数, 故只需讨论函数项级数

∞∑
n=1

(x
n
− sin x

n

)
在

[0, A] 上的一致收敛性.

对于某个取定的A > 0,取N = [A]+1 ∈ N∗,则原函数项级数的一致收敛性与
∞∑

n=N

(x
n
− sin x

n

)
相同. 由于

n ⩾ N > A =⇒ x

n
< 1 =⇒ 0 ⩽ x

n
− sin x

n
<

1

3!
·
(x
n

)3
⩽ 1

6
·
(
A

n

)3

,

由级数
∞∑

n=N

1

n3
收敛及 Weierstrass 判别法知, 函数项级数

∞∑
n=N

(x
n
− sin x

n

)
在 [0, A] 上一致收

敛. 从而原函数项级数
∞∑
n=1

(x
n
− sin x

n

)
在 [−A,A] 上一致收敛.

8 记 SN =
n∑

k=1

ak. 则 lim
n→∞

Sn−1

Sn

= 1 − lim
n→∞

an
Sn

= 1. 故幂级数
∞∑
n=1

Snx
n 的收敛半径是

1. 又因为
∞∑
n=1

Snx
n ⩾

∞∑
n=1

anx
n, 由比较判别法知 R ⩾ 1. 又由

∞∑
n=1

an 发散知 R ⩽ 1. 故 R = 1.

9.6.2 B 组
1 略

2
(1) 略;
(2) 略;

(3) 当 x ∈ [0,
1

2
] 时,

∞∑
n=1

∣∣∣∣ xn

1 + x+ x2 + · · ·+ x2n−1
cosnx

∣∣∣∣ ⩽ ∞∑
n=1

xn =
x

1− x
< +∞, 由

Weierstrass 判别法知该级数在 [0,
1

2
] 上一致收敛. 对任意固定的 x ∈ [

1

2
, 1], 有

xn+1

1 + x+ x2 + · · ·+ x2n+1
<

xn+1

x+ x2 + · · ·+ x2n
=

xn

1 + x+ x2 + · · ·+ x2n−1
.

以及

0< xn

1 + x+ x2 + · · ·+ x2n−1
<

xn

1 + x+ x2 + · · ·+ xn
<

xn

(n+ 1)xn
=

1

n+ 1
↓ 0.

由 Weierstrass 判别法知
{

xn

1 + x+ x2 + · · ·+ x2n−1

}
一致收敛于 0.

又因为
∞∑
n=1

cosnx在 [
1

2
, 1]上一致有界,由Dirichlet判别法知

∞∑
n=1

xn

1 + x+ x2 + · · ·+ x2n−1
cosnx

在 [
1

2
, 1] 上一致收敛. 综上,

∞∑
n=1

xn

1 + x+ x2 + · · ·+ x2n−1
cosnx 在 [0, 1] 上一致收敛.

3 证明必要性时, 运用

an+1 − an
an ln an+1

=

an+1

an
− 1

ln an+1

⩾ ln an+1 − ln an
ln an+1

,
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4 略

5 略

6 略

7 因为

(n+1)2−1∑
k=n2

1

k
>

ˆ (n+1)2−1

n2

1

x
= ln (n+ 1)2

n2
> ln (n+ 2)2 − 1

(n+ 1)2 − 1
=

ˆ (n+2)2−1

(n+1)2−1

1

x
>

(n+2)2−1∑
k=(n+1)2

1

k
,

由 Leibniz 判别法知, 级数
∞∑
n=1

(−1)n
(n+1)2−1∑

k=n2

1

k
收敛. 又因为

N∑
n=1

(−1)[
√
n]

n
=

[
√
N ]−1∑
n=1

(−1)n
(n+1)2−1∑

k=n2

1

k
+ (−1)[

√
N ]

N∑
k=[

√
N ]2

1

k
,

且

0 <
N∑

k=[
√
N ]2

1

k
<

ˆ N

[
√
N ]2

1

k
= ln N

[
√
N ]2

< ln N

(
√
N − 1)2

N→∞−−−→ 0.

由夹逼原理知, lim
N→∞

N∑
k=[

√
N ]2

1

k
= 0. 所以

∞∑
n=1

(−1)[
√
n]

n
收敛.

8 易知 lim
n→∞

(
an
an+1

− 1

)
= 0. 由 lim

x→0

ln(x+ 1)

x
= 1 得: lim

n→∞
lnn ln an

an+1

= λ. 因为

0 < ln
(
1 +

1

n

)
lnn <

1

n
lnn n→∞−−−→ 0,

=⇒ ln nan
(n+ 1)an+1

= ln an
an+1

− ln n+ 1

n
∼

λ

lnn,

由

∞∑
n=1

1

lnn 发散及比较判别法知
∞∑
n=1

ln nan
(n+ 1)an+1

= +∞, 故 lim
n→∞

nan = 0

9 略

10 略

9.6.3 C 组
1 由题意得: an → +∞, 分以下两种情况考虑.

(1) 若数列 {an} 单调递增, 则

a1 + a2 + · · ·+ a2n ⩾ a1 + a2 + · · ·+ a2n−1 ⩾ an + an+1 + · · ·+ a2n−1 ⩾ nan,

2n− 1

a1 + a2 + · · ·+ a2n−1

+
2n

a1 + a2 + · · ·+ a2n
⩽ 2n− 1

nan
+

2n

nan
<

4

an
,

由
∞∑
n=1

1

an
收敛及比较判别法知,

∞∑
n=1

n

a1 + a2 + · · ·+ an
也收敛.
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(2) 若 {an} 不单调, 可以将其从小到大重排, 记新数列为 {bn}, 由 Riemann 重排定理知,
∞∑
n=1

1

bn
仍然收敛, 且 {bn} 单调递增, 由 (a) 知

∞∑
n=1

n

b1 + b2 + · · ·+ bn
收敛. 又

b1 + b2 + · · ·+ bn ⩽ a1 + a2 + · · ·+ an,

=⇒ n

a1 + a2 + · · ·+ an
⩽ n

b1 + b2 + · · ·+ bn
,

由比较判别法知

∞∑
n=1

n

a1 + a2 + · · ·+ an
收敛.

2 若 {an} 有界, 则 {an} 收敛, 从而 an+1 − an → 0 (n → ∞), 结论显然成立. 下设
{an} 无界.
由 {an} 单调递增知, ∃N ∈ N∗, 使得 ∀n > N , an > 0, 由于改变有限项不影响级数的敛散

性, 不妨设 {an} 为正数列. 记 bn = an+1 − an (n ∈ N∗), 则 b1 + b2 + · · ·+ bn = an+1 − a1.
n∑

k=1

k

b1 + b2 + · · ·+ bk
⩽ 4

n∑
k=1

1

bk
=⇒

n∑
k=1

n

an+1 − a1
⩽ 4

n∑
k=1

1

ak+1 − ak
,

由 an ⩽ n2 lnn 知

n

an+1 − a1
⩾ n

(n+ 1)2 ln(n+ 1)
⩾ 1

2
· 1

(n+ 1) ln(n+ 1)
,

由于级数
∞∑
n=1

1

(n+ 1) ln(n+ 1)
发散, 因此

∞∑
n=1

1

an+1 − an
发散.

3 略
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