
1 等离子体基本概念和方程 1

基本参数：

玻尔兹曼常数 k = 1.36×10−23J/K，电子电荷 e = 1.6×10−19C，电子质

量 me = 9.1×10−31kg，质子质量 mp = 1.67×10−27kg，mp/me = 1837，光

速 c = 3.0×108m/s，真空介电常数 ε0 = 1
4π×9.0×109F/m

，真空磁导率 µ0 =

4π×10−7N/A2，ε0µ0 = c−2

基本计算公式：
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∇ · (f × g) = (∇ × f) · g − (∇ × g) · f
∇ × (f × g) = (g · ∇)f − (∇ · f)g + (∇ · g)f − (f · ∇)g

∇(f · g) = (g · ∇)f + g × (∇ × f) + (f · ∇)g + f × (∇ × g)

∇ × (∇ × f) = ∇(∇ · f) − ∇2f

∇ · (fg) = (∇ · f)g + (f · ∇)g

1 等离子体基本概念和方程
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等离子体的温度常用能量 kT 表示，1eV ~11600K
平衡态等离子体具有 Maxwellian 分布
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非 Maxwellian 分布的有效动力学温度 kT = 1
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准中性的时间尺度：成分震荡频率 ωpα =

√
nαq2α
mαϵ0

，等离子体振荡频率 ωp =√
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德拜屏蔽方程 ∂2φ
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空间尺度：成分德拜长度 λDα =
√
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，等离子体德拜长度 λ−2
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粒子热运动速度 vte =
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= λDeωpe

2 单粒子运动

单粒子运动方程
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回旋运动：E = 0，回旋频率 Ω = − qB
m
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引导中心 R = r − ρ，ρ = v×Ω
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引导中心漂移速度 vc = v//+vf +vm = (v ·b)b+ f×b
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磁场不均匀性引起的漂移 vm = vcv + v∇B = −m(v2
// + 1

2
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⊥)κ × b
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绝热不变量：周期运动的广义坐标 q 的广义动量 p 的积分导出一个绝热不变

量 J =
∮
pdq。

回旋运动磁矩 µ =
mv2

⊥
2B

投射角 θ：速度方向与磁力线的夹角，2 cot2 θ = 2v2
///v

2
⊥

磁镜力（磁场梯度力）：F = −µ∇B

损失锥分布：最小通行投射角 θm 满足 sin2 θm =
v2
⊥

v2 =
Bmin
Bmax

，当投射角

θ < θm 时，粒子能够穿过磁镜区域，剩下无法穿过强磁场区域的粒子束缚在弱磁

场中，称为束缚粒子，其分布称为损失锥分布。

磁镜弹跳运动中的纵向不变量 J = 2
∫ z2
z1
mv2dz

等磁通面环绕漂移运动的纵向不变量 J =
∮
pφdφ ≈ qΦ

3 等离子体的方程描述

D维运动，分布函数 f(x, v, t)，单位体积内动能 1
2
nmu2，热运动动能 D

2
nkT

动理论方程
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m
· ∇vf = 0 F = q(E + v × B)

矩方程：动理论方程乘上 ψ(v) 并对 v 积分
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压强张量 P = mn⟨(v − u)(v − u)⟩ = p⊥I + (p// − p⊥)bb

等离子体受力方程（动量方程）
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Maxwell 方程组 
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等离子体受力

ρ
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其中磁压力 Pm = B2
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，磁张力 (B·∇)B
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等离子体 β = P
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电磁张量 T = − B2
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I + BB

µ0
，j × B = ∇ · T

磁场的变化方程等价于 d
dt

B
ρ

= (B
ρ
·∇)u，即磁场冻结；碰撞扩散项 η

µ0
∇2B，

其中 E + u × B = ηj，η =
νeime

ne2

磁雷诺数：冻结项与扩散项的比值 Rm ≈ µ0uL

η

广义欧姆定律：流动项 + 霍尔效应项 + 电子压力项 + 电子惯性项 + 碰撞电
阻项

E = −ui × B +
j × B
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等离子体的平衡态方程 ∇p = j × B，即

−∇(p+
B2

2µ0

) +
B · ∇B

µ0

= 0

螺度 g · (∇ × g) 在理想磁流体封闭区域内守恒，磁重联过程近似守恒
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4 等离子体中的波动

Ψ(x, t) =

∫
Ψk(k, ω)e

i(k·x−ωt)
dkdω

Ψk(k, ω) =
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2π

∫
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−i(k·x−ωt)
dxdt

∂

∂t
= −iω ∇ = ik

相位 ϕ = k · x − ωt

相速度：相位不变 dϕ
dt

= 0，vp = ω
k

群速度：波包的传播速度 vg = dω
dk

|ω0

非磁化等离子体静电波的色散关系 1−Σα
ωpα

ω2−k2v2
sα

= 0。当 ω 处于高频时，

电子起主要作用，产生电子静电波（朗缪尔波）：色散关系 ω2 = ω2
pe + k2v2

se，其

中电子声波速度 vse =
√
γ kTe

me
；冷等离子体 ω ≈ ωpe =

√
n0e2

meε0
，热等离子体

在长波下色散关系近似为 ω ≈ ωp(1 + 3
2
k2λ2

De)，短波情况会产生强烈的波与电

子相互作用。当 ω 处于低频时，长波波段 kλDe ⩽ 1，产生离子声波 ω = kvs，

vs =
√

γekTe+γikTi
mi

；短波波段 kλDe ⩾ 1 产生离子静电波 ω2 = ω2
pi + k2v2

si。

电磁波色散关系 (nn−n2I + ε) ·E1 = 0，ε = I + iσ
ωε0
，n = kc

ω
，冷等离

子体电导率 σ =
iε0ω2

pe
ω

I，电场垂直于波矢方向时色散关系为 ω2 = ω2
pe + k2c2

磁化等离子体中的磁流体力学波：本底磁场沿 z 方向，波矢位于 x − z 平面

内，色散关系 
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其中，声波速度 v2
s =

γP0
ρ0
，Alfven速度 v2

A =
B2

0
µ0ρ0

。第一解 vy ̸= 0，vx = vz = 0

时为 Alfven 波，色散关系 ω = kzvA = kvA cos θ，vp = vg = vA cos θ，电场扰
动 E1 = −B0vyex，磁场扰动 B1 = k

ω
×E1 = − kzB0

ω
vyey，密度扰动和压力

扰动 ρ1 = p1 = 0，电流扰动 j1 = − ikzB0
µ0ω

vyk×ey。另一解 vy = 0，vx, vz ̸= 0

时为磁声波，色散关系 ω2
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2
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2
A cos2 θ ，称

为快磁声波和慢磁声波。

磁化冷等离子体中的电磁波 j = σ · E

ε =


ε1 iε2 0

−iε2 ε1 0
0 0 ε3


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ε1 = 1 − Σα

ω2
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ω2 − Ω2
α

ε2 = −Σα

Ωα

ω

ω2
pα

ω2 − Ω2
α

ε3 = 1 − Σα

ω2
pα

ω2

由电磁波的色散关系导出方程∣∣∣∣∣∣∣∣
ε1 − n2 cos2 θ iε2 n2 sin θ cos θ

−iε2 ε1 − n2 0

n2 sin θ cos θ 0 ε3 − n2 sin2 θ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

垂直传播电磁波的色散关系 (ε1(ε1 − n2) − ε22)(ε3 − n2) = 0。

第一解 n2 = ε3 为寻常模 O模，色散关系 ω2 = k2c2+Σαω
2
pα ≈ k2c2+ω2

pe，

Ez ̸= 0，Ex = Ey = 0，是线偏振波。

另一解 n2 = ε1 − ε22
ε1
为异常模（X 模），是 x − y 平面内的椭圆偏振波，

Ex ̸= 0 或 Ey ̸= 0。

使得 k = 0 的频率称为截止频率，低于截止频率时电磁波不能传播。O 模截
止频率为 ωpe，X 模截止频率为 ωL = − |Ωe|

2
+

√
Ω2
e
4

+ ω2
pe，ωR = − |Ωe|

2
+√

Ω2
e
4

+ ω2
pe。

使得 k → ∞ 的频率是波的共振频率。O 模没有共振频率，X 模共振条件是
ε1 = 0，则有高混杂波 ω2

HH = ω2
pe + Ω2

e，低混杂波 ω2
LH = Ωi|Ωe|，退化为波

矢方向的线偏振纵波，即退化为静电波模。

平行传播电磁波的色散关系 (ε22 − (ε1 − n2)2)ε3 = 0。

第一解 ε3 = 0 为电子静电波，Ex = Ey = 0，Ez ̸= 0，色散关系 ω2 =

Σαω
2
pα。

第二解 n2 = ε1 + ε2 为左旋圆偏振波，Ex = iEy ̸= 0，Ez = 0，色散关系

( kc
ω
)2 = 1−

ω2
pe+ω2

pi
(ω+|Ωe|)(ω−Ωi)

；频率较高时 ( kc
ω
)2 = 1−

ω2
pe

ω(ω+|Ωe|)，截止频率为

ωL；频率较低、波长较短时 ω = Ωi(1−
ω2
pi

k2c2
)，成为离子回旋波，在离子回旋频

率上共振；频率极低时 ω = kvA(1 +
v2
A

c2
)−

1
2，成为左旋圆偏振 Alfven 波。

第三解 n2 = ε1 − ε2 为右旋圆偏振波，Ex = −iEy ̸= 0，Ez = 0，色散

关系 ( kc
ω
)2 = 1 −

ω2
pe+ω2

pi
(ω−|Ωe|)(ω+Ωi)

；频率较高时 ( kc
ω
)2 = 1 −

ω2
pe

ω(ω−|Ωe|)，截止

频率为 ωR；接近电子回旋频率、波长较短 ω = |Ωe|(1 −
ω2
pe

k2c2
)，成为电子回旋

波，在电子回旋频率上共振；频率极低时 ω = kvA(1 +
v2
A

c2
)−

1
2，成为右旋圆偏振

Alfven 波。
右旋偏振波在频率远低于电子回旋频率、远高于离子回旋频率时称为哨声波，色

散关系 ω = k2c2|Ωe|
ω2
pe

，群速度随频率升高 vg = 2c
ωpe

√
ω|Ωe|。

带电粒子的运动轨迹

−i
ω

Ωα

vα =
E

B0

+ vα × ez

vαz =
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ω

Ez
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vα⊥ = (
E⊥
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× ez − i
ω

Ωα

E⊥
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)/(1 −
ω2

Ω2
α

)

5 等离子体中的不稳定性

朗道阻尼：波与电子的共振相互作用。当电子的运动速度与波的相速度相差不

大时，电子就被波的势阱捕获，从而与波一起运动。开始时速度小于波速的粒子得

到加速，而开始时速度大于波速的粒子被减速，最后被捕获的粒子平均速度都与波

的速度相同。对于 Maxwellian 分布，运动速度在波速附近的粒子中，速度慢的比
速度快的粒子更多。从而获得加速的粒子多于减速的粒子。总体看来，波失去能量

而粒子获得能量。波的幅度就会逐渐减小，形成阻尼。

电子静电波的阻尼率 ωi = −
√

π
8

ωpe

k3λ3
De

exp(− 1

2k2λ2
De

− 3
2
)

动理论伯恩斯坦波是磁化等离子体中的电子静电波。垂直磁场传播的静电波是

动理论伯恩斯坦波。伯恩斯坦波没有阻尼，而对于斜向传播的静电波，可产生阻尼。

波与带电粒子共振条件 ω − kzvz = nΩ

MHD 不稳定性能量原理：假设系统中的等离子体各处都有微小位移，如果系
统整体的能量有所上升，则系统处于稳定平衡状态，反之，则不平衡。

扰动 ξ(r, t) = ξ(r)e−iωt，速度 v = dξ
dt

≈ ∂ξ
∂t
。连续性方程 ρ1 = −∇·(ρ0ξ)，

绝热方程 p1 = −ξ·∇p0−γp0∇·ξ，磁场冻结方程B1 = ∇×(ξ×B0)，牛顿方程

F = −ρ0ω2ξ = j1×B0+j0×B1−∇p1 系统能量变化 δW = −
∫ ∫

F ·dξdV，
形变项恒为正，总压力项，内部磁场项恒为正，电流驱动项常为负，压力不均匀项

常为负，等离子体压缩项恒为正（不可压为 0）。
Rayleigh-Taylor 不稳定性：磁流体密度分层。色散关系 ω2 =

2k2B2
0z

µ0(ρu+ρl)
+

kg
ρl−ρu
ρu+ρl

。若上半部分密度大于下半部分且没有磁场，则 ω2 < 0 引发不稳定性；

若磁场存在且足够强则稳定。

柱形等离子体不稳定性：柱形等离子体内部磁场和压力是均匀且电流存在于

等离子体柱表面的等离子体扰动。a 为柱形等离子体半径，色散关系 µ0ρ0ω
2 =

k2B2
0 − I′m(ka)

Im(ka)
(Km(ka)

K′
m(ka)

(kB0z + m
a
Bθ(a))

2 +
kB2

θ(a)

a
)

腊肠不稳定性B0z = 0,m = 0，稳定性条件B2
0 >

B2
θ(a)

2
或 δ(

B2
θ−B2

0
2µ0

)δr =

δ(
−2B2

θ+4B2
0

2µ0
) (δr)2

r
> 0（内部场 B0 ∝ r−2，外部场 Be ∝ r−1）

扭曲不稳定性 B0z = 0,m = 1，稳定性条件：短波稳定，长波 ω2
min =

mB2
θ

µ0ρ0a2 (
mB2

0
B2

0+B2
0z

− 1) ⩾ 0

交换不稳定性：表现在等离子体中的 Rayleigh-Taylor 不稳定性，稳定性条件
是磁通量管的体积减小 δV < 0，即 δ

∫
dl
B
< 0

双流不稳定性：两种成分，有各自的初速度。色散关系 1 = Σα
ωpα

(ω−kvα0)2
。临

界波数 dk
dω

= 0 ⇒ kc(vi0 − ve0) = (ω
2
3
pi + ω

2
3
pe)

3
2，当 |k| < kc 时存在复数解，

即不稳定，反之稳定。当 k = 0,±kc 时增长率为 0，在不稳定范围内最大增长率
为 γ = ωpe

√
3

2
( me
2mi

)
1
3

撕裂模不稳定性：方向相反的两部分磁场的分界面，此处存在一个电流片，若

存在电阻则会使电流片破裂形成不稳定性，引发磁场重联。

等离子体不可压缩条件 ∇ · ξ = 0


