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——From 电动力学对策组

混合积：൫f⃗ × gሬ⃗ ൯ · hሬ⃗ = f⃗ ȉ ൫gሬ⃗ × hሬ⃗ ൯; f⃗ × ൫gሬ⃗ × hሬ⃗ ൯ = ൫f⃗ · hሬ⃗ ൯gሬ⃗ − ൫f⃗ · gሬ⃗ ൯hሬ⃗ = f⃗ ȉ ൫hሬ⃗ gሬ⃗ − gሬ⃗ hሬ⃗ ൯    双点乘：T⃡: S⃡ = T୧୩S୩୧•

四维Minkowski张量结论(未采用复数而采用爱因斯坦求和标记)：

反对称张量：A஑β =

⎝

⎛

0 pଵ pଶ pଷ
−pଵ 0 aଷ −aଶ
−pଶ −aଷ 0 aଵ
−pଷ aଶ −aଵ 0 ⎠

⎞ = {pሬ⃗ , aሬ⃗ }, Aαஒ = {−pሬ⃗ , aሬ⃗ }, A∗αஒ = ଵ
ଶ!
⎯⎯εαஒμνAஜν = {aሬ⃗ , −pሬ⃗ }○

Tαβ = ቆ
ϕ pሬ⃗
qሬ⃗ T⃡

ቇ ⇒ X஑ = ∂ஒT஑ஒ ൝
𝑋଴ = 𝜕଴ϕ + ∇ ȉ pሬ⃗
𝑋௜ = 𝜕଴𝑞௜ + 𝜕௝𝑇௜௝

T对称：X = ቆ
∂଴ϕ + ∇ ȉ pሬ⃗
∂଴pሬ⃗ + ∇ · Tሬ⃗

ቇ   T反对称：X = ቆ ∇ · pሬ⃗
− ∂଴pሬ⃗ + ∇ × aሬ⃗ ቇ

○

•

常用结论：det൫I⃡ + f⃗gሬ⃗ ൯ = 1 + f⃗ ȉ gሬ⃗ , ∇ϕ = ∇ ȉ (ϕI⃡)
∇൫f⃗ · gሬ⃗ ൯ = ൫∇f⃗൯ · gሬ⃗ + (∇gሬ⃗ ) · f⃗ = f⃗ ȉ ∇gሬ⃗ + gሬ⃗ ȉ ∇f⃗ + f⃗ × (∇ × gሬ⃗ ) + gሬ⃗ × ൫∇ × f⃗൯○

∇ × ൫f⃗ × gሬ⃗ ൯ = ∇ ȉ ൫gሬ⃗ f⃗ − f⃗gሬ⃗ ൯ = (∇ · gሬ⃗ + gሬ⃗ ȉ ∇)f⃗ − ൫∇ · f⃗ + f⃗ ȉ ∇൯gሬ⃗○

若∇ × Eሬሬ⃗ = 0, T⃡ = Const, 则∇൫T⃡: ∇Eሬሬ⃗ ൯ = T⃡: ∇∇Eሬሬ⃗○

•

链式法则：令tr = tr(r⃗), ϕ = ϕ(tr), Aሬሬ⃗ = Aሬሬ⃗ (tr)

∇ϕ(tr) = ϕ̇∇tr, ∇Aሬሬ⃗ (tr) = (∇tr)Aሬሬ⃗ ̇ , ∇ · Aሬሬ⃗ (tr) = (∇tr) · Aሬሬ⃗ ̇ , ∇ × Aሬሬ⃗ (tr) = ∇tr × Aሬሬ⃗ ̇○

•

Taylor展开：ϕ(r⃗ + ε⃗) = eகሬ⃗ ȉ∇ϕ(r⃗) = ቂ1 + ε⃗ ȉ ∇ + ଵ
ଶ!
⎯⎯(ε⃗ ȉ ∇)ଶ + ⋯ ቃ ϕ(r⃗), f⃗(r⃗ + ε⃗) = eε⃗·∇f⃗(r⃗)•

散度积分：∫ dV ∇ϕ = ∮ dσሬሬ⃗  ϕ 
பV

 
୚ ; ∫ dV൫∇ × Aሬሬ⃗ ൯ = ∮ dσሬ⃗ × 𝐴 

ப୚
 

୚ ; ∫ dV ∇ ȉ T⃡ = ∮ 𝑑𝜎⃗ ȉ 𝑇ሬ⃗ 
డ௏

 
୚•

Green公式：

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧∫ dV[ϕ∇ଶψ + ∇ϕ · ∇ψ] = ∮ dσሬሬ⃗ ȉ ϕ∇ψ = ∮ ϕ ∂ந

பn
⎯⎯dσ 

பV
 

பV
 

V

∫ dV[ϕ∇ଶψ − ψ∇ଶϕ] = ∮ dσሬሬ⃗ ȉ (ϕ∇ψ − ψ∇ϕ) 
பV

 
୚

∫ dV[ϕ∇ଶϕ + (∇ϕ)ଶ] = ∮ dσሬሬ⃗ ȉ ϕ∇ϕ 
பV

 
V

•

旋度积分：∫ (dσሬ⃗ × ∇) = ∮ dl⃗ 
பΣ

 
ஊ , 后面加什么都成立•

曲线坐标*

拉梅系数 ∂୶ሬ⃗
பxα
⎯⎯⎯= Hαeොα(no sum)   while Hα = ቚ ∂x⃗

∂୶ಉ
⎯⎯⎯ቚ = ට∑ ቀபXi

பxα
⎯⎯⎯ቁ

ଶ
ଷ
iୀଵ

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ 
    ○

等x஑面法向：∇xα =
∂xα

∂x⃗
⎯⎯⎯ = h஑eො஑    while  Hαh஑ = 1○

场：

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ∇ϕ = ∑ ଵ

ୌಉ
⎯⎯ଷ

αୀଵ ቀ பϕ
∂୶ಉ
⎯⎯⎯ቁ eො஑

∇ · aሬ⃗ = ଵ
HభୌమHయ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቂப(ୟభୌమୌయ)

பxభ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯+ ப(ୟమୌయୌభ)

∂୶మ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯+ ∂(aయୌభୌమ)

பxయ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቃ

∇ × aሬ⃗ = ∑ ε஑βγ ൤ ොୣα
ୌಊୌಋ
⎯⎯⎯⎯൬ப൫ୟಋୌγ൯

பxβ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯൰൨ଷ

αஒγ=ଵ

⇐ 三剑客

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ∇xα = eොα

ୌಉ
⎯⎯

∇ × ොୣಉ
ୌಉ
⎯⎯ = 0

∇ · ୌಉ௘̂ಉ
ு

⎯⎯⎯⎯= 0

○

⇒ Δ = ଵ
ୌభHమୌయ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቈ ∂

பxభ
⎯⎯⎯ቆୌమHయ

Hభ
⎯⎯⎯⎯ቀ ப

∂୶భ
⎯⎯⎯ቁቇ + ∂

பxమ
⎯⎯⎯ቆୌయHభ

Hమ
⎯⎯⎯⎯ቀ ப

∂୶మ
⎯⎯⎯ቁቇ + ∂

பxయ
⎯⎯⎯ቆୌభHమ

Hయ
⎯⎯⎯⎯ቀ ப

∂୶య
⎯⎯⎯ቁቇ቉   ○

球：Hr = 1, H஘ = r, Hϕ = rsinθ, H = rଶsinθ 柱：Hs = H୸ = 1, Hம = s, H = s, 其实H = J(正交坐标下)○

•

δ函数*

F[δ(x)] = 1, ଵ
ଶπ
⎯⎯∫ e୧λxdλ = δ(x)ା∞

−ஶ ,∫ cosλx dλ = 2πδ(x)+ஶ
ି∞ , δᇱ(−x) = −δ(x), xδᇱ(x) = −δ(x), δ(αx) = ଵ

஑
⎯δ(x)○

Fൣxk൧ = ik2πδ୩(λ), F[sgnx] =
2
iλ
⎯⎯, F ቈ

1
xଶ⎯⎯቉ = −π|λ|, F ቈ

1
xଷ⎯⎯቉ =

π
2
⎯⎯λ|λ|i, F[H(x)] = πδ(λ) − i

1
λ
⎯⎯○

< f(n)(x), ϕ(x) >= (−1)n < f(x), ϕ(n)(x) > ，δ(୬)(x) ∗ f(x) = δ(x) ∗ f(n)(x), L൫f(x) ∗ g(x)൯ = (Lf) ∗ g = g ∗ Lg○

δ[u(x)] = Σ
δ(x − x୩)
|uᇱ(x୩)|⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯, xk为实轴上单零点○

高维δ函数

δ(x⃗) =
1
|J|
⎯⎯δ൫ξ⃗൯, Δ

1
r
⎯⎯= −4πδ(r⃗), ∇

1
R
⎯⎯= −4πδ(Rሬ⃗ )

F[1] = (2π)୬δ(λ), Fൣxଵ
αభ xଶ

αమ … xn
஑౤൧ = (2π)ni஑భା⋯+஑౤

∂αభା⋯+஑nδ(λ)
∂λଵ

஑భ … ∂λ୬
αn

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

F[sina · x] = i2୬ିଵπ୬൫δ(λ + a) − δ(λ − a)൯; F[cosa · x] = 2nିଵπ୬(δ(λ + a) + δ(λ − a))

○

•

Helmholtz定理
∇ ȉ F⃗(r⃗) = D(r⃗), ∇ × Fሬ⃗ (r⃗) = Cሬ⃗ (r⃗)○

则在远场条件下：F⃗ = −∇ϕ + ∇ × Aሬሬ⃗ = −∇ ଵ
ସπ
⎯⎯∫ dVᇱ ୈ൫୰ሬ⃗ ᇲ൯

ୖ
⎯⎯⎯⎯+ ∇ × ଵ

ସπ
⎯⎯∫ dVᇱ Cሬ⃗ ቀr⃗ᇲቁ

R
⎯⎯⎯○

•

Maxwell

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

𝑫 = 𝜀௥𝜀଴𝑬
𝑩 = 𝜇௥𝜇଴𝑯

𝒋𝟎 = 𝜎(𝑬 + 𝒗 × 𝑩 + 𝑲)
∇ · j⃗(r⃗, t) = − ∂tρ(𝑟, t)

回忆一下辅助矢量和完备性

→

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ ඾ 𝑫 ȉ 𝑑𝑺 = 𝑞଴

 

 

ර 𝑬 ȉ 𝑑𝒍 = (−𝐼௠) − ඵ
𝜕𝑩
𝜕𝑡
⎯⎯⎯ȉ 𝑑𝑺

 

 

 

 

඾ 𝑩 ȉ 𝑑𝑺 = 0(𝑞௠)
 

 

ර 𝑯 ȉ 𝑑𝒍 = 𝐼଴ + ඵ
𝜕𝑫
𝜕𝑡
⎯⎯⎯ȉ 𝑑𝑺

 

 

 

 

⇒

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ ∇ ȉ 𝑫 = 𝜌௘଴

∇ × 𝑬 = (−𝒋𝒎) −
𝜕𝑩
𝜕𝑡
⎯⎯⎯

∇ ȉ 𝑩 = 0(𝜌௠)

∇ × 𝑯 = 𝒋𝟎 +
𝜕𝑫
𝜕𝑡
⎯⎯⎯

•

边值关系法则：∇作用于场或者源：∇→ nොଵ→ଶ, Fሬ⃗ → F⃗ଶ − F⃗ଵ, 其余场 → 0，其余源：体密度 → 面密度•

电磁势

广义势能：U = e൫ϕ − v⃗ ȉ Aሬሬ⃗ ൯   广义动量：pሬ⃗ = ∂L
பv⃗
⎯⎯= mvሬ⃗ + eAሬሬ⃗○

场 Eሬ⃗ = −∇ϕ − ∂tAሬሬ⃗    and  ∇ × Aሬሬ⃗ = Bሬሬ⃗ ⇒  规范变换 ϕᇱ = ϕ − ∂tΨ、Aሬሬ⃗ ᇱ = Aሬሬ⃗ + ∇Ψ ○

Coulomb规范：∇ · Aሬሬ⃗ = 0,  Lorentz规范：∇ · Aሬሬ⃗ + ଵ
ୡమ⎯⎯∂୲ϕ = L = 0, d'Alembert算子： □ ≜ ∇ଶ − ଵ

ୡమ⎯⎯∂୲
ଶ○

则真空场方程：ቐ
□ϕ + ∂tL = − ஡

εబ
⎯⎯

□Aሬሬ⃗ − ∇L = −μ଴ j⃗
 ○

Colomb规范场方程：൞
Δϕ = − ஡

கబ
⎯⎯

□Aሬሬ⃗ = −μ଴ j⃗ + ଵ
ୡమ⎯⎯∇ ∂tϕ

⇒ (静态解){
ϕ = ଵ

ସπεబ
⎯⎯⎯ ∫ dVᇱ ஡൫௥⃗ᇲ൯

ୖ
⎯⎯⎯⎯

Aሬሬ⃗ (r⃗) = μబ
ସπ
⎯⎯∫ 𝑑Vᇱ j⃗ቀr⃗ᇲቁ

R
⎯⎯⎯

○

Lorentz规范场方程：ቐ
□ϕ = − ஡

εబ
⎯⎯

□Aሬሬ⃗ = −μ଴ j⃗
○

•

能量
Poynting定理：𝐸ሬ⃗ ȉ j⃗ = − ∂tω − ∇ · S⃗, 其具有解的不确定性○

线性无色散物质：S⃗ ≜ Eሬ⃗ × Hሬሬ⃗ , ω ≜ ଵ
ଶ
⎯Dሬሬ⃗ ȉ Eሬሬ⃗ + ଵ

ଶ
⎯Bሬሬ⃗ ȉ Hሬሬ⃗○

能量中心：Rሬ⃗ ε ≜ ∫ ୢVω୰ሬ⃗ +ஊౡகౡ୰kሬሬሬ⃗
∫ d୚னାΣkகౡ

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯, 相对论下vሬ⃗ = ୡమ୮ሬሬ⃗
க

⎯⎯⎯, 有v⃗க = cమ୔ሬሬ⃗ t౥t
୙౪o౪

⎯⎯⎯⎯为能量中心速度○

•
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动量角动量

动量密度：gሬ⃗ ≜ ε଴Eሬሬ⃗ × Bሬሬ⃗ = ୗሬ⃗

ୡమ⎯⎯, 动量流密度：T⃡ = ωI⃡ − ε଴൫Eሬሬ⃗ Eሬሬ⃗ + cଶBሬሬ⃗ Bሬሬ⃗ ൯, Fሬ⃗ = − ∮ 𝑑𝜎⃗ ȉ 𝑇 
ப୚

线性均匀物质：gሬ⃗ = Dሬሬ⃗ × Bሬሬ⃗ , T⃡ = ωI⃡ − ൫Dሬሬ⃗ Eሬሬ⃗ + Bሬሬ⃗ Hሬሬ⃗ ൯，T⃡对称

线性各向同性：f଴ሬሬሬ⃗ − ଵ
ଶ
⎯Eଶ∇ε − ଵ

ଶ
⎯Hଶ∇μ(对介质的力) = − ∂୲gሬ⃗ − ∇ · T⃡

○

角动量密度：l⃗ୣ୫ ≜ r⃗ × gሬ⃗ , 角动量流密度：R⃗⃖ = −T⃡ × r⃗(线性，均匀各向同性)○

•

静电场*
格林倒易定律：∫ ϕᇱdq = ∫ϕdq′○

介质：Dሬሬ⃗ = ε୭Eሬሬ⃗ + Pሬሬ⃗ ⇒ ∇ · (ε∇ϕ) = −ρ଴, ω = ଵ
ଶ
⎯Dሬሬ⃗ ȉ Eሬ⃗ = ଵ

ଶ
⎯ε଴Eଶ + ଵ

ଶ
⎯Pሬሬ⃗ ȉ Eሬ⃗ , W = ଵ

ଶ
⎯∫ dV ρ଴ϕ○

唯一性定理：∫ dV ∇ · (ϕε∇ϕ) = ∫ dV ε(∇ϕ)ଶ = ∮ dσ ϕε பம
பn
⎯⎯ 

பV
 

୚
 

V

Dirichlet边条：ϕ(r⃗s) = f(r⃗s), (r⃗s ∈ ∂V)

Newman边条：∂ϕ
பn
⎯⎯|பV = g(r⃗s)

导体边界：只需要知道每个导体边界的总电量即可

○

•

柱拉普拉斯方程的普遍解*：u(r, θ) = (A଴ + B଴lnr)(C଴ + D଴ϕ) + Σnୀଵ
ା∞ (C୬r୬ + Dnrିn)(A୬cosnθ + B୬sinnθ)•

轴对称球Laplace方程的解*: u(r, θ) = Σ୬=଴
ஶ ൫C୬r୬ + Dnrି(୬+ଵ)൯P୬(cosθ)•

伴随Legendre方程*：[(1 − xଶ)yᇱ]ᇱ + ቀλ − ୫మ

ଵ−୶మ⎯⎯⎯ቁ y = 0

第一类伴随勒让德函数:Pn
m(x) ≜ (1 − xଶ)

m
మ⎯⎯ dm

d୶ౣ⎯⎯⎯Pn(x), 第二类 Q୬
୫(x) ≜ (1 − xଶ)

m
మ⎯⎯ୢౣ

ୢxm⎯⎯⎯Q୬(x)○

ห|P୬
୫(x)|ห

ଶ
=

2
2n + 1
⎯⎯⎯⎯⎯⎯

(n + m)!
(n − m)!
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯○

常见 P଴
଴(cosθ) = 1, Pଵ

଴(cosθ) = cosθ, Pଵ
ଵ(cosθ) = sinθ, Pଶ

଴ = ଵ
ସ
⎯(1 + 3cos2θ), Pଶ

ଵ(cosθ) = ଷ
ଶ
⎯sin2θ, Pଶ

ଶ(cosθ) =
ଷ
ଶ
⎯(1 − cos2θ)

○

球函数 Yn୫(θ, ϕ) ≜ ቀ
cosmϕ
sinmϕቁ P୬

୫(cosθ), Nn଴
ଶ = ସπ

ଶnାଵ
⎯⎯⎯⎯, Nn୫

ଶ = ଶπ
ଶnାଵ
⎯⎯⎯⎯ȉ (୬+୫)!

(୬−୫)!
⎯⎯⎯⎯⎯, m ≥ 1 球谐函数：Y୪m =

ටଶlାଵ
ସπ

⎯⎯⎯ (lିm)!
(୪+୫)!
⎯⎯⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ 
 P୪

୫(cosθ)e୧mம

○

球laplace一般解：u(r, θ, ϕ) = Σ୬=଴
ஶ Σmୀ଴

n ൬ r୬

rି(୬+ଵ)൰ P୬
୫(cosθ) ቀ

cosmϕ
sinmϕቁ○

•

Green基本解*:

格林公式 三维൞
∯ u பv

∂୬
⎯⎯dS = ∭ uΔvdV + ∭ ∇u ȉ ∇v dV 

୚
 

୚
 

ୗ

∯ ቀu ∂୴
பn
⎯⎯− v பu

∂୬
⎯⎯ቁ dS = ∭ (uΔv − vΔu)dV 

୚
 

ୗ

, 二维 ൞
∮ u ∂୴

பn
⎯⎯dl = ∬ uΔvdA + ∬ ∇u ȉ ∇vdA 

ୈ
 

ୈ
 

୪

∮ ቀu பv
∂୬
⎯⎯− v பu

∂୬
⎯⎯ቁ dl = ∬ (uΔv − vΔu)dA 

ୈ
 

୪

○

ΔଷU = δ(x, y, z), U = −
1

4πr
⎯⎯⎯, ΔଶU = δ(x, y), U = −

1
2π
⎯⎯⎯ln

1
r
⎯⎯○

Δଶu + kଶu = 0, U =
1
4
⎯⎯N଴(kr), Δଶu − kଶ = 0, U = −

1
2π
⎯⎯⎯K଴(kr)○

Δଷu + kଶu = 0, U = −
eିi୩r

4πr
⎯⎯⎯⎯ or −

coskr
4πr

⎯⎯⎯⎯⎯, Δଷu − kଶu = 0, U = −
e-k୰

4πr
⎯⎯⎯○

基本解：u(M) = ∫ f(M଴)GdM଴ + ଵ
β
⎯∮ ϕ(M଴)GdS଴ = ∫ f(M଴)GdM଴ − ଵ

஑
⎯ ∮ ϕ(Mబ) பீ

பnబ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯dS଴

 
∂୚

 
୚

 
பV

 
V , (二维相同形式）

二类边值推广格林函数，u(M) = ∫ f(M଴)GdM଴ + ∮ ϕ(M଴)GdS଴ + C 
பV

 
V  ቀ补加项 ଵ

୚
⎯ቁ

(补加边界− ଵ
ୗ
⎯),u(M) = ∫ f(M଴)G(M଴; M)dM଴ + ∮ பϕ(Mబ)

பnబ 
⎯⎯⎯⎯⎯G(M଴; M)dS଴ + C 

பV
 

V

○

夹角公式：cosψ = cosθcosθ଴ + sinθsinθ଴cos (ϕ − ϕ଴)○

圆内格林函数：G(M; M଴) = ଵ
ଶπ
⎯⎯[ln ଵ

୰(M,Mబ)⎯⎯⎯⎯⎯⎯− ln R
ρ୰(୑,୑భ)⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯]○

本征函数展开：∇ଶψ୬(M) + λψ(M) = 0; ψ(Ms)|∂୚ = 0, 则G = Σ୬
ந౤

∗ ൫୑ᇲ൯ந౤(M)
λn

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯○

•

电多极子

电偶极子：pሬ⃗ ≜ ∫ r⃗ᇱdq, ϕ(r⃗) = ୮ሬሬ⃗ ȉ୰ሬ⃗
ସπகబ୰య⎯⎯⎯⎯⎯, Eሬሬ⃗ (r⃗) = ଷ(୮ሬሬ⃗ ȉ୰ො)୰ොି୮ሬሬ⃗

ସπεబ୰య⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯, U = −pሬ⃗ ȉ Eሬሬ⃗ ୣ, Fሬ⃗ = pሬ⃗ ȉ ∇Eሬሬ⃗ ୣ, τ = pሬ⃗ × Eሬ⃗ ୣ○

电四极子：D⃖ሬ⃗ = 3D⃖ሬ⃗ ᇱ − Tr൫Dሬሬ⃗ ᇱ൯I⃡ ≜ ∫ ൫3r⃗ᇱr⃗ᇱ − rᇱଶI⃡൯dq, ϕ(r⃗) = ଵ
଼஠கబ୰య⎯⎯⎯⎯⎯D⃖ሬ⃗ : rොrො, Eሬሬ⃗ (r⃗) = ହ൫ୈ⃖ሬ⃗ :୰ሬ⃗ ୰ሬ⃗ ൯୰ሬ⃗

଼஠கబ୰ళ⎯⎯⎯⎯⎯⎯− ୰ሬ⃗ ȉୈ⃖ሬ⃗

ସ஠கబ୰ఱ⎯⎯⎯⎯⎯(留意的对称

性),U = − ଵ
଺
⎯D⃖ሬ⃗ : ∇Eሬሬ⃗ ୣ, F = ଵ

଺
⎯D⃖ሬ⃗ : ∇∇Eሬሬ⃗ ୣ, τ⃗ = ଵ

ଷ
⎯൫D⃖ሬ⃗ ȉ ∇൯ × Eሬሬ⃗ ୣ

○

球展开：ଵ⎯ୖ = ଵ
୰>
⎯⎯Σlୀ଴

∞ ൬୰<
୰ಭ
⎯⎯൰

୪
P୪(r̂ · rොᇱ) = ଵ

୰>
⎯⎯Σlୀ଴

∞ ൬୰<
୰ಭ
⎯⎯൰

୪ ସ஠ 
ଶ୪ାଵ
⎯⎯⎯ Σmୀିl

l Yl୫
∗ (Ωᇱ)Y୪m(Ω)

球内展开：ϕ(r⃗) = 1
4πε0
⎯⎯⎯Σ୪ୀ଴

ஶ Σ୫ୀି୪
୪ A୪୫r୪Y୪୫(Ω)where A୪୫ = ସ஠

ଶ୪ାଵ
⎯⎯⎯ ∫ ଢ଼ౢౣ

∗ ൫ஐᇲ൯

୰ౢశభᇲ⎯⎯⎯⎯⎯⎯dq

球外展开：ϕ(r⃗) = 1
4πε0
⎯⎯⎯Σl=0

∞ Σm=−l
l ୆ౢౣ

୰ౢశభ⎯⎯⎯Y୪୫(Ω)where B୪୫ = ସ஠
ଶ௟ାଵ
⎯⎯⎯ ∫ 𝑟ᇱ௟𝑌௟௠

∗ (Ωᇱ)𝑑𝑞 
 

○

•

静磁场*

能量：ω = ଵ
ଶ
⎯Bሬሬ⃗ ȉ Hሬሬ⃗ = Bమ

ଶμబ
⎯⎯⎯− ଵ

ଶ
⎯Mሬሬሬ⃗ ȉ Bሬ⃗ , W = ଵ

ଶ
⎯∫ dV ൫j଴ሬሬ⃗ · Aሬሬ⃗ ൯, 对固有磁矩的物体，力学势能：U = −W

(因为电池做功 = 磁能增加和安培力功的和)

○

自感/互感系数：W = ଵ
ଶ
⎯Σ୧kL୧kIiIk, where Li୩ = μబ

ସπ
⎯⎯∮ ∮ d୪౟ሬሬሬሬሬ⃗ ȉd୪ౡሬሬሬሬሬሬ⃗

Riౡ
⎯⎯⎯⎯ 

େk
 

େi○

二维二分量：∇ଶA = −μj଴, 边值关系：Aଵ = Aଶ, ଵ
ஜమ
⎯⎯ቀபA

∂n
⎯⎯ቁ

ଶ
− ଵ

ஜభ
⎯⎯ቀபA

∂n
⎯⎯ቁ

ଵ
= −i଴○

•

对于稳恒电流重要的积分*：∫ dV ȷ⃗ = ∫ dV ∇ ȉ (ȷ⃗r⃗) + ∂஡
ப୲
⎯⎯r⃗ = pሬ⃗ ̇ , ∫ dV ȷ⃗r⃗ = mሬሬሬ⃗ × I⃡ + ଵ

଺
⎯D⃖ሬ̇⃗ + ଵ

଺
⎯ġI⃡(考虑∇ · (ȷ⃗r⃗r⃗))

Where mሬሬሬ⃗ = ଵ
ଶ
⎯∫ dV (r⃗ × ȷ⃗)(与原点无关), g = ∫dV ρrଶ○

Aሬሬ⃗ (r⃗) =
μ଴mሬሬሬ⃗ × r⃗

4πrଷ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ and Bሬሬ⃗ (r⃗) =
μ଴

4πrଷ⎯⎯⎯⎯[3(mሬሬሬ⃗ ȉ rො)r̂ − mሬሬሬ⃗ ] or Bሬ⃗ (r⃗) = −∇ψ(r⃗), ψ(r⃗) =
μ଴mሬሬሬ⃗ ȉ r⃗

4πrଷ⎯⎯⎯⎯⎯⎯, W = mሬሬሬ⃗ ȉ Beሬሬሬ⃗ , , U = −W外○

F⃗ = mሬሬሬ⃗ ȉ ൫∇Beሬሬሬ⃗ ൯, τ⃗ = mሬሬሬ⃗ × Bሬ⃗ ୣ(r⃗)○

•

磁标势*

在不包含电流的单连通区域有：ψ(r⃗) = − ୍
ସπ
⎯⎯∫ −R෡ ȉ d஢ᇲሬሬሬሬ⃗

ୖమ⎯⎯⎯, Hሬሬ⃗ = 
ஊ − ∇ψ○

对存在介质处：∇ ȉ Hሬሬ⃗ = −∇ · Mሬሬሬ⃗ = ρ∗, ∇ଶψ = ∇ · Mሬሬሬ⃗ = −ρ∗ 则边界条件ቐ
ψଵ = ψଶ

∂நభ
பn

⎯⎯⎯− ∂நమ
பn

⎯⎯⎯= nො ȉ ൫Mଵሬሬሬሬሬ⃗ − Mଶሬሬሬሬሬ⃗ ൯
,

Bሬ⃗ = μ଴൫Hሬሬ⃗ + Mሬሬሬ⃗ ൯

○

对简单介质(非永磁体)：则边界条件ቐ
ψଵ = ψଶ

μଵ
∂நభ
பn

⎯⎯⎯− μଶ
∂நమ
பn

⎯⎯⎯= 0
，Bሬሬ⃗ = μHሬሬ⃗○

•

时谐电磁波

真空波动方程：□Eሬ⃗ = 0 = □Bሬሬ⃗ , 偏振度R෨ ≜ Eబమ෪
Eబభ෪⎯⎯⎯= ୅మ

Aభ
⎯⎯e୧δ 圆偏振基（沿着z正传播）{

RCP: eොା = eభෞା୧ୣమ෢

√ଶ⎯⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯

LCP: eො− = eభෞି୧ୣమ෢

√ଶ⎯⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯
○

时谐场均值定理：< Ref⃗ ȉ Regሬ⃗ > = ଵ
ଶ
⎯Re ቀf଴

∗ሬሬሬ⃗ ȉ g଴ሬሬሬ⃗ ቁ , < Ref⃗ × Regሬ⃗ > = ଵ
ଶ
⎯Re ቀf଴

∗ሬሬሬ⃗ × g଴ሬሬሬ⃗ ቁ○

绝缘均匀介质

折射率：n = c√με⎯⎯  ≈ √ε୰
⎯⎯  , 固有阻抗: Z ≜ ටμ

ε
ሱ
ሱ  , k = ω

c
⎯ n, ⇒ Hሬሬ⃗ = ୩ሬሬ⃗ ×Eሬ⃗

ωஜ
⎯⎯⎯= ୩෡×Eሬ⃗

୸
⎯⎯⎯, Eሬ⃗ = ୌሬሬሬ⃗ ×୩ሬሬ⃗

ఠε
⎯⎯⎯

则< ω > = ଵ
ଶ
⎯εหE଴ሬሬሬሬ⃗ ห

ଶ
, < S⃗ > = < ω > vpሬሬሬ⃗ , Tሬ⃗ = ω k෠k෠

菲涅尔公式:

s分量：r̃ୱ =
nଵcosiଵ − nଶcosiଶ
nଵcosiଵ + nଶcosiଶ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯;  t̃ୱ =

2nଵcosiଵ
nଵcosiଵ + nଶcosiଶ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯;○

P分量:  r෤p = ୬మୡoୱiభ−nభୡoୱiమ
nమୡoୱiభାnభୡoୱiమ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯; t̃୮ = ଶnభୡoୱiభ

nమୡoୱiభ+୬భୡoୱiమ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯;○

强度透射率: T= ୬మ
nభ
⎯⎯|t̃|ଶ 光束截面比: Sమ

Sభ
⎯⎯= ୡoୱiమ

c୭s୧భ
⎯⎯⎯ ； I = ଵ

ଶ
⎯cnε଴E଴

ଶ○

ଶ + tᇱ = 1 a d rᇱ = r



○

•
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锤直于⼊射⾯ 。



斯托克斯倒逆关系：r̃ଶ + t̃t̃ᇱ = 1 and r෤ᇱ = −r෤○

光疏入射至光密时，反射波电场垂直入射面分量存在半波损失○

全反射相位差:  δ୮ = 2 arctan ቌnభ
୬మ
⎯⎯ቆටቀ౤భ

nమ
⎯⎯⎯ቁ

మ
ୱ୧୬మ iభିଵ

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ 

ୡoୱiభ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇቍ ;   δୱ = 2 arctan ቌnమ

nభ
⎯⎯ቆටቀnభ

nమ
⎯⎯ቁ

మ
ୱ୧୬మ iభିଵ

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ 

c୭s୧భ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቇቍ ;   ○

隐失波: 衰减度κ = ଶ஠
஛భ
⎯⎯ටsinଶ iଵ − sinଶ ic

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ 
    and  d୸ = ଵ

κ
⎯(有效穿透深度)○

导体

复介电常数：ε෤ ≜ ε + i஢
ன
⎯⎯, 则替换后方程形式一致，即kሬ⃗ = βሬ⃗ + iαሬሬ⃗  且βଶ − αଶ = ωଶμε, αሬሬ⃗ ȉ βሬ⃗ = ଵ

ଶ
⎯ωμσ

良导体近似下：β୸ ≈ α ≈ ටனஜ஢
ଶ

⎯⎯⎯
⎯⎯⎯  , 正入射下 α = ωටμε

ଶ
⎯⎯
⎯⎯  ቆට1 + ஢మ

ωమகమ⎯⎯⎯
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ 

− 1ቇ

భ
మሱ

, β = ωටμε
ଶ
⎯⎯
⎯⎯  ቆට1 + ஢మ

ωమகమ⎯⎯⎯
⎯⎯⎯⎯⎯⎯ 

+ 1ቇ

భ
మሱ



良导体正入射：H′഻଴ = ට
σ

ωஜ
⎯⎯
⎯⎯  E′഻଴e

iπ
ర⎯⎯, T ≈ ට଼னεభ

஢
⎯⎯⎯⎯
⎯⎯⎯⎯ 

则导体中等效面电流 i = H଴
ᇱ഻e−୧னt, 平均焦耳功率 Pഥ =

஑
ଶσ
⎯⎯i଴

ଶA



○

谐振腔与波导管

一般理想导体作为边界的边界条件：ଵ
୉
⎯ பE

∂୬
⎯⎯= - ଶ

஡（边界曲率）
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯, Eτ = 0, 满足波动方程∇ଶEሬሬ⃗ + ωଶεμEሬሬ⃗ = 0

谐振腔下截至频率：fm୧୬ = ୴
ଶ
⎯ට 1

ୟమ⎯⎯+ ଵ
ୠమ⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯ 
,波导管：ω୫i୬ = ஠

√εμ⎯⎯  ୫ୟ୶ (ୟ,ୠ)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯，

矩形下：𝑘ଷ = ඨ𝜔ଶ𝜀𝜇 − ൬
𝑚𝜋
𝑎

⎯⎯⎯൰
ଶ

− ൬
𝑛𝜋
𝑏

⎯⎯⎯൰
ଶ

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
 



一般波导管*
∇= xො ∂୶ + yො ∂୷ + zො ∂z = ∇ଶ + ikଷẑ, ϕ = kଷz − ωt○

TM:(Δଶ + γଶ)Ez = 0, Ez|ୱ = 0(γଶ ≜ ωଶμε − kଷ
ଶ > 0), Eሬሬ⃗ = ቀi୩య

γమ⎯⎯∇ଶE୸ + E୸ẑቁ e୧ம, Hሬሬ⃗ = ωக
୩య
⎯⎯ẑ × Eሬ⃗○

TE:(Δଶ + γଶ)Hz = 0, பHz
பn
⎯⎯⎯|ୱ = 0, Hሬሬ⃗ = ቀi୩య

γమ⎯⎯∇ଶHz + H୸ẑቁ e୧ம, Eሬሬ⃗ = − ωμ
୩య
⎯⎯ẑ × Hሬሬ⃗○



○

电磁波的传播

推迟势：ϕ(r⃗, t) = ଵ
ସπεబ
⎯⎯⎯ ∫ dV′ ஡൫୰഻ሬሬ⃗ ,୲r൯

R
⎯⎯⎯⎯⎯ 

  , Aሬሬ⃗ (r⃗, t) = μబ
ସπ
⎯⎯∫ dVᇱ j⃗(୰ሬ⃗ ഻,୲౨)

R
⎯⎯⎯⎯ 

  , where tr ≜ t − R
c
ሱ○

f൫r⃗ᇱ, t୰൯ ⇒
∂f
∂t
⎯⎯=

∂f
∂t୰
⎯⎯⎯, ∇f = −

R෠
c
⎯⎯

∂f
∂t୰
⎯⎯⎯= −

R෡
c
⎯⎯ḟ, ρ(r⃗) = −pሬ⃗ ȉ ∇δ(r⃗ − r⃗଴)（ȷ⃗(r⃗′, t) = pሬ⃗ ̇ (t)δ(r⃗-r഻⃗)）○

则Eሬ⃗ = ଵ
ସπεబ
⎯⎯⎯ ∫ dVᇱ ൤஡R෠

Rమ⎯⎯+ ஡̇෡ୖ

ୡR
⎯⎯− ఩̇⃗

cమୖ
⎯⎯⎯൨ , Bሬ⃗ = μబ

ସπ
⎯⎯∫ dVᇱ  ൤ j⃗

ୖమ⎯⎯+ ఩̇⃗
ୡR
⎯⎯൨ × R෠ 

  (都在推迟时刻！)○

•

时谐振电流的场：

iωρ = ∇ ȉ j⃗, Aሬሬ⃗ (r⃗, t) =
μ଴

4π
⎯⎯⎯න dVᇱ j(r⃗ᇱ, t)

R
⎯⎯⎯⎯⎯e୧kୖ, ϕ(r⃗, t) = −

icଶ

ω
⎯⎯⎯∇ · Aሬሬ⃗ (r⃗, t)

 

 
○

辐射场近似：远区：rᇱ ≪ r, krᇱ ≤ 1 ⇒ ଵ⎯ୖ ≈ ଵ
୰
⎯, kR ≈ kሬ⃗ ȉ Rሬ⃗○

电偶极辐射

Aሬሬ⃗ =
μ଴ei୩r

4πr
⎯⎯⎯⎯⎯pሬ⃗ ̇ (t), Bሬ⃗ =

μ଴
4πcr
⎯⎯⎯⎯ei୩rpሬ⃗ ̈ × r̂, Eሬሬ⃗ =

μ଴
4πr
⎯⎯⎯ei୩r൫pሬ⃗ ̈ × r̂൯ × r̂,

dPഥ
dΩ
⎯⎯⎯=

μ଴
32πଶc
⎯⎯⎯⎯⎯ หpሬ⃗ ̈ × rොห

ଶ
, Pഥ =

μ଴หpሬ⃗ ̈ ห
ଶ

12πc
⎯⎯⎯⎯⎯⎯

○

磁偶极辐射*

Aሬሬ⃗ =
μ଴ei୩r

4πcr
⎯⎯⎯⎯⎯mሬሬሬ⃗̇ (t) × r̂, Bሬሬ⃗ =

μ଴ei୩r

4πcଶr
⎯⎯⎯⎯⎯൫mሬሬሬ̈⃗ × r̂൯ × rො, Eሬሬ⃗ = −

μ଴ei୩r

4πcr
⎯⎯⎯⎯⎯mሬሬሬ̈⃗ × r̂,

dPത
dΩ
⎯⎯⎯=

μ଴หmሬሬሬ⃗̈ × rොห
ଶ

32πଶcଷ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯, Pഥ =
μ଴หmሬሬሬ⃗̈ ห

ଶ

12πcଷ⎯⎯⎯⎯⎯⎯

○

电四极辐射*

Aሬሬ⃗ =
μ଴e୧୩୰

24πcr
⎯⎯⎯⎯⎯rො ȉ Dሬሬ⃗ ̈ , Bሬሬ⃗ =

μ଴e୧୩୰

24πcଶr
⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቀrො ȉ D⃖ሬ⃗ሸቁ × rො, Eሬሬ⃗ =

μ଴e୧୩୰

24πcr
⎯⎯⎯⎯⎯ቂቀrො ȉ D⃖ሬ⃗ሸቁ × rොቃ × rො,

dPഥ
dΩ
⎯⎯⎯=

μ଴

1152πଶcଷ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቚrො ȉ D⃖ሬ⃗ሸ × rොቚ
ଶ

 

Pഥ =
μ଴

1440πcଷ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ D⃖ሬ⃗ሸ∗: D⃖ሬ⃗ሸ

○

功率为以上之和，交叉项为零，对时间任意变化的，只需要去掉相因子，并把时间变为推迟时间即可○

天线辐射*：Aሬሬ⃗ (r⃗) = ஜబୣiౡr

ସπr
⎯⎯⎯⎯∫ I(z)e−୧kȉrᇲ

ẑdz, 典型分布：𝐼଴(z) = Iୟ sin ቂk ቀ ୪
ଶ
⎯ − |z|ቁቃ = Iୟsin (mπ − k|z|)○

•

Lienard − wiechert 势 ∗

Aሬሬ⃗ (r⃗, t) =
βሬ⃗

∗

c
⎯⎯ϕ(r⃗, t) =

eβሬ⃗ ∗

4πcε଴
⎯⎯⎯⎯⎯

1

Rሬ⃗
∗

ȉ nሬ⃗ ∗⎯⎯⎯⎯⎯ , where t∗ = t −
หr⃗ − r⃗∗(t∗)ห

c
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯, 定义 nሬ⃗ ∗ ≜ R෠∗ − βሬ⃗ ∗, R∗nሬ⃗ ∗ = cΔtR෡∗ − v⃗∗Δt○

*量的导数：∇t∗ = − Rሬ⃗
∗

ୡRሬ⃗
∗
ȉnሬ⃗ ∗⎯⎯⎯⎯, ∂୲t∗ = R∗

Rሬ⃗
∗
·nሬ⃗ ∗⎯⎯⎯○

电磁场：Eሬ⃗ (r⃗, t) = e
ସπεబ
⎯⎯⎯ ୖ∗

൫ሬୖሬ⃗ ∗ȉnሬ⃗ ∗൯
య⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቈ൫1 − β∗ଶ൯nሬ⃗ ∗ + Rሬ⃗

∗
×൫nሬ⃗ ∗×aሬ⃗ ∗൯

ୡమ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯቉ , cBሬሬሬሬ⃗ = R෡∗ × Eሬ⃗ (r⃗, t)○

切连科夫辐射：传播夹角(半锥角)：sinθ = cosθୡ = ୡ
୬v
⎯⎯○

发散功率：dP
ୢΩ
⎯⎯ = ୣమ

ଵ଺πమகబcయ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ หR෠∗×൫୬ሬሬ⃗ ∗×aሬ⃗ ∗൯ห
మ

൫෡ୖ∗ȉnሬ⃗ ∗൯
ఱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯= ୢ୔

ୢΩ
⎯⎯|观测者（R෠∗ · nሬ⃗ ∗）○

低速情形：P = ୣమୟ∗మ

଺πεబୡయ⎯⎯⎯⎯⎯, Eሬሬ⃗ = ୣ
ସπεబୡమୖ∗⎯⎯⎯⎯⎯⎯ ൫aሬ⃗ ∗ × R෠∗൯ × R෡∗, Bሬሬ⃗ = ଵ

ୡ
⎯𝑅෠∗ × Eሬ⃗○

高速情形：以β∗方向为极轴, aୄሬሬሬሬ⃗ 为x轴（以下已省略*标记）

v⃗与aሬ⃗ 平行：
dP
dΩ
⎯⎯⎯=

eଶaଶ sinଶ θ
16πଶε଴cଷ(1 − βcosθ)ହ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯, P =

γ଺eଶaଶ

6πε଴cଷ⎯⎯⎯⎯⎯⎯, θmୟx = arcos
቎ቆට1 + 15βଶ

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ 
− 1ቇ

3β
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

቏
≈

1
2γ
⎯⎯

v⃗与aሬ⃗ 垂直：
dP
dΩ
⎯⎯⎯=

eଶaଶ

16πଶε଴cଷ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
ൣ(1 − βcosθ)ଶ − (1 − βଶ) sinଶ θ cosଶ ϕ൧

(1 − βcosθ)ହ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ , P =
γସeଶaଶ

6πε଴cଷ⎯⎯⎯⎯⎯⎯, θ୫a୶ = 0

dP
dΩ
⎯⎯⎯|交叉 =

eଶaୄa∥

8πଶε଴cଷ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
sinθcosϕ(β − cosθ)

(1 − βcosθ)ହ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯, P = Pୄ + P∥

○

•

相对论动力学方程: F⃗ = γଷmc ቈቀβሬ⃗ ȉ βሬ⃗ ̇ ቁ βሬ⃗ + ஒሬሬ⃗̇

ஓమ⎯⎯቉•

爱因斯坦求和约定与度规矩阵
gαஓgஓβ ≜ δβ

஑, g஑βxஒ = x஑ = (−ct, r⃗)○

等式中同一自由指标上升或下降，又或是单项式中一对哑指标一个上升一个下降，结果不变○

变换矩阵：xᇱ஑ = Λ  β
α (vሬ⃗ )xஒ, 且有Λ୘gΛ = g, 若detΛ = +1, 则 ∈ SOଵ,ଷ, 且Λ = eஐ, where Λ = δ + Ω(|Ω| ≪ 1)○

几何关系：xE
ᇱ = O୉ c୭s஘

ஓ
⎯⎯⎯⎯⎯ , ct୊

ᇱ = O୊ c୭s஘
ஓ

⎯⎯⎯⎯⎯ , where β = tanθ○

•

洛伦兹变换

对逆变四-矢量：𝕏ᇱఈ = Λ 
ఈ

ఉ𝕏ఉ, 𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒 Λ  ఉ
ఈ = ൮

𝛾 −𝛽𝛾 0 0
−𝛽𝛾 𝛾 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

൲ ○

对称变换：ቀct
x ቁ ↦ ൬ct′

x഻
൰ = ൬ coshξ −sinhξ

−sinhξ coshξ ൰ ቀct
x ቁ，where ξ = ଵ

ଶ
⎯ln ଵ+ஒ

ଵ−ஒ
⎯⎯⎯○

速度变换：s → 𝑠ᇱ

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ 𝑣௫

ᇱ = ௩ೣି௨
ଵି ೠ

೎మ⎯⎯௩ೣ
⎯⎯⎯⎯⎯

𝑣௬
ᇱ = ௩೤

ଵି௨ೡೣ
೎మ⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯ට1 − ௨మ
௖మൗ

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ 

𝑣௭
ᇱ = ௩೥

ଵି௨ೡೣ
೎మ⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯ට1 − ௨మ
௖మൗ

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ 

⇒ 加速度变换

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ ax

ᇱ = ax

ቂஓቀଵ−v౫౮
cమ⎯⎯⎯ቁቃ

య⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

ay
ᇱ = ଵ

ஓమቀଵ−౬ux
ౙమ⎯⎯⎯ቁ

య⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቂቀ1 − ୴ux
ୡమ⎯⎯⎯ቁ ay +

஝uyax

ୡమ⎯⎯⎯⎯ቃ

a୸
ᇱ = ଵ

ஓమቀଵ−౬ux
ౙమ⎯⎯⎯ቁ

య⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ቂቀ1 − ୴ux
ୡమ⎯⎯⎯ቁ a୸ + ஝u౰a౮

ୡమ⎯⎯⎯⎯ቃ

○

角度变换：

⎩
⎨

⎧tan 𝜃ᇱ = ඥଵିఉమ⎯⎯⎯⎯  ௦௜௡ఏ
௖௢௦ఏିఉ

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

cos 𝜃ᇱ = ௖௢௦ఏିఉ
ଵିఉ௖௢௦ఏ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯

○

𝜈 = ଵିఉమ 

ଵାஒୡ୭ୱ ఏᇲ 𝜈
( )( 4 − )

•
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光的多普勒效应：

⎩
⎨

⎧𝜈‘ = ඥଵିఉమ⎯⎯⎯⎯ 

ଵାஒୡ୭ୱ ఏᇲ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯𝜈

𝜈‘ = ଵିఉ௖௢௦ఏ
ඥଵିఉమ⎯⎯⎯⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ 𝜈

(传播角是以观察者为准的)(从4 − 波矢得到)○

电磁场变换

4-电流密度：jα = ρ଴U஑ = ൫ρc, j⃗൯ = ρ଴γ(c, uሬ⃗ ) ⇒ ∂αjα = 0○

4-波矢：𝑘ఈ ≜ ቀఠ
௖
⎯⎯, 𝑘ሬ⃗ ቁ 𝑘ఈ𝑘ఈ = 0○

4-速度：𝑈ఈ = 𝛾(𝑐, 𝑢ሬ⃗ ), 4-动量：𝑝ఈ = ቀఌ
௖
ሱ, 𝑝ቁ , 4 − 力：K஑ = γ(ଵ

ୡ
⎯Fሬ⃗ ȉ uሬ⃗ , Fሬ⃗ )○

电磁场张量：Fαஒ = ൜୉ሬሬ⃗

ୡ
⎯ , Bሬ⃗ ൠ  , Gαஒ = F∗஑ஒ○

场方程：ቐ
∂ஒFαஒ = − ∂ஒFஒ஑ = μ଴j஑

∂βGαβ = 0 ⇒ ∂αFβγ + ∂βFγα + ∂ஓFαஒ = 0
⇒ 两个不变量 ൞

ℒ௘௠ = − ଵ
ସఓబ
⎯⎯⎯𝐹ఈఉ𝐹ఈఉ = ଵ

ଶ
⎯𝜀଴(𝐸ଶ − 𝑐ଶ𝐵ଶ)

− ௖
ସ
⎯𝐹ఈఉ𝐺ఈఉ = 𝐸ሬ⃗ ȉ 𝐵ሬ⃗

○

电磁场变换：൞
𝐸ሬ⃗ ∥

ᇱ = 𝐸ሬ⃗ ∥, 𝐸ሬ⃗ ୄ
ᇱ = 𝛾଴(𝐸ሬ⃗ ୄ + 𝛽଴ሬሬሬሬ⃗ × 𝑐𝐵ሬ⃗ )

𝐵ሬ⃗ ∥
ᇱ = 𝐵ሬ⃗ ∥, 𝐵ሬ⃗ ୄ

ᇱ = 𝛾଴(𝐵ሬ⃗ ୄ − 𝛽଴ሬሬሬሬ⃗ × ாሬ⃗
௖
⎯)

⇒ 低速 ቐ
𝐸ሬ⃗ ᇱ = 𝐸ሬ⃗ + 𝑣଴ሬሬሬሬ⃗ × 𝐵ሬ⃗

𝐵ሬ⃗ ᇱ = 𝐵ሬ⃗ − 𝑣଴ሬሬሬሬ⃗ × ாሬ⃗
௖మ⎯⎯

○

4-力密度：𝑓ఓ = 𝐹ఓఈ𝑗ఈ = ቀ𝐸ሬ⃗ ȉ ఫ⃗
௖
ሱ, 𝜌𝐸ሬ⃗ + 𝚥 × 𝐵ሬ⃗ ቁ 则 𝑓ఓ = −𝜕ఔ𝑇ఓఔ ○

能量-动量密度张量：𝑇ఓఔ = 𝑔ఓఔℒ௘௠ − ଵ
ఓబ
⎯⎯𝐹ఓఈ𝐹ఈ

  ఔ = ቌ
𝜔 ௌ⃗

௖
⎯

ௌ⃗
௖
⎯ 𝑇

ቍ ○

规范势：𝐴ఈ = ቀϕ
௖
⎯ , 𝐴ቁ  规范变换：𝐴ሚఈ = 𝐴ఈ + 𝜕ఈ𝜓 ○

势方程：□𝐴ఈ − 𝜕ఈ(𝜕ఉ𝐴ఉ) = −𝜇଴𝑗ఈ ○

含介质情形*：𝐻ఈఉ = ൛𝑐Dሬሬ⃗ , Hሬሬ⃗ ൟ, 𝑀ఈఉ = ൛−𝑐𝑃ሬ⃗ , 𝑀ሬሬ⃗ ൟ = ଵ
ఓబ
⎯⎯𝐹ఈఉ − 𝐻ఈఉ○

•

Euler-Lagrange 场方程

Euler-Lagrange 方程： ௗ
ௗఛ
⎯⎯డ௅ഓ

డ௨ഀ⎯⎯⎯− డ௅ഓ
డ௫ഀ⎯⎯⎯= 0, 𝐿 = ௗఛ

ௗ௧
⎯⎯𝐿ఛ, ௗ

ௗ௧
⎯⎯డ௅

డ௩ሬ⃗
⎯⎯ = డ௅

డ௫⃗
⎯⎯

正则4-动量：𝜋ఈ ≜ డ௅ഓ
డ௫ഀ⎯⎯⎯

自由粒子，可取𝐿ఛ = ଵ
ଶ
⎯𝑚𝑢ఓ𝑢ఓ

电磁场中带电粒子：𝐿ఛ = −𝑚𝑐ඥ−𝑢ఓ𝑢ఓ
⎯⎯⎯⎯⎯⎯  + 𝑒𝑢ఈ𝐴ఈ ⇒ 𝐿 = − ௠௖మ

ఊ
⎯⎯⎯ + 𝑒൫𝑣⃗ ȉ 𝐴 − 𝜙 ൯

○

𝐿𝑎𝑔𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒 密度：𝐿 = නℒ𝑑ଷ𝑥
 

 
; 𝑆[𝜙] =

1
𝑐
⎯⎯න ℒ𝑑ସ𝑥

௧మ

௧భ

方程： డℒ
డథഀ
⎯⎯⎯ − 𝜕ఓ

డℒ
డ൫డഋథೌ൯
⎯⎯⎯⎯⎯⎯ = 0 ⇒ Πఓఈ ≜ డℒ

డ(డഋథഀ )
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

电磁场：ℒ = ℒ௘௠ + ℒ௘௠௣, ℒ௘௠௣ = 𝐴ఈ𝑗ఈ

带电粒子作用量：𝑆 = ଵ
௖
⎯∫ ℒ௘௠௣𝑑ସ𝑥 

  − ∑ 𝑚௡𝑐 ∫ ඥ−𝑢௡
ఈ𝑢௡ఈ

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯  
 

 
௡ 𝑑𝜏௡

Lorentz 方程：ௗ௣೙
ഀ

ௗఛ೙
⎯⎯⎯ = 𝑒௡𝐹௡

ఈఉ𝑢௡ఉ○



○

•
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