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我从 1981 年起，在美国芝加哥大学相对论组任访问学者两年，在该组"言必

称几何"的浓郁学术气氛的耳濡目染之下学到了用整体微分几何研究广义相对

论的先进方法，回国后立即开课推广。我在 2000 年、2001 年出版了《微分几何

入门与广义相对论》上、下册， 2006 年及 2009 年又与周彬博士合作修订为第二

版，并扩充内容成为上、中、下三册，在国内相对论界乃至理论物理学界产生了一

定的影响。我从 1983 年起至今从不间断地开设这方面的硕士、博士研究生系列

课程，同时吸引了(并且正在吸引着)无数本科生选修和旁听，取得了良好的效

果。我欣慰地看到在听课的研究生和本科生中都涌现出一大批"心领神会"的

尖子生，而且这些知识对他们日后的研究工作发挥着重要的作用。然而，要用这

种方法学习相对论，物理工作者必须过好微分几何这一关，具体来说就是至少大

致读懂该书上册的前 5 章。我每次讲这 5 章时，总有许多物理听众由于感到格

格不入或者拿不出足够的复习时间而先后掉队(撤退)。然而他们对第 6 章(用

几何语言剖析狭义相对论)甚感兴趣，不少撤退了的听众又纷纷来听第 6 章，无

奈由于缺乏前 5 章的基础而跟不上。前 5 章早已成为学习《微分几何与广义相

对论》的拦路虎。

一年多前，我曾教过的一个学生张华在采访我之前在网上征集问题，征来的

一个问题对我触动巨大。这个问题是"有许多工科学生对相对论也感兴趣，他

们希望了解这个领域，但往往不能花费大量时间在这上面，毕竟，三本书对于非

物理专业的同学来说还是大耗费精力了，不管是物理专业还是非物理专业的学

生，都是国家的栋梁，手心手背都是肉，梁老师是否会考虑为这些同学做些什么

呢?"我清醒地知道，即使是物理专业的学生，也只有少数佼佼者能较好地读完

这三册书。我的确应该设法为相对论爱好者(连"手心"带"手背"的"肉.. )做些

什么。经过大约一用的思考，我毅然决定把《电磁学拓展篇》的写作再次暂停

(尽管此书早该出版，属于一拖再拖) ，立即着手写一本当时暂名为《趣味相对

论》的书，基本宗旨是:①尽量用几何语言;②尽量通俗易懂。这两点宗旨表面

上互相抵触，但经验使我自信有办法做到两者兼顾。 1997 年 9 月，我在系主任

的支持下大胆地为北京师范大学物理系一年级新生开设了一门名为"趣味近代

物理"的选修课(限于课时，后来成为"趣味相对论" ) ，先用一种很容易接受的讲

法带领学生"学一点点几何"，在此基础上就可以不用前 5 章而把第 6 章的主要
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内容娓娓道来，特别是用几何语言对尺缩、钟慢、双子、车库佯谬进行剖析。这是

一次"空前绝后"的成功尝试("空前"是指从未有过这种课程，"绝后"是指一直

没有时间再讲一次) ，大半学生基本听懂，约有 10% 的学生达到心领神会、言必

称几何的美好境界。我相信，以此为基础，我可以写出一本既用几何语言又比较

好懂的书。

本书虽然力求易懂，却并非科普著作，因为书中出现许多公式，要求读者有

起码的一点微积分知识。书中对许多问题的深入细致、追根问底式的讨论也完

全不是科普书的味道。书名《趣味相对论》容易被误解为科普书，所以后来放

弃。本书共有 9 章，前 5 章讲狭义相对论，后 4 章讲广义相对论，都是从零开始，

所以书名改为《从零学相对论》。我一直认为学习相对论有一条捷径(可惜有太

多的人不走) ，就是尽早学习和使用几何语言。"从零学"还意味着要尽早学会

最起码的几何语言。本书从第 2 章开始带领读者"学一点点几何"，以后各章就

尽量用几何语言讲解。人们总以为几何语言难学，所以只顾砍柴，不愿磨刀。但

是如果按本书的讲法去学，只要很少的磨刀时间就能砍大量的柴，何乐而不为?

为了通俗易懂，全书不讲张量，以好懂得多的"线元"代替度规张量，强调"线元

决定几何"。"线元"一词贯穿全书，几乎可说"一个线元吃到底"，居然连 CPS

(全球定位系统)原理、史瓦西时空的最大延拓、嵌入图、虫洞和时间机器等复杂

问题也能依靠线元讲清楚。本书虽然起点为零，但却不惜篇幅、不厌其烦地力图

带领读者由浅入深地达到比较深刻的理解境界，以下四句可以作为本书的副

标题:

四维眼光，几何语言，从零学起，渐步登高。

虽然本书比《微分几何入门与广义相对论》的三册书在篇幅上小很多，但却

包含了该书不曾涉及的许多方面的内容，而且多数都有详细讨论，例如:①时序

和因果关系 (§3.6);②高速运动物体的视觉形象( §4.4);③质点必须亚光速

的论证 (§5.9);④全球定位系统( CPS) 的相对论修正 (§8.6);⑤广义相对论

的近代实验验证 (§8.2 ， §8.5);⑥虫洞和时间机器(第 9 章)。此外，本书还

多处添加了相对论史(重要历史事件和著名人物的"八卦"故事)的介绍。

为了适应不同读者，本书内容分为必读和选读两大部分，分别用宋体和楷体

排印。必读部分自成体系，不会由于略去选读内容而影响后续必读内容的学习。

各页的脚注(如果有的话)与选读内容类似，初次学习的读者不妨略去全部或部

分选读和脚注内容。第 1 至第 5 章还配有一定数量的习题，对学好这 5 章颇有

帮助，其中第 4 章的习题尤为重要，建议读者至少要做其中的多数题目。

相对论的几何语言包括两大方面:①用时空图讨论问题;②用 4 维矢量和

张量讨论问题。为了大大削减入门难度，本书的几何语言只限于第①方面(在
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这方面做了很大程度的发挥) ，这也许是本书的最大不足。一个明显的后果就

是无法讲电磁场，因为一提电磁场就要涉及电磁场张量 FμpO 我们已经想好了补

救办法:再写一本风格类似但一开始就介绍 4 维矢量和张量的书(不妨戏称为

本书的"妹妹篇" )。用映射定义张量是最优雅的讲法，已经详述于《微分几何入

门与广义相对论》上册，其唯一缺点是比较抽象，成为许多物理人的拦路虎。我

们初步打算在待写的"妹妹篇"中用坐标变换的常用讲法介绍张量，在此基础上

就可以充分自由地用张量语言讨论各种相对论问题。

本书第二作者、中国科学院应用数学研究所副研究员曹用键是前面提到的

"趣味近代物理"课选修生中鹤立鸡群的第一名，在本科期间又听全了我的硕士

生、博士生系列课程，是我在毕生教学中遇到的最优异的学生之一。我们在这次

合作写书中有过无数次讨论，我自己百思不解的若干问题跟他讨论后都受到重

要启发，经过讨论往往迎刃而解。书中对不少问题的独特理解都包含着他的重

要贡献，他的加盟使得本书质量得以明显提高。

笔者曾邀请北京师范大学物理系裴寿铺教授和中国科学院数学研究所吴小

宁副研究员审阅过本书第 7 章的初稿，他们提出的意见和建议对该章的修改起

到了重要作用。此外，北京师范大学相对论组博士生韩愈和广州大学本科生杨

锦波也曾应邀阅读过本书的部分重要章节，他们也都提出了很好的修改意见。

笔者在此要对他们深表谢意。

梁灿彬

2012 年 10 月门日于北京
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第 1 章狭义相对论的引人

相对性原理是牛顿力学的一个重要出发点。然而，麦克斯韦(以下简称麦

氏)的电磁理论问世之后，相对性原理曾一度遭遇过严峻的挑战，最终导致狭义

相对论的诞生。因此，要介绍狭义相对论的引人动机，有必要讲清以下三个

问题:

I.什么是相对性原理?

2. 麦氏电磁理论为何曾一度对相对性原理提出过严峻挑战?

3. 上述挑战如何诱发爱因斯坦创立狭义相对论?

§ 1. 1 相对性原理

"温故而知新"。要介绍相对论，首先复习一点牛顿力学。牛顿力学的一个

出发点是(伽利略的)相对性原理，它要求所有惯性系平权，就是说，要求同一物

理定律在所有惯性系中有相同的数学表达式。这是一个很强的原理，实质上是

一个"管定律的定律"一一想要成为定律就必须服从这个原理的要求。为了解

释"物理定律在所有惯性系中有相同数学表达式"一语的准确含义，我们从介绍

"事件"概念开始。"事件"概念非常直观，一声咳嗽、两车相撞以及炸弹爆炸都

是实际发生的事件。每个实际事件都要占据空间的一个小区域，而且要持续一

小段时间。物理学中的事件橄念则是实际事件的模型化即认为每一事件发生

在空间的一点和时间的一瞬(一个时刻)。甚至，不论有没有什么(有意义的)事

情发生，空间的一点和时间的一瞬的结合都叫做一个事件( event) 。如果两件事

情在同时同地发生(例如某人在咳嗽的同时眨了一下眼) ，则认为是同一事件。

全体事件的集合称为时空( spacetime) ，因此事件也称为时空点(spacetime

point) 。

借助于惯性系能够对事件进行定量描述。在很多情况下可认为地球在做惯

性运动，所以地球可近似地看作惯性参考系，称为地球参考系或地面参考系。设

A 是相对于地球静止的一点(称为地面系的一个空间点)，如果 A 点在某一时刻

』发生了一个事件，记作p ， 则 p 可用如下方式表为

p=(t , A)o (l一 1 - i)

上式表明事件p 的发生时刻是人发生地点是A 点 o 请注意p 与 A 的区别。 p 是
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事件(时空点) ， A 是空间点，在其上可以发生一连串不同的事件，各事件的区别

在于发生时刻不同 ，p 只是其中之一。鉴于初学者(甚至不少非初学者)存在着

混淆时空点和空间点的"常见病"，本书特意用小写斜体字母(如 p) 代表时空点

(事件) ，用大写正体字母(如 A) 代表空间点 o

为了定量地刻画 A，还有必要引人坐标系。设 O 是地面参考系的一个空间

点，以它为原点建立一个相对于地球为静止的直角坐标系，记作 1 x ,y ， zl 系，便可

给空间点 A 赋予 3 个空间坐标川，川，勺，可表为 A = (川，川 ， ZA) ， 从而把式

(1 -1-1)具体化为

p = (t ,x A 'YA ， ZA) 。 (1 -1-1')

去掉下标 A ，可以一般地把任一事件p 表为

p =(t ， 耳 ， Y ， Z)o (1 -1-2)

把 t 称为时间坐标，就可以说每一事件p 有 4 个时空坐标。于是我们就有了一

个 4 维坐标系，称为地面参考系内的一个惯性坐标系，记作K ，也记作 I t , x , y ,

zl ，即 K 与 1 t ,x ,y ， zl 同义。

设有一列火车在地面上匀速直线平动，则火车系也是惯性参考系，也可以类

似地建立火车参考系内的一个惯性坐标系，记作 K'或 it' ,X' ,y' ,z' I ，此系对同一
事件 p 又赋予另外 4 个时空坐标:

p = (t' ,x' ,y' ， z') 。 (1-1-3)

x'x

'

y'

0'O

y在 t 上加撇似乎画蛇添足，因为在牛顿力学(以及

人们的生活经验)中，同一事件的发生时刻与坐

标系无关，总有 t' =t。不过还是写成 t'为好，因为

不久将会看到在相对论中 t'一般不等于 to

同一事件的两组坐标 t ， x , y ， z 和 t' , Xl , y' , z'

当然应有某种关系，这一关系称为坐标变换式，

取决于两个惯性坐标系之间的关联方式。图1 _ Z/ l'
1 示出一种最简单的关联方式(本书称之为最简 图 I - 1 有最简关联

关联) ，满足如下条件:①两系空间坐标轴对应同 的两个惯性坐标系

向;② K'系的空间坐标轴相对于 K 系以速率 v>O 沿 Z 轴正向匀速平动;③空间

坐标原点 O 和 0'在 t' =t 二 O 时重合(相遇)。在这种情况下不难证明两系坐标

的变换关系为(证明见力学教科书)

t' = t , X' =x - vt , y' =y , z' =z 0 (1 - 1 - 4 )

上式就是著名的伽利略变换式。由此又不难推出质点的速度变换式。由于本书

把字母 U 专用来代表两系之间的相对速度，质点的速度只好改用字母 U 代表。

质点的运动对应于一连串(相继发生的)事件，质点在每一时刻 t 位于某空间点
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(1-1-5)

(耳 ， y ， z) 就是一个事件，所以质点的空间坐标x ， Y ， z 都是 t 的函数，可记作x (t) ,

y( 吟 ， z( 吟，于是质点的速度 U 的分量依次为

μ 一坐立1 .. 业业1 .._坐立L-
x - dt ' ~y - dt ，~， dt

同理，质点相对于K'系的速度 u'的分量为

μ =dx'(t') = 生N u'=坐立fiuF 生， ( t)
dt' - dt ' ~y- dt ，~，- dt a

利用式(1 -1-4) ，注意到 U 为常数 (dv/dt = 0) ，便得
,

ux=ux-v , Uy=U y , Uz=U zO (1 -1-6)

上式就是牛顿力学中的速度变换式，是伽利略变换式的必然结果O

现在就可以说明"物理定律在所有惯性系中有相同数学表达式"的准确含

义。以牛顿第二定律为例。谁都知道此定律在K 系的表达式为f=ma ， 问题是:

若以 m' ，!'， a'依次代表 K'系测得的质量、力和加速度，是否也有If =m'a'? 如

果此式成立，就说牛顿第二定律在两系有相同的数学表达式。由于牛顿力学默

认 m' =m , If =j，所以只需验证a' =a ， 为此只需验证两者的各分量相等。而这

是很容易的，因为

α，生.，立(飞- v) = 旦旦 =α ， [其中第二步用到式(1-1-6)J
dt' dt'--' -, dt

再由式(1 -1-6)一望而知 αy 气， α，气，所以 a' = a。可见牛顿第二定律服

从相对性原理。

事实上，牛顿力学的每一个定律都服从相对性原理，因此都是定律 O

然而"好景不长"，因为麦氏在 1873 年发表的电磁理论曾一度对相对性原

理提出过严峻的挑战。详见下节 O

§1. 2 麦克斯韦电磁理论的挑战

麦氏在前人工作的基础上于 1873 年发表了一套电磁理论，其中的麦氏方程

可被看作电磁场的演化方程。麦氏理论的一个伟大成果是预言了电磁波的存在

(麦氏方程容许波动解) ，并证明了电磁波在真空中的传播速率与真空中的光速

C 相同(波动解的披速为 e) ，从而揭示了光的电磁本性。既然相对性原理是"管

定律的定律"，麦氏方程(如果想要成为定律)就必须服从，亦即在任一惯性系中

都应取相同的数学表达式，从而导致"电磁波相对于任一惯性系的速率都为 e"

的结论。然而，设电磁波沿某惯性系的 Z 方向以速率 C 传播，根据速度变换式

(1 -1-6) ，该电磁波相对于另一惯性系的速率就不为 e ，因为两系之间有相对
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速度 o 于是出现如下局面:

①麦氏方程+②相对性原理斗光速对各系皆为 Co (1-2-1)

[与伽利略变换推出的速度变换式(1-1-6)矛盾门

上式似乎表明，如果①和②都成立，就会推出矛盾[与速度变换式(1-1-6)矛

盾]。于是麦氏理论与相对性原理似乎互不相容。物理学似乎只能在以下两种

选择中做-抉择。

选择 A 相对性原理只适用于力学而不适用于电动力学。存在一个特殊的

惯性系.麦氏方程在该系成立，真空中的光被相对于该系的速率为C; 在其他惯

性系中麦氏方程不成立，真空光速不为c。这个特殊的惯性系在历史上称为"以

太( ether) 系"。洛伦兹是坚持这一选择的代表人物。

选择 B 相对性原理对力学、电动力学等一切物理范畴都适用(能"管"所

有物理定律)，但麦氏电磁理论不正确。应该存在一个不同于麦氏理论的电磁

理论.它在所有惯性系中的数学表达式都有相同形式(惯性系之间的坐标变换

仍默认为伽利略变换)。

以 t讨论给读者这样的印象:相对性原理与麦氏理论水火不容，必须放弃其

中一个。这是一个"硬碰硬"的问题:相对性原理和麦氏理论都非同一般地

"硬"，放弃哪一个都非常困难。历史上的确有过许多尝试，但都陷入理论t无

法自圆其说或者与某些实验事实不符的困境①。于是物理学家遇到了一个两难

问题。不过，如果更仔细地思索，就会发现相对性原理与麦氏理论并非真的势不

两立，因为在导致矛盾的讨论中还涉及第三者一一由伽利略变换推出的速度变

换式(1-1-6)。人们之所以认为相对性原理与麦氏理论水火不容，是因为他

们心中默认速度变换式(1-1-6)。假若允许对此式做适当修改，矛盾仍有希

望消除。(打个生活中的比喻:去掉第三者仍有希望恢复夫妻关系的和谐。)可

是速度变换式(1-1-6)似乎是更"硬"的东西，因为它是伽利略变换的推论，而

伽利略变换是既合情合理又久经考验的公式，还能有错!?然而，独具慧眼的爱

因斯坦在反复思考后竟然发现这一公式的确有一个错误。问题恰恰出在伽利略

变换式(1-1-4)的第一式 t I =t 身上。此式的含义是:如果一个惯性系认为某

事件在时刻 L 发生，则另一惯性系也认为该事件在时刻 t 发生。这同每个人的生

活经验完全吻合，可以称为"时间的绝对性(与坐标系之类的人为选择因素无

① 关于这 Ji丽的历史(特别是史上有名的实验)消参阅其他教材，例如1 Resnick ( 1968) • 'JK 元仲

( 1994) 0 ))j史上1tt有名的实验是迈克耳孙( Michelson) 和英富( Morley) 在 1887 年的干涉仪笨'验.旨在汩II

;j二地球相对于以太的速度{旦得到的是 h零结果\由于发明这种干涉仪以及所做的多次光学实验.迈克

Lf.外荣获 1907 年的诺贝尔奖.是美国统此殊荣的第一人。
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关) " ，由此又可推出"同时性的绝对性"，含义如下。设 P ， ， P2 是两个事件，在惯

性系 K 的时空坐标分别为

P，二( l I , X I , Y I , ZI ), P2 =(勺，且2 ， Y2 ， Z2)O

如果 tl= 勺，我们就说 P，和民对 K 系而言是同时事件。再设 K'系给 P ， ， P2 赋予

的时空坐标为
)'2z'9

γ
J
,F

句


Z,
'qtf

t
飞
、

一
-

23l)z
γ
J
,zt/,

h\
一
-

7l

则由"时间的绝对性" [式 (1-1-4) 的第一式]自然有叫 =ll ， l;=l2' 于是由 tl=

l2 得到 t; 二 l; ， 可见对 K 系为同时的两事件对 K'系也是同时的。这就是"同时性

的绝对性"的含义。牛顿力学坚持(默认)伽利略变换，因此在牛顿力学中同时

性是绝对的，而且人们从生活经验出发也对此深信不疑。然而爱因斯坦在反复

思考后认为"同时性的绝对性"并非无懈可击，他构想出如下反例 O

一列火车 A'B'在地面上匀速直线地飞驰而 言、

过 O 假定地面系发现车头 A' ;fIJ车尾 B' 同时遭受 B't=
富'击(图 1 - 2) 。爱因斯坦认为，对火车系而言， B

这两个事件并非同时事件，理由如下。

以 A 和 B 分别代表地面系发现雷击车头时

A'和 B'在地面上留下的印记。(忽略火车高度，认为此时 A' 与 A 重合， BF 与 B

重合。)以 M 代表 AB 段的中点。所谓"地面系认为两个雷击事件同时发生"

是指车头和车尾遭雷击时所发的光同时传到 M 点①。再以 M'代表火车的中点，

随着火车向前行进， M'点i9!.着车头而背离车尾运动，理应先收到车头来光后收

到车尾来光，就是说，车头和车尾发出的光并不同时到达 M' ，所以火车系认为

"雷击车头"和"雷击车尾"这两个事件并不同时。爱因斯坦就是这样出人意料

地提出了对"同时性的绝对性"的质疑，从而也就是对伽利略变换式 (1-1-4)

中的 l' = t 做出了否定，并以此为突破口创立了狭义相对论。相对论的第一篇

(奠基性)论文发表于 1905 年，题为《论运动物体的电动力学H见爱因斯坦等

( 1980) ] 0 在这篇论文中，爱因斯坦首次提出了狭义相对论的两个基本假设，介

绍如下。

假设 1 (相对性原理) 所有惯性系平权，任何物理定律(而不只是力学定

律)在所有惯性系的数学表达式都有相同的形式。

假设 2( 光速不变原理) 真空中的光速沿任何方向、对任何惯性系都是飞

川
川+
-
-
M

ι
A图 I -2 爱因斯坦列车

的雷击同时性问题

① 成某人坐在M 点.则他..收到车头来光，.~j" 收到车尾来光"这I树个事件都发生征他身1-. .1;:;111才与

台有明确意义口爱因斯坦正是巧妙地利用发生在同一个人身上的两韦件的Ifilll·j'VE"这一已知慨念米约

u 发生在不lei]地点的两事件的同时件"下在义。
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与光源的运动情况元关。

注记 1 伽利略的相对性原理只适用于牛顿力学定律，爱因斯坦的相对性

原理则适用于所有物理定律。由前面的讨论可知，为此必须找出一组新的坐标

变换来代替伽利略变换，这组新的坐标变换叫做洛伦兹变换，见下节。

注记 2 假设 2 的关键内容是"光速对任何惯性系都是 c" ，而关键的关键是

"惯性系"一词。用非惯性系测量光速的结果完全可以不是 Co

[选读 1 -1]

用今天的眼光看问是("事后诸葛亮") ，麦氏方程纽当然是物理定律，所以

假设 l 保证它在任何惯性系都有相同表达式，而由此自然导出光这(电磁波速)

沿任何方向、对任何惯性系都是 C ，所以假设 2 应看作假设 l 的推论而不是独立

的假设(其实历史上早就有人提出过类似问题并引起过讨论)。至于假设 2 的

最后一句话，即"与光源的运动情况元关"，今天看来也是多余的，因为，既然光

这沿任何方向、对任何惯性系都是 C，它当然与光源的运动情况元关。但是，从

历史上来讲，选择 B( 见第 4 页)的支持者们构造了各种各样的、不同于麦氏理论

的电磁理论，它们的共同点是:光相对于光源的这率为 C，相对于惯性系的速率

则取决于光源相对于该系的速度。所以，这些理论认为光速与光源的运动情况

有关。后来的双星实验( 1913 年)及其他实验否定了这一结论。但是爱因斯坦

提出上述两个假设是在 1905 年，那时人们对于光这是否与光源有关还极为重

视，也许正是这个原因使爱因斯坦在假设 2 中添加了最后一句关于光这与光源

的运动情况无关的话。论文中的房、话是这样的"下面我仍…… $1 入进{步简

假设(笔者注:指假设 2)一一一个乍看起来与常-假设势不苟立的假设(笔者

注:从伽利咯变换看来当然势不两立)-一龙在真全中以速度 C 伶播，这-这皮

不依赖于友刽体的运动性质。" [选读 1 -1 完]

[选读 1 -2]

关于火车遭受雷击的讨论，笔者曾不止一次地被问及一个有趣的问题。本

选读用对话方式介绍这一问题及其答案，其中乙代表笔者。

甲 如果站在火车系上看问题，则M'并无运动，正如地面系认为M 元运动

那样。把在地面系上的思辩过程照样搬到火车系上，岂非M'也同时收到车头、

车尾来光?

z 不能照搬。地面系认为车头发光和车尾发光是同时事件，而我们不敢

说火车系也认为这两个事件同时(事实上有待证明的正是它们并不同时)。可
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见火车系的已知条件并不充分，难以站在火车系上讨论此问题。而地面系的已

知条件一一车头、车尾同时发光一一是从一开始就给定的。为帮助你获得更清

晰的理解，我用稍微不同的方式把问题的"已知"、"求证"和"证明"再次明确地

写在下面。

己知:①车头、车尾都受雷击，雷击时都向外发光;② M 点同时收到车头、

车尾来光。求证 :M'不同时收到车头、车尾来光。证明:站在地面系上怒，假若

M'不随车动，根据已知条件②， M' 自然会同时收光。但实际上 M'随车向前运

动，所以他迎着车头来光而背离车尾来光，故不同时收光。说明:如采站在火车

系上想，虽然 M'不动，却没有类似于已知条件②的条件可用，所以得不出 M' 同

时收光的结论。

甲 我明白了。由此我还体会到爱因斯坦的一个高明之处，就是他只站在

地面系讨论这个问题。

Z 很好。[选读1 -2 完]

§1. 3 洛伦兹变换

设两个惯性系之间有最简关联(见图 1 - 1 及其所在段) ，则任一事件在该

系的时空坐标 t ， x ， y ， z 和 t' ,X' ,y' ， z'有如下关系:

(a) t'=y(t-;牛( b) x' =y (x - vt) , ( c)户 y ， (d) z' =z ,

(1-3-1)
其中

γ=1 →。(1-3-2)
-/1 - (vic)'

上式称为洛伦兹变换。利用狭义相对论的两个基本假设(即相对性原理和光速

不变原理)，加上对空间、时间均匀性以及空间各向同性性的默认，爱因斯坦在

1905 年的开创性论文中推出了这一变换。在后来的无数教材中都能找到这一

变换的证明版本，虽然证法五花八门，但都离不开两个假设以及对均匀性和各向

同性性的默认。然而某些数学家(如华罗庚)对于物理教材的这些证法不太满

意，于是又发展出"数学家式"的证明思路。本书不拟过多涉及这一问题，只想

说明，笔者曾杜撰出一种用"几何语言"导出洛伦兹变换的方法，详见§4.5 。

洛伦兹在相对论诞生前的1904 年就已发表过式(1 -3 -1)(这正是该式被

称为洛伦兹变换的缘由)，不过并未给出推导过程。他知道用式(1-3-1)代替

伽利略变换就意味着修改牛顿力学，而他不认为牛顿力学需要修改，所以只把式
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(1 -3-1) 视为便于计算而引人的辅助工具，其中的 t'不是什么物理时间(他称

之为局域时间) ，物理上的坐标变换仍然要用伽利略变换。正是对伽利略变换

和牛顿力学的过分坚持使洛伦兹与相对论的创立失之交臂。

相对论物理学与非相对论物理学都把相对性原理作为基本出发点。仅就这

一层面而言，相对论与非相对论并无二致。然而，把物理定律的数学表达式从一

个惯性系变到另一惯性系时必然涉及两系之间的坐标变换，而这在非相对论和

相对论中存在实质性的区别，所以相对性原理在两种理论中有不同的内涵。伽

利略提出相对性原理时，心目中只有力学现象，而且坐标变换只有伽利略变换，

因此伽利略的(即非相对论的)相对性原理可以表为"力学定律的数学表达式在

伽利略变换下形式不变"，简言之就是"力学定律具有伽利略协变性"①，爱因斯

坦的相对性原理则要求每一物理定律的表达式在各惯性系中形式相同，而且两

系之间要用洛伦兹变换，因此爱因斯坦的(即相对论的)相对性原理也可表为

"物理定律的数学表达式在洛伦兹变换下形式不变"，简言之就是"物理定律具

有洛伦兹协变性"。

洛伦兹变换有一系列重要的性质和推论，下面指出 5 点。

I.由 γ== 1/斤丁石万?易见盯« c 时 γ=1 ，故式 (1-3-lb) 近似回到耳

X - vt ， 与伽利略变换式 (1-1-4) 的第二式一致。此外，通过讨论还能证明式

( 1 - 3 一 lα) 在 v «c 时也近似回到伽利略变换的 t' = t ( 详见选读 1 - 3) 0 可见

伽利略变换是洛伦兹变换的低速近似。事实上，整个牛顿力学都可看作狭义相

对论力学的低速近似(见后续内容)。日常生活和工程(包括汽车、飞机甚至火

箭和航天领域)中的绝大多数问题都可用牛顿力学解决(杀鸡焉用牛刀)。然

而，高能物理学领域经常涉及速率与光速同量级的高能粒子(能量越高速率越

大) ，甚至光子本身，这时牛顿力学就不再适用。例如，当粒子的速率v 

0.99… 995c( 共有 2n 个 9) 时， γ 近似为 10"0 可见，高能粒子物理学的大部分问

题非用狭义相对论不可 O

2. E8 'y ==1/斤可V/C)2 可知当盯 >c 时 γ 为虚数，但时空坐标 t , X ,Y ， Z 和

t' ,X' ,y' ， z'都是实数，故式(1-3-1)中的 γ 必须为实数，因而U 不允许大于 c。

此外，当 v=c 时 γ 元意义(分母为零的分数元意义)，可见洛伦兹变换对惯性系

之间的相对速率U 给出了上限，只允许世<c。我们在此第一次看到真空光速在

相对论中扮演着极限速率的角色。后面(§ 5. 9) 还将讨论超光速导致因果关系

破坏的问题。

① "协变( covariance) "一词有..协同改变"之意.就是说，虽然公式中的若干物理量在坐标变换下要

变，但它们之间能够如此这般地协同改变，致使整个公式的形状不变。
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3. 式(1 -3- 1)表明变量 t' ,X' ,y' ， z'对 t ， x ， y ， z 有线性的依从关系，不难通

过反解求得(留作习题)逆变换式

( a) 叫( t' +判 ， (b)x=γ (x'+vt') ， (c) 户 y' ， (d)z=八

(1 -3-1')

从物理角度看，上式元非是如下简单事实的反映"火车相对于地面以速度

U运动"相当于"地面相对于火车以速度-v 运动"。

4. 仿照牛顿力学速度变换式(I 一 1 - 6) 的推导方法，不难从洛伦兹变换式

(1 - 3 一 1 )出发推出如下的相对论速度变换式:

l-fux y 叫 l 一如)

μ

÷
γ

推导留作习题。对上式要做几点说明。

( 1)式中的 U 是两惯性系的相对速率，是常数。但式中的 U 丰'1l u' 去p代表粒

子在两个惯性系中的速度，不要求是常矢量，即式 (1-3-3) 适用于作任意变速

运动的粒子。

(2)当 v« e 时有 vuxle
2
«1 ，式 (1-3-3)简化为牛顿力学的速度变换卫

(1-1-6)。

(3)根据牛顿力学的速度变换式，当v > e/2 , I u I > el2 时，只要适当选择 U

的方向，就有 lu'l > e ，即允许超光速 O 但由相对论速度变换式(1-3-3) 可以证

明此种情况不会出现。只要粒子相对于某惯性系的速率 μ< e ，它相对于任何惯

性系的速率 u'就都小子 c。下面是最极端的情况:设粒子在惯性系 K 中的速度

满足 Ux =C , uy 二 u ， =0 ，则由式 (1 -3 -3)易得它在惯性系 K'的速度满足

UC -U C(c-u)F A

---一-一=----一 =C. U =u =v~1 - vice - V r' v

所以§1. 2 讲到的"麦氏理论对相对性原理的挑战"现在就彻底不存在:只要用

洛伦兹变换代替伽利略变换，麦氏理论与相对性原理完全可以和谐共存，并行不

悖!现在可以明确指出，麦氏方程天生就没有伽利略协变性:如果从 K 系变到

K'系时采用伽利略变换，那么麦氏方程在 K'系的形式将与在 K 系的形式不同。

但是麦氏方程天生就有洛伦兹协变性，它生来就是狭义相对论的天之骄子。

由式(1 -3 -3)还可求得逆变换式:

u: + 盯 μ!
=一一一一一一一 μ =一一一一一→.，川， -，町、

1 +二严; γ11 +专u;l
e \ e I

,
u
一
+

一

γ

5. 狭义相对论中存在着若干饶有趣味的运动学效应，最常见的是:①尺缩
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效应;②车库佯谬;③钟慢效应;④双生子佯谬。虽然这些效应都可用洛伦兹

变换直接证明(可参阅几乎任一本狭义相对论教材) ，但存在着一种简单、清晰、

深刻得多的、借助于时空几何语言的证明。本书将在第 4 章详细讲述。

[选读 1 -3]

上节曾指出，当 v «e 时洛伦兹交换近似回到伽利略变换，具体来说就是

(A) x' = γ (x - vt) 近似回到 X' =x -vt ,

(8) t ' = γ(t- ~x) 近似回到 t ' = t 。
\ e J

由于 v« e 时 γ=1 ，自然就有耳，- γ (x - vt) = x - vt ， 即 (A) 自然成立。然而妥说

明 (8)也成立就妥咯费笔墨。为便于陈述，下面以对话方式讲解，其中乙代表

笔者。

甲 由 γ=1 直接待到的只是

t I 自 t - vxle2 , (1-3-4)

由此又怎能得到t ' = t?

乙 关键是要说明式(1-3-4)右边第二项可被第一项所忽略，即说明

t - (vle
2
)x=t。

甲 t 和 Z 是被观测事件的坐标，原则上可取任意佳，凭什么就有 I t I »

(vie2
) Ix I?

z 先看两个特例。①设事件发生在 K 系的空间坐标原点 0 ，则 Z 二 0 ，自

然有 t-(vle
2
)x=t; ②设事件发生在 K ' 系的空间坐标原点。'，则 X' =0 ， 由 x'=

γ (X -叫得 X =vt ， 代入式 (1-3-4) 得

t '= t - (v2 I e
2

) t = t (1 - v
2 I e

2
) = t 。

甲 但这两个只是特例。作为被观测事件的坐标 ， X 和 t 原则上可各取任何

值。如采 Z 很大而 t 很小，式 (1-3-4) 右边第二项还能被第一项忽略吗?

乙 你涉及问题的要害了。我的答案是"洛伦兹变换在 v« e 时近似回到

伽利略交换"这一提法总是对的，其准确含义如下:

"在约定的允许误差范围内，对任一被观测事件而言，只妥缸与 C 相较足够

小，洛伦兹交换都能近似回到Hhu利略变换。"

理由很简单:这一提法妥求你首先给定被观测事件，然后才告诉你 U 要比 C

小多少(这个先后顺序极其重要)。设此事件的 z 与 t 的关系为 X =Met ， 其中 M

是个很大的(无量纲)数，例如 10
2

, 103
，…。(这就是你说的气很大而 t 很小"的

准确含义，须知只有同量纲的量方可比较大小。)代入式(1 -3-4)使得



古文

因而 t' 与 t 的相对差别为

§ I. 3 洛伦兹变换

tFZt-fM…(1 - ~ M) .

t-t'=t- 小 -fM)=t?M ，

t - t' v._
t-C

tvz
。

11

(1 -3 -5)

(1 -3 -6)

(1 -3 -7)

假定事先约好的允许相对误差为8( 例如 δ= 10-2 或 10-勺，则为使(t-t')lt<δ ，

只须

U δ
-一<- ~

e M
v (1 -3-8)

例如，设 M=IOJ.8 =10 斗，则 vic < 10 斗。就是说，只要 v<10- 5
c. 对该事件而言

就可在允许误差范围内使用伽利略变换 O

甲 您的分析很有帮助。美中不足的是，您写式 (I -3 -6) 时略去了式

(1 -3 -5) 中 t' 后面的近似号。严格说来，不写近似号就应补上γ，即式

(1-3-5)应改为

t' - 中- ; Met)

这对结采的影响如何?

Z 你的意见很对，但按此修改会使推导变得很繁，不过不影响定性结论。

[选读 1 -3 完]

本书至今一直采用国际单位制。相对论公式由于经常出现 vic 而显得冗

长，而且运算繁杂。如果改用一种称为"几何单位制"的单位制，公式便可大为

简化。涉及单位制时应该分清"量"和"数"。一个物理量与一个被选作单位的

同类量做比较就给出一个数(称为用该单位测该量所得的数)。任何物理书中

的绝大多数等式都可以看作数的等式。几何单位制把真空光速这个量选做速度

这一类量的单位，所以，若以 C 代表真空光速在几何制的数值，便有 C 二 1 (附录 A

对几何单位制有较详细的讨论)。本书从现在开始改用几何单位制，这时洛伦

兹变换式简化为

(a) t'= γ ( t - vx). ( b) x' = γ (x - vt). ( c) y' =y. ( d) z' =z.

(1-3-9)

其中

γ=一一=0
Jτv2

(1-3-10)
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第 1 章习题

注记 习题中涉及的洛伦兹变换都是有最简关联的两个惯性系(见图 I - I) 之间的坐标

变换。

l 通过反解式(l - 3 一 I) 证明式(l - 3 一 I ' ) (洛伦兹变换的逆变换) 0

2. 从洛伦兹变换式( 1 - 3 - I) 出发推出相对论速度变换式 (1 -3 -3) 。

3 设事件 p ， q 在惯性系 K= It ， x ， y ， zl 的坐标(用几何单位制)为p = (O ,O,O,O) , q = (J ,

2 ,0 ,0)0 (a) 找出惯性系 K' 三 j [' ,x' ,y' , z' f ，它认为 p 和 q 同时发生。 (b) 找出惯性系 K"==:

It" ，元 "， y" ,z"l ，它认为 q 先于 p 发生，提前量 l~ - l;: = - 10

4 证明以下有用公式.

( a)γv= IY吃丁， ( b) (γ -I )Iv' =·y' I( I咐 (c)dγ=γ'vdv ， (d) d(γv) = 旷 dv。

对国际单位制则为

( a)γv =e IYτ工， (b) e' (y 一 1) Iν2 =γ'/( I 咐 (c) e' dγ=γ'vdv ， (d) d (γv) =

γ'dvo

5 设惯性系 K'相对于 K 的速率为 v=e汀，质点相对于 K 系的速度分量为 U， =e/2 ， 飞=

气 =0 ，求质点相对于 K'系的速度分重 li~ 、 ll;， 、 u' 。

6 飞船相对于惯性系 K 三 I t ,x ,y ， zl 以常速率 U 沿 x 轴正向飞行，粒子相对于飞船以常

速率 nv 沿 x 轴负向飞行。( a) 求粒子相对于 K 系的速度分量 u ， 的表达式(分别就牛顿力学

和狭义相对论两种情况求解) ; (b) 若 n=1/2 ， v=e/2 ，求川的数值。

7. 试证两个洛伦兹变换的相继作用仍是洛伦兹变换，而且，设两变换的参数分别为 v ， 和

飞，则合变换的参数 v = (v , + η )/(1 +v ， v，) 。

8. 把洛伦兹变换的参数 U 的取值范围从 0< v < I 放宽为一 1 < v < I ，引人新参数 λ ，与 u

的关系为 v = lhλ( lh 代表双曲正切) ，试证: (a)λ 的取值范围是全体实数，即一∞〈 λ 〈∞;

(b) 以 λ 为参数的洛伦兹变换(在几何制中)取如下形式 :t' = tchλ- xshλ ，元= - tshλ + xchA 0

9. (a) 试证以 λ 为参数的洛伦兹变换(见上题)的逆变换是以 -λ 为参数的洛伦兹变换。

( b) 借用参数 λ 再证两个洛伦兹变换的相继作用仍是洛伦兹变换，而且，设两变换的参数分

别为 λl 和儿，则合变换的参数 λ=λ ， +λ2 。



(2-1-1)

第 2 章学一点点几何

§ 2.1 线元与几何

狭义相对论经常涉及各惯性系之间的坐标变换，面对这种变化纷繁的局面，

物理学家使出了从数学家学来的高招一"以不变应y' ~

万变"。为此就要抓住"万变不离其宗"的那个"宗"，

即是要学会抓住在坐标变换下不变的量，称为不变量

( invariant) ，亦称绝对量。欧氏空间的常识为此提供

重要借鉴。设L 是 2 维欧氏空间的曲线，以dL 代表

它的一个元段(见图2 - I) ， dl 代表 dL 的长度(称为

元段长) , dl2 代表 dl 的平方[简称为线元 (line ele- 图 2 -I 欧氏线元表达式
在直角坐标变换下不变

ment) ] 0 元段 dL 一经给定，其线元 dl
2

当然与坐标

系元关，所以是不变量(绝对量)。下面再关心线元旷的表达式。设 !x ， y! 是直

角坐标系，由图 2 - 1 显见

dt = dl + dx
2

。

如果改用极坐标系 I r ，圳，则同一线元 de 的表达式变为

de = dr2 + /dψ2 0 (2-1-2)

上两式是同一个线元旷的表达式，坐标变换所改变的只是线元表达式而不是

线元本身。要使线元表达式不变，新坐标系必须也是直角坐标系，例如，设I x' ,

Y'I 是由|耳， yl 系转动 α 角而得的新系(仍见图 2 - I ) ，则容易验证两者之间的坐

标变换为

故

x =xcosα+ )'SJnα ， y = - xsmα+ ycosα ， (2-1-3)

(2-1-4)dl + dx2 =dy·2 + dX'2 •

因而线元 dl
2

在新系的表达式为

dI2=dyI2+dx'20 (2-1-5)

可见线元表达式在直角坐标系的转动变换下形式不变。其实还有更强的结论:

当且仅当采用直角坐标变换(转动加原点平移)时，欧氏线元表达式不变。

在相对论中有非常类似的情况。先讨论2 维时空。设P ， ，且是两个相邻事
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件，在惯性系 K 和 K'的坐标分别为

p , =(t"x ,) =(t; ,x;) , P2 =(t2 ,X2) =(t; ， X;) 。

令 d t == t2 - t I , dx 三 Z2 叭， dt' == t; - t; , dx' 三 z; 一剖，则由洛伦兹变换式

(I -3 -9)得

dt' = γ ( dt - vdx) , dx' = γ ( dx - vdt) ,

由此不难验证(习题)

一 dt
2 +dx2 -dt ,2 +dX'2 ,

(2-1-6)

(2-1-7)

定义时空(元)间隔(spacetime interval) d/ 为

ds
2 三

_

dt2 + dx2
,(对国际单位制为 d/ == - c2 dt2 + dx2) (2 - 1 - 8 )

则式(2-1-7) 表明时空间隔 d/ 在洛伦兹变换下形式不变。可见，至少形式地

说，时空间隔 d/ 很像线元 dZ
2

， 惯性坐标 t ， x 很像直角坐标 y ， x。不妨建立如下

对应:

时空间隔 d/ +--+欧氏线元 dZ
2

; 惯性坐标 t ， x件直角坐标 Y ， x o

但"很像"并非全同，时空间隔 d/ 与欧氏线元 dZ
2

表达式的唯→差别就是在 dt
2

前有一负号。同欧氏线元 dZ
2

一样，时空间隔 d/ 一经选定[由式 (2-1-8) 定

义]就是不变量(绝对量) ，坐标变换有可能改变的只是它的表达式。例如，仿照

欧氏空间引入极坐标系的做法，现在可用下式引入新坐标系忡，ηI:

x= ψchη ， t = ψshη ， (其中 ch 和 sh 分别代表双由余弦和正弦)

(2-1-9)
同一间隔 d/ 在新系的表达式变为

d/ == dφ2ψ2d772O (2-1-10)

小结 存在两个意义的不变性:(I)欧氏线元dZ
2

和相对论间隔d/ 都是

不变量(绝对量); (2) 欧氏线元(相对论间隔)的表达式在直角坐标(惯性坐

标)变换下形式不变。

对于欧氏几何，人们关心曲线的长度、两点之间的距离、两直线之间的夹角

等等。这些几何性质都由欧氏线元决定:曲线的长度定义为线元 dZ
2

的开方根

dZ 的积分;两点之间的距离定义为两点之间的最短曲线的长度(因而也取决于

线元) ;两直线之间的夹角定义为弧长与半径长之比(归根结底还是由线元决

定)。事实上，欧氏几何的所有内容都由欧氏线元决定，简言之就是线元决定几

何。这一结论对非欧几何也成立。指定一个与欧氏线元不同的线元就定义了一

种非欧几何。线元的改变起着"牵一发而动全身"的作用 O 现在，只要把时空间

隔 d/ == - dt2
+ dx

2

也看作一种线元[称为闵氏线元，闵氏是指闵可夫斯基

( Minkowski) ] ，它也决定一种几何，与欧氏几何不同，称为 (2 维)闵氏几何

(Minkowski geometry) 0 定义了闵氏几何的空间称为闵氏空间(Minkowski
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space) 。今后统一用符号 d/ 代表线元(但元段长则仍记作 dl) ， 所以欧氏线元

dl2 = dl + 出.2 将改记作 d/ = dl + dx
2

。

以上只是为陈述方便而讨论 2 维情况，不难将讨论推广到维数更高的空间。

读者都熟悉 3 维欧氏空间，其线元在直角坐标系的表达式为

ds2
= dx 2 + dl + dz2 ,

如果改用球坐标系仆 ， 0 ， 圳，利用该系与直角系的熟知关系:

(2-1-11)

x = rsinOcosψ ， y = rsinOsin<p , z = rcosO , (2 - 1 - 12)

由微分运算容易求得欧氏线元d/ =dx2 + dl + dz2 在球坐标系的表达式:

ds2 = dr2 + r2 (d02 + sin2
Odψ2)0 (2-1-13)

我们再次强调，坐标变换改变的只是线元的表达式而不是线元本身。就是说，式

(2-1-13)与 (2-1-11)虽然形式不同，但实质一样，都代表3 维欧氏线元，可

表为连等式:

ds
2 二 dx

2 + dl + d/ = dr2 + / (d02 + sin
2
0d <p2) 。

如果改用第三种坐标系(例如柱坐标系或者更复杂的坐标系) ，欧氏线元 d/ 的

表达式还会取其他更为复杂的形式。欧氏线元只在直角坐标系才有最简单的表

达式 dx
2 + dl + dz

2

。想象地再补上第 4 维，把第 4 个直角坐标记作 ω，便可写出

4 维欧氏线元在直角系的表达式:

与 4 维闵氏线元

d/ =dω2 + dx2 + dy2 + d/ ,

d/ = - dt
2 + dx 2 + dl + d/

(2-1-14)

(2-1-15)

相对应(但请特别注意右边第一项的负号)。

类似地，如果在闵氏时空中选取惯性坐标系以外的坐标系，闵氏线元的表达

式也要改变。例如，若选4 维球坐标系 1 t , r ， θ，圳，其中 r ， 0 ， ψ 仍由式

(2-1-12)定义，则闵氏线元的表达式改为

d/ = - dt2 + dr2 + r2 (d0 2 + sin
2
0dψ2)0 (2-1-16)

若选更复杂的坐标系，闵氏线元的表达式将更为复杂。当且仅当选用惯性坐标

系时，闵氏线元才有最简单的表达式- dt2 + dx 2 + dy 2 +由2 。

§ 2.2 闵氏几何

为方便起见，仍先讨论 2 维情况。把 d/ =: - dt2 + dx
2

看作线元似乎意味着

曲线的长度应定义为 ds 的积分，但 dt
2

前的负号却带来一个微妙之处，因为它导

致 d/ 正负不定。图 2 -2 示出了三类曲线。曲线 L，的任一元段都有 d/ >0 ，故

元段长 dl 可自然定义为 dl=: jd7，曲线 L，介于 α1 和 b l 点之间的一段的线长
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X

L 1

b l

(2-2-2)

L)

(2-2-1)

(记作 la向呐t

lιa叫咐呐1忡bh1 = j:
1

5 。

但曲线 L2 的任一元段有 d/ <0 ，如果把元段长 dl

仍定义为 dl;;; /d7，则 dl 为虚数，而虚数线长没

有意义。现在应该明确指出， d/ 其实只是 _ dt2 +

dx
2

的代表符号，并不代表某个实数 ds 的平方(个

别书用符号 φ 代替 d/ ，以防止把它看作某实数的

平方这一误解)。记号 ds 并无意义，它总是连同右图 2 -2 闵氏空间的三类曲线

上角的"2"字一同出现(但不代表平方)，有意义的 (对国际制， t 轴改为 ct 轴)

只是整体记号d/。大多数文献之所以用记号d/ 而不用 φ，目的在于让人感到

"d/ 像 dl
2

" ，但并非像到可以把d/ 看作出的平方的程度。明确这点之后，我

们约定把元段长dl 定义为 dl;;; ~忑2(请注意-d/ > 0) ，把曲线 L2 介于向和
b2 点之间的一段的线长定义为

lu2bz=f F37。

最后，曲线飞的任一元段有ds
2 =0 ，我们定义其元段长为零，因而 L) 的任一线

段的线长为零。表面看来似乎很奇怪:这么长长的一条曲线 L) 的线长竟然为

零?其实这正是闵氏几何与欧氏几何的一个重要区别。用欧氏眼光看问题， L)

的确很长，但用闵氏眼光来看，由定义可知其长度就是为零。

综上所述可知任一类型的曲线段 αb 的线长都可表为

lab =jb 们泞， (2-2-3)

因为第一类曲线有d/ >0 ，上式回到式(2-2-1);第二类曲线有d/ <0 ，上式
回到式(2 一 2 - 2) ;第三类曲线有d/ =0 ，上式给出 lab = 0。以上讨论不难推广

至 4 维情况，对三类曲线依次命名如下:

( 1)任一元段都有 ds
2

> 0 的曲线称为类空曲线 (spacelike curve) ;

(2) 任一元段都有 d/ <0 的曲线称为类时曲线 (timelike curve) ;

(3) 任一元段都有 d/ =0 的曲线称为类光曲线 (lightlike curve ，又称 null

curve) 。

此外也存在这样的曲线，其上某些元段有 ds
2

>0 而另一些元段有 ds2
<0 或

d/ =0 ，我们戏称这些曲线为不伦不类的曲线。
图 2 - 3 是欧氏空间与闵氏空间的对比图。为画图方便，只对比 3 维欧氏空

间与 3 维闵氏空间。欧氏空间的任一点 A 称为一个空间点，可用直角坐标表为
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欧氏空间 闵氏时空

•
A(空间点)

I p(时空点)
•

r

x./ x /'" y
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图 2 -3 欧氏空间与闵氏时空对比

空间点 A=(z， x ， y) 。

由于闵氏空间必有一维代表时间，所以闵氏空间又称为闵氏时空(Minkowski

spacetime)。不妨认为闵氏空间是数学家的称谓，而闵氏时空是物理学家的称

谓。时空中的任一点p 称为一个时空点(spacetime point) ，代表一个事件，可用

惯性坐标表为

时空点p 二 (t ,X ， y) 。

你看，从一个纯物理问题出发，经过如此这般的三分析两讨论，"一不留神"

地竟然就变成了一个几何问题，就可以借用数学做许多极有帮助的讨论和计算。

尽量用几何工具讨论时空问题是国际相对论界的流行趋势(其好处多得不计其

数) ，也是本书的一大特色。

§ 2. 3 球面几何

一切不同于欧氏线元的线元所决定的几何都可称为非欧几何。从这一意义

上说，闵氏几何也是非欧几何。不过，由于它与欧氏几何很像，线元之间只有一

个负号之差，通常也把闵氏几何称为伪欧几何(pseudo-Euclidean geometry) 。本

节再介绍一种很常用的非欧几何，即球面几何，这是一种2 维非欧几何，其线元

可用坐标系 !x ， y! 表为

d/ =dx 2 + sin
2
x d/ , (2 - 3 - 1 )

与欧氏线元的唯一区别是 d/ 前要补一个因子 sin2z。虽然你可能从未见过这样

的线元表达式，但下面的一段会让你发现这其实是很常见的线元。

3 维欧氏线元在球坐标系 I r ， e ， 利的表达式为

d/ =dr2
+ r2 (del + sin2e dψ2)0 (2-3-2)

设 S 是以原点为心、以 l 为半径的球面，dL 是躺在 S 上的任一曲线元段，当然也

可把它看作3 维欧氏空间的元段，故式(2-3-2)就是这一特殊元段的线元在
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球坐标系的表达式。由于元段躺在球面上，其上每点都有 r =I ，故式 (2-3-2)

简化为(改用 ds
2

代表 ) :

ds2 =dθ2+sin2θdψ2 0 (2-3-3)

球面是个2 维空间，因为要决定其上一点需要两个坐标(8 和伊)。上式实

质上是 3 维空间的欧氏线元在镶嵌于其中的2 维球面所诱导而生的线元，称为

(标准)球面线元，描述球面这个2 维空间的几何(球面几何)。人们在讨论球面

上的问题时，元论自觉与否，都在默认其几何由线元(2 -3 -3)决定。请注意式

(2 -3 -3)与式(2-3-1)实质一样(差别只在于坐标的记号从X ，)' 改为 8 ， ψ ，

而这毫无影响)，所以式(2-3-1)的确是球面线元。

应该指出，虽然从3 维欧氏线元诱导出球面线元的讲法很直观，但球面几何

本身完全可以不依托于3 维空间而独立存在，它无非就是由式(2-3-1)表示

的一种 2 维几何。

§ 2.4 曲率

利用线元可以定义一个称为幽率( curvature) 的张量，又称黎曼张量，是由线

元所决定的诸多几何性质中很重要的一个性质。本书读者不必知道什么是张

量，只需记住以下四点。

(I)各点曲率都为零的空间称为平直空间( flat space) ，否则称为弯曲空间

( curved space)。如果空间是时空(其中一维代表时间)，则平直空间和弯曲空间

也分别称为平直时空(flat spacetime)和弯曲时空(curved spacetime)。

(2) 欧氏空间是平直空间，闵氏时空是平直时空。

(3)球面是2 维弯曲空间的简单例子。球面上任一点的曲率都非零。

(4) 狭义相对论以闵氏时空为背景时空，而广义相对论则以弯曲时空为背

景时空(详见第6 章)。在弯曲时空中，曲线的类空、类时和类光性的定义与闵

氏时空相同，线长仍定义为线元绝对值Id/I 的积分，即式(2 -2 -3) 同样适用于

弯曲时空。

§ 2. 5 测地线

欧氏空间的曲线中有一类最为简单，这就是直线。直线是这样的曲线，它在

直角坐标系中的任意两个坐标都有线性关系。以 3 维欧氏空间为例，直角坐标

x ， y ， z 满足下式的曲线就是直线:

y= αx+b ， z=α + do ( 其中 α ， b ， c ， d 是常实数) (2-5-1)
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D

S

由于任意两个直角坐标系之间的坐标变换都是线性变换，所以，只要式

(2-5-1)对一个直角系成立，则它对任一直角系也成立。这就保证直线是绝

对的概念，不存在某系认为是直线而另一系认为不是直线的情况。

欧氏空间之所以可以定义直线，是因为它有一类简单的、与众不同的坐标

系，这就是直角坐标系。类似地，闵氏时空也有一类简单的、与众不同的坐标系，

这就是惯性坐标系，因而也可用类似方法定义直线。以 4 维闵氏时空为例，其直

线是这样的曲线，它的惯性坐标 t ， X ， Y ， Z 之间有如下的线性关系:

X= α't+b' ， y=a
2
t+b

2 , z= 旷 t + b3 ,(其中 αI , b' ， 矿， b2 ，旷 ， b 3
是常实数)

(2 -5 -2)

由于任意两个惯性坐标系之间的坐标变换都是线性变换(洛伦兹变换)，所

以闵氏时空中的直线概念也是绝对的。

欧氏空间和闵氏空间都是平直空间。对于弯曲空间，不存在像直角坐标系

或惯性坐标系那样的与众不同的坐标系，直线难以定义。然而，弯曲空间的曲线

中也存在一类最简单的曲线，称为测地线(geodesic)。由于数学知识不够，此处

不拟给出测地线的定义，只想指出以下三点。

( I )把测地线定义用于平直空间，结果正是直线。可见测地线橄念是直线

概念向弯曲空间的雄广。

(2) 不难验证球面上的大圆弧满足球面上测地线的定义。事实上，球面上

的曲线是测地线当且仅当它是大圆弧。

(3) 鉴于欧氏空间存在"两点之间直线最短"的结论，人们往往把测地线称

为短程钱。然而这一称谓容易误导。下面仅举两个反例。

第一个反例是关于球面的。下面以对话形式阐述，其中乙代表笔者。

甲 球面上的大圆弧(测地线)一定是其首末两点之间的最短曲线，对吗?

乙 不对。图 2 一 4 中的大圆弧 SAND 就不是点 S

与 D 之间最短的线，因为大圆弧 SED 更短。

甲 我把"最短"改为"极短"总对了吧?我的"最

短"和"极短"是仿照-元微积分中的"最小值"和"极小

值"说的，函数在定义域中可以有若干个极小值，其中最

小的-个叫最小值。就是说，当我说"SAND 是极短线"

时，是只与其邻近曲线比较的结果。

乙 问题就在于"大圆弧 SAND 是极短线"这一结
图 2 -4 测地绞未必

论也不对，因为跟它紧邻的曲线SBCD 比它还短(其中 是极短线

BCD ~ B ， D 点间的一个大圆弧) ，理由如下。

SBCD 长= SB 长+ BCD 长，
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SAND 长二 SA 长 tAN 长十 ND 长，

SAND 长 -SBCD 长 =SA 长 +AN 长 +ND 长- SB 长 -BCD 长

=(BN 长 +ND 长) - BCD 长

=BND 长- BCD 长 >0 ， (2 -5 -3)

[其中第二步用到SA 长= SB 长(总可选这样的A ， B 点)及 AN 长 =BN 长，末步

(即>号)是因为BCD 和 BND 都是连接 B ， D 点的线，而前者是测地线后者不

是，故 BND 长 >BCD 长。]式(2 -5 -3) 表明测地线段SAND 并非短程线，连"极

短"也不是。

测地线段SAND 之所以不是"极短"，关键在于线上包含南极S 和北极 N ，两

者组成线上的一个"共辄点对"，即存在从S ¥U N 的、与测地线 t

SAN 无限邻近的测地线 SBN。可以证明，只要大圆弧上没有共 q

辄点对，它必定是最短线。例如，大圆弧 SA ， SB 和 SED 分别都

是最短线。

上述例子已经表明把测地线称为"短程线"至少不够准

确。更有甚者，在闵氏时空及弯曲时空中存在大量的类时测地

钱，它们不但不是短程线，而且还是长程线。图 2 - 5 就是闵氏

时空的简单例子。图中的 pαq 是一条类时测地线(类时直线) ,

我们来证明它是 p ， q 点之间所有类时曲线中的最长者，为此只 P

需证明它比任一连接 p ， q 点的类时曲线(例如 pbq) 都长。先图 2 - 5 类时测

假定 pbq 线躺在 t-x 平面上。用许多与 Z 轴平行的直线把测地线 pαq 是 p ， q

地线 pαq 和非测地线 pbq 分成许多小元段，由类时线长定义式间最长的类时线

(2 -2 -2)及闵氏线元表达式可知元段pa 和 pb 的线长依次为

( dl) po = j - d/ I J"' f9c = j (dt
2

- dx
2

) Ipo段=户。 tp)2-(zu-zp)2=tu-tl

(2 -5 -4)

(dl) pb = .jCdt
2

- dx
2
) 问 = .j( t b - 旷气豆bji71<tea-4， =(dl) 问。

(2 -5 -5)

[其中倒数第二步是因为z~b 一 Z飞p 予乒丘 O 且 Z川b 一 Z飞I' < t勺b 一 t~p=tια - tιpoJ 上述结果也适用

于其他任一元段，所以 lp严"叫，

平面上的→般情况，可见类时测地线不但不是最短线，而且(与连接首末两点的

所有类时线相较)还是最长钱!

最后介绍关于测地线的一个重要定理[证明见梁灿彬，周彬 (2006 )定理

3-3-4]'本书§ 6. 1 要用到。



第 2 章习题 21

定理 2 -1 给定一点p 和 p 点的一个矢量V ，存在唯一的测地线，它经过p

点，而且在p 点与 U 相切。

下面用简单例子帮助读者接受这一定理。首先，对欧氏空间及闵氏时空，给

定一点p 和 p 点的一个矢量U后，显然存在且仅存在一条直线(测地线)，它经过

p 点而且在p 点与 U 相切[图 2-6(a)]。其次，给定球面的一点p 和 p 点的一个

矢量 U 后，显然存在且仅存在一个大圆弧(测地线)，它经过p 点而且在p 点与 U

相切[图 2-6(b)]。

直线

p

(a) 欧氏或闵氏空间 (b) 球面

大圆弧

图 2 -6 定理 2 -I 例证

为了便于读者记住这个定理，我们把它归结为如下的"七字真言"

定理 2 -1( 简述) 一点一矢定一测。

第 2 幸习题

I.从洛伦兹变换式(1-3-9)出发推出式(2-1-7)，表明时空间隔在洛伦兹变换下形

式不变。

2. 从 ds
2 = - dt

2
+ dx

2
+ dy' + d/ 出发推出闵氏线元 ds2

在柱坐标系 I t ，p ， 伊 ， zl 中的表达

式(已知 p ， ψ 与元，Y 的关系为 x =pcosψ ， y =PSIOψ) 。
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§ 3.1 世界线和时空图

在牛顿力学中，当物体的形状和大小对所关心的问题影响不大时，可以把它

看作有质量而无大小的对象，每个时刻只占领空间的一点，这种模型化后的物体

称为质点。进入相对论后，质点的概念仍然保持，但它(在惯性系中)只能以亚

光速运动(理由详见§5.9)。此外还有一种很重要的点状对象，其质量为零①

(因而不叫质点)，在惯性系中总以光速运动。这种对象称为光子(photon)。质

点和光子总称为粒子(particle)。这里的粒子是模型语言的粒子，与粒子物理学

的具体粒子(质子、中子等)虽有联系但不相同，是完全没有大小的点。

设想你自己是个质点，则你在某一时刻位于某处就是发生在你身上的一个

事件，所以你的全部历史由一连串相继发生的事件组成。既然每一事件都是一

个时空点，你的全部历史便是时空中的一条曲线(积点成线)。推而广之，任何

粒子的全部历史都是时空中的一条曲线，称为该粒子的世界线(world line) 。

时空和世界线比较抽象，通常用时空图来直观表示o 时空图中应画上(至

少心中明确)某个惯性系的坐标轴，这个坐标系称为这个时空图的基准坐标

系②。由于是时空图，时间t 这一维不可或缺，约定把t 轴画成竖直向上(代表该

系的时间流逝)。然而，即使采用立体画法，平面上最多也只能表现3 个坐标

轴，所以空间坐标轴只能画两个，例如Z 和 y③，都与 t 轴正交。下面举4 例帮助

理解时空图。

例 1 图 3 - I 中躺在 t-x 面内的 45。斜直线(点划线)代表什么粒子的世

界线?

解 由图可知该粒子的 Y ， Z 坐标恒为零 ， X 坐标随 t 线性增大，所以它位于 z

① 在相对论的早期发展中，质量有·静质量"和..运动质量"之分。后来，包括爱因斯坦在内的越来

越多的作者都放弃了"运动质量"的概念，谈到质量时一律是指静质量(见§ 5. 5) 。此处的质量也是指静

质量。

② 也可用非惯性坐标系为基准坐标系.但应明确说明。

③ 如果运动在某一宅间方向(例如z 向)无分茧，只画其他两轴便可。如果运动在笼， Y ， Z 三个方向

七都有分量，必要时可以"多侧面'地画时空图，例如"I -元 7 图.. , "t 忽 -z 图..等等。
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轴上而且沿 z 正向匀速运动。由图又知

粒子速率 (3-1-1)

可见该粒子以光速运动。结论:图中的斜直线可解释为沿z 轴正向运动的光子

的世界线。

注记 1 图 3 -I 是几何单位制中的时空图。若用国际单位制，纵坐标应从

t 改为 ct 。

例 2 以图 3 -2 的类时曲线 L，为世界线的粒子是质点还是光子?类空曲

线 L2 呢?

/
/

/

t2 ←一一一一一η/

/

t] ←一τ(
/"l l

I I
-一」一一-l

Xl X 2 x

y.

图 3 - I 点划线是光子的世界线

L l

q

2IU

X

图 3 -2 以惯性系为基准

系的时空图。 L，是质点

的世界线，L2 不是世界线。

解 曲线 L，上任一点p 的、切于该曲线的矢量(图中的箭头)都比45。更陡

(斜率更大)，仿照式(3-1-1)的讨论可知该粒子在每一时刻的速率U 都为亚

光速(即 u < 1) ，所以 L，是某个质点(而不是光子)的世界线O 反之，从曲线 L2
(类空曲线)在任一点q 的切矢看出，假定它是某一粒子的世界线，该粒子必定

超光速，而超光速粒子在相对论中不存在，可见L2 不是任何粒子的世界线。

小结 质点的世界线是类时曲线，反之亦然;光子的世界线是类光曲线;类

空幽钱不能充当世界线。 类时叫线 光子世界线

对于 2 维时空(以 t ， X 为时、空坐标)，过任一时

空点 p 只有两条光子世界线(斜率分别是+I 和

- 1) ;对于 3 维时空，过一点 p 有无限多条光子世界

线，以任一条为母线就扫出一个以 p 为顶点的圆锥

面，称为 p 点的光锥面 (2 维曲面)。对于 4 维时空，

每点 p 的光锥面是一个 3 维锥"面" (图 3 - 3 ，图中

只能压缩一维)。只要知道一点的光锥面，就能判断 图 3 - 3 p 点的光锥面
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过该点的曲线在该点的切矢的类时、类空和类光性就可以避免把在该点为类空

的曲线误以为是世界线。

为了帮助读者熟练掌握空间语言(空间图)与时空语言(时空图)之间的"翻

译"工作，我们再提一个反方向的"翻译"问题一一请读者从给定的空间图出发

画出相应的时空图。

例 3 某人(看作质点)静止于地面，一只苍蝇绕他做圆周运动[图3 - 4

(a汀，试画出人和蝇在时空图中的世界线(选地面系为基准)。

\l

/

l I\人
\

\

tlll
、
、
，
，

yJ-寸/‘

/
l
t

、

(a) 空间图 (b)时空图

图 3 -4 人静止于地面，苍蝇绕人做匀速率圆周运动。

解 因为人相对于地面静止，他的世界线自然是竖直线。至于苍蝇的世界

线，读者也都能想到应是一条螺旋线[图3-4(b)]。但是画图时还有若干不确

定性。首先，这条螺旋线的螺距是均匀的还是不均匀的?这取决于苍蝇的圆周

运动是否匀速率。然而这个问题无法从空间图[图3-4(a)]找到答案(空间图

不含此信息)。只有当出题人在空间图旁附一句话"苍蝇做匀速圆周运动"，你

才可以把苍蝇的世界线画成等螺距螺旋线。这时又出现第二个问题:螺距该多

大?在空间图中同样找不到答案，除非出题人再附上一句话"苍蝇的速率是

o. l m/s" 。这一讨论表明，空间图包含的信息量对绘制时空图未必足够。反

之，如果先给你时空图，只要把它从上到下压缩为一个平面图，本质上就得到空间

图。更有甚者，如果你从时空图底部开始匀速地向上看，你还能看到运动的全过

程。建议读者立刻以图 3 -4( b) 为例试试看，你是否看到"人一直不动而苍蝇绕着

他做匀速圆周运动"这一过程?以上讨论表明时空图含有比空间图更多的信息。

锣IJ 4 用时空图重新审视"爱因斯坦列车"的雷击同时性问题(见图 1-2 及

相应文字)。

解 图 3-5(b) 是以地面系为基准的时空图，现在介绍画图过程。地面的
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点 A ， M ， B[ 见图 3 -5(a) ]相对于地面系皆静止，故世界线都是竖直线。列车的
点 A' ， M' ， B'都以同一速度U相对于地面运动，故世界线是三条斜率相同的直线

(斜率为 11时，可用下法画出。

( I)在 A 线上任选一点 α 代表"雷击车头"事件。(再次提醒:务必注意大、

小写字母的区别 A 代表空间点，α 代表时空点，是发生在 A 处的一个事件。)

由于前已约定 A 是雷击时 A'在地面的印记(见图 I -2) ，所以 α 也代表"A'与 A

相遇"的事件，因而A'线是过 α 点的、斜率为l/v 的斜直线。

B B' M M' A A'

ELB
川
川
←-
-
M

E仨τ

b m a

(a) 空间图 (b)时空图

图 3 -5 M 同时收到车头、车尾来光，但M'不同时收到。

(2)以 b 代表"雷击车尾"事件，它当然应是B'线与 B 线的交点，但如何确

定此点?由于事件b 和 α 相对于地面系同时发生，而图3 -5(b)的任一水平线

上各点代表(对地面系而言)同时发生的事件(因为它们有相同的t 值) ，所以，

过 α 点的水平直线与B 线的交点就是b。

(3 )以 m 代表 M'与 M 相遇的事件。对地面系而言，这一事件同时于事件

α，因此应在水平线αb 上，所以 αb 线与 M 线的交点就是m。由此可画出 M'线。

车头受雷击时(事件α) 向四面八方发射光子，其中一条光子世界线与M 线

交于 p 点，所以

p ="M 收到车头来光"事件。
车尾受雷击时(事件的也发光，其中一条光子世界线由于与叩线关于 M 线对称

而交 M 线于 p ，可见观者 M 的确同时收到车头和车尾来光。这从另一侧面印证

了刚才找出的 b 点是正确的。

现在已经水到渠成。由图可见 M'先收到车头来光(记此事件为 q) 后收到

车尾来光(记此事件为的，可见火车系认为事件 α ， b 并不同时。

注记 2 刚才讲过，图 3 -5(b) 的任-水平线上各点代表(对地面系)同时

发生的事件。通常称这些水平线为(地面系的)同时线。至此只涉及 l 维空间，

即 2 维时空 t-x。推广至 2 维空间，即 3 维时空 t-x-y ， 同时线就发展为同时

面，见图 3 -6 ，每一同时面(如豆" )代表某一时刻(女n t , ) 发生的所有事件。再推

广至最常用的 3 维空间，即 4 维时空 t-;r-y-z ， 同时面理应改称为"同时体
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代表同一时刻发生的所有事件的集合，亦即代表该时刻的全空间。但时空图必

须压缩掉一个空间维，故图中仍表现为一张面，而且习惯上也仍称为同时面。

一个粒子在 3 维语言中是个点 (0 维对象) ，在 4 维语言中就是一条线( 1 维

对象)。考虑一把静止于地面的"无限细"尺子( l 维对象) ，它的每点的全部历

史在(以地面系为基准的)时空图中就是一条竖直线，所以尺子的全部历史就由

一个 (2 维)平面代表(图 3 一 7) ，称为尺子的世界面 (world sheet) ，它与任一同时

面叉的交线就代表地面系认为的、t 时刻的(l维)尺子。再看地球表面(2 维球

面) ，它的每点的历史由一条竖直线代表，地球表面所有点的世界线的总体便是

罔 3 - 8 的圆柱面(地球表面的世界面)。你也许会觉得有什么东西不对，因为

任一同时面 L，与这个圆柱面的交集本应代表 t 时刻的地球表面 (2 维球面) ，但

医|中的交集却是个( l 维)圆周!问题仍然出在时空图至多只能表现两维空间，

只要自己在头脑中补上第 3 个空间维(比如说 ， Z 轴) ，这圆周就代表 2 维球面。

如果愿意，你还可以补画人造地球卫星的世界线(图 3 - 9) 。

ι
尺|尺|尺

尾|子!头

世1 世

1 时刻的尺.-

要是

'II-界

面

界

线

图 3 - 6 每一同时面代表

一个时刻的全空间

图 3 -7 尺子的世界面

地球
世界面

J!.星
世界线

图 3 - 8 圆柱面是地球表面

的世界面(压缩掉一维)

图 3 -9 人造地球卫星世界线

(地球世界面仍压缩掉一维)
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§ 3. 2 惯性观者、参考系和坐标系
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PI(读数1' 1)

世界线段长

=固有时间

进行物理观测的人叫观察者。通常把观察者模型化，即看成质点，简称观者

( observer) 。为了观测，观者要携带一个走时准确的钟，叫 l钟的世界线

标准钟 (standard clock) ，该钟的读数称为该观者的固有时 ~. P2(读数乌)

( proper lime) 。推而广之，可以认为任一质点(不一定是

人)都携带一个标准钟，每个质点都有自己的固有时，都

可起到观者的作用。

然而，什么叫做"走时准确"?下面用几何语言给出

明确定义，这也就是标准钟的定量定义。

定义 1 设钟在自己世界线任意两点矶和P2 的读数

分别是 7，和 72 ( >7，)(见图 3 -10) 。如果

rP2 ，---一-

7 2 - 7 1 =世界线 P ， P2 段的线长 l.... = I 1- d/
门." ) 1', 图 3 - 10 标准钟定义

(3 -2-1)

此钟就称为一个标准钟。

注记 3 上式表明世界线上任-元段的固有时间与元段线长的关系为

d7= ，[τ忑τ。 (3 -2 -2)

若光速 C 不取为 1 ，.!J1IJ 上式应改为

式 (3-2-1)则应改为

d7=~王/c2
。

-Tl=fzJ-dsw。

(3 -2 -2/)

(3-2-1')

注记 4 上述定义涉及线长这-几何性质，在通常教科书中很少见，但可以

证明式(3-2-1)中的 T 与教科书中的固有时完全-致。

注记 5 有必要分清与钟有关的两个概念一一-走时率(rate) 和初始设定

( setting) ，前者反映走时的快慢，后者则是对零点的指定。标准钟只对走时率提

出要求(世界线上任意两点的读数差等于线长)。我国曾一度实行夏时制，规定

某月某日零时"把钟拨'快一小时"。这"快"字有可能使人误以为要提高走时率，

其实只是改变初始设定。事实上，你为你的手机调整时间的操作也只是在改变

初始设定，你是无法改变手机的走时率的。

现在介绍惯性观者的概念。早在伽利略时代，物理学家就已认识到物体的

运动有惯性运动与非惯性运动之分。从教学法的角度，不妨把相对性原理做如
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下的重新表述。

相对性原理实质上包含以下两部分内容(假设) :

( I)所有观者可以分为两类，即惯性观者( inertial observer)和非惯性观者。

这种区分无须借用其他物体作为参考，所以说是绝对的区分。你可以指着任一

观者问:这是否惯性观者?答案非是则否，泾渭分明，绝不模棱两可。

(2)所有惯性观者互相平权，不存在任何特妹的、优越的、与众不同的惯性

观者。特别地，没有一个惯性观者可以被认为处于绝对静止的状态。

然而，什么观者才算是惯性观者?或者说，惯性观者与非惯性观者的根本

区别是什么?想象你置身于远离各个星球(因而引力可以忽略)的飞船内。

只要你开动发动机(引擎)，你就是个非惯性观者，你的身体就会或多或少地

有不舒适的感觉。反之，只要发动机完全停止工作，你就是个惯性观者，不舒

适感就会消失o 请注意你只需根据自己的感觉就能判断自己在做惯性运动与

否，完全不必依靠观察窗外的景物(所以说惯性运动与否的区别是绝对的)。

当然也可以举日常生活的例子。假定你正在驾车，当汽车启动、刹车或拐弯

时，你会或多或少地有不舒适感，这时你是个非惯性观者。反之，当汽车平稳

地行驶在笔直又平坦的路面时，你是个惯性观者o 读者可能觉得以上描述过

于直观、粗略而有失定量性，但这种描述确实能够说明观者的确可以分为两

类。以上关于观者的讨论也适用于质点(物体):质点也可以分为两大类:

①做惯性运动的质点(简称惯性质点或自由质点);②做非惯性运动的质点

(简称非惯性质点)。

你不是很想知道惯性观者(质点)的更为准确的、定量的定义吗?下面就是

在狭义相对论框架内的惯性观者的数学定义:在闵氏时空中，当且仅当观者的世

界线是类时测地线时，这个观者是惯性观者(自由质点)。这一定义不但已经通

过了无数(实验的以及理论内部自治性的)考验，而且非常符合美学原则，因为，

从物理角度看，惯性观者是既特殊又最简单的一类观者;从数学角度看，类时测

地线是既特殊又最简单的一类类时曲线。

观者(无论惯性与否)的任务是观测。观测又可分为两大类。观者对发生

在自己身上的事件的观测称为直接观测，亦称当时当地观测，是最简单、最明确

的观测。如果事件发生在观者身外，他当然也可能听到或看见，从而也可进行观

测和记录，这称为间接观测。在理论方面，狭义相对论中高速运动物体的视觉形

象问题就属于间接观测范畴(详见§4. 4) ;在实用方面，所有天文观测都属于间

接观测。间接观测必定涉及从事件到观者的信号传递(例如用声或光)，要花费

一定时间，讨论起来比较复杂。此处只讨论直接观测。为了能对发生在任何地

点的事件进行观测和记录，就需要处处设置观者(每一观者带一标准钟)，这些
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b

BA

。

O

α= (La ,Xa ,Yu ， Z(I) 。

无处不在的观者的集合(总体)就构成一个参考系。参考系内的每个观者都"枕

戈待命"地随时准备用自己的钟对发生在自己身上的事件做记录，所以爱因斯

坦曾说过"在我的相对占公里，我的金而争一点都安放 7 钟;但实际上在我的房

而里，甚至连一个钟都波有。" (那时爱因斯坦经济还很拮据，虽然生活在号称钟

表王国的瑞士，却买不起-个钟。)以地面惯性参考系为例，它由无处不在的、相

对于地面静止的惯性观者组成(图 3 - 11 画出了其中五个观者的世界线)。设

炮仗爆炸事件 α 发生在观者 A 身上，他立即记下自己的标准钟在爆炸时的读数

飞，并把它定义为事件 α 在该参考系的时间坐标，记作仁，即 t.==Ta(A)( 括号内

的 A 代表 A 钟的读数)。为了进一步定量描述事件 α 的发生点(即 A 的所在

地) ，可以任选一个观者(记作 0) 为原点建立直角坐标系(坐标轴相对于地面系

无转动) ，这样就得到一个惯性坐标系 !t ， x ， y ， zf(O 的世界线就充当 t 坐标轴) ,

称为地面惯性参考系内的一个惯性坐标系(图

3-11) ，事件 α 就可以用时空坐标表为

x

一个惯性参考系内可以有很多惯性坐标系，因为

通过以下三种做法都可获得该参考系内的另一惯性

坐标系:①让 3 个坐标轴(统一地)做一个空间转动; I y
②改变空间坐标原点(选另一惯性观者为空间坐标原

点) ;③把图 3 - 11 的 4 维坐标原点。(小写)移至观

者 O( 大写)的世界线的另一点。 图 3 - II 地面参考系内

在不必细分惯性参考系和惯性坐标系时，可以笼 的惯性坐标系川，元， y ， zl

统地称之为惯性系o

现在遇到一个重要问题。设事件α ， b 位于图 3 -川的某个水平面上。由

于每个水平面要代表一张同时面(等t 面) ， α ， b 点在该坐标系的时间坐标应

相等，即应有ta = 勺，其中 t" == T" ( A) ， to 三 To (B) 。然而，每个标准钟(作为单个

的钟)的初始设定完全任意，所以并不保证ta = 句。为了解决这一问题，我们

约定对同一参考系内的各钟要事先施行同步操作，即要求各钟在任一同时面

上的读数必须相同。满足这一要求的各钟称为已同步的。由于各钟的世界线

介于任意两个同时面之间的线段长度相等，同步操作具有一劳永逸性:只要各

钟在某一同时面上读数相等，它们就己同步。乍看起来可用下法简单地实现

同步:任选一观者A 作为"带头羊"，他在把自己的钟设定为零(事件α) 的同

时告知另一钟B"你现在立即把钟调到指零"。但是，"告知"就是发出某种信

号，而任何信号的传播都需要时间，若以b 代表 B 接到通知的事件，则b 与 α

不会在同一张同时面上。所以，如果B 执行命令，即在事件b 把自己的钟设定
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A B为零，必然达不到同步的要求。可见同步操作在相

对论中是个并非平凡的过程。下面介绍一种原则上

可行的同步操作法[称为雷达法 (radar method) ] :观

者 A 事先(用任意方式)告知 B: "你在身上装一面

反射镜，当镜子接收到我发的光时把你的钟调零。"

然后 A 在适当时刻向 B 发光(事件 αI ) ，它到达 B 时

被反射(事件 b ， 见图 3 - 12) 。以 α2 代表 A 回收到

反射光的事件， α 代表 A 线上 αI a2 段的中点(以线

长衡量 ) ，则 A 在该点把自己的钟调零便可保证 B

钟与 A 钟同步。

a2

。.----一--矗 b

a 1

图 3 -12 钟同步的雷达法

[选读 3 -1]

为了尽量保证后续内容的清晰性，刚才是先介绍惯性观者，再以此为基础介

绍惯性参考系和坐标系(见下节)。这种讲法的好处将会逐渐显现。当然，不用

惯性观者概念也能对惯性系下定义(而且这是通常的讲法)，这定义如下。

与其他物体距离足够远(因而不受任何物体的作用)的质点称为孤立质点

(或自由质，点)。如果孤立质点相对于某个参考系做匀速直线运动，这个参考系

就称为惯性参考系，简称惯性系。

采用这一定义后，惯性观者的定义就变得非常简单:相对于惯性系做匀速直

线运动的观者称为惯性观者。[选读3 -1 完]

§ 3. 3 光速不变的 4 维表达

用惯性坐标系 K 可以自然地定义任何粒子的速率。设 L 是粒子的世界线

(图 3-13) ，其任一元段 dL 的线元可表为 t+ IL

d/ == - dt 2 + dx 2 + dy2 + d/ o (3 - 3 一 1 )

以 p 代表元段的起点，则粒子在时衷IJ P 相对于惯性系

K 的速亘在自然定义为

μ=1豆土豆l +d/
dt

于是式(3-3-1)可改写为

。 VA

、
，

J

匀
，
"

句
3

句
、d

'
'
t、

dL

x

图 3 - 13 粒子世界

线上的元段
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/ dx2 + d/ + d/L
d52=-df l 12l=-(I-u2)dt20

\ dt" J
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(3-3-3)

以符号"牛∞丰"代表"等价于

u=斗1 ∞ d出/ =0 ∞ 线元为类光， (3 -3-4a)

u < 1 ∞ d/ <0 白线元为类时。 (3 -3 -4b)

利用上两式可把狭义相对论的两个基本"信条"用4 维语言重新表述。这两个

信条的 3 维表述是大家熟知的两句话:

(A) 光子相对于任何惯性系的速率u = 1(此即光速不变原理的核心

内容) ;

( B) 质点相对于任何惯性系的速率 u < 1(此即"质点必须亚光速" )。

现在，借助于等价关系式 (3-3-4) 又可把两个信条用 4 维语言重新表述如下:

( a) 光子的世界线是(闵氏时空的)类光曲线;

(b) 质点的世界线是(闵氏时空的)类时曲线。

由式 (3 -3 -4) 可知 4 维表述(a) 、 (b) 等价于 3 维表述(A) 、 (B) 。然而，3

维表述总要借助于坐标系，而且还涉及粒子速率μ 的定义，不但不如4 维表述简

练自足，而且有时还会招致误解。特别是，人们往往把3 维表述(A) 、 (B) 简单

地记忆为

(A')光子的速率u =1;

(B')质点的速率u < 1 0

或者更简单地记忆为"相对论不许超光速"，则更是容易引起误解和不必要的困

惑。关键在于，"速率"一词可以有各种不同定义，其中有些在物理上还很合理，

很有资格被称为速率，但只要与质点相对于惯性系的速率定义式 (3-3-2) 不

等价，这样的"速率"超过光速 C 就未必违背两个信条，就未必与 4 维表述( a) 、
(b) 相矛盾( "超光速"质点的世界线仍然可以是类时曲线) ，因而是完全允许

的，不在被禁止之列。然而，如果只记住"相对论不许超光速"，就会误以为连这

种"超光速"也有悖于相对论，也必须被禁止。这种误解的例子很多，下面仅举

三例。

例 1 设 It ，耳 ， y ， zf 是惯性坐标系，用下式定义新坐标系 I T ,X , Y ,Z!:

T=tI2 , X三 X ， Y=y , Z=z , (3 -3 -5)

则

u=jdx2
+ elf + dZ2

dT

自然就是质点在新坐标系中的速率。由上式易得

(3 -3 -6)
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..
x

@一+

图 3 - 14 例 2 用图

•--@)

(3-3-7)
dR

μ- dt '

u= ;dx
2

+豆豆豆 +d/=2/dx
2

+ dl 干dz
2

= 2u
o

[ 末步用到式(3-3-2)J
dt/2 dt

设 u =2/3 (即 2c/3) ，便有 U =4/3> 1 ，即质点超光速。

注记 6 本例是一位美籍华人在北京做报告时对狭义相对论提出的一个质

疑，本书第一作者当时在昕众席。

述评 本例的 U> 1 的确违背(B') ，但并不违背准确提法(B) ，因为 (B) 要

求 μ 是质点相对于惯性系的速率，而新系I T ， X ， Y ， Zf 不是惯性系。如果听完例

l 后跟着去大惊小怪，那完全是庸人自扰。

例 2 设 K 三! t , x , y , z f 是惯性坐标系，质点甲、乙沿 Z 轴相背而行，如图

3 -14 所示。以 x~， 和 Z乙代表甲、乙的 z 坐标，则 R 三 Z乙 -x甲是两者的距离。

有人喜欢用下式定义"甲乙之间的、由 K 系测得的相

对速率"u:

于是

d.%乙 dx甲
u =-- ---~

dt dt v

而 dx甲 /dt 和 dx乙 /dt 分别是甲和乙相对于 K 系的速率(记作 h 和 u乙) ，故

u =u 7 - U ,
乙 F

只要取与 = -u 'fl =213( 即 2c/3) ， 便有 μ=4/3> 1，即超光速。

述评 由式 (3 -3 -7)定义的 u 并非哪个质点相对于哪个惯性系的速率，

它大于光速C 并不违背信条(B) 。

事实上，例 l 的 u =2/3 和例 2 的 u乙= - u 'f' = 2/3 都不会改变两例所涉及

的质点的世界线是类时曲线这一事实，根本不违背基本信条的 4 维表述( b) ，什

么问题也没有。

例 3 本例是宇宙论中经常被问及的一个有趣而且实际的问题，详见选读

3 -2 。

[选读 3 -2]

宇宙是个"无所不包"的最大时空。由于存在大量物质，这个时空是弯曲

的，不存在什么惯性系。不过，宇宙存在一个特殊的、各向同性的参考系，称为宇

宙静系，其中的时间坐标t 称为宇宙时，它的每一同时面k，代表宇宙在时刻t 的

全空间(也就是3 维语言中的全宇宙)。在宇宙这个浩瀚的"大海"中，一个星系

(例如我们的银河系)就如同"沧海之一果
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界线，它与每一同时面立，的支点就代表"t 时刻的该星系"。观测表明宇宙自创

生至今一直在膨胀之中，表现为每一星系都觉得其他星系不断离自己退行而去。

作为比喻，考虑一个布满蚂蚁的气球。当气球膨胀时，每一蚂蚁都看到其他蚂蚁

在返行。没有一只蚂蚁是特殊的。同气球膨胀一样，宇宙的膨胀也没有中心。

任意两个星系的距离 D 都是宇宙时』的函数，可记作 D (t) ， 两星系之间的退行

速率 U 自然定义为 D( t) 的时间导数:

u==dD(t)/dt o (3 -3 -8)

宇宙论有一个哈勃定律，断言当今任意两个星系之间的运行速率μ 与它们

的距离 D 成正比:

IL=HD , (3-3 • 9)

其中 H 是比例常数(哈勃常数)。由上式可知，当D 足够大时 μ 可以大于光这。

许多人对此感到疑惑:这是否违背相对论的基本信条?答案是并不违背。关键

在于，虽然用式(3 -3 -8)给退行速率下定义非常合理，但它并不等价于式(3 
3 - 2) 的这率定义①，这样的 μ 大于光速未必违背相对论。判断是否违背相对论

的最佳办法是用基本信条的 4 维表述( b) ，也就是看看每个星系的世界线是否

为类时曲线。事实上，用4 维语言讨论宇宙论时自始至终都默认每一星系的世

界线是类时线[详见梁灿彬，周彬(2006) :第 10 章]，因此由式(3-3-8)定义的

U 超过光这并不带来任何问题。读者由此应该再次悟出(我们提倡一个"悟"

字 )4 维语言的优越性。试想:只记住"相对论不许超光述"而不知道对这率的

定义有所妥求就容易上当，而4 维表述( b) (即"质点的世界线是类时线")则简

练自足，毫无误导之虞。唯一缺，占、是不懂世界线和类时线的读者无从理解，如读

夭书。不过，按照本书第2 、 3 幸的讲法很快就能学会有关概念(就像用俊Jf;;..照

相机前稍微学一学简单用法)，又何乐而不为呢? [选读 3 -2 完]

§ 3.4 固有时与坐标时的区别和联系

惯性坐标系It ， x ，)'， ..-f 中的坐标L 也称为惯性坐标时，简称坐标时，与固有时

T 既有区别又有联系。坐标时与固有时有如下两点重要区别:

( I)固有时只对世界线上的点而言，脱离世界线就没有固有时可言。如果

两条不同的世界线 L，和 L2 交于 p 点，贝IJ P 点作为 L，的→点的固有时可以不同

于它作为 L2 的一点的固有时。因此，"固有时"前面应该加一个定语，即明确说

① 'J~实 l二也无从等价.冈为式 (3 -3 -2)涉及惯性坐标 t .X.y.= ， 而宇宙(作为穹ltll 时卒~ )并不在在
馆tfl:坐标系
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成"某世界线的固有时"。当然，每次都加定语会过于唠嗦，但至少要在心中明

确，做到心照不宣。(遗憾的是，有太多的人在谈及固有时的时候，心中对此定语

若明若暗。你如果问他"谁的固有时?"他可能答不出来，甚至从来就没有想

过。)反之，坐标时与世界线元关，对任一时空点p 都可谈及它的惯性坐标时。

(2) 同一时空点p 在不同惯性坐标系中可以有不同的惯性坐标时。因此，

"坐标时"前面应该加一个定语(至少做到心照不宣)，即明确说成"某某惯性坐

标系的坐标时"。而固有时则与坐标系毫无关系。应该防止另一极端，那就是

乱加定语，例如，如果说"p 点在某坐标系的固有时"或者"p 点作为某世界线的

一点的坐标时"，都会贻笑大方。

如果 p 点在某条世界线L 上，当然可以谈及它作为L 线的一点的固有时T。

如果又选定了一个惯性坐标系II ， x ， y ，斗，当然也可谈及p 点在这个坐标系的坐

标时 t。我们想找出 T 与 t 的关系。设 dL 是 L 的一个元段，起点为p( 仍见图

3 -13) 。注意到 L 是类时曲线，由式(3 -2-1) 可知元段 dL 的固有时间

dT = /τ忑2 ， (3-4-1)

故

dT2 = - d/ , (3 - 4 - 2 )

设 U 是以 L 为世界线的质点相对于所论坐标系的速率，则上式与式 (3 -3 -3)

结合便得

dT2 =( I -μ2) dI2 。

再利用符号 γt二 11 斤丁7就可把上式改写为

dt
ι=γu 0

(3 -4-3)

(3-4-4)

上式就是惯性坐标时t 与固有时7 的微分关系式。当L 是所选惯性系内的一个

惯性观者时，由式(3-3-2)可知其 u =0 ， 故 γ u - 1 ，注意到 T =0 时 I =0 ，对式

(3-4-4) 积分便得 t 二 T。这是很自然的，因为，根据图 3 - 11 所涉及的一段，

任一时空点 p( 当时记作。i) 的坐标时 tf' 本来就定义为』JJ E 飞，其中 T" 是该系过 p

点的那条惯性观者世界线在 p 点的固有时。

§ 3.5 时空图中的坐标轴

前已讲过，画时空图前应选定基准坐标系，并把该系的z 轴和 t 轴画成横平

竖直。仍以地面系1 t ,x ,y ， zf 和火车系 1 t' ,x' ,y' ， z'! 为例，假定两系有最简关联。

选定地面系为基准，则其z 轴和 t 轴如图 3 - 15 所示。我们希望再画出 I'轴和工'

轴。由于 I'轴上有 x' =y' =z' =O ， t'轴就是火车系的空间坐标原点。'的世界线。
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0'点显然相对于地面沿 Z 正向匀速运动，故其世界线应是 t

图中标有 t'的斜直线 O 至于 x'轴，许多初学者会不假思索

地画成图中的虚直线。然而这是错的!理由如下。既然

已知 t ， x 轴而待求 t' ， x'轴，应该从两系坐标之间的关系出

发，这关系由洛伦兹变换

t' = γ (t-vx) ， x'= γ (x-vt) (3-5-1)

给出。先检查 t' 轴 O 既然 t' 轴上各点有 x' - 0 ，代人式

(3-5-1) 得 x - vt = 0 ，即

t = 土 x + 0 0
U

(3-5-2)

I'

、__ • x

~飞飞-........'
错的!

图 3 - 15 初学者

易犯的错误

根据解析几何，在以 Z 和 t 为横平竖直的坐标轴的情况下，上式所代表的曲线是

一条过原点的直线( "过原点"是因为截距为零) ，而且斜率为 V-I( >1) 。可见

图 3 -15 的 t'轴是正确的。另一方面，耳'轴上各点有 t' =0 ，代人式(3 -5 一 1 )得

t=vx , (3-5-3)

可见 x'轴是过原点的直线，斜率为v( > 0) 。然而图 3 -15 的"耳'轴"的斜率却为

负，所以必定是错的。正确的 x'轴示于图 3 -16 中。由于 t'轴和耳'轴的斜率互

为倒数，它们对称地分居于图中的点划线(光子世界线)的两侧。常常有人提出

这样的问题 : t 轴与 z 轴是正交的，而 t'轴与耳'轴却不正交，这岂非意味着两个惯

性系互不平权?其实这只是时空图的"欺骗"，是人们习惯于用欧氏几何想问题

的结果。对时空图应当用闵氏几何想问题。根据闵氏几何，图 3 - 16 的 t'轴也

正交于耳'轴，就是说，两轴互相闵氏正交而欧氏非正交。(本书井未给出闵氏正

交的定义，1;读卖者只能承认此结i论仑。0) 反之，图 3 一 l臼5 的 tνF 轴与

交而闵氏非正交的。如果愿意，你也可以选 it' ， 耳， I 系为基准，图 3 - 17 就是所

得的时空图，它与图 3 - 16 貌似不同，实质等价。

I'

O

I'

光子世界线

、/

x'

x

O

光子世界线

、/

/
/

/

/
/

/
/

λ"

x

图 3 - J6 I' ，劣'轴的正确画法 图 3 - 17 以 I I' ,X' I 系为基准

的时空图，等价于图3 - 16 0
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时空图的"欺骗性"不但体现在正交性上，还体现在曲线长度的判断中。设

P =( tp ，、)为任一时空点，叩是连接 O 与 p 的直线段(见图 3 一 18) ，其线长按闵

氏几何为

X

qtprp

4二

-- p

/\-1'_=1'_ ___--JlI"'"X'u u _-

o

'"抖

\、

l叩 =J|-t;+z;| ，

可见双曲线 _ t
2 + x

2
= α( 常数)上各点与 o 点所连直线等长，例如叩与 oq 等长，

尽管直观看来(即按欧氏几何看来)不等。图 3 - 18 中的双曲线称为校准曲线，

有助于迅速判断两段直线孰长孰短。校准曲线既可以是类时的(当 p 点在第一、

三象限) ，也可以是类空的(当 p 点在第二、四象限)。

图 3 -16 表明不同惯性系有不同的同时面族，由此可以清楚地看出同时性

的相对性。考虑图 3 - 19 的事件 p 和 q。由于它们位于 I t ,x I 系的两张不同的同

时面上，所以该系认为事件 p 和 q 不同时。然而 ， p ， q 位于 1 t' ， 耳 'I 系的同一张同

时面孔，上，所以I t' ,x' I 系认为它们是同时事件。

\
\

/
/

图 3 - 18 双曲线是校准曲线 图 3-19 p ， q 对 It' ， x'l 系是同时事

件，但对 I t.xl 系却不同时。

§ 3.6 时序和因果关系

以 PI 和 P2 分别代表某人的出生和死亡事件，设它们在某惯性系K"'" I t , x ,

y ， z! 的时间坐标为 t I 和 ι ，则显然有 /1 t 三 t2 - t l > 0(出生先于死亡)。设 PI 和的

在另一惯性系 K' ~ {t' ,.x' ,y' ， z'l 的时间坐标为八和儿。如果牛顿力学适用，由

时间的绝对性可知t I I =t I , l' 2 =t2 ， 故缸'::::::::;:儿- t' I = /1 t > 0 ，仍是出生先于死亡。

但是，在狭义相对论中时间是相对的，也'与 /1t 一般不等。如果竟然出现 /1 t' < 0

的情况，岂不是 K'系认为死亡先于出生?这种违反因果律的结论是任何人都不

能接受的，因此很有必要把这个问题弄个水落石出。

先讨论 2 维闵氏时空这一简单情况，然后再推广到 4 维闵氏时空。设矶和l

P2 是任意两个事件，它们在惯性系 K 和 K'的坐标分别为
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P, =(t , ,x ,) =(t; ,x;) , P2 =(t2 ,X2) =(t; ,x;) , (3 -6 -I)

4- !it=t2 - t , ,!ix=x2 -XI 。对 2 维时空，两惯性系 K 和 K'之间的坐标变换只能

是如下最简单的洛伦兹变换:

t' = γ (t-vx) ， x'= γ (x - vt) 0 (3 - 6 - 2 )

过去一直约定 v>O ， 现在放宽为 U 可正可负(只需 Ivl <l) ， v<O 代表 K'系沿 K

系 Z 轴的负向运动。由式(3-6-2) 得

!i t' = γ ( !i t - v!ix) 0 (3 - 6 - 3 )

不失一般性，设 !it> 0 ，这意味着 K 系认为事件 P ， 先于民发生。如果缸/ >0 ，就

说洛伦兹变换(3-6-2) 是保时序的;如果缸/ <0 ，就说变换 (3-6-2) 是改时

序的。

时序能否保持，关键在于两事件的时空间隔。事件 PI 和民的时空间隔 1'2

定义为

1'2 三 - !i t
2

+ !ix
2

0 (易证它在洛伦兹变换下形式不变 )(3-6-4)

间隔分为三类:1'2 > 0 的间隔叫类空的 ;/'2 <0 的间隔叫类时的 ;/'2 = 0 的间隔叫

类光的。间隔的类空、类时和类光性都是绝对的，不随惯性系而变。下面是本节

的关键性定理。

定理 3 -1

(A) 若两事件的间隔为类时或类光(1'2 运 0) ，则任何洛伦兹变换都保时序;

( B) 若两事件的间隔为类空 (1'2 >0) ，则必有改时序的洛伦兹变换。

证明 在式(3-6-3) 涉及的各量 !i t' ， 缸 ，!ix ， v 中，除约定 !it> 0 外，其他

都可取正、负或零值。

(A) 由式 (3-6-4) 可知，112 运 O 保证

l !ix I "三 !ito (3 -6 -5)

注意到 Ivl < I ，又有 I !ix I > Iv I l !ix I 二~v!ix ， 与式 (3 -6 -5)结合得 !it>地x ， 代人

式 (3-6-3)便得缸， > 0(保时序)。可见，当 1'2 ~三 O 时任何洛伦兹变换都保

时序。

( B) 由式 (3 -6 -4)可知

1'2 > 0 ∞ !i t < l !ix I ∞ !itl I!i川 <1 0 (3-6-6)

现在说明，在 /12 > 0 的情况下，无论 !ix 为正为负，必有改时序的洛伦兹

变换。

若 !ix > 0 ，则 1'2 > 0 保证 !itl!ix < 1[式 (3-6-6») 。只要取 v > !itl缸，便

有 v!ixl !i t > I ，由式 (3-6-3) 便得缸， <0 ，以这个 U 为参数的洛伦兹变换便改

时序。图 3 - 20 (a) 是这种变换的时空图，由图可清晰地看到!it> 0 而缸'<0。

(不失一般性，图中以P ， 作为惯性系1 t ，川的坐标原点。)
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I'

P2~了一一一一一一一一气一 --;q
、、

、、

\
、、

、、

、、

x
x

x'

(a) 的0 的情况 (b)v<O 的情况

图 3 -20 改时序的洛伦兹变换。对It ，对系 P， 与 q 同时，晚于P ， ;

对 It' ， 笃 'I 系 P2 与 q'同时，早于 PIO

若 ~x <0 ， 则 112 > 0 保证 ~t/ I ~x I < 1[式(3 -6 -6)]。只要取 v<O 而且

Iv I > ~t/ I~x I ，便可使 ~t < Ivll~xl =V~x ， 再由式(3 -6-3)便得缸1 <0 ，这个

洛伦兹变换便改时序。图 3 - 20 ( b) 是这种变换的时空图，由图可见 ~t > 0 而

缸'<0 0 [证毕]

下面揭示定理 3 -I 的物理意义。以 PI 为原点建惯 PI的未来 +1
性系 1 t , x f (图 3 - 21) 。当 1 12 < 0 时 ~t/I ~x I > I ，由图 二『一「

3 一 21 可知直线段 PIP2 是类时线段(因而 P2 位于 PI 的

未来光锥面以内) ，我们说 P2 与 PI 有类时联系。既然如

此，原则上就可以认为 PI 和民分别是某个信号的发出

和接收事件。例如 ， PI 代表某人的出生 ， P2 代表他的死

亡;又如，P，代表子弹从手枪射出，的代表子弹中靶。总

之，有类时联系的两个事件 PI 和民(其 1'2 < 0) 原则上可 图 3 -21 事件 P ， ,P2

以有因果联系，如果竟然存在一个洛伦兹变换使得新系 有类时联系

认为民先于 PI 发生(改变时序) ，就会因果倒置，这是按任何标准衡量都不允许

的。定理 3-I(A) 的重要性就是保证这种改时序的洛伦兹变换不会存在。此

外，定理 3 - 1(A) 的 1 12 ~O 还包含擦边情况 112 =0 ，这时 P? 位于 P ， 的未来光锥

面上，两者也可有因果联系(例如 P ， 和民分别代表光子枪的发射和中靶事件) ,

定理3 一 1 (A) 也保证不存在改时序的洛伦兹变换。

反之，定理 3-I(B) 则表明，只要 P ， 和 P2 有 112 > 0 ，就总可找到改时序的洛

伦兹变换。假若这两个事件竟然也有因果联系，在新的惯性系中岂非会因果倒

置?幸好，任何两个满足 1'2 > 0 的事件一定不可能有因果联系，证明如下。

设事件 P，和民满足 1'2 >0 ，则( ~t ) 2 < (~x) 2 。不失一般性，可设乌〉叭，即
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图 3 - 22 用中值定理

证明曲线为类空

P2

才
f伺卡-一 ,/ lAI
/γl

PI，f二→-----一一一-斗

川缸!

Llx > 0 ，因而 Ll t < Llx( 如图 3 - 22) 。以 L 代表连接 PI 和民的任一曲线，则线上

任一点的 t 便是 z 的函数，记作 f(x) ， 定义域为[ x , ,x2]。根据微积分学的中值

定理，在 x ， 和 x2 之间必定存在一个运，满足

df( x) I f( η) - f( x , )Ll t

dx ., =. x2 - x , Llx 0

由 1'2 >0 知 A此x < 1 ，故 [ df( x) /叫 I x =.i < 1 ，表

明曲线 L 在点 f(别的斜率小于 1 ，因而 L 不是类时

或类光曲线。可见，假若竟有→个信号从事件 ρl

传到岛，在传播过程中至少有某些时候会超光速，

而这样的信号在相对论中不存在。这就证明了 P ，

和的不存在任何因果联系。虽然确有洛伦兹变换

改变它们的时序，但这种改变无关紧要，不会导致

任何因果疑难。

刚才只就 2 维闵氏时空做了讨论，现在将结

论推广至 4 维闵氏时空。设事件 P ， 和 P2 在某惯性系 K三 I t ,x.y ， z! 的坐标为

PI = (t l ,X , 'YI ,ZI)' P2 =(t2 ,X 2'Y2 ,Z2)'

它们的时空间隔1'2定义为

1'2 三 - Ll t
2

+ Llx
2

+ Lll + Ll/ , (3 - 6 - 7 )

其中 Llt= ι - t l ,Llx=x2 叭 ，Lly= Y2 - Yl ,LlZ=Z2 - ZI 。间隔类空、类时和类光性

的定义与 2 维时空相同。由 2 维的讨论可知，现在的要害问题是要证明如下

定理。

定理 3 -2 若对 PI 和民有 1'2 运 0 ，而且在某惯性坐标系K= !l ， x ， Y ， zl 中

Ll l > 0 ，则在任何惯性坐标系都有缸， >O( 这意味着有类时或类光联系的两事件

在任何惯性系中都有相同时序，因而不会导致因果疑难)。

注记 7 表面看来这一定理的证明与定理 3-1(A) 的证明很像，只需把 2

维洛伦兹变换(3-6-2) 改成 4 维洛伦兹变换:

l' = γ (l-VX) ， 耳， γ (x - Vl) , Y' =Y, z' =Z 0 (3 - 6 - 8)

然而问题并非如此简单。关键在于上式只是两个有最简关联(见图1 - I 及其

所在段)的惯性系之间的坐标变换，而我们要证明的是在任何惯性坐标系中都

有缸， >0 ，其中许多系与 K 系之间都不是最简关联。由于式 (3-6-8) 在狭义

相对论中被频繁使用，久而久之，就会误以为这是一个"包打天下"的变换而忘

记有时还会遇到更复杂的洛伦兹变换。现在，为了证明定理 2 ，恰恰必须涉及这

种复杂变换。这是 4 维闵氏时空中任意两个惯性系 K 和 K'之间的坐标变换，两

系之间的关系比最简关联要复杂，由以下三点表征:①两系空间坐标原点在l' =



40 第 3 章 相对论的几何表述

t=O 时相遇;② 1 x' ,y' ,z' I 相对于 I x ， y ， zl 系以任意速度U 二 v ， e ， + 吨 e2 + V3飞做

匀速平动，其中 e " 叭 ， e3 是沿 K 系 x ， y ， z 轴正向的单位矢;③两系空间坐标轴

对应同向。这两个系的坐标变换由如下的矩阵等式表出[证明见梁灿彬，周桦

(2009)中册小节 G.9. 门:

zt 『lil--l!
-γV ， -γV2 -γV3

1 +
(γ 一 I ) V~ (γ -1)v ， v2 (γ -1)v ， v3

2 2 2 II X
U U U

y' I (γ- 1 ) V2凹 i
1 +

(γ 一 1 ) V~ (γ- 1) V 2 V 3
一 γV2 2 2 2 II Jγ

U U U

z' I (γ- 1 )v3v , (γ- 1) V 3 V 2 (γ - I ) v~ II z
-γV3 2 2

I + '-'-2

U V U

(3 -6 -9)

其中

v == -fi芹可石了< 1 , γ 三 I/!了可20 (3 -6-10)

式 (3-6-9)称为最一般的洛伦兹变换。为了证明定理2 ，必须且只需证明式

(3-6-9)的变换不会导致/1t 变号。

定理 3 -2 的证明 白式(3 -6 -9)得 t' = γ (t -V ， X-t性 y - v3z) ， 故

/1 t' = γ ( /1 t - V , /1 x - v2 /1 y - v3 /1z) 0 (3 - 6 - II )

注意到 v =V ,e l + V2飞+川飞是 3 维矢量，再定义 3 维矢量 /1X == e j /1 x + e2 /1 y +

e 3缸，就可把式 (3 -6-11) 表为

缸'-γ ( /1 t - V • /1 X) 0 (3 - 6 - II ' )

以 α 代表矢量 U 与 /1X 的夹角， Ivi 和 I /1XI 代表两矢量的长度[其中 I vi 即式

(3-6-10) 的 V ， 故 o <V < 门，则

v • /1 X = I v I I /1 X Icosα 运 I v I I /1 X I < I /1 X I 0 (3 - 6 - 12)

由式(3-6-7)又知 1'2 运 O 保证 I /1XI 运缸，代入式(3-6-12)给出 v . /1 X <

缸，再代人式 (3-6-11') 便知缸， > 0 0 [证毕]

[选读 3 -3]

正文把式(3 -6 -9) 称为"最一般的洛伦兹变换"其实不够准确，本选读对

此加以准确化。感到不好理解的读者不读也罢。

j各伦兹变换包含两种类型，仍以地面系和火车系为例说明。设K== !t , x , y ,

zl 是地面参考系内的一个惯性坐标系，让 3 个空间坐标轴(统一地)做一个空间

转动就得到一个新坐标系 K==lt ， i ，夕，剖，同一事件 p 既可表为 (t ， x ， y ， z) 又可表
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为( t ， 元，夕，i)。从 K 系到茸系的变换是地面参考系内的坐标系变换(所以时间

坐标 t 不变) ，称为转动，是洛伦兹交换的第一种类型。我们熟悉的洛伦兹变换

式 (3 -6 -8) 则属于洛伦兹变换的第二种类型，称为伪转动，是从地面参考系内

的惯性坐标系 K"'" !t ， x ， y ， zl 到火车参考系内的惯性坐标系K' ""， !t' ， x' ， y' ， z'l 的

交换。由于约定K 和 K' 系有最简关联，所以式(3 -6 -8) 最为简单，因而又称为

最简单的伪转动。如采4上 K' 系的 3 个空间坐标轴(统一地)做一个空间转动，而

且这个转动与从K 系到文系的转动一样，所得到的新系K' "'" It' ， 主'，主'，豆 '1 与文

系的关系就比最简关联妥复杂，两系的坐标交换就是式 (3-6-9) ，称为最一般

的伪转动，其特点就是式(3 -6-8) 后面一段的①、②、③点。不应将它称为最

一般的洛伦兹交换，因为转动也是洛伦兹变换。转动与伪转动的关键区别是:转

动不改变参考系，伪转动则必然涉及参考系的交换。最后给出 j各伦兹交换的明

确定义:两个惯性坐标系之间的、保证空间坐标污、点在 t' =t =0 时重合的坐标交

换称为洛伦兹变换，它既可以是转动，又可以是伪转动，还可以是两者的叠加

(相继作用)。所有洛伦兹交换的集合构成群(洛伦兹群)。这方面的详细讨论

可在梁灿彬、周彬 (2009) 中册§ G. 9 中找到。[选读 3 -3 完]

§ 3.7 何谓几何语言?何以要用几何语言?

在变化纷繁的研究对象中抓住不变的东西是相对论学家从数学家借用过来

的高招。要学好相对论，最关键的(偏偏又是最容易忽视的)一点就是要善于区

分绝对的和相对的对象(包括量、概念及其他)，并且要紧抓不放。如果一个对

象与某种人为选择的因素有关，该对象就称为相对的(relati ve) ，否则称为绝对

的( absolute)。下面举例说明。

例 1 事件本身是绝对的，但事件的坐标是相对的，因为对于同一事件，不

同坐标系会给出不同的时空坐标，即p = (t , x , y , z) = (t' ,x' , y' ， z') ， 但通常/'并

t ， 坷，乒耳，等等。

例 2 时空，作为所有事件的集合，是绝对的，但"每一时刻的全空间"(同时

面)的概念则是相对的，因为不同惯性系有不同的同时面族。

一个惯性系有→个同时面族(不妨比喻为一副扑克牌，见图3 - 6) ，每张同

时面代表一个时刻的全空间，从时空图底部逐渐向上看，就会看到运动的全过程

[仍可用图 3 -4( b) 为例]，这个"逐渐向上看"就代表时间的流逝，所以说时虫

被这个惯性系做了"3 + 1 分解\如果改用另一惯性系，其同时面族就是"另一

副扑克牌" (参见图 3 - 19) ，所以说这是对同一时空的另一种"3 + I 分解"。可

见.时空是绝对的，但分解而得的空间和时间都是相对的。
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例 3 给定几何(例如给定闵氏几何)后，曲线元段dL 的线元 d/ 本身是绝

对的，但线元表达式却是相对的，例如闵氏线元在惯性坐标系I t , x , y , z I 的表达

式为

d/ = - dt 2 + dx 2 + dl + d/ , (3 一 7 - I )

而在 4 维球坐标系 It ， r ， θ，圳的表达式则为

d/ = - dt2 + r2
( dθ2 +sin20d旷 )0 (3-7-2)

如果愿意(有时也很必要)，你还可以选择更为奇特的坐标系使闵氏线元ds
2
的

表达式复杂到无人可以一眼看穿的程度。例如，下式虽然不算太复杂:

d/ = - [I +g(t)xfdt2 +dx2 +dy2 +dz2 , 其中 g( t) 是 t 的任意函数，

(3 -7 -3)

你能看出它其实是闵氏线元吗?为了给出证明，只需找到一个能将上式变为式

(3 -7-1)的坐标变换。以T ， X ， Y ， Z 代表新坐标，则这一坐标变换是

T = f[chG(t) ]dt + xshG(t) , X = f[shG(t) ]dt + xchG(t) ,

Y=y ， Z=z ， 其中 G(t) ==如(t) dt 。

(3-7-4)

作为习题，请读者自行验证式(3 -7 -3) 的线元在坐标系I T ， X ， Y ， ZI 的确取如

下形式:

d/ = - dT2 + dX 2 + dy2 + dZ2

。

上式说明 I T ， X ， Y ，别是惯性坐标系，而式 (3-7-3) 无非是闵氏线元在非惯性

坐标系 I t ， x ， y ， zl 的表达式。一个常见误解是一见式 (3 -7 -3)就以为是弯曲几

何。产生误解的根游、就是不会透过坐标表象看清几何实质，好比抓住"鸡毛"，

丢掉"令箭"。正是"不识几何真面目，只缘心在坐标中。"所以，我们应该提高

警惕，在见到复杂的线元表达式时切莫"只重衣冠不认人"，其实它可能只是同

一个"人"(闵氏线元)穿了一身奇特的"衣服"。

例 4 世界线，作为一连串事件的集合，是绝对的。但画在时空图中的"世

界线"却是相对的，因为其形状还取决于画图时所选择的基准坐标系。应该学

会把绝对的世界线同画在时空图中的"世界线"区分开。仍以图3 - 5 的火车头

A'为例。 A'的"世界线"在以地面系为基准的时空图中是斜直线;但在以火车系

为基准的时空图中则是竖直线。作为有益的练习，读者不妨把图 3 -5(b) 改画

成以火车系为基准的时空图。进一步说，如果故意选一个不是惯性系的、更为复

杂的坐标系为基准画时空图，则 A'的"世界线"甚至可以是一条奇形怪状的曲

线。下面的比喻有助于理解:录制电视剧时，对同一场戏通常要用几台摄像机从

不同角度拍摄。不妨说那场戏是绝对的(只有这么一场戏) ，但录像带记录的画
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面则是相对的(依赖于拍摄角度)。

以上例子说明，同一个绝对对象在不同参考系(坐标系)中会成为不同的相

对对象。因此，在注意这些相对对象的区别的同时，还应特别注意它们所描述的

是同一绝对对象("万变不离其宗" ) 0 如果只看见对象在坐标变换时变来变去，

却抓不住万变所不离的"宗"，就有可能"找不着北"，自乱阵脚，造成各种迷惑和

误解(例子不胜枚举)。

上述讨论说明坐标语言有时会遮盖研究对象的绝对性质，在平面几何学中

也有这样的例子。设 x ， y 是 2 维欧氏空间的直角坐标，则方程

X
2

+ l =R2
( 常数)

代表圆。但通过坐标变换可把上式变得使你认不出它是圆。要突出圆的绝对性

质可改用不借助坐标系的语言:圆是与某定点距离相等的动点的轨迹。不妨把

这种语言称为(纯)几何语言。

相对论中的 3 维看法总是借助于某参考系(或坐标系)看 4 维时空的产物

(是借某系对时空做 3 + I 分解的结果) ，天生就是相对的，所以直接涉及绝对对

象的语言只能是 4 维语言(时空语言) ，通常就称之为相对论的几何语言。用时

空图讨论问题是几何语言的重要方面，此外，几何语言也包括用 4 维矢量和张量

讨论问题。限于篇幅，本书不拟涉及 4 维矢量和张量，书中的几何语言主要体现

在:①从观念上彻底分清绝对和相对的事物;②尽量用时空图讨论问题。我们

虽然强调几何语言的诸多优越性，但毫不否认坐标语言具有便于表达和计算等

等重要好处。

相对论几何语言的创始人是大数学家闵可夫斯基 (Minkowski) ，他曾是爱因

斯坦在苏黎世理工学院就读时的数学老师。由于爱因斯坦经常逃课(以便有更

多时间独自学习和思考) ，他对爱因斯坦的总体印象不佳，甚至曾称他为"懒骨

头"。但后来爱因斯坦的相对论引起了闵可夫斯基的强烈兴趣，他敏锐地觉察

到，只有把空间和时间有机结合而成的 4 维时空[他称之为世界( world) ]才是有

实质性意义的东西，并且用4 维几何语言对相对论做了十分优雅的改写。他在

1908 年的一次"通俗讲话"中介绍了这一革命性的思想①。这一讲话其实非常

不通俗，因为它基本上是此前他的一篇专业性很强的文章②的重述。该文一开

头就说"现在我要句你有1提出的时全巧也是在实必扬理学的土琅上产生的，其?J

① 第 28 届德国自然科学家和医生大会于J908 年在科院举行.闵可夫斯基在会上发表f这一训 i币。

② 该文被收入一本论文集"1' . J主英 i学*出版于 1923 年.作若为 Lorentz ， Einstein. Minkowsk i 和 l

\V eyl. 后来义被 i手成汉语并 rHI阪 .1\4号为《相对论原则 }.A 爱民l斯坦等著.赵志 m 、)\1)一贯译.;];， 1哨英校.

科学出版抖出版( 1980) 。
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量就在这里。这些花点是极乐性的。，人现在起，孤立的全i司和孤立份时i司总定

要耐火成必影子，只有8号者的统一才能保持独立的存在。"可惜当时的爱因斯坦

对这一重大贡献不感兴趣，他还语带嘲讽地说过"重要的是句容而不是数学，

我学对什么都能证明。.，[见 Brain( 1996)P. 76J他甚至把闵可夫斯基的发现称为

"多公筒学闭(superfluous erudition) .. [见 Cropper( 200 I ) P. 220 J 。爱因斯坦后来

还说过，由于数学家使用如此复杂的语言描述相对论"我，就再也不侵犯对拾

了.. [见 Clark ( 197 I ) P. 159 J 。然而，此一时彼一时，几年后的爱因斯坦终于认识

到闵可夫斯基贡献的巨大意义，并且承认，如果没有 4 维语言，"相对抢仍将处

于极株之中.. [见 Cropper( 200 I ) P. 220 J 。特别是，为了把引力也纳入相对论中

(为了建立广义相对论)，爱因斯坦从 1912 年起就认识到闵可夫斯基的4 维绝

对时空是极其必要、无法替代的(广义相对论的背景时空是弯曲时空，详见第6

章)。他在 1916 年发表的关于广义相对论的文章中写道"两可久斯基汤狭义

相对伦给出的4 维表述太太促进了相对拾的旅户，他是精晰地认识到全i鸣和时

尚坐标号乎有争性的第一位草生学家;这种4 维表 i是使广义相对斗仑的物建成J 污可能。"

遗憾的是，闵可夫斯基没能活着听到爱因斯坦对于自己的贡献的肯定，他英年早

逝，45 岁 (1909 年)时卒于阑尾炎。

第 3 章习题

l 用图 3 - 12 的雷达法还可测定观者 A 、 B 之间的空间距离 D。设 A 钟的读数在事件。1

和(£，分别为7"，和飞，试用这两个数表出 D。

2. 改用火车系为基准系重画"爱因斯坦列车，.雷击问题的时空图.并由此得出与用图

3 -5( b) 所得结论相同的结论。

3. 你能认出 ds' = - x'dt' + dx' + dy' + dz' 是闵氏线元吗?试用坐标变换

T =.tsht , X = 必cht ， Y = y , Z = z ,

把它变为 ds' = - d俨 + dX' + d Y' + dZ' 的形式。

4. 试证 ds' = - t 气It' + dx' + dy' + dz' 是闵氏线元。提示·只;市寻找坐标系 I T ,X , Y ,ZI
把它变为 ds' = -dT' +dX' +dY' +dZ' 的形式。

5. 用坐标变换式(3 -7 -4)把复杂线元式(3-7-3)变成 ds' = - d俨 + dX' + <IY' + dZ'

的形式。
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§ 4.1 尺缩效应和车库佯谬

稍微接触过狭义相对论的人都听说过尺缩、钟慢等饶有兴昧的效应。当

你进一步听到"双生子悖论"和"车库悖论"时，除了觉得更加有趣之外，还会

平添许多疑惑和不解。其实，只要思维清晰，利用洛伦兹变换就可把这些效应

解释清楚。不过，对于某些问题(特别是"双子悖论") ，在昕完用洛伦兹变换

的分析后往往仍感到若明若暗，甚至产生这样那样的误解。反之，本书推荐的

4 维几何语言(也可称为时空语言)可以对这些效应给出让你叹为观止的清晰

剖析。这一方法至少有以下优点:①简单易学性(前提是你基本掌握第 2 ， 3

章的内容) ;②深刻清澈性(透过时空图可以一眼看穿问题实质) ;③误解免

疫性 a (不但不易产生误解，还可橙清过去的诸多误解。)下面就用此法逐一

剖析四个效应。

4. 1. 1 尺缩效应

此效应可用一句话描述"当尺子沿尺长方向相对于你运动时，你会测得它

变短。"简言之就是"动尺缩短"甚至"尺缩"①。但是"缩"字容易误导，有人据此

猜测:由于运动，尺子内部的弹性机制可能会受到影响.从而导致尺子收缩。由

下面的几何剖析就可看出这是严重的误解。

对熟悉 4 维语言的人来说，尺子本来就不是 l 维的，它是个 2 维对象(尺子

的世界面)。这是个绝对的对象，与参考系元关。既然是 2 维对象，"尺子有多

长?"就是个意义不明的问题。只有选定参考系后尺长才有意义。设选定惯性

系 K ，就有一系列的同时面，任选一张，例如五。(即 t =0 的同时面，见图 4 - 1 ) ,

① X称为洛伦兹-斐兹杰惹收缩 o 边克 II孙和I ~足富的 1887 年实峻的 II 的是证明以太 rr: {£ -11: •~， 'i

*却是迹象全无 为了说明这一-零fh 果..与以太的在乎ffU~无矛盾.斐兹杰惹( Fitzgerald) 于 1892 年大

nil 挺 :U 一个假设(后来义被消伦兹强化)所有物体在相对于以太系 i三功的方向上的 KJ支部坚缩知，缩短

丛l 子且II了丁言(;?但这→假设后来得不到实始支持，只有用爱 l对斯别的相对~-f?; }J 叮 l正确解释 J~ 缩

放 rtL，
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王'
。

zo

x

x'

则它代表K 系认为的、在1=0 时刻的全空

间.故豆。与尺子世界面的相交线段oa 就

代表 K 系认为的、t =0 时刻的( I 维)尺

‘于是线长 loo就是 K 系在该时刻搜IJ得的 K'系r吨的尺

j过伏(静尺长)。然而，由于同时性的相对

性， K'系在，'= 0 时刻的同时面立'。与豆。

不重合(仍见图 4 -1) ，它与尺子世界面的

相交线段。b 不同于 oa ， 而 ob 段代表 K'系 图 4 - 1 尺子世界面是绝对的。

认为的、I' =0 时刻的尺子，所以 lob才是 K' oa 和 ob 分别是 K 系和 K'系

系四川得的尺长。由于 K'系认为尺子在动， 在 t=O 和 t' =0 时的 i 维尺。

所以 (b是动尺长。 ob 和 oα 本来就是两个不同的直线段，线长不同又何足大惊

小怪?但是，不懂几何语言的人总觉得"尺子明明只有一把"，既然同一把尺子

有两种长度，想必是"动尺的内部机制起了变化，导致尺缩。"殊不知从 4 维角度

看来尺子(世界面)根本就没有变化，更没有收缩可言。尺长不同的本质原因

是:虽然尺子只有一把(是绝对的) ，但不同惯性系有不同的同时面导致不同惯

性系测到不同的 l 维尺子( I 维尺是相对的) ，而不同的 l 维尺有不同尺长当然

不足为怪。尺缩效应不过类似于"盲人摸象"而已。

既然 100 和 lob分别代表静、动尺长，所余问题无非是比较 1.0 和 ι。由于直角

=角形斜边最长，似乎 l呻 > l闹，岂非动尺较长?然而这也是时空图的"欺骗 ..

("斜边最长"只是欧氏儿何的结论)。过 α 作校准曲线(见§ 3.5) 便知 l呻 < I剧'

可见动尺较短。欲求两者之间的定量关系，只需计算两段线长。线长是绝对量.

计算结果同所选坐标系无关。为便于比较，我们用同一坐标系 (K 系)计算。注

意到 o 点在该系的坐标为 (0 ， 0 ， 0 ， 0) ，由线长公式 (2-2-1) 及闵氏线元在该系

的表达式 (2-1-8) 得

I.ω=joA7=jo 瓜τ百 =f 属寸 = {dx = 凡， (4-1 -I)

ι45二 fJdF J 。

IFI 式 (3 -5 -3)又知 x'轴满足 1= 'Vx ， 故

lh=fAz2-(山)2=FZTj:dz=内

(4 一 I - 2)

v式 (4 一 I - I )对比便得动、静尺长的定量关系:
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lUb = γ -Il 剧， , 即 动尺长=静尺长/γ 。 (4 一 I - 3)

4. 1. 2 车库佯谬

设汽车与车库静长相等。汽车匀速进库时，司机想"动库变短，车装不

下。"司库想"动车收缩，装下有余。"司机的想法对吗?司库的想法对吗?利用

时空图可以获得清晰的认识。不失一般性，设汽车沿地面系的 Z 轴正向行驶。

为了由简入繁，我们分两种情况讨论。

(情况 1 ) 车库并无后墙，其"后墙"只是一条画在地上的直线。

以地面系为基准画时空图(图 4 - 2) 。库门和库"墙"自然是两条竖直线。

车头的世界线是一条斜率大于 1 的斜直线，与库"墙"世界线的交点记作 b ， 过 b

的水平直线便是车库系的一条同时钱，故 lab就是车库静长。车尾世界线应与车

头世界线平行，但这样的直线很多，选择时应体现已知条件一一车与库静长相

等。设 α 是过 b 的水平线与库门世界线的交点，过 α 作如图所示的校准曲线(双

曲线) ，它与汽车系过 b 的同时线交于 d ， 再过 d 作与车头世界线平行的直线便

是车尾的世界线(这样作出的车尾世界线确能保证车与库有相等静长)。时空

图一旦画出，所余问题就迎刃而解。司库认为 α ， b 点所在的同时线代表车头抵

墙这一时刻 ( tb 时刻)的全空间，直线段 αb 和 eb 分别代表此时刻的库和车，由图

可见 l叫 > l'b ， 所以汽车装下有余。司机则认为 b ， d 所在的同时线代表车头抵墙

这→时刻( t' b 时刻)的全空间，直线段db 和 fb 分别代表此时刻的车和库，由图可

见 ldb > ι ，所以库比车短，车装不下。可见两人看法都对，关键是同时性的相对

性导致结论的相对性。不许提出这样的问题"到底装下还是装不下?"结论的

相对性使这种绝对式的问题没有意义。

库门库"箱"

图 4 -2 车库佯谬时空图

(无真实后墙的情况)

j卒格

图 4 -3 车库佯谬时空图

(有坚硬后墙的情况)
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(情况 2) 车库有坚硬后墙。

图 4 -3 是这种情况的时空图。车头在撞到后墙时(事件 b) 被迫停下，世界

线当即变成竖直线(与库墙世界线重合)。然而"车头撞墙(因而停止前进) ，.的

信息传到车尾需要时间，车尾在获悉此信息之前仍继续前进。通常认为车头撞

墙时会发出冲击波，只当冲击波传到车尾时才被车尾获悉(事件 p) ， 车尾才不得

不停下。于是汽车将被压缩到在库中的确装下有余的程度(绝对的，谁看都装

得下)。

第 4 章48

钟慢效应§ 4. 2

通常的钟慢效应

考虑惯性系 K 的两个标准钟飞， c2 和惯性系 K'的一个标准钟c'。三钟的

世界线示于图 4 -4。从 K 系看来， C ， ， C，钟静止而c'钟运动。开始时c'钟与

C，钟重合(事件。) ，两钟调成指零。一段时间后， C'钟与 C，钟重合(事件 b) 。

由"固有时间等于线长"可知 C'钟在 b 点的读数等于 μ。 C2 钟与 C，钟同属 K

系 ， X 轴是 K 系的同时线，既然 C，钟在 O 时读数为零， C，钟在 C 时 i卖数也应为

零。故 C2 钟在 b 时的读数 (b = f叫。过 α 作校准曲线可知 l呻< (. = f cb ' 故 K 系认

为 C'钟(动钟)较慢。然而 K'系对此有不同意见，因为该系认为与事件。同时的

是事件 d( 图 4 - 5) 而非 c。既然 C2 钟在 C 指零，在 d 就必有读数 δ >0。待 C，

钟运动到与c'钟重合时(事件的，虽然c'的读数 l呻小于 C，的读数 fcb ( 两系都承

认这一事实) ，但不说明 C'钟较慢，因为在 C'读数为零的同时(按 K'的同时线判

4.2.1

e

./

户I"f~~同时线

I'

37

α

制
峭
陈
祖
意σ

r

图 4 -5 K'系根据同时线

/' =ι 和 t' =0 认为 C，钟较慢。

λ'

K 系根据同时线 t =1.

和 t=O 认为 C'钟较慢

1=0 的同时线c

囱 4 -4

。
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断) C2 读数已是 B( 即 C2 作了"偷跑" ) ，故应先从飞在 b 的读数 (b减去 δ 再与

lob 比较，即 K'认为应比较 ldb与 (b 。由过 b 的校准曲线可知 lub > l时 = ldb ' 故 K' 系

认为 C2 钟较慢，仍是动钟较慢。图 4 - 6 是以上讨论的 3 维图示，其中( a) 和

( b) 分别为 K 和 K'系的 3 维看法。由此可再次看出 3 维看法依赖于参考系，只

有时空图以及用 4 维语言的表述才与参考系无关。

r'=t'b

t~二。

( I IC'

必C10C2

I-~C 在C，。

C,cy
C，。 C2。

户

;27'

1=0

(a) K 系看法 (b) K'系看法

图 4 - 6 惯性系 K 和 K'的 3 维看法

下面用图 4 -4 计算两钟读数的定量关系，为此只需计算线段。α 和 ob 的线

长。由式 (2-2-2) 可知

loo ={ ~τ= { jdtτdx2 ={jdt2 =tα- to = t(l'

lob=fFE=j;537=j:Jdf一(山r = )I-=-叮dt

=γI t b = γl 仁，

其中第二步是因为直线 ob 满足 x = vt[见式 (3-5-2)J。对比两式使得动、静

钟所走时间的定量关系:

lob = γ-
I
loα < l.,aa (4 - 2 - I )

可见动钟较慢。通常称此为钟慢效应( moving clocks run slow) 。应该特别强调，

这一效应至少涉及三个标准钟(图4 -4 的 C I ， C 2 和 C') ，前两个是惯性系K 内

事先同步好的钟，第三个钟相对于K 系做匀速直线运动。如果没有C2 ，虽然同

样可从图 4 -4 知道 lab < l
,,"

， 却无从得出"K 系觉得 C'钟慢"的结论，关键在于

"觉得"两字无从谈起。事件b 不在 C I 钟的世界线上， C I 钟不可能对它有直接

感觉。 C I 争Il对 b 进行测量的唯一办法是接收从b 发来的信号(例如光或声)，而

这就涉及光的传播时间所带来的问题。(不是不能这样做，而是这样做时必须

考虑这一问题。)其实，借用C2 钟得出"C'钟较慢"的结论时就已巧妙地发挥了

光信号的"使者"作用，因为在把C2 钟与 C I 钟调整同步时已经用到了光信号
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(见§ 3. 2 末段)。总之，如果只有两个钟(1 和('，就无法用上述方式比钟。这

是常遭忽视的一个关键点。

注记 1 式 (4-2-1)不但说明动钟较慢，还给出了慢的程度。英文文献常

用" rate"代表快慢，本书愿意译作"走时率"。但如果说"动钟的走时率较小"，

就会带来泪淆。我们从讨论开始就约定三个钟都是标准钟，因此不但走时率相

同，而且都是标准走时率(所走的时间等于线长)。不过英语文献的确存在"动

钟的 rate 较小"的说法，我们建议把这句话中的走时率改为"表现走时率"，把钟

慢效应说成"动钟的表现走时率较小"。此外，也有不少作者愿意把"rale"译作

"速率"[但要防止与钟(作为质点)的运动速率相混淆]，这时最好把钟慢效应

说成"动钟的表现速率较小"。

注记 2 用时空图讨论时经常要计算线长，特别是要用到"横平竖直"地摆

放着的直角三角形(例如图4 - 1 的三角形 oab) 的边长关系。由于关心的是闵

氏线长.欧民结论"句股弦公式"不适用，代之而成立的是如下两个公式(把"长

直角边"和"短直角边"分别简称为"长边"和"短边" ) :

长边长 =γ ×斜边长; (4-2-2)

短边长 =vx 长边长。 (4 -2 -3)

[其中 U 代表两惯性系间的相对速率(对国际单位制U 要改为 vic) ， γ== II

厅立。]前面在推导式(4 - 2 一 I )手Il 式 (4 一 1 - 3) 时已分别就图 4 - I 和

图 4 -4两种情况证明了式 (4-2-2); 式 (4-2-3) 的证明则留作习题。对于

长边类时的情况(例如图 4 -4) ，此式的物理意义很清楚:静钟认为动钟在长边

代表的时间( lω) 内走了短边代表的距离 ( lu I. ) ，式 (4 -2 -3) 无非是"距离等于

速率乘时间"。长边类空的情况虽然没有这样的物理意义，但式(4-2-3)照样

成立。以下把式(4-2-2)和式 (4 -2 -3)简称为横竖三角形关系。

4.2.2 用洛伦兹变换讨论尺缩钟慢[选读]

本小节前半部分用对话形式叙述，其中乙代表笔者。

甲 大多数教材都用洛伦兹变换(而不像您的书那样用时空图)证明尺缩

钟慢效应，您对此有何述评?

乙 只要思维清晰，用洛伦兹变换当然也能讲清楚。

甲 不少教材在讲钟慢效应时都写出以下公式:

t 1 = γ( t; + vx: ) , t2 = γ (t~ + vx~ ) , (4 - 2 - 4 )

ι - t 1 = γ [(t~ -t;) +v(x; -x;) ] =γ (t~ - t; ) > t; - t; , (4 - 2 - 5 )

然后说"与 - t 1 和 ι-t; 分别是静、动钟经历的时间，所以动钟较慢。"但我觉得

式 (4 -2 -4)是站在 K' 系写出的，它认为自己静止而K 系运动，故 t2 - t 1 和 t; -
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t; 应该分别是动、静钟经历的时间，如此说来，式 (4 -2 -5) 岂非表明动钟较快?

乙 不应说"式(4 -2 -4)是站在 K ' 系写出的"。以其第一式为例，它无非

是同一事件在两系的坐标t ， 、 Xl 与 t; 、刘之间的关系，不存在站在哪个系的问题

(无论哪个系都承认这一关系)。要弄清ι- t，是动钟还是静钟经历的时间，必

须一步一步地讲清楚。下面是我们用洛伦兹交换证明钟慢效应的讲法。首先，

这一效应的比钟方式是K 系的两个钟 C ，、 C2 与 K' 系的一个钟c'做比较。我们

约定站在 K 系看问题，所以也可说是两个静钟与一个动钟比较。其次，在写公

式前应该明确定义两个事件:PI = (t l , XI) = (叫 ， x~ ) 代表c'钟与 C I 钟相边的事

件[图 4-6(a) 的上图，亦即时空图 4 -4 的事件。] ;P2 =( t2 ， 引) =(叫 ， x; ) 代表

C '钟与 C2 钟相遇的事件[图 4 -6(a) 的下图，亦即时空图 4 -4 的事件 b ]， 这样

就知道:① z;= 剖，所以式 (4-2-5) 的第二个等号成立;②把 C'钟从 C，走到

C2 看作一个过程 ， t2 - t l 和 t~ - t; 分别就是 K 系的钟(静钟)和 K ' 系的钟(动钟)

测得的、这一过程经历的时间，所以 t2 - t l > t ' 2 - t'l 说明动钟较慢，而且动钟的

表观走时率只有静钟的 1/γ 倍。

甲 这样讲是清楚的，但我还有个问题:如采站在 K' 系看问题，则c'是静钟

而 C ，、 C2 成了动钟。 t2 -t , >t~ -t; 岂不是表明动钟较快?

乙 这时 t2 - t ， 不再能代表动钟在上述过程中经历的时间，因为 K ' 系认为

C I 、 C 2 两钟并不同步。

甲 不是早就约定 K 系的各钟都是同步的吗?

乙 是的。同步是指各钟在任一同时面上读数相同，而 K' 系与 K 系有不同

的同时面族，所以， K 系认为同步的各钟， K' 系必然认为不同步(认为自己指零

时 C2 钟已有读数 8 >0 ，即"偷跑"了) ，导致 t2 - t l 不再代表动钟在上述过程中

经历的时间，详见围绕图 4 -5 和图 4 -6(b) 所做的讨论。

甲 证明尺缩时是否也要先定义事件?

乙 走的。为此，首先要明确静、动尺长的概念。设尺子沿 X'轴静止在

K' 系，该系测得的尺长(静尺长)显然就是尺子两端的坐标差 ι-z; 。但 K

系测得的尺长(动尺长)则要说清楚。由于运动，尺子两端的坐标值不断变

化，只有同时测得尺子两端的空间坐标，其差值才是动尺长。具体操作如

下 :K 系观者在某时刻记下尺头和尺尾在地面留下的印记(依次记作人和

A 2 ，如图 4 -7) ，等尺子走后再慢慢测量人和A2 的空间坐标。定义两个事
件 :Pl =(t"x , ) =(川，川)代表尺头经过人的事件;民= (乌，叫) = (ι ， x; )

代表尺尾经过 A2 的事件，便有 t ， =t2 , x 2 -XI 二动尺长， z;-z;= 静尺长。由

j各伦兹变换得

z;=γ( X , - vt , ) , x; = γ (X2 - 吨) , (4 -2 -6)
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川U
图 4 -7 动尺长的测量

z;-z;=γ[ (X 2 - X I) - V (t 2 - t I ) ] =γ (X2 - XI) ,

可见动尺较短，其表观长度只有静尺长的 11γ 倍。

甲 我明白了。但还有一个问题:矶和民对 K' 系并不同时，为什么叫 -z;

可以看作静尺长?

乙 静尺头尾的坐标不随时间而变 (X; 和 z; 都是常数) ，元须同时测量。

用时空图解题和用洛伦兹变换解题各有优缺点。但是无论如何，解题前画

出时空图总是很有帮助的。下面是三个例子。

例 1 事件 PI 和 P2 在 K 系的时间和空间间隔分别为 8 X 1O-
7
s 和 600m ，要

使它们在 K' 系为同时事件， KF与 K 系的相对这率 U 应为何值?

解

(解法 1 )用时空图求解

图 4 - 8 中的 I 和 n 者~代表线长，其国际和]单

位是 m。已知 l = 600 In，凡= c (t 2 - t I) = (3 X 108

m/s) X (8 X 10 - 7 s) = 240 In。将式(4 -2 -3) 用

于图 4 - 81-寻

(4 -2 -7)

ct FEVdTJ/

240 In
一一=一一=一一一 =0.4
c l 600 m

立'

n
P2

x
PI

古丈

v =0. 4 X (3 X 108 In/S) = I. 2 X 108 m/s 。
图 4 - 8 例 1 用图

{解法 2) 用洛伦兹变换求解

t;=小-抖 ， t~ 小- ~ X 2 ) , (4 -2 -8)

由已知条件 t ~ = l; 得 t1 - t l =号('%2 - XI) ，故
C

t 2 -t , /~ .A8 ,, 2 8xlO- 7 s
V=C2~=(3 xl08 m/s)2 X 一一-一=1.2xI08 m/s o [解毕]

600 m

例 2 飞船以 v=O.lc 的速率相对于地球匀速直线飞行。设地面系测得某

运动员以 ti. t = 10 s 的时间跑完 l = 100 m ， (a) 飞船测得跑道有多长? (b) 飞船测
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得运动员跑了多少米?

解 本题及下题用几何单位制求解，只在最后代入数佳时才改用国际单位制。

与 V =0. Ie 相应的 γ = II /1 -0. 12 = I/O. 99S 。

(a) 由尺缩关系可知飞船测得的跑道长度:

[' = IIγ= O. 99S x 100 m = 99. S m 。

(b) (解法 1 )用洛伦兹交换求解

设起Z色和冲刺事件分别为PI = (t l , x ,) = (叫 ， x; ) 和 P2 = (t2 , X2 ) = (t; ,x; ) ,

则 t2 - t I = 6. t = 10 5 ，引 - x , = [ = 100 m。以 λ 代表飞船测得运动员所地长度

(从时空图 4 -9 可清楚看出 λ "f l') ， 则 λ =x; -x;C 由图 4 -9 可知 x;-x;<O) ，

再用洛伦兹变换 z;=γ (x ， - VI" ) ， ι=γ (X2 - vt2 ) 使得

λ=γ[ V (t 2 - t ,) - (x 2 - x , )]。

将 V =0. Ie ，乌 -t l =10 5 ，纠 -x ， 二 100m 代入上式得

λ=3 x10 8 m。

4I
l--a

x'

PI
X

图 4 -9 古'12 用图 ， 1,l' ， α.6 均为线长。

(解法 2) 用时空图求解

由式(4-2-2H号

[解毕]

加
川
A

x'

x

因 4 - 10 例 3 用图

λ= 屿，其中 γ =llfi丁7。 (4 一 2 - 9)

由式 (4 -2 -3)得[ + b = v( α+ lit) 及 α= 忡，联立解得 b (I .- v2
) = vt! t - l , F!p b =

γ2(V~t_[) ， 注意到 t! t =t2 - t l ，代入式 (4 -2 -9)使得

λ=γ[叫 t2 -t l ) -(x2 -x l )]=3xI0 8 m o [解毕]

例 3 静长为 l 的容器以这卒 U 沿 K 系 z 轴正向匀这平动，由容器尾端放出

的粒子相对于容器以这率 u' 匀速向前端运动，求 K 系测得的、粒子从尾端到达

前端所用的时间 /1t 。
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解

(解法 1 )用洛伦兹变换求解

设粒子"起跑"和"冲刺"事件分别为P ， = (t , , X ,) = (叫，刘)和民= (马，

引) = (t; ,X;) ， 则 l=x; -X; =U'(t; -t;) , !1t=t2 -t ， O 由洛伦兹变换得

I l .\ l I 1 \
!1 t = t2 - t , = γ[ (t; - t;) + v( X; - X; ) ] =γlτ +vl) ~fτ +v)

飞 u /./1 _ v~ \ u I

(4-2-10)

对国际羊位制则为

l I 1 v \
!1t= 一一二一--:-1 寸 +τ10 [解毕]

..; 1 - ( vic) " \ U c I

{解法 2) 用时空图求解

选 K 系为基准系画时空图 4 - 10 ，由式 (4-2-2) 得

!1t 二 γ(μ1+μ2)0 (4-2-11)

为看出 μl 、的与静长 l 的关系，再以 It' ，耳 'I 系(容器所在系)画一时空图(读者

自画) ，将式 (4 -2 -3) 用于该图得此 = l/u'及的 =vl ， 代入式(4 - 2 一 11 )使得式

(4-2-10)0 [解毕]

4.2.3 不同比钟方式有不同结果

狭义相对论和广义相对论都经常谈到钟慢效应，它一定涉及钟与钟的读数

比较问题。谈及钟慢效应时，常遭忽视的一个问题就是钟与钟如何比较，也就是

比钟方式问题。式(4 - 2 一 I )给出的是通常比钟方式的结果，这一方式已清楚

地约定在图 4 -4 中，实质上是要比较 l川和 l忡，结果是 lob < l恤，即 C'钟较慢 o 应

该强调的是，比钟方式是多种多样的，不同方式导致不同结果。"种瓜得瓜，种

豆得豆。"因此，在讨论比钟问题时必须事先明确约定比钟方式的每一细节。

(可惜许多人对此很不注意，他们往往不问清比钟方式就忙于推出结论。)上小

节的通常比钟方式和结果虽然广为人知(所有狭义相对论教材都要介绍) ，却只

是众多比钟方式的一种，其特点是必须有三个钟飞， C2 和 C' ，前两个是同一惯

性系内事先同步好的钟。在只有两个钟 C 和 C'的情况下倒是存在着很有直观

意义的比钟方式。例如，图 4 -11 表示携带 C 钟的观者 G 采用如下办法比钟:

他在时刻 α 用左右两眼分别看钟 C 和 C'。所谓"用右眼看 C'" 是指右眼在时刻

α 收到c'在某时刻 e 发来的光(光子从 e 沿着指向未来的光子世界线到达 α) 。

设两钟在相遇时(事件。)都指零，则 C 钟在 α 点的读数等于 loa' C'钟在 E 点的读

数等于 lo<。由于 lo， <loo' 观者 G 将同样得出"动钟较慢"的结果，只是比图 4 -4

的方式慢得更甚。为定量计算慢的程度，可过e 作水平线交C 钟世界线于I( 见
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图 4 -12)。令 T 三 laa ， T'==1肘，则待求量应为T'IT。为简单起见，记m == laf' 几=

lfa ， 则 n 也等于 ι( 理由见注记 3) 。由图易见

钟慢效应§4.2

C'钟
C钟

a
I|||||!llIr--------t

f

m

(
o
h啡
时
隔
)
念
υ

a

\
校准曲线

o

G 在 α 时用左右眼分别看

C 和 C'钟，发现动钟更慢。

T=m+n , (4-2-12)
以 j t ,X I 代表 C 钟所在惯性系，贝u该系认为 C'钟在时间 m 内走过距离 n ， 以 μ 代

表 C'钟相对于该系的速率，便有[其实就是式(4-2-3)]

求 r'/宁的简捷方法图 4 - 12

o

图 4 -II

(4-2-13)n= μm 。

此外，由式(4-2-2)又知

(4-2-14)

手=前可=γ(lJn/Fn)=矿工rf=店。

T =γm。

于是

O

图 4 - 13 G 在 α 时用左右眼分

别看 C 和 C'钟，发现动钟更馒

(
U何
时
配
)
孟
υ

校准曲线

/

上式表明:

(l) T'IT < 1，可见动钟较慢;

(2) T'IT < 11γ，可见动钟慢的程度比用

图 4 -4的比钟方式更甚。

以上两例已经说明不同比钟方式带来不

同结果。甚至还可以举出这样的比钟方式(图

4 一 13) ，它竟导致动钟较快!设 C 和 C'钟相

遇时(事件。)均指零，则观者 G 在时刻 α 用两

眼分别看 C 和 C'钟都得负的读数。自图易见

la" < I时，故 C'钟的读数比 C 钟的读数负得更

甚。于是观者 G 认为动钟较快。这个乍听似
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乎荒谬的结论其实无可非议，它不过是图4 一 13 的特定比钟方式的结果。因此，

讨论比钟问题时必须事先说明比钟方式的每一细节，而为此最好先画时空图。

如果只用 3 维语言构思比钟方式，有时可能会缺少细节(已知条件不全)，但一

画时空图就能发现。

作为习题，请读者求出图 4 -13 的 T'IT 之值，其中 T== -I叫 ， T'= -leu。答案是

T'IT= 1(1 +u)/(I-u) >1 0 (4-2 一! 6)

注记 3 式 (4-2-12)前曾说过，若设n == I户，则也有 n == l'/( 图 4 一 12 )。这

是为什么?你也许会说"三角形 α4的斜边与两直角边的夹角都是 45 0 ，所以等

腰。"然而这是欧氏几何的结论，不足信。不过用闵氏几何也不难证明这一结论

(在这个问题上欧氏眼光不带来欺骗) ，为此只需借用基准坐标系 It ，叫分别计

算线长 ι和 lla ( 请注意前者类空后者类时);

II' =1; jd7 =I; j - dt
2

+ dx
2 =I; j dx

2 =;r，-竹，

ι= 1; F百 =J; 而τ石?=C AJT=t"- 今= ;r, - ."'1 = ι ，

其中倒数第二步用到光子世界线 ω 是 45 。斜直线。

[选读 4 -1]

关于比钟方式的多样性问题，著名相对论学家、芝加哥大学教授格柔池

( Geroch) 在他的小册子 "General relativity from A to B" [Geroch( 1978) ]中有若干

精辟的论述，下面是该书第132一 133 页的部分摘译:

现在考在"走时过快"和"走时过慢"这丙个词汇，它仍是我，1iJ 日常生活中的

日常用词。……人仍可以用许多不何方式伶实验来判衔一个钟是否"走时过

快"。你可以把乞放在一个走时且常的钟·多;你可以从一定距窍处看它并与豆

常 4中作比秋;你可以伶助元脉冲的8...浮白收来创造一种"公平比较"约方

式…;如比等等。在回常生活中所有这些不同比较方式，都用"走时过快"一词

来表述，其原因当然是因均在日常生活中色衍都给出相l司答棠，没有必要友明不

何约词汇来描述不用简比较方式……8...之，在相对论中，不同比较方式一舷给也

不 I可答索。那个学-的、元所不包的词汇"走时过侠"不再够用。如采你想知道

结采，你必、须对你打算做的实必约细节给出过细的描述，而不能只坷"它是否走

时过快"。……据我所知，爱斯基摩人有25 个不同词汇来表达·去，……而我仍

却只有一个。我放保证，如果元走得比实际情况使得多，我仍在日常生活中就会

有类似于 25 个那样多的不!可词汇来表达"走时过快"0 [选读 4 -1 完]
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4.2.4 多普勒频移

光波是光洒、内部机制的某种振动向外发出的电磁波。最简单的振动是简谐

振动(有单一的频率)，相应的光波是简谐电磁波 92
(因波长单一而称为单色光)。设观者乌携带的简

谐光辉、向观者 G I 发光，光源的两个相邻波峰(正最

大值)发生在 P2 和 P;( 图 4 - !4) ，则线段 P2P; 的线

七二 dr2 就是 G2 测得的光波的周期，而图中的PIP; p'Z

段的线长 dr，则是 G 1 收到的光波的周期。过 PI

作 G 2 的平行线队，以 dr， 代表 Plq 段的线长，则

dr 3 =dr2 ，再用小节 4.2.3 的计算方法不难证明

dr/dr , = /(1 -1£)/(1 +1£), (4 -2 -17)

[证明留作练习，其实此题与图4 - 12 本质一样，上 图 4 -14 光波的多普勒红移

式与式 (4 - 2 一 15 )本质相同。]由上式得

dr2 /dr l = /(1- 1£ )/(1 +1£ )0 (4-2-17')

以 λ2 和 λi 分别代表飞和G I 测得的光波披长，由波长与周期成正比便得

λ IIλ2=/(1+1£)/(1-1£) >1 0 (4-2 一 i8 )

可见 G I 测得的波长较大，即 G I 看到的颜色比 G2 看到的颜色向红的方向偏移。

这就是所谓的红移 ( redshifL) 。这种红移起因于相对运动，与声披的多普勒频移

类似，故称为光波的多普勒红移。图 4 一 14 代表光源与观者相背(渐行渐远)而

行的情况，结果出现红移。反之，如果两者相向运动(渐行渐近) ，则观者测得的

被长比光源测得的要短，故称为多普勒蓝移 o

4.2.5 钟慢尺缩效应的实验验证

验证钟慢效应的关键是要找到一个高速运动的标准钟(读数差等于世界线

长)。物理学界早就知道许多高能粒子以接近光速的高速运动，而它们的衰变

固有寿命又使它们可以充当标准钟，自然难能可贵。高能粒子有两大来源，一是

高能加速器，二是宇宙射线(宇宙空间中各种高能天体现象产生的高能粒子

流)。取自这两种来源的多种高能粒子(如τ 介子、μ 子①和 K 介子)都曾被用

① 过去曾把严子称为μ 介子，后来发现其性质与也子很像.:(J二粒子分类中应该与电子一样屑于轿

子 (leplon)而不同于介子(meson) .故改称为 μ 子。但 μ 子与电子也有两个显.1;区别:①μ 子质量约为1 [1.

子 1质值的 207 倍;②电子儿子"长也不老\Jt平均布命为1032年 .μ 子的平均寿命却只有2μ (不过，在

粒子 III 界中 2μ 已经是很长的寿命了。)
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图 4 -15 μ 子"从天而降"时空图

事件 o 代表 μ 子产生，事件p 代表

μ 子死亡。

x

x'

高空钟C ，

的世界线

o6 x=6 km

μ子世界线

\ \线长61可 μs
\\
\\

q二.~'::\
V\

句\\

、心
、

地面钟C2
的世界线

p

q

来成功地验证过钟慢效应，而且精度不断提高[详见张元仲( 1994) ]。此处只介

绍利用宇宙线的μ 子所做的实验。这方面的首次实验是Rossi 和 Hall (1941 )

完成的。后来， Frisch 和 Smith (1963) 对此又做了重要的实质性改进，得出了更

为精确的结果，并将实验过程及仪器拍成一部很有影响的教学电影。 μ 子是在

高空大气层中由 τ 介子衰变而来的，它们又要衰变为其他粒子。虽然一大堆 μ

子中的每一个可以有非常不同的存活期(寿命) ，但是可以统计性地谈及它们的

平均寿命[定义见式 (4-2-19) 后]。因此，可以把一大堆 μ 子整体地看作一个

标准钟。不过，为了帮助理解，不妨先对单个 μ 子做一理想化讨论。一个静止 μ

子从产生到衰变的时间称为它的静止寿命。考虑一个静止寿命为 2μ( 即 2 X

10 -6 s) 的 μ 子，在 6 km 的高空产生后向地球以u 二 0.995c 的高速飞奔而下。如

果不考虑相对论效应，就算它以光速飞行，

在存活期内也只能走过

(3 X 10 8 m/s) X (2 X 10-6 s) =600 m ,

根本无望到达地面。然而，由于地球系 K

认为 μ 子在高速运动，动钟较慢，所以测得

宫的寿命( "运动寿命" )比静止寿命 2μ 要

长。图 4 一 15 是这一情况的时空图。虽然

静止寿命只有缸'=2μs，但由钟慢效应可

知 t1t =γt1 t' ， 其中

γ一= IV
J丁歹兀"2 j 1 _ (0.995) 2

故地球系测得该 μ 子的运动寿命是静止寿

命的 10 倍，即

t1 t = 10 t1 t' = 10 x2μs =20μ司。

μ 子在这段时间内走过的距离为

t1x = u t1 t = (0.995 X 3 X 108 m/s) X (2 X 10-5 s) = 6 000 m 。

可见该 μ 子在存活期内正好能走过从产生处(6 km 高空)到衰变处(地面)的距

离。请注意这里的钟慢效应同样涉及三个钟，其一是μ 子(地球系 K 认为的动

钟) ，另外两个则是K 系的、事先同步好的高空钟C，和地面钟 C2 ，它们在事件O

和 q 都指零。

有人问:站在μ 子系 K' 的立场思考，虽然地球(带着地面钟C2 和高空钟
C,)向自己高速飞来，但自己的寿命只有 2μ，而且出生时(事件。)与高空钟 C ，

相遇，地面钟怎能在如此短暂的时间内走完全程 6 km? 答案是:现在应考虑尺

缩效应。把 C，和 C2 看作一把很长的尺子的头和尾，则 t1x =6 km 就是静尺长。
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但 K'系认为尺子在高速运动，由尺缩效应可知动尺长只有(仍见图4 - 15)

I1x'= γ -l l1x 二 600 m 。

可见，虽然 μ 子认为自己只存活了2μs( 而且出生时遇到尺头C ，) ，但死亡(衰

变)时恰能遇到尺尾(地面)。就是说，μ 子认为，虽然地面在2μ 内向着自己只

走了 600m，但这正好就是(缩短后的)尺长，所以地面能在自己死亡前及时赶到

自己身边。有兴趣的读者不妨补画以μ 子系 K'为基准系的时空图，由于接近光

速，尺子头、尾的世界线将异常靠近。

可见， μ 子实验对钟慢、尺缩效应都给出令人信服的验证，是非常成功的

"一箭双雕"的事例。

[选读 4 -2]

然而以上只是为教学法目的而设的简化讨论。在宇宙线的实验中无法对μ

子做羊个跟踪测量，只能对处于某一速率段内的一批μ 子进行观测。作为放射

性粒子，μ 子的衰变也服从如下的指数衰变律:

几= no e -lITO , (4 - 2 一 19 )

其中 n 和 no 分别代表 L 秒和 O 秒时的 μ 子数， TO 是常数。上式表明当 t = TO 时

几= nole ， 可见，经过 TO 秒后的 μ 子数只剩下开始时的 t/2.7 倍，人们就把 TO 称

为 μ 子的平均寿命 (average lifetime) ①。式 (4-2-19) 是狭义相对论问世前就

有的实验公式，适用于静止的放射性物质。现在自然要问:它对高速 μ 子也适

用吗?以 K 和 K'分别代表地球系和 μ 子所在的惯性系。由于 K'认为 μ 子静

止，式 (4-2-19) 当然适用，只不过要把式中的 t 改为 K' 系的时间坐标 t' ，即

n=FZoj"饨， (其中凡和同。应理解为 t'秒和 O 秒时的 μ 子数)

再以 μ 代表 μ 子相对于地球的这率，令 γ ~ 1I /l可亏7，由钟慢效应便有 t' =
IIγ ，故

凡=川e 内TO , (4 - 2 - 20 )

现在应该强调，TO 代表的只是静止 μ 子的平均寿命，由上式不难看出 γTO 才是

运动 μ 子的平均寿命。下面就可简介 Frisch 和 Smith (1963) 的实验。

μ 子在高空产生后以大于 0.99c 的这率向地沫飞奔而下，某些 μ 子在飞行

中会衰变，所以 μ 子总数不断减少。实验者选择美国的华盛顿山②的山顶实验

① 莫将"平均寿命"与半衰期刊相混淆，后者是指粒子数减半所经历的时间。

② ~P Ml. Washington，位于美国的 New Hampshire(新罕布什尔州)
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室和哈佛大学①的地面实验室分别作为测量μ 子数目的中途站和终点站。在两

站各用仪器测出这率介于0.9950c 和 0.9954c之间的 μ 子数，便可依次充当式

(4 - 2 - 20) 的问和凡。实验测得值为

no = 563 ，几 =408 。

在实验室中还可用设备拦住 μ 子，从而测量其静止时的平均寿命，得值为 TO =

2.2xIO-
6
s o 此外，已知山顶站与地面站的高度差 L = 1 907m ，故式 (4 - 2 - 20)

的 t 应为

L I 907 m=6.4 X 10- 6
Sn

u 0.995x(3xlO"m/s) v

把式 (4 - 2 - 20) 的 γ 看作待求量(而不是 U 的函数，即不管 γ== II/I - u 2 /c 2
) ,

将以上数值代入该式使得

lIt \ n 408
exp/ --一一1= 一二 =0.72.

•\γ Tol 凡。 563 -,

古丈

2=叫一士;fj)=mp(-节，
进而求得

2.9
γ= ，，-:_-__.=8.8。

In (I /O.72)

这一 γ 值是根据实测的一批数据(如563 和 408 )求得的，实验者称之为γ

的观测值，并记作γ吼喇= 8.8。另一方面，因子γ 又出现在狭义相对论的质能关

系式 E=γmJ2 中。[此式即第5 幸的式(5-5-2)，式中的 mμ 代表 μ 子的静

质量。]实验时又测得μ 子在飞行中的能量平均值1代入 E= γmJ2 中便可求

得γ= 8.4 ，实验者称之为γ 的理论预言佳，不妨记作γ预古= 8.4，在实验误差范

围内可以认为与γ哑唰= 8.8 符合得相当理想。[选读4 -2 完]

§ 4. 3 双子效应(佯谬)

4.3.1 双子效应的戏剧性描述

乘坐高速飞船邀游太空的某君归来后竟成了特大新闻人物，因为所有人都

① ~r Harvard University，位于美国的 Cambridge.MassachuseLLs(马萨诸塞州的坎布里奇市)τ 马萨堵

塞州是新罕布什尔州的邻州。
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发现他比他的孪生兄弟较为年轻。这就是所谓的双子佯谬。把"双子佯谬"再

戏剧化为"夫妻佯谬"则更为剌激。一对年龄相同的俊男舰女喜结良缘，欢度蜜

月。蜜月后丈夫因公出差，乘坐高速飞船到其他星球处理公务。归来时人们惊

讶地发现:夫君依旧是风度翩翩的白马王子，妻子已然是风烛残年的毫董老躯。

此时人们不免想起"山中方七日，世上己千年"的民间传说。这种怪事可能发生

吗?根据狭义相对论，从理论上说的确可能，而且早在 1971 年就已被实验所证

实，当然不是用人而是用铅原子钟(详见小节 4.3.4) 。为了造成前面形容的巨

大年龄差异，飞船必须经历(至少在部分时间内经历)非常极端的运动状态，这

是人体所无法承受的。但是，从纯理论上讲(抛开人体的生理限制) ,"飞船方七

日，世上已千年"在原则上是可以实现的。理由如下。

4.3.2 双子效应的几何剖析

图 4 - 16 双子效应时空图

q

(b) 最简特殊情况

乙

p

甲

利用 4 维几何语言可对双子效应给出最为简单、清晰和准确的剖析。首先

说明一点。从理论上说，这一效应完全与地

球无关，但形象(戏剧性)的陈述难免涉及

地球。为了免除毫无必要的复杂性，人们在

做纯理论讨论时默默约定:①近似认为地

球做惯性运动;②忽略地球的引力场，因而

只涉及平直时空。图 4-16(a) 是在此约定

下的时空图(以地面系为基准)。兄弟甲守

在家中，是惯性观者，其世界线是竖直线

(类时测地线)。兄弟乙外出邀游，其世界

线不可能为测地线，否则将一去不复返。 p ， (a) 一般情况

q 两点分别代表分手和重逢事件。已知分

手时甲乙年龄相等，重逢时还等吗?如果不

等，孰大孰小?为回答这一问题，只需比较甲乙两人在事件 p ， q 之间各自经历的

固有时间，也就是比较甲乙两线介于 p ， q 之间的线长 l'fl 和 1己。因为闵氏时空中

两点间的类时测地线是该两点间的类时曲线的最长者(见 § 2.5 末) ，所以 l']I >
J乙，可见重逢时乙比甲年轻。若要定量地求得 l甲与 l己的关系，就要把乙的世界

线具体化，因为两点之间的不同曲线一般有不同线长。最简单的情况如图

4-16(b) ，这时乙的世界线是由两段直线组成的折钱，借助于横竖三角形关系

( § 4.2 注记 2) 易得 l甲=仇，其中")'== 11 IIτZu是两段斜直线相应的速率。

利用此式不难算出，①设分手时两人皆为20 岁，欲使重逢时甲为 60 岁而乙为

30 岁，只需 u = O. 968c; ②为了实现"飞船方七日，世上已千年"，只需
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u=O. 999 999c o

你看，只要你学了"一点点几何"，双子效应就是如此简单明了，儿句话便可

讲得一清二楚。与那些 3 维语言的、长篇大论的讨论相比(姑且不论其中还有

许多似是而非甚至根本错误的讨论) ，你不觉得 4 维语言在这个问题上具有"四

两拨千斤"的功效吗?但是，如果你连这一点点几何都不懂，就只好用 3 维语言

思考，就要碰到一系列需要很高智商方可解决的问题。谈到智商，不妨打个比

喻。小学算术的鸡兔同笼问题属于难题，它考验着小学生(及其家长)的智商。

进入初中后，学了代数方程就有法可循，只要列出方程求解，鸡兔问题便易如反

掌。本书笔者一直认为，在某种意义上说，数学是高智商的数学家为一般智商的

大众发明的，就像"傻瓜式照相机"是为芸芸众生发明的那样。这种例子不胜枚

举。 4 维语言颇像傻瓜相机，它使大量相对论问题变得简单容易。双子问题就

是典型实例。在 4 维语言普及之前，双子问题难倒了不知多少物理学家，在历史

上多次掀起论战，详见下一小节。

[选读 4 -3J

本选读采用对话方式，其中乙代表笔者。

甲 请您说明"钟慢效应"、"时间膨胀"和"双子效应"的联系和区别。

乙 "钟'r:曼效应"和"时间膨胀"是对同一现象的两种不同称谓。这一现象

已示于图 4 -4 中。图中 O 和 b 是发生在惯性系 K' 内的c'在中上的两个事件，该

图前后的讨论表明，不同惯性系测量这两个事件的坐标时间间隔得值不同，其中

最小者就是 K' 系自己测得的时间间隔(Up lob < loα) ，其值就是c'钟的固有时间

(钟的固有时间等于钟所在惯性系的坐标时间)。因为 K 系认为 C'钟在运动，所

以 l叫〈扎。表明动钟较'眨，此即"钟慢效应"，又称"时钟延缓效应"。英文文献更

多地称此效应为"时间膨胀 (time dilation) " ，据说是因为它反映动钟的时间尺度

被表观地神长了 (the scale of time is apparently stretched out) 。

甲 "汉子效应"与"钟慢效应"都是关于钟的读数的效应，两者是否也是同

一效应?

乙 不，两者非常不同，根本区别就是:钟'眨效应涉及的都是做惯性运动的

钟，因此结采必然是相对的一一你觉得我慢，我觉得你慢;而双子效应的两钟之

中必定有一个不做惯性运动，否则一去不返，一旦分手就不再重逢。因此结果是

绝对的-一守在家中的兄弟年龄较大。[选读4 -3 完]

4.3.3 双子"悖论"的长期论战

爱因斯坦在 1905 年的第一篇相对论论文中就讨论过时钟问题，并对后来被
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称为双子效应的问题给出过正确的定量预言[他在该文§4 给出了相当于式

(4-3-8)(第一个等号)的公式]。然而当时的物理学家和哲学家对此众说纷

纭，莫衷一是。反对者的主要看法是(改用双子方式陈述):家中的兄弟甲之所

以觉得归来的兄弟乙较年轻(钟走得较慢)，是因为他觉得自己静止而乙曾经先

离开后返回(走了一圈)，因而是个动钟。但是，站在乙的立场，他会觉得自己静

止而甲曾经先离开后返回(走了一圈)，因而甲成为动钟。按照同样推理，重逢

时必定会觉得甲较年轻。于是，兄弟重逢时都将觉得对方年轻，这当然不合理。

于是成为悖论，这就是著名的时钟悖论(clock paradox) 或班子悖论 (twin para

dox) 。这一"悖论"曾经引起许多物理学家的多次论战，成为20 世纪持续时间

最长、争论最激烈的物理辩论之一。仅以1956-1958 年的一轮辩论高潮为例，

辩论双方以物理学家麦克利(McCrea)和物理兼哲学家丁苟(Dingle)为代表人

物，文章发表在《自然(Nature)}、《科学(Science)}和《发现(Discovery)}等重要

杂志上。引发这场辩论的种子是麦克利在1951 年针对时钟悖论发表的短文

[McCrea( 1951)] ，他在该文称"据我所知，人们至今尚不清楚这里其实并无悖

论。"然后对一种最简单的情况[实质上就是图4-16(b)]进行计算并得出l乙二

y -IZ甲这一正确结论。 1956 年(当时认为太空飞行有望实现，双子悖论再度备

受关注) ，丁苟发表长文 [Dingle( 1956) ]批驳麦克利，他认为，根据相对性原理，

一切都是相对的，双子甲乙运动情况完全一样(是对称的)，因此重逢时应有相

同年龄。他甚至针对图4-16(b)的情况做了长篇讨论和计算(但都是锚的),

竟然"证明"了两人重逢时年龄相等。在稍后的交锋中①，麦克利针锋相对地、正

确地指出，相对论并不认为一切都是相对的，乙有加速度而甲没有，正是这一绝

对的差别(非对称性)导致重逢时年龄不同。从物理角度看，乙必须几次开启和

关闭引擎，这是甲乙双方的实质性区别，使用相对性原理无助于抹杀这一区别;

从数学角度说，甲的世界线是测地线(因而最长) ，而乙的世界线是由几段测地

线组成的非测地线(因而比甲线短)。丁苟则反驳说，既然麦克利也承认引擎每

次工作时间极短，由引擎导致的甲乙两人的"绝对差别"也就消失。至于测地

线，丁苟甚至说"他关于测地线的谈论完全是对所论问题的荒唐古怪的、毫无用

处的推广。"鉴于丁苟固执地坚持甲乙两人毫无差别，完全对称(这是导致错误

结论的总根源) ，麦克利在稍后的一篇短文中甚至说(括号内容是本书笔者所

加) :"如果会南旅行者(返航时)的运动足够剧烈，正是这个旅行者，而不是T 苟

(他待在地球上) ，将会摔死。丁苟与这样-个最终支成尸体的旅行者是不对称

① 丁苟与麦克和l交锋的论文很多.其中一部分被集结为一篇题为 Rel.1川 ty and space travel 的文章.

发表在 1956 年 (Apri] 28 和 September 29) 的 Nalure 杂志上。
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的。"两人接着还有若干回合的交锋，然后以双方坚持己见的方式暂时休战。其

他学者后来还掀起过大小不等的论战高潮，直至1971 年的原子钟环球飞行实验

(见下一小节)证实了两钟历时不等才算大体平息。在4 维几何语言已被国际

相对论界广为应用的今天，双子问题在理论上是如此简单，"悖论"不悖，至多不

过是个佯谬(假的谬误)而已。

应该特别强调的是，许多人顾名思义地以为"在相对论中一切都是相对

的"，这是一种极其有害的误解。除了双子问题之外，笔者还曾多次看到这一误

解在不同问题上带来的灾难性后果。其实，要想学好相对论，更重要的是要学会

在遇到绝对的对象时善于紧抓不放。不错，钟慢效应(见小节4.2. 1) 是相对

的一一甲觉得乙慢，乙觉得甲慢，而且慢的程度相同。但那是因为前提本身就是

相对的一一两钟都做惯性运动，因而，根据相对性原理，两者必然平权。然而双

子问题中的两者却有绝对的差异，因为甲做惯性运动而乙做非惯性运动(否则

不可能与甲重逢①)。前提的这种绝对差别必然带来后果的绝对不同-一兄弟

俩重逢时年龄不等，根本不存在什么悖论!至于两人中谁较年轻，前面已看到用

世界线长几乎一望而知，易如反掌。然而，在相对论发展的早期，多数物理学家

尚未掌握几何语言(不知"世界线长"为何物，更不知它等于固有时间)，而用物

理语言把"乙比甲年轻"的道理彻底讲清又绝非易事，曾经难住过不知多少物理

学家(爱因斯坦是少数例外)。由于百思不解，他们纷纷以为只能求助于广义相

对论。于是"要讲清双子问题非用广义相对论不可"的说法就应运而生并且泛

槛成灾，至今仍有大量物理工作者持有这种观点。导致这一误解的一个重要原

因是，他们以为，①为计算乙所经历的时间必须使用与乙固连的坐标系(非惯性

系) ;②只要涉及非惯性系就属于广义相对论范畴。我们的评述是:①乙经历

的时间就是其世界线长，线长是几何量(是绝对的)，与坐标系无关，根本没有必

要舍近求远、自找麻烦地用与乙固连的坐标系(非惯性系)计算;②退一万步说，

就算你用非惯性系计算，这也同广义相对论无关。广义相对论是爱因斯坦的引

力理论(当引力足够弱时近似回到牛顿的引力论)，它认为引力实质上是 4 维时

空的弯曲在 3 维空间的表现(详见§ 6. 1)。因此广义相对论与狭义相对论的根

本区别在于时空背景一一前者是弯曲时空;后者是平直(闵氏)时空。由于早已

约定忽略地球引力，双子问题的默认时空背景当然是闵氏时空，因而与广义相对

① 你也许会以为图 4 -16( b) 中的乙也做惯性运动，其实不然。该图把乙的世界线近似画成忻线，

在转折点户， r ， q 上画成方向突变式的破拐弯。物卫II过程通常是渐变的，严格说应该对这三处适当进行小

范围的..磨光"。磨光后的整条世界线当然不是测地线(虽然其中有两大段测地线)，所以乙仍做非惯性

运动。但这三处磨光对线长的影响很小(而且"姿多小有多小")，因此 1'1' =γI乙仍近似成立。
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论毫无关系。诚然，在相对论的早期，在几何意识尚未深入人心的情况下，人们

(包括爱因斯坦)曾经以坐标系为标准对广义相对论和狭义相对论划界，认为只

要涉及非惯性系就算是广义相对论范畴。然而这种划界方式有太多的人为性。

仍以双子问题为例，本书的计算只用到惯性系(用于计算线长) ，而有些人则还

选了非惯性系，如果坚持以坐标系划界，就只好说"本书的双子问题属于狭义相

对论范畴"，而"那些人的双子问题属于广义相对论范畴"。你不觉得这种讲法

很丑陋吗?你不觉得改用绝对的时空几何来划界要漂亮得多吗?事实上，现代

国际广义相对论界的统一划界标准是:凡以闵氏时空为背景的物理学都属于狭

义相对论物理学，而广义相对论物理学则必然涉及弯曲时空(详见§ 6. 1)。讨

论相对论问题时，一个十分重要而又常遭忽视的步骤就是事先明确约定时空背

景，即约定所讨论的物理现象在什么时空中发生。双子问题的前提约定是整个

现象发生在闵氏时空中，因此自然属于狭义相对论范畴。不幸的是有人甚至走

得更远，误以为加速度会造成时空弯曲①，于是就认为双子问题非用广义相对论

解决不可。这时就已经不是划界标准问题，而是大错。你看，明明约定在平直时

空中讨论问题，他三转两转竟然转出个弯曲时空来，与"时空的绝对性"大相径

庭，焉能不错， ?

与双子佯谬类似的另一热门话题是爱因斯坦转盘问题，也常被误以为涉

及广义相对论，其实前提约定也是整个现象(转盘及其上观者的运动)发生在

闵氏时空，因此也属于狭义相对论范畴。分析这一问题的最清晰的工具仍然

是 4 维几何语言，只是它比双子问题更复杂，详见梁灿彬，周彬 (2009 )中册

§ 14.2 0

非惯性运动的一个更为常用的同义语就是加速运动，所以你更常听说的结

论是"有加速度的兄弟较年轻"。这一提法固然不错，但对加速度一词应当小

心。谁都知道加速度是相对于参考系而言的，对地面系来说，甲为静止而乙有加

速度。但是，相对于与乙固连的参考系，则乙为静止而甲有加速度。根据"有加

速度的兄弟较年轻"的提法，现在岂非又得出甲较年轻的结论?悖论之说岂非

又死灰复燃?我们的回答是:物理学家早已自觉或不自觉地形成一种习惯，凡提

到加速度而又不说明所相对的参考系时，都默认相对于惯性系而言。只有在这

种默契下，加速运动才是非惯性运动的同义语，"有加速度的兄弟较年轻"的提

① 很多人听说过"等效L'l{J!I!"的一个常见提法. uP"加速度与引力等效"。如果他又知道..引力就是

时空弯曲便会推出..兄弟乙 (1m i主观者)认为时空是弯曲的"这一错误结论。这一推理犯了..偷换概念"

的逻辑错误。"加速度'与引力等效"一语中的..引力"只是一种假引力，它不由物质产生，不对应于时空弯

1111. 只因 1m速观者感到·好像置身于引力场中'而得名。而..引力就是时空弯曲"一语中的"引力"却是由

物质产生的真引力。真假引力不分是讲解等效原理时的常见病。详见§ 6. 3 0
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法才正确。我们在§3. 3 已经讲过 4 维表述优于 3 维表述，不妨认为现在又添

加了一个例证。非惯性运动的提法是指世界线为非测地线，属于4 维表述;加速

运动的提法则由于加速度依赖于参考系而属于3 维表述，只有补上"相对于惯

性系"的默契才是明确且正确的。但是加上这一补充自然就有拖泥带水之感;

而非惯性运动的提法则简练自足，无任何误解之虞。与此类似的是电动力学中

关于"电荷只当做加速运动时才有辐射"的结论，在记住这一结论的同时也必须

记住"加速度是指相对于惯性系"的默契。然而，"电荷只当做非惯性运动才有

辐射"的提法则简练自足。

虽然用世界线长(图4 - 16) 能够如此简单地把双子效应讲得一清二楚，但

是，时至今日，几何语言仍然远未真正普及到每个相对论工作者和学习者，于是

关于这一佯谬的文章在各种杂志上依然屡见不鲜，层出不穷，数不胜数。英国相

对论学家伦德勒( Rindler) 在他的书中有一段话[ Rindler( 1977) P. 45 ]对这种情

况给出了有趣的挖苦性描述:

…(汉子)悖抢很易解决，但它那种令人欲动的特殊魅 :IJ 使争伦-代挨一代

他经-0看这样的错厅、:起允感到困惑不解，继而命于有所领悟(有时是该解)街洋洋

台待，并且这不及待他写成文字友象，仿佛此话元人懂过。在这方面友表的文章简直

不可胜数，然而它伯共同的有用部分至多不过填满几页纸，而已。"

[选读 4 -4]

自 1905 年以来，有关双子问题的文献浩如烟海。在结论正确的文献中，绝

大多数都只讨论图4-16(b)那种最简单情况，并通过具体计算乙所经历的固有

时间来证实它比甲经历的时间短。(计算方法五花八门，有的还非常复杂。)这

在原则上是对的，不过既然上面对图4-16(a)的简单分析己就最一般情况证明

了 l t.. < l甲，是不是就不必再对具体曲线做计算了?退一步说，若要对图 4 - 16

(b) 做计算，只妥记住固有时间等于线长，用水平线(图中虚线)把甲、乙线都等

分为两部分，由横竖三角形关系式 (4 -2 一 2) 便知 l'f =γl t.. 。这与各种其他计算

方法相较不是简单得多吗?有一种对图 4 一 16(b) 的算法也许值得一提，因为它

在新、旧文献中颇为多见[例如 Muller( 1972) ;钱尚武(1982) ] ，而且其中有一问

题需要澄清。这一算法的 4 维"译文"如下(意思都是原作者的，只不过他们都

用难懂的 3 维表述，此处改成 4 维表述) :设 K'和 K"分别是直线段 pr 和 rq 相应

的惯性系，立'和五"分别是 K'和 K" 系过 r 点的同时线(图 4 -17) 。当乙处在 pr

段时，他认为事件 m 与 r 同时，故在自己经历 pr 段的过程中甲经历的时间只有

lpm (短于 lpI) 。另一方面，乙在 rq 段中又认为凡与 r 同时，故在自己经历 rq 段的
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过程中甲经历的时间只有 lnq ( 短于 l，q ) 。原文指出，最重妥的是，乙在 r 点前后

因同时线的突变而觉得甲的年龄有 lmll 的突变量。因

此，根据乙的观察，

甲在 p ， q 之间的年龄增量 = lpm + lm" + l叫，

乙在 p ， q 之间的年龄增量 =lpr+lrq 。

由于用 3 维语言(当然也没画时空图) ，原文只好利用钟 甲

慢效应等公式逐段计算，再把结采代入上两式，最后得到 m

甲在 p ， q 之间的年龄增量 =γx 乙在 p ， q 之间的

年龄增量。

这一结采无疑正确，因为，从 4 维角度看，它无非

就是把甲线分为三段并把线长逐一相加而已。然而，图 4 -17 把甲线分段相加

除去麻烦之外，这种算法还存在一个概念性问题，关

键在于乙对甲的"观察"和"认为"在物理上无法实现。正如小节 4. 2. 3 所强调

的，讨论钟慢效应时除两个钟 C，和 C'外还必须有第三个钟 C2 ，而现在偏偏缺少

第三个钟。作为局外人，我们可以指着时空图说乙在 pr 段时认为事件 m 与 r 同

时，因此应该比较甲钟在 m 和乙钟在 r 的读数;但是，作为局中人的乙却无从知

道甲钟在 m 的读数，因为他无法观察(感知)到甲线上的信息。如采你还坚持说

可以，那么有一篇文章[孟广达等( 1997) ]会对你发难。该文指出，接受上述讲

法将会导致..~老还童"的离奇推论，其4 维"译文"如下。设乙的世界线如图

4 -18所示，则乙在接近 r 时将根据同时线豆'认为甲的年龄为 l川(约定甲在 p 时

年龄为零) ，刚离开 r 后根据同时线 l"又认为甲的年龄为 l{川( < lpm ) ，于是乙在 r

(掉头)的瞬间观察到甲返老还童。对此返老还童之说你有何许论?其实关键

问题仍在于乙对甲的"观察"和"认为"在物理上无法实现。乙从甲获得任何信

息的必要条件是甲向乙发出光波或其他信号，而由图 4 - 19 可知甲线上任意两

个事件(如 e ， 和 e2 ) 的先后顺序在经过光子世界线传到乙线后(为/，和 /2 )都被

保持，乙决不会看到返老还童现象。不过，如采甲先在 n 点向乙发出声信号再在

m 点向乙发出光信号，则由图 4 -20 可知乙先看见甲在 m 点的形象(一个老人)

后听见甲在 n 点发来的声音(甲刚出生时的啼哭声)。在某种意义上可以把这

说成"乙感到甲有~老还童现象"，但这在原则上并无不可，它不过是"先看到问

电后听见雷声"这一人所共知现象的一个合理发展而已。再退一步说，如采坚

持把乙在每一时在IJ tl..的同时线与甲线的支点定义为"乙认为的、甲在 t l.. 时刻的

年龄"，那么这个"年龄"已没有通常年龄的意义，用它陈述的结论可以稀奇古怪

(包括返老还童) ，但无伤任何物理实质。[选读 4 -4 完]
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甲

光

m

n

乙

图 4 -18 返老还童7 图 4 - 19 事件顺序不因

用光传播而变。

图 4 -20 乙先见到老人后听

到他出生时的啼哭声。

4.3.4 双子效应的实验验证

事实胜于雄辩。双子问题的长期理论争辩呼唤着实验事实的发言。然而载

人星际旅行谈何容易!单是造成可观测的年龄差异所需要的高速目前就无望解

决，更何况还有人的生理限制等各种实际问题。注意到原子钟测量精度的不断

提高，自然想到以钟代人，以飞机代飞船。普通飞机环球一周造成的时间差虽然

只有10 -1 S 的量级，却已可被当时的原子钟精确地测量。于是Hafele 和 Keating

就在 1971 年借助于商用飞机进行了带钟环球飞行实验，并得出了与理论符合的

结果，特别是证实了飞行钟与地面钟经历的时间的确有所不同[见Hafele 和

Keating( 1972) ]。然而，实验与理论研究毕竟存在很大差别:理论研究可以约定

若干简化前提，而实验则必须真刀真枪地操作。例如，对双子问题做理论讨论时

可以忽略地球引力场并认为地球是惯性系，而实验面对的却是真实的地球，应该

充分考虑地球的各种实际情况带来的影响，再通过量级估算决定哪些影响非修

正不可。估算表明必须计及的是两大因素，即地球的自转(因而不是惯性系)和

地球的引力(因而要用广义相对论)。为便于理解，暂时忽略地球引力，讨论如

下的半理想化环球飞行问题。赤道上某实验室有两个己同步的铠原子钟C 和

Co。钟 C 随着飞机以 I 600 km/h 的速率向西飞行，环球一周后返回实验室与钟

c。重逢，试判断两钟读数孰大孰小，并求出读数差。也许你会不假思索地说"已

钟读数较小，因为它外出做非惯性运动。"但这个答案不对。实验涉及的是个有

自转的地球，想象一个惯性观者从北极上空俯视地球(图 4 - 21) ，则实验室的

C。钟随着地球的自转而(从西向东地)做匀速圆周运动，因而不是惯性运动。地

球自转使赤道各点都以1 600 km/h 的线速率向东运动，以同样速率向西飞行的
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运动恰好与地球自转相抵消，所以飞机(因而C 钟)做惯性运动。两钟的世界线

如图 4 -22 所示。下面计算两钟的读数差。不失一般性，令两钟在分手时(事

件 p)都指零，重逢时(事件q) 读数分别为 T 和7"0 0 由于忽略地球引力，地球附

近有平直时空。为便于定量计算，以下的公式都采用国际单位制。

双子效应(佯谬)§4.3

地球表面
的世界面

赤道

--·R-----e

Co

从北极上空俯视地球。

C。不是惯性钟。

图 4 -21
图 4 -22 飞机上的钟 C

才是惯性钟。

把地球看作惯性质点，以K= !t ， x ， y ， zl 代表地球所在的惯性系(其x ， y ， z 轴

不随地球自转而转动)，引人与之相应的球坐标系j t , r , 0 ，利，则闵氏线元在国际

单位制中取如下形式:

ds2 = _ C
2 dt2 + dx2 + dl + dz2 = _c

2
dt

2 +d/ +r2(d02
+sin2 0d，/)。

(4-3-1)

以 0 和 R 分别代表地球的自转角速率和赤道半径，把上式用于C。线的任

一元段，注意到赤道上有r=R ， dr=O ， O= τrl2， dθ=0 及作=fldt ， 得

d/ = - c2dt2 + R
2
dψ2 = _ C

2 dt2 + R2fl2 dt2 = _ [1 _ ( R2fl2 / c2
) ] c2 dt2

。

(4 -3 -2)

再以 Uo 代表赤道任→点(相对于惯性系K) 的线速率，则 Uo =Rfl ， 故

d/ = - [1 - ( u~/c
2

) ] c
2 dt2

a (4 - 3 - 3 )

以前熟悉的几何单位制公式 d 7" = .f士忑士在国际制中的形式为 d7"= ~忑亏言，

故由图 4 -22 可知

AT-nu

γ一
一

(4-3-4)

7"0 = r俨亨 =I:A干了 dt =叫1 - (钉
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γ。=万万句 IC)2

(其中第二步是因为我们取 p 点的坐标时 tp =0 ，从而乌=手。)上式中的

1 600 X 103

μ。=赤道线速率 = 1 600 km/h = 句 rnn =444 mis ,

或者，用《中国大百科全书>P.59 的更准确数据 μ。= 465 m/s 求得

( uolc) 2 = [ 4651 (3 x 108
) r = 2. 4 x 10 - 12 , (4 - 3 - 5 )

既然 (UO /C)2 如此小，就可把刘 1 = [1 一 (UO /C)2]' /2展开为泰勒级数并保留到二

阶小项:

γ0- 1 = [1 - ( uolc) 2 ] 112 = 1 - ( uolc) 2 / 2 ,

代入式 (4 -3 -4) 给出

(4 -3 -6)

(4 -3- 7)7 0 = [1 - (UO IC)2 /2] 手。

由图 4 -22 又知毛等于地球自转一周的时间 (24 小时) ，故

手= 24 h =24 x 3 600 s =8. 6 X 104 s ,

于是环球飞行-周所造成的时间差为

主 70 = [(UOIC)2 /2 ] 手= (2. 4 x 10 - 12) X (8. 6 x 104 s) 12 = 10 - 7 So

(4 -3 -8)

以上只是半理想化环球飞行的理论结果。在实际操作中，实验者携带原子

钟搭乘商用飞机先后进行了东飞和西飞实验，情况比半理想化飞行更为复杂。

此外，飞行钟与地面钟位于地球表面附近的不同高度，根据广义相对论(详见小

节 8. 3. L) ，地球引力场还会给两钟的读数差提供一项不可忽略的影响。实验者

先从理论上考虑了所有不可忽略的影响并求得两钟读数差的理论预言值，然后

再做实验，发现实验结果与理论预言值符合得很好。详见选读4 -50

[选读 4 -5]

实验借助于商用飞机携带4 只钝原子钟环球飞行了两次，第一次向东，第二

次向西。我们先就东飞和西飞问题做一讨论。

设飞机 C 在赤道上空以速度U 向东飞行(v> 0 代表真向东， v <0 代表向西) ,

则它相对于惯性系的速度(记作 μ) 为(如此低速下当然可用牛顿速度交换式)

u =Ril+ 白。 (4 -3 -9)

当 v=O 和 v = -Ril 时 u =Ril = Uo 和 u =O ， C 的世界线分别就是图 4 -22 的 Co

线和 C 线。无论 U 取何值，只要飞机 C 在赤道上空飞行，由式 (4-3-1) 可知对

C 线的任一元段有
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(4-3-11)

ds2 = _ e2dt2 + R2
dψ2 0 (4-3-10)

因 dψIdt 是飞机的角这卒，故飞机的线速率u =Rd伊/巾，代入上式得

d/ = _e2dt2 + μ2dt2 = _ (I -斗le2 d人
\ e I

上式元非是用 U 代替式 (4-3-3) 中的问，所以，把 C。线的环球时间表达

式 (4 -3 -7) 的 u。改为 U 使得 C 线的环球时间(记作r) ;

7=[I-(ule)2/2 ] 手= [ I 一 ( Rfl + v) 2/2e2 ] 手。 (4-3-12)

当 v =0 时还原为

r 0 = [ I - (R 2d 12e2) ]手= [I - ( uOIe) 2 12 ] 手， (4 -3 -7')

两式相j咸给出

r-ro = - [(2Rflv+v
2
)/2e

2
]1 手。

上式除以式 (4 -3 -7')得

r - r o - (2Rfl v + v2) 12e2

70-l-(R2d/2c2)
。

上式右边分母

1 - ( R2d 12e2) = I - (uole) 212 = I
_

10 - 12
叫，

[其中第二步用到式 (4-3-5)0] 所以式 (4-3-14) 可简化为

(r-70 )/70 = - (2Rflv+v2 )/2e2
,

于是

(4-3-13)

(4-3-14)

r-ro = -(2Rflv+v2
)ro/2e

2
0 (4-3-15)

可见，当 v >0 (东飞)时 r < 刊， f!r 环球时间比地面惯性参考钟经历的时间短

("丢失时间") ;当 v <O( 西飞)而且 Ivl =Rfl 时 r> 勺，即环球时间比地面钟的

时间长( "赢得时间" )。

除了地球有自转外，地球引力场也会带来可观测的影响。飞机与地面的高度差

造成引力势差，根据广义相对论，其影响体现为一个附加项，式(4 -3 一 15 )要改为

7 -70 = [2gh - (2Rfl 四 +V
2
)]70 I2 e

2

0 (4-3 一 16)

其中 h«R 是飞行高度 ， g 是地面重力加速度(详细推证见第 8 章选读 8 - 1)。

上式就是从狭义相对论和广义相对论出发求得的时间差。在与实验数据对比之

前还妥考虑一系列实际情况，例如，出于经济考虑而采用商用飞机，而商用飞机

并不在赤道正上空飞行，其纬度、高度和速度在飞行期间也不保持常数。考虑所

有这些因素后得到一个修正公式，由此可求得飞行钟与地面惯性参考钟的时间

差的理论预言值:东飞钟为 (40 ± 23) x 10 -9
s ，西飞钟为(275 士 21)xI0-·s。

实际飞行是在 1971 年 10 月进行的。第一次为东飞，持续时间为65. 4 小

时，其中飞行时间是4 1. 2 小时;第二次(约一周后)为西飞，持续时间为80. 3 小
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时，其中飞行时间是48.6 小时。与地面惯性参考钟的时间差的实验位如下:东

飞钟为 (59 ± 10) x 10- 9 S ，西飞钟为 (273 ± 7) x 10 -9 So Hafele and Keating

( 1972) 的结尾说:

"元伦如何，对于‘经彷司令旅程」云南4中像我是否相誓'这一闭题，看来已经次

有进一步争抢的公地，因劝我， .(iJ 已经查明冯份哉放的确不等。" [选读 4 -5 完]

§ 4.4 高速物体的视觉形象

稍懂相对论的人都知道"动尺收缩"，于是容易产生如下误解"如果列车在

我的视野内高速飞驰，我看到的车长将比它的静长要短。"事实上，这一误解与

狭义相对论同时诞生，因为爱因斯坦在他的相对论奠基性论文《论运动物体的

电动力学~ ( 1905) 一文 §4 开头中就有这样的陈述[见爱因斯坦等( 1980) ] :

"因此，在舒止状态下测量汤球状的则体.~处于运动状态时，在静象看来就具

有旋转梢球的形状，其三个轴(笔者注:似应为半轴)污 R /lτ万万 ， R ， R o "①

从此开始，类似说法就不断出现在浩如烟海的作者的文字中。著名科学家

兼科普作家伽莫夫②在他的著名科普著作《物理世界奇遇记~(科学出版社， 1978

年版第 5 页)中更是淋漓尽致地把这一误解推到了极致。书中描述主人公汤普

金斯先生梦游一座奇特城市，市内的光速比 C IJ、很多。于是他看到骑车者连人

带车都是扁的;当他自己骑车时，又看到被压扁了的街道、橱窗和行人。总之，上

述误解统治着物理学界长达 50 余年，直至特列尔 (Terrell)和彭罗斯 (Penrose) 于

1959 年分别载文澄清为止。特列尔首次明确指出，这一误解起因于人们混滑了

两个含义不同的词汇-一一"测量"和"看见"。看见( seeing) 是指观者用眼睛去

看(或用相机拍照) ，其结果称为视觉形象，它由发自物体各点并同时到达眼睛

的所有光子组成。由于各点与眼睛的距离未必相同，这些光子未必从各点同时

发出。反之，测量( measurement) 是指特意安排的一种操作，它要"测出"物体各

点在同一时刻的位置，这些点组成的图像称为测量形象。所谓同一时刻，是指观者

所在参考系的一张同时面。小节 4.1.1 讲过，尺缩效应是指尺子世界面与同时面(图

4 一 1 的 1~) 的交线(动尺)沿运动方向缩短。推而广之，任何运动物体在观者所在系

的任一同时面上的图像都沿运动方向缩短。可见，运动物体的测量形象必有尺缩，但

① lJ;l文接着说于是球(因而无论任何形状的刚体也一样)在 Y.Z 方向上的尺寸，看来不因运动

而有所改变，但 X 的尺寸看来则按 1: /I丁7万的比率缩短了，自[I 11 值愈大.收缩愈厉害。当 u = c at.
从‘ f衍"系统石-来，一切运动物体都收缩成扁平形状了。"

② 伽l莫夫是..大爆炸宇宙论"的主要创始人之一。
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其视觉形象则有待慎重讨论。有趣的是，特列尔在慎重考虑后竟证明了如下的一般

结论[见 Terrell ( 1959) ] :只要物体离观者足够远(物体对观者的张角足够小) ，高速

物体的视觉形象就毫无尺缩，它无非是物体静止时的形象绕某轴转某角的结果。后

人称此为特列尔转动。限于本书的既定范围，此处不能介绍这一有趣结论的证明，但

将讨论两个特例，并讲清两例中的特列尔转动的原因、转轴和转角。

鉴于视觉形象与测量形象存在差别，讨论相对论时就要特别注意用词。通常的

习惯是"测得"或"认为"是指测量形象(或测量结果) ; u看到"或"看见"是指视觉形

象。有时也使用"看来"一词，虽然有个"看"字，但与"测得"或"认为"同义。

信IJ 1 高速运动立方体的视觉形象

边长为 L 的立方体相对于惯性系 K 高速匀速运动，速度矢量 U 平行于立方体的

一条边，在图 4 -23 中画成向右。该系的某观者从正下方很远处观看，这个"很远"保

证从立方体发出并到达观者的光线为平行光。图 4 -23 是立方体在 K 系的某时刻 l2

的测量形象。如果 V=o ，观者只能看到立方体的正面(对观者是正面，对图 4 -23 是

底面) ，即正方形 ABCD。当 V~o 时，由于尺缩，水平边长 BC 只有竖直边长的 γ-I

倍，故正面 ABCD 的测量形象是压扁了的正方形。然而 ， V并O 还带来另一产物:由于

E ， F 点比 B ， A 点离观者较远，它们在 l2 之前的时亥IJl J ==l2 - Llc(那时它们位于 E' ，

F') 发出的光子将在乌时刻到达正面，并与正面各点在乌时刻所发光子同时到达观

者，形成视觉形象。类似的思考也适用于侧面 ABEF 的任一点(例如侧面中点 M 在

时刻 ι - Ll2c 所发光子对视觉形象也有贡献) ，于是视觉形象如图 4 -24 的下图，正

面 ABCD 虽因尺缩而被压扁，但由于侧面 ABEF 的贡献，整个视觉形象在横向还有所

"拉长"。其实这正是特列尔转动的后果一一远方观者观看立方体所得的视觉形象

H

U

…----

至远方观者

图 4 -23 (测量形象)立方体向右运

动，观者在正下方很远处观看。
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图 4 -24 下图:运动立方体的视觉形象

上图:静止立方体绕AB 轴转 β 角
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相似于静止立方体转了角度β( 图 4 -24 上图)。由图可知β 满足

SInβ= ( vLlc) I L = vic 0 (4 - 4 - 1 )

就是说，远方观者看到的图像相当于把静止立方体绕 AB 轴转角度β 所得的图像。

注记 4 绘制图 4 - 23 、图 4 - 24 时取 v =0. 5c ， 因而 γ-I == II丁石万)2=

疗12=0.866 。

例 2 高速运动球体的视觉形象

把例 I 的立方体换成半径为 R 的球体，其他条件不变。想象地将球体切成

许多薄片，各片平行于 U 和视线决定的平面(图 4 -25 的纸面)。把每片看作一

个半径为 r运R 的圆盘，由于观者的视线平行于这个圆盘("从盘边看盘" ) ，看到

的是一段直线。如果 v =O( 球体静止) ，观者能看到下半个圆周(图 4 -25 的 A

和 B 是两个"擦边可见点" ) ，表现为一段直线咐，长为 2r。因为球体由许多圆

盘组成(最大半径为刑，所以观者看 v=O 的球体所得的轮廓是半径为 R 的圆

周。当 u并 0 时，圆盘的测量形象应有尺缩，其周边成为椭圆，长半轴长为 r ， 短半

轴长为 γ-Ir( 图 4 - 26) ，椭圆方程为
y ,

B ~

1111 11
至远方观者

图 4 -25 v=O 时薄片的测量形象为圆

形，半径为 r( 三 R)o A ， B 为擦边可见点。

Al B tl-- X

图 4-26 v ;6 0 时的测量形象

2 2

-王:-::- + y_ =1
- 2 2' 2

γ r r
~P γ2Z2+y2=r2 。 (4-4-2)

现在要证明观者看运动圆盘所得的视觉形象仍是长为2r 的直线段(没有尺

缩)。从测量形象(图4 - 26) 如何求得视觉形象?关键是运动困盘的擦边可见

点与静止圆盘(图 4 - 25) 不同 o 图 4 -25 的 A 点之所以是左擦边点，是因为上

半圆周的任一点 C 向下所发光子都被圆盘自身遮挡住。然而，当 v并0 时圆盘向

右高速平动，只要 C 点比 A 点高得不多，圆盘的右移就会给从 C 向下发出的光

子让路，所以左擦边点将沿椭圆适当上移至某点 A' (图 4 - 27) 。另一方面，

图 4 -26的 B 点向下所发光子在 v乒0 时将被右移过来的圆盘遮挡，所以右擦边
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U-X

y

图 4 -27

B'

A' ， B'为擦边可见点

(取 v=0.8e， 因而 γ ， =0.6 ， γ= 1. 67)

点将沿椭圆下移至某点B ' 。

设图 4 -27 的 A'在某时刻t ， 所发光子在某

一瞬刻到达观者G，发光事件记作p ， =(t , ， A') 。

令 6.t= A'Die ，设 O 是椭圆中心，在过 O 的水平

线上取 O 点使00 =v缸，则圆盘在时刻 t2 =t , +

6. t 到达以 O 为心的新椭圆(图 4 -28) 。以 B '

代表新椭圆的右擦边可见点，考虑另一发光事

件P2 = ( t2 ,B') ，则事件 p ， 山发出的光子将同时

到达图 4 -28 的水平直线段 α'β'。由于此直线

段上各点与观者距离相等，观者看到的就是一

段直线α'β ，下面证明其长度恰为 2r o 关键是要

确定擦边点 A'和 B '。为此，设椭圆盘在无限小时间也内从图 4 -29 的实线移到虚

线。过 A'作竖直线交虚椭圆于 Q ，过 Q 作水平线交实椭圆于 Q。作为擦边点 ， A'满

足如下要求 :A '向下所发光子恰好在 dt 时间内到达虚椭圆 (Q 点)， Q 点因向右运动

而给它让路。问:该光子从 Q 继续往下走时会不会被虚椭圆所挡?答:不会，因为

"A'是擦边可见点"意味着实椭圆弧 AA '的每点都是可见点，而 Q 点元非是 Q 点在虚

椭圆的体现，自然是虚椭圆的可见点。不妨把从 o 继续往下走的光子看作 o 所发
的光子，它当然不会被虚椭圆所挡。可见擦边点 A'满足下式( dx 和 dy 含义

见图 4 -29):

左擦边可见点A'的确定

'一

D芋\L/ \~习雪'
αT I TP

→|丁A'俨--V(t2-1 ，) 一→ XB 忏一

图 4 - 28 A'在 I ， 时刻所发光子(记作 γ ， )在

12 =I , + CJ. l 时到 D ，l!:七日才椭圆心恰好移至 0 ，

故 B'在 I，时所发光子与 γ1 同时到达四'β'线。

dx

图 4 -29
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dx =vdt , dy =edt ， 即 dxldy 二 viCo ( 4 - 4 - 3 )

再注意到① A'和 Q 都是实椭圆的点;② dt 代表无限小时间，就可通过对椭圆

方程 (4 -4 -2)求微分得到

ylx = -γ2dxldy = 一 γ'viCo (4 - 4 - 4 )

作为左擦边点 ， A'的坐标 X A，和川，应满足上式:

)',.,lx A, = -γ2 vle 。

作为椭圆的点， A'的坐标又应满足椭圆方程(4-4-2) ，故

2 2 2 2
r = γ XA'+YA'O

以式 (4 -4 -5)代人上式，略加运算得

2 4 2
r = γ'~A' ,

故

X ," = -一τ ， YA' = -γ 二-I -2" 1=一-r。
γc \γ I e

同理还有

X B' =rlγ ， Y Il' =-(vle)r。

现在就可计算 α'β'的长度。由图 4 -28 知

α'β= - XA' + 盯 (t2 -t\)+X B ， O

(4 -4 -5)

(4 -4 -6)

(4-4- 7)

(4-4-8)

(4 -4 -9)

因为 ι - t\ 是光子从 A' JiU D 的时间，所以

t, -t , = (YA' -Y 1J' )le =2vrlc' 0 (4 -4 -LO)

将式 (4 - 4 一 10 )、 (4 - 4 一7)、 (4-4-8)代入式 (4-4-9) ，经简单运算得

)i

B
λ

B'

图 4 -30 观者看到的是转了β 角的半圆周 J0AB'(粗线)

α'β' 二 rlγ'+2r (vie)' +rlγ， =2r 。

这就是所要证明的 o 因为被观测球体由许多圆盘组成(最大半径为 R) ， 所以在
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v于是 0 时观者看到的轮廓与 v=o 时的轮廓一样，都是半径为 R 的圆周。然而两

者仍有一个区别:由图 4 ← 28 可知 α'和 β'分别对应于 A'和 B' ，所以在 v¥o 时看

到的不是下半圆周 AB 而是图 4 - 30 的左下半圆周 A'AB' (粗线)。就是说，当

球体运动时，其视觉形象仍是球体(看不到尺缩) ，但却是转过 β 角后的球体，由

图 4 -30 可知 β 满足

SIOβ = rAjR = v/c , (4 - 4 - II )

其中末步用到式(4-4-7)( 改 r 为的。这正是球体情况下的特列尔转动。

上述两例都只讨论了最简单的情况一-观者的视线垂直于物体的运动方

向。更一般的讨论将涉及视线与运动方向成任意角的情形。虽然讨论更为复

杂，但特列尔转动的结论仍然成立:只要张角足够小，高速物体的视觉形象就相

似于静止物体转过一个角度。然而，如果张角不很小，可以预期，物体的不同部

分会有不同的转角，因此物体的整体视觉形象将有畸变。不过也有例外:对运动

球体而言，无论张角有多大(无论在多么近的地方观看) ，其视觉形象总是球形。

这是彭罗斯 [Penrose ( 1959) ]证明的，我们将在选读4 - 6 中介绍用时空图对此

的i正明。

高速物体的视觉形象是一个非常复杂的课题。上面讨论的轮廓问题只是它

的一个主要方面，此外还有两个效应:①物体亮度的角分布会因运动而改变(例

如，从各向同性改为像汽车头灯那样发出聚集在一个小立体角内的光线) ;②由

多普勒频移带来的颜色改变。这些方面的文献很多，我们只推荐一篇入门读

物一-Weisskopf( 1960) 。

电脑模拟是研究高速物体视觉形象的有力工具。这一工作始于 20 世纪 80

年代末期，现在国际上已有多个小组进行研究。以接近光速的高速开车在日常

生活中是不可能的，因此，伽莫夫只能让他的主人公梦游光速很低的奇特城市。

但是电脑使得"接近光速开车拍摄"成为可能，摄得的彩色录像并非科幻作品，

唯一带有"科幻味道"的只是把光速降得很低(例如 c =5 m/s) 。改变光速不过

是对时空尺度的某种重新标度化，并不改变物理，所以拍得的录像在物理上是正

确的。从录像和照片不但可以看出物体的形状，而且可以看到由多普勒频移导

致的颜色改变。图 4 - 31 示出其中的一张照片。现在有多个国外网站介绍这方

面的成果，除了照片和录像之外，你还可以亲自设定有关参数进行实时演练。有

兴趣的读者可以查看下列网站:

( http://www.anu.edu au/Physics/Searle ,

( http://www.anu.edu au/Physics/Savage/TEE/ ,

③ http://www.vis.uni-stuttgart. de/时ativity/ ,

( http://www . spacetimetrave l. org/ ,
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⑤ http://www.adamauton.com/warp/ 。

(a) ..照相机"与街道相对静止 (b) ..照相机"以接近光速的速率相对于街道运动

图 4 - 31 以接近光速的速率开车?这种在日常生活中不可能的事情可以用电脑

模拟来做。本图是德国图宾根(Tubingen)市中心的照片。

由于不满足张角很小的条件，右图有很大畸变。

[选读 4 -6]

本选读借用时空图证明如下结论:无论视角大小，高速运动球体的视觉形象

总是球形(轮廓为圆周)。用时空图讨论高速物体视觉形象的文献极为罕见，我

们能找到的仅有一篇[Penrose ( 1959) ]中的一小段。以下内容主要是笔者钻研

的结采。讨论中采用几何单位制，其中光这c =1，所以光锥面是 45。因锥面。为

便于讲解，我们讨论两个问题:

P

d

IG

..J

图 4 -32( 空间图) 观者 C 与球面 ψ 相对静止，他看到的轮廓是圆周Co

问题 1 与球体相对静止的观者G 看到什么?

问题 2 与球体相对运动的观者G'看到什么?
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问题 l 很简单，答案自然是球形(轮廓是圆周)。但是为了用时空语言找出

问题 2 的答案，最好先用时空图讲清问题 l 中 c 看到圆周的道理。这一讲解虽

然稍费笔墨，但一经掌握，看似复杂的问题 2 马上迎刃而解。

G

Z与

\v

o

A

统f一-d 一一---J 一-----飞I

air二下=-4':.1____一 一-一一一一一一--~nL广"JL1

飞v.

图 4 -33 观者 G 与 i.¥- 面 ψ 相对静止的时空图。 α10 ， b j 0 和 e， o 是三条有用尤线。

以 G 为心作任意半径的球面，并称之为 G 的一个"天球面"，简称天球。任

何光子在到达 G 前必定穿过天球，因而留下印记。由于天球各点与 G 距离相

等，所有光子在天球上的印记便构成视觉形象。

以。代表被看球体的表面 (2 维球面)。为便于同稍后的时空图对比，约定

G 在球的右但H 而不再是下侧)观看，如图 4 - 32 0 由于1求体不透明，球面 ψ 的左

半部分被右半部分挡住，对视觉形象有贡献的只有右半个球面，记作 ψ右①。选

球体所在的惯性系 K 为基准系画时空图(图 4 - 33) ，则球面 ψ 的世界面(仍记

作。)是竖直圆柱面(这是压缩一维的结采)，观者 C 的世界线是竖直线。在C

线上任取一点O 作为观测瞬刻，则在此瞬刻到达G 的光子构成视觉形象，这些

光子的世界线必定躺在O 点的过去光锥面(记作~)上。圆柱面中上每点都代

表一个发光事件，所发光子的世界线都是指向未来的类光测地线(45。斜直线) ,

但只有进入 O 点(因而躺在 Z 上)的那些线才对视觉形象有贡献。有贡献的类

光测地线称为有用光线。类光坝'J 地线是有用光线当且仅当它发自中右与z'的交

集(记作 ψ本门 的。文集中右 n~的边界点发出的有用光线称为边缘光线，它们

组成边缘光线集，视觉形象的轮廓就由边缘光线集决定。图 4 - 33 示出三条有

用光线(点划线) α ， o ， b ， o 和 e2 0 ， 分别从图 4 - 32 的 A ， B 和 E 点发出， α ， 0

和 b ， o 还是边缘光线。以 to 代表事件 O 在 K 系的时间坐标，则 A ， B 点在时刻

① 当观者与球的距离不够远时，中右应理解为右边小半个球面
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(4-4-13)

G

图 4 -34 圆周 C 所发光子

与平面 p" 齐步走"。

t , 0= to - l/e 发出的光子恰在to 时刻到达 G ，发光事件为 α1 二 (t ， ， A) 及 b ， 二( t , ,

B) ，收光事件为 o = (to' G) 。事件叭 ， b ， 对 K 系是同时事件，所以在时空图中位

于 t ， 时刻的同时面孔上。E 点在较晚时刻 t2 三 to - die> t ， 发出的光子也在to

时刻到达 G ，所以发光事件e2 = (t 2 ， E) 位于较晚的同时面 L 上。以 ω 代表圆周

C 所发光子的速度的水平分量，则 ω= ecosa IP

(图 4 - 32) 。以 P 代表团周 C 所在平面(仍 B

见图 4 - 32) ，想象 P 从时刻 t，开始以速率ω

向观者 G 匀速平移，则圆周C 在时刻 t ， 所发

光子都与平面 P" 齐步走"，就是说，无论P 走

到哪里(例如走到图4 - 34 的虚线处) ，光子 A

总在 P 上 o 因此，若以纠代表平面 P 的世界

面(是个 3 维平面，但在图 4 - 35 中只能画成

2 维平面) ，则边缘光子的世界线必定躺在伊

上。另一方面，这些世界线是类光测地线，当然也躺在光锥面3'"上，所以

边缘光线集=夕。门 E了。(见图 4-35) (4-4-12)

光锥面劣与同时面II 的文集3'"n I，是个 2 维球面(但在图 4 - 35 中画成

l 维圆周) ，不妨取作 G 在 t，时刻的天球。由于所有边缘光线在天球上的印记

构成视觉形象的轮廓，所以

G 看到的视觉形象(轮廓) =G 的天球 n 边缘光线集

=(3'" nI ， )n(:伊门3') =(3'" nI ， )n 乡。。

G

B
A

1-----一一一一一一一一-一一一一一一一一--7 L，

图 4 -35 边缘光线集 =.1ρn B' 0 由于压缩一维，图中只能显示两条边缘光线，即 α ， 0 和 b ， o 。

因为Z' nI ，是 2 维球面(图 4 - 35 中画成 l 维圆周) ，而伊是 3 维平面(围

中画成 2 维平面) ，所以Z' nI，与 f 的文集(Z'门 I ， ) (丁伊是 1 维圆周(图中画
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成两个点叫 ， b l ) ，可见问题 l 的答案是

G 看到的视觉形象(轮廓) = 1 维圆周。

这个答案是不证自明的，之所以要花费如此篇幅，是因为它给问题 2 的回答

做了极好的铺垫。问题 2 是:与球相对运动的观者 G'看到什么?选读前(例 2)

的讨论是站在观者的立场上，认为球在运动。现在用时空图讨论，不如站在球的

立场上，认为球静止而观者 G'运动(可沿任何方向以任何速率 v<1 运动)。就

是说，仍以球体所在惯性系 K 为基准画时空图，只是用运动观者 G'代替静止观

者 G。在这一时空图中，球面中的世界面仍是竖直圆柱面(仍是静止球面) ，但

运动观者 G'的世界线要画成斜直线。设 G' 与 G 的世界线交于 O 点(只需在围

4 - 33 中补画一条过 o 点的斜直线) ，这意味着 G'与 G 相遇于事件。，两人都在事

件。看到球面 ψ 的视觉形象，只是 G'认为这是运动球面的形象。无论是 G 还是

G' ，由于共用事件。，对视觉形象轮廓造成贡献的是同一个(绝对的)边缘光线集
乡。 n~ ①，集合里的光线由圆周 C 上各点在时刻 t I == to - IIc ( K 系的时间坐标)

同时发出(不过对 G'所在系 K'而言一般就不同时)。于是仿照前面的讨论可知

G'看到的视觉形象(轮廓) = G'的天球门边缘光线集 =G'的天球 n (.':1' n z-- )。

这无非是将式 (4 - 4 一 13 )中 c 的天球换成 G'的天球。观者 G 可取同时面 2 ，

与罗的交集为天球，观者 G' 贝I) 应取他所在系 K'的某张同时面立;与 Z 的文集为

天球。既然 G'线是斜直线，同时面豆'l 就是斜直平面(是 3 维平面压缩一维的

结采)。于是

G'看到的视觉形象(轮廓) = ( z-- n 2;) n (.!I' n Z' ) = ( z-- n 2; ) n ~伊 o

(4 -4 一 14 )

这会带来什么不同?先降一维讨论，并暂时按 3 维欧氏几何考虑。这时 ~'n2 ，

是 2 维圆锥面Z'与 2 维平面 2 1 的交集，而且 2 1 垂直于锥面写的轴，所以交集

Z' n2 1 是因用。然而平面三;不垂直于锥面 ~的轴，故~ n 2~ 是椭圆而不是圆

周。这似乎就出问题。然而时空图涉及的是闵氏(而不是欧氏)几何(这是关

键! ) ，其特点是光锥面在惯性坐标变换下形状不变(光锥面是纯几何对象) ，就

是说，在以 K'为基准系的时空图中，尤锥面与图 4 - 33 的完全一样，但 G'的世界

线是竖直线，同时面立;是水平面，由此便知Z' n 2; 同样是圆周(补上一维就是

2 维球面) ，于是(z--门立 'I )门泸同样是两个点 (α 和 b 'I) ，补上一维就是圆周。

所以可得结论:

① 虽然在引入川时借用过观者G( 图 4 - 32) ，但一经引入，.?'J就是4 维时空中的一个3 维千面、其

关键好处就是用它与光锥面Z 的交集来确定边缘光线集(边缘光线同时至'J ils. ()点， G 和 G' 看到的边缘光

线都是这些光线)。
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C/看到的视觉形象(轮廓) = I 维圆周。

最后用对话形式讲解一个重要问题，其中乙代表笔者。

甲 本选读自身是很清楚的，但似乎与前面例 2 的讨论有矛盾。本选读认

为，无论对观者 G 还是 C/ ， 边缘光线的发光事件是相同的(例如叭， b l ) ，但在例

2 中，擦边可见点对观者 G 是 A ， B ，对观者 C'则是 A' ， B'( 见图 4 -27) 。这不是

矛盾吗?

乙 其实两者是一致的，只不过由于例 2 使用 3 维语言而不容易抓住绝对

的东西，因而不容易看出两者的一致性。你先回答一个问题:例 2 中的事件 PI =
(t l ， A') 对应于图 4 - 33 的哪个时空点?

甲 这正是我的问题所在。我在图 4 - 33 中找不到一条世界线，使得 p ， 在

此线上。

乙 竖直线 A 就是你妥找的世界线，线上的时空点叭就是事件 PI 。类似

地，例 2 的民 =(t2 ， 8/) 就是图 4 - 33 的时空点 b ， 。

甲 但 α ， ， b l 是同时事件(时刻都是 t ， ) 而矶 ， P2 却不同时 ( t ， 乒 t2 ) ，叭 ， b ， 怎

能是 PI ,P2?

乙 这是同时性的相对性使然。事件矶和 b ， 相对于球体(因而 C) 所在系

K 为同时，相对于 C/所在系 K'就不同时。 p ， =(t"A') 和的= (t 2 , B') 中的 t ， 和

t2 都是例 2 中观者所在系的时间坐标，而该观者认为球体在动，所以相当于本选

读的 K' 系，就是说 ， t I 和乌是 K' 系的坐标(没加撇的原因是当时认为球在动而

观者静止) ，所以 t ， ¥-勺。结论:叭， b，对 K 系为同时事件与 P ， ， P2 对 K' 系为不同

时事件没有矛盾。

甲 图 4 -30 的 A'点是 A 点 f坎特列尔转动的结果，用时空图的讨论怎么见

不到特列尔转动?

乙 这就涉及特列尔转动的起源一一相对论光行差现象。假定你在有雨无

风的室外撑伞站立。由于无风，你看见雨点竖直下落，所以你的伞柄应该竖直。

但是，如采你撑伞快速骑车，你会觉得雨点倾斜而下，你的伞柄就应与地面斜交。

把雨点改为光子也有类似的定性结采:设观者 c 和 C'有相对运动，则他们观看

同一光线时会测得来光方向有所不同。这种现象称为光行差( aberration) ，在非

相对论物理学中早已存在，但在相对论中有不同表达式。在每个观者的天球面

上取角坐标。，ψ( 对应于纬度和经皮)，设观者 C'沿 0=0 =0/的方向相对于 G 以

速率 U 运动，与 G 相遇于事件。。外来光子到达 G 和 C'前在每个天球面上留下

一点作为印记，两点的角坐标。，伊和 0' , <p' 服从如下关系(称为相对论光行

差公式) :
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(若用非几何单位制，则U 改为 v/co ) 利用上式可以证明[见Terrell( ]959) ] ，只

要运动物体对观者的张角足够小，物体发出的光线在两个天球面上的印记组成

的图像就是相似图形，不过两者之间转过一个角度 θ， - 0 ， 这就是特列尔转动。

请注意这两个图像是同一组光线在不同天球面上的表现，天球面是相对的(依

赖于观者) ，但光线是绝对的(对两个观者都是这纽光线，1!p前面说的有用光线

集)。总之，特列尔转动来自光行差，而光行差是 3 维语言(空间语言)的产物;

用时空图讨论时重点是抓住绝对的东西，所以没有突出特列尔转动。

甲 光行差公式 (4-4-15) 如何推导?

乙 最简单和最清晰的推导是用 4 维语言，但限于本书的既定范围(不出

现 4 维公式) ，只好从略。

甲 例 I 和例 2 的特列尔转动角 β 可用光行差公式证明吗?

乙 当然可以。对例 l 和例 2 ， 0 = 0 = 0' 的方向就是物体的运动方向，即朝

右，而光子的方向朝下，所以光子在天球面上的印记(点)的坐标为 θ= 7l"/2 ，代

入式 (4-4-15) 得

sinO' = ( 1 _ v2
) 1/2 ,

因而特列尔转动角 β~O' -0 的正弦为

sin(O'-O) =sin(O'-τ/2) = cosθ'= .j1-sin2 0' =v=v/c ,

这正是式(4-4-]) 和式 (4-4-11) 。

甲 在讨论视觉形象时，用时空语言比用 3 维语言(空间语言) ;有什么主要

优点?

乙 至少可列出以下几点。

( 1)例 l 和例 2 只讨论了张角很小的情况，而本选读适用于任意张角。

(2) 例 2 只讨论了观者视线与球体速度正交的情况，而本选读适用于任意

情况，即 G'在图 4 - 33 中的世界线可以走过。点的任一斜直线(只需保证

类时性)。

(3)用时空图可以抓住所有绝对的、与观者无关的东西，例如o 点的过去光

锥面以及有用光线集和边缘光线集(因而能跟踪物体每点所发的光子)，而 3 维

语言(空间语言)的讨论则容易陷入同时面的图像不能自拔，看不清若干问题的

实质，如坠五里雾中，例如一见到特列尔转动就误以为G 和 G'看到的光线不同，

而时空图 4 - 33 则清晰地告诉你两者看到的光线一样(有用光线集是绝对的，

不因观者而异) 0 [选读 4 -6 完]
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§ 4. 5 用几何语言导出洛伦兹变换[选读]

爱因斯坦在第一篇相对论论文( 1905) 中从以下两点出发推出了洛伦兹变

换:①相对性原理和光这不变原理(狭义相对论的两个基本假设) ;②空间和时

间的均匀性(关于空间和时间性质的假设)。现在，在学过了用闵氏几何表述的

狭义相对论后，我们愿意用几何语言重新推出洛伦兹交换，这在某种意义上也可

看作是一种"自洽性"验证。推导的关键出发点是:时空的背景几何是闵氏几

何，其线元在任一惯性坐标系! t ,x , y ， zl 的表达式为

d/ = - dt
2

+ dx 2 + d/ + di 。

在几何语言中，惯性坐标系 I t ,X ,y ， zl 的空间坐标原点可看作一个惯性观者

(记作 G) ，其世界线就是时空图中的 t 坐标轴。我们要推导的洛伦兹变换涉及

两个有最简关联的惯性系，满足如下条件:① I t' ,x' , y' ,z' I 系相对于 It ,.'1: , y , z I 系

以亚光这 v>O 沿 Z 轴正向匀这平动;②空间坐标原点 G 和 G'在 1，' =t=O 时相

遇;③两系空间坐标轴对应同向。有待证明的是

。
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上式实质上只涉及 t , ;r与 t' ， x'之间的交换，所以

只需就 2 维闵氏时空给出证明。设 p 是任一时空

点，只需证明

tJ=γ (tp -

(4 -5 -2)

图 4 -36 是以! t ,X I 为基准系的时空图，其中 G'线

满足 t =U -l z。因为约定两系空间坐标房、点c 和

G'在 t'=t=O 时相遇，故图中q 点满足叫 = tq =0 。

将闵氏线元用于光子世界线有

(4 - 5 一 1 )

p

x

o = d/ = - dt 2 + dx 2 ,

所以 dtldx = 士 I ，表明过任一时空点 p 的光子世图 4 -36 洛伦兹变换推导用图

界线有两条，分别是斜率为± 1 的直线。把斜率为 +1 的那一条记作 A 线，另一

条记作 B 线。以 α 代表 A 线与 G 线的文点，由直线方程的"两点式"得 tp-4，=

zfJ Ze，。因 α 在 G 线 ( t 轴)上，故耳" =0 ，所以

t a = t" - x" 0 (4 - 5 - 3 )

以 dT 代表 G 线任一元段的线长(固有时间) ，由类时曲线的线长定义可知
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dT = /τ忑"2 = j dt
2

_ dx
2 = dt 。

选 q 点为 T 的零点(选 Tq=O) ， 则 G 线有 T =t ， 故式 (4 -5 -3) 可改写为

Ta=tp-XpO (4-5-4a)

类似地，以 b 代表 B 线与 G 线的支点，注意到B 线的斜率为-1，又有

Tb=lp+X po (4-5-4b)

由上两式易得

tp=(Tb+Tα )12 ， Xp=(Tb-Tα)/2 0 (4-5-5a)

若改用 Il' ,X' I 系为基准画时空图，则光子世界线A 和 B 仍是斜率为 ±I 的

直线。以 α'和 b'分别代表A 线和 B 线与 G'线的支点，以 T'代表 G'线的固有时

(选 q 为零点， flp T; 二 0) ，仿照前面的推导又得

l: =(T~' +<, )/2 , X: =(T~' -<, )/2 0 (4 -5 -5b)

如采能再证明(稍后将补证)

(a) <, = T/γ (I-v) ， (b)T;，. =T//γ(I + v) ,

代入式 (4 -5 -5b)使得待证等式(4-5-2);

1 r T" Too 1 1 I r 1 . 1..1

I' -τl "，(I ~v) +"， (1τ~J =歹 τ王lE(Tb+TJ EU(Tb 一飞) J =γ (lp -VXI,),

(4 -5 -7a)

(4 -5 -6)

I r T I, Too 1 1 1 r 1 . 1 . 1

z;=言 l '" (l' : V) -石二τ了J = ;τ'J l t( T b -To) -tV ( Tb 竹，，) J =γ (Xl' - Vl p ) ,

(4 -5 -7b)

其中未步用到式(4-5-5a)以及 γ==11江丁言。

下面补证式(4 -5 -6)0 G'线的 α 'q 段的线长等于

7;-T;=f FEFo
线长是几何量(绝对量)，可借任一坐标系计算。借I t ,x I 系的计算给出

T; 一 <， =r jdtτ百= r jdl
2

- (Vdl)2

=/1丁V2
(t q - to') ,

其中第二步是因为 G'线满足 t =iiz。利用 tq = 0 及T; = 0 使得

<, = /1τ7t44=γ-ltu，。 (4 -5 -8)
α 及 α'都在 A 线上，由 A 线的"两点式"得
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其中第二步用到 Xa' - 吨，及气二 0。再代回式 (4-5-8) ，利用 ι = 7a 使得待证
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式 (4-5-6a) 。同理可证式 (4-5-6b) 。整个证明至

此结束。

在推得式 (4 -5 -5a) 后，细心的读者会问:由图

4 -36可知 Tb>Tu ' 从式 (4 -5 -5a)看出 Xp 恒为正。然

而 p 点的 Z 坐标当然可正可负(还可为零) ，岂非矛盾?

其实，图 4 -36 只示出 Xp >0 的情况，因为p 点位于 G 线

右边。 Xp < 0 对应于 p 点位于 G 线左边的情况，只要坚

持"把斜率为+ 1 的光子世界线记作 A" 的约定，便有

To >Tb ( 见图 4 - 37) ，式 (4-5-5a)就给出 Xp < O( 当 p

点位于 G 线上时还给出 Xp =0) 。可见式 (4-5-5a) 总

是对的。往往遇到这种情况:解析椎导是普适的，但画

图只能表现部分可能情况。当然应以推导为准。

第 4 幸习题

G

a

A

p

B

b

图 4 -37 p 点在 G 线

左边时'Td > 'T b

l.惯性系 K 认为做共线运动的粒子 l 和 2 的速率分别为 U， =0.8 c 和 U ， =0.6 c ，在 £=0

时两者相距 10 m ，在 t=; 时 l 追上 2。画出时空图并由图计算(a) t 值; (b) 粒子 l 和 2( 用自

己的标准钟)测得的、与;相应的时间;1 和九。

2. 在实验室中以0.8 c 的速率做直线运动的粒子飞行3 m 后衰变，与该粒子→起运动的

观者测得它在衰变前存活了多长时间?

3. 地球人发现一艘以0.8 c 运动的飞船将在10 s 内撞上迎面飞来的彗星。飞船人认为

还有多少时间可以改变航向?

4. 从惯性系 K 看来(认为，测得)，位于某地A 的两标准钟甲、乙指零时开始以速率v=

0.6 c 一同做匀速直线运动，两钟指l 秒时到达某地B o 甲钟在到达B 时立即以速率U 向 A

地匀速返回并停在A 地，乙钟在 B 地停留 I;彤、后以速率U 向 A 地匀速返回。另有丙钟一直

待在 A 地，且当甲、乙离A 地时也指零。(a) 画出甲、乙、丙的世界线;( b) 求乙钟返回 AI也时

三钟的读数川、气和 T闹。

5. 标准钟 A 、 B 静止于某惯性系的同一空间点。 A 钟从某时刻开始以速率 u =0. 6 c 匀速

直线飞出，2 s( 根据 A 钟)后以"匀速直线返航。已知分子时两钟皆指零。( a) 求重逢时两

钟的读数; ( b) 当 A 钟指 3 s 时 A 看见 B 钟指多少?

6. 惯性钟 C 和c'相对速率 u =0. 6 c ，相遇时读数皆为零( a)携带 C 钟的观者 c 在两钟

相遇后 10 s 时用眼睛看到 C'钟的读数是多少? (b) G 在两钟相遇前 10 s 时用眼睛看到c'钟

的读数是多少?

7. (单选题)双生子 A 、 B 静止于某惯性系 K 中的同一空间点上。 A 从某时刻(此时 A 、

B 年龄相等)开始向东以速率 U 相对于 K 系做惯性运动，~段时间后 B 以速率 v>u 向东追上
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A ，则相遇时 A 的年龄

( a) 比 B大(b) 比 B 小， (c) 与 B 等。

(提示:画出时空图，利用测地线可以一望而知答案，元需计算。)

8. 远方星体以 0.8 c 的速率(匀速直线地)离开我们，我们测得它辐射来的问光按 5 昼夜

的周期变化。用时空图求星上观者测得的闪光周期。

9. 改以 K'系为基准系重画尺缩效应的时空图，并借此图证明静尺长等于动尺长的 γ 倍。

10. 静长 l =5 m 的汽车以，，=0.6 c 的速率匀速进库，库有坚硬后墙。为简化问题，假定

车头撞墙的信息以光速传播，车身任一点接到信息立即停下o (a) 设司库测得在车头撞墙的

同时车尾的钟 CI~ 指零，求车尾"获悉"车头撞墙这一信息时C)~ 的读数;(b)求车完全停下后

的静长 1; (c) 用 U 表出新旧静长比l/z。

I I.惯性观者G 和 G'相对速率为，，=0.6 c ，相遇时把钟读数都调为零。用时空图讨论:

( a) 在 G 所属的惯性参考系看来(以其同时观判断) ，当 G 钟读数为 5μ 时， G'钟的读数是多

少? (b) 当 G 钟读数为 5μ 时，他看见 G'钟的读数是多少?

12. (a) 求图 4 - 13 的 7'/7 值，即证明式 (4-2-16)0 (b) 在，，= 0.6 c 和，，= 0.8 c 两种

情况下求出 7'/7 的数值。

13. 惯性质点 A 、 B 、 C 排成一直线并沿此线相对运动(图4 - 38) ，相对速率"".， = O. 6 c ,

"CA=0.8c ， A 、 B 所在惯性系各为 KA 和 K R 。设 K" 系认为(测得 )C 走了 60 m ，画出时空图并

求 K，认为(测得)这一过程的时间 6. t 。

LISA UCA••A B C
图 4 - 38 习题 13 用图

14. A 、B 是同一惯性系的两个惯性观者，他们互相发射中子，每一中子以相对速率 0.6 c

离开中子枪。设 B 测得 B 枪的中子发射率为 10
4

S -I (即每秒发10
4

个 ) ，求 A 所发中子(根据

自己的标准钟)测得的B 枪的中子发射率(要求画时空图求解)。

15 惯性系 K 和 K'相对速率为 V 0 PI 和 P， 对 K 系而言是同地事件，它们的时间间隔对

K 系和 K'系分别为 4 s 和 5 So (a) 求 V; (b) 求 K
r
系测得的、 P，与仇的空间间隔(距离)。

16. 补证式 (4-2-3) 。
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§ 5.1 动量和动量守恒

在牛顿力学中，质点的动量p 定义为质量m 与速度 U 的乘积:

p=mu ,

质点所受的力定义为它的动量的时间变化率，即

f-dp
一一- dt 。

两式结合得

f =d (mu)-E du
二十

cit ..• dt '

(5-1-1)

(5-1-2)

(5-1-3)

碰前 碰后

K'系 -lM-4F, 17 2 3

----- "不动

/I 2
·3·-··F,K系 .国- •

不动

而质点的加速度 a=du/dt ， 所以上式又可表为

I =ma 0 (5 - I - 4 )

反之，由 I=ma 也容易推出 I=dp/巾，因此也可把I=ma 看作 f 的定义，就是说，

质点所受的力定义为它的质量与加速度的乘积。读者会问 :/= ma 不是人所共

知的牛顿第二定律吗?怎么说成是力的定义?选读 5 - 1 对这个问题将有比较

详细的讨论。

现在从相对性原理的角度考察两个小球的碰撞。先看牛顿力学 o 以 p ， 及

I， 分别代表球 l 的动量及所受的力(来自球 2) ，则 I， =dp ， /dt o 同理还有 12 =

dP2/dt。牛顿第三定律要求 I， = -/2' 于是

dp , dp2 do
0=1, +12 = 一一+一一=工

1 三 dt dt dt '

其中 pEp ， +P2 代表由两球组成的系统的总

动量。上式表明系统的总动量不随时间而

变，所以动量守恒。可见动量守恒是力的定

义同牛顿第三定律相结合的产物。如果从
图 5 -I 全同小球的完全非弹性碰撞

另一惯性系观测同-碰撞过程，利用由伽利

略变换导出的速度变换式(1-1-6)，不难看出动量仍然守恒。所以动量守恒

的确有伽利略协变性，因而的确是(牛顿力学中的)定律。然而，如果在狭义相
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对论中仍然采用功量的牛顿定义，即 p== 川l( 其中 m 为常量) ，则下面的例子足

以说明动量守恒不具备洛伦兹协变性。考虑两个小球的完全非弹性碰撞。设

K'系测得两球碰前的速度等值反向(因而总动量为零) ，贝IJ 由对称性可知碰后速

度皆为零，表明碰撞过程对 K'系而言动量守恒。设 K 是另一惯性系，球 2 相对

于 K 系静止，我们再从 K 系考察同一碰撞过程(见图 5 - [)。首先求出碰后所

得的复合体 3 对 K 系的速度(简记作 "3 对 K") :

3 X才 K =3 X才 2 = K' 又才 2= 一 (2 X才 K') = V ,

再求球 I '对 K 系的速度(记作 u) 。以 u'代表 I 对 K'系的速度，则囱图知 u' = v。

以 U 简记叭，利用相对论速度变换式(1-3-3) 得

u:+v '0+'0 2 '0

tι 三=U.= 一--一--一=一一一一--一- --、
1 + Vμ :Ie~ 1 + 'Ovle2 1 + '0

2 /e Z
0

(5-1-5)

注记 1 本章许多公式都含有C 和 e
2

(甚至旷) ，为了显示这些系数，本章一

律采用国际单位制。

设两球的质量皆为m ，y!I] K 系测得的两球总动量在碰撞前后各为

碰前总动量(大小) = mu + 0 =-.3.坦句
1 + v" Ie"

碰后总动量(大小)=2mv o ( 用到牛顿质量守恒律)

上两式表明碰撞前后总动量不等，所以动量守恒对 K 系不成立。然而囱图可知

对 K'系而言动量显然是守恒的，可见动量守恒不具备洛伦兹协变性，因而不是

定律。这时有两种选择，或者放弃动量守恒律，或者通过修改有关物理量的定义

给动量守恒赋予洛伦兹协变性。鉴于守恒律对物理学的非常重要性，当然选择

后者。为了找到修改思路，先做如下考虑。设质点被恒力加速，按照牛顿第二定

律，只要时间足够长，其速率必将超过光速，与狭义相对论相悖。为摆脱矛盾，不

妨猜测质点的质量在相对论中随速率增大而增大。(因为如果这样，质点在恒

力下的加速度将越来越小，速率就有望永不达到光速。)于是想到这样的修改方

案:动量仍定义为质量乘速度，但质量不再是常量而与速率 U 有关，记作 1n u (恒

为正) ，称为运动质量(亦称相对论质量)。现在沿着这一思路重新审查图 5 一 l

中 K 系的动量守恒问题。既然碰前球 2 静止而球 l 以速率 μ 运动，两者的运动

质量应分别为 mo ( 称为静质量)和 m ，l' 故

碰前总动量(大小 ) =muu+O=乒乓己门 (5-1-6)

碰后总动量(大小) =M ,,'O, (5-1 一 7)

其中 M， 代表两球复合体 3 的运动质量。默认碰撞前后总的运动质量不变，即

风， +mo=M ，，[ 这是很自然的默认，且深刻含义将在式 (5-4-5) 后关于能量'守
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恒的一段论述中阐明]，则式(5-1-7)成为

碰后总动量(大小) = (m" + m o ) v , (5 - 1 - 8)

对比式(5-1-6)和式 (5-1-8)可知，为使动量守恒对K 系也成立，必须且

需口
〈

2 ~ 21 + v· Ie
m =mn 一一一一一了一一τ .

• v 1 - v· I c· '
(5-1-9)

而由式(5-1-5)出发的简单计算表明

h-4-l-J/JJ 1__ - _

A.j' c2 1 + v2I c2
'

(5-1-10)

与式(5-1-9)对比便得

江丁言万7
(5-1-11)

可见只有承认m" 随速率 u 按上式变化方可保证图5 - 1 的碰撞过程对 K 系有

动量守恒。所以狭义相对论中质点的动量应定义为

p=m，， u ，其中 m" 由式 (5-1-11) 给出。 (5-1-12)

以上虽然只就图 5 一 l 的过程做了讨论，但后来发现这样定义的动量在任何

过程中都是守恒量。

A\
τ亨

γu=l/Ji-F/c2， (5-1-13)

则相对论动量亦可表为

mou
p= γlimo" =-τ二二二三一一-。

Jl-u·lcι

(5-1-14)

相对论动量(矢量)的大小则为

p= γumou =:一τ二=二L→。

Jl-u·lcι

(5-1-15)

若质点的速率u =C ，则上式右边(以零为分母的分数)元意义;又若质点的

速率 u > c ，则上式右边为虚数，但物理上要求质点的动量有意义且其大小为实

数，所以应有 u < c ，可见质点必须亚光速。

§ 5. 2 力的定义

有了动量定义就可对力下定义。在狭义相对论中仍把质点所受的力f定义

为质点动量的时间变化率:
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f== dpl巾，其中 p 由式 (5 - 1 一 14) 定义。 (5-2-1)

相对性原理要求上式有洛伦兹协变性，就是说，对另一惯性系 K'应有

l' ==dp'/dt'o (5-2-1')

从以上两式出发，由p'与 p 以及 t' 与 t 的变换关系就可求得f 与 l' 的变换关

系，略。

[选读 5 -1]

牛顿第二定律是众所周知的。为了证明它是物理定律，中学老师会用演示

仪器分别测定物体的质量m、所受的力f 以及获得的加速度α，列成表格，从中看

出 f值总等于 m 与 G 值的来积O 然而你可曾注意到，在做这类实验之前，老师并

未对力和质量(作为两个物理量)下过定量的定义?老师和课本的确说过"力是

物体对物体的作用"、"质量是物体所含物质的多少"一类的话，但这都不是(定

量的)定义。要对一个物理量下定义，至少应该给出一个在房、则上是可行的测

量方案(虽然在当时的实验条件下可能难以操作)，然而上面关于力和质量的说

法完全没有给出任何测量方案。试想，公式f=mα 涉及的三个量中竟然有两个

尚未定义，何谈用实验(测量)来验证这个公式?事实上，演示实验中的测力计

和天平(质量测量仪)分别是根据力和质量的定义设计的，在力和质量尚未定义

的情况下，怎能知道这些仪器的读数分别是力和质量?这样一来，f=ma 还能算

是实验定律吗?实事求是地说，牛顿在发表他的划时代巨著《自然哲学的数学

原理》时，对某些微妙的内在逻辑关系并未完全理顺。作为在科研战线上冲锋

陷阵的勇士，出现这种统漏是不难理解的一一搜集整理战of'] 品的细致工作不妨

留待打扫战场的士兵们完成。事实的确如此。与牛顿运动定律有关的逻辑问题

的澄清是后人的贡献(特别是牛顿逝世后约200 年的马赫)。下面简介关于这

一问题的现代认识。

( 1)对质量下定义:以风 ， m2 分别代表物体 1 和 2 的、有待定义的质量，设

它们碰撞时获得的加速度分别是矶和 α2 (这是早有定义的量) ，则它们的质量

之比 m ， /m2 定义为

m ,1m2==α21a ， o (5 一 2 - 2)

再任选某一物体的质量(记作m ， ) 作为质量的单位(令m ， = 1) ，则任一物体的质

量(记作叫)便可通过与物体 l 的碰撞而测得。这就是关于质量的一个原则可
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行的测量方案①。

(2) 对力下定义:物体所受的力 f定义为它的质量 m 与它的加速度 a 的乘

手只， /l!f

f=ma。

照此说来 ， f=ma 只是力的定义而不是什么定律!许多物理工作者在初次听到

这一看法时都十分不满。他们说"定律是客观存在的，而定义则是人为下的，

你把定律降格为定义，岂不是把全部物理‘干货'都丢光了吗!?"其实这是只知

其一，不知其二。 f=ma 本身只是力 f 的定义，与它相联系的所有物理"千货"都

体现在不同场合下力的具体表达式中。例如，系在弹簧上的木块所受的弹性力 f

与木块的位移 Z 满足胡克定律:

f= -kx , (k 为常数) (5-2-3)

其中的 f 无非是木块的质量m 与加速度 α== d
2

x/dt
2

的来积 Cf= mα) ，与式

(5 -2 -3)结合乃得

md
2

x/dt
2 二 -kx ， (5-2-4)

而这正是木块的动力学方程，包含了这一问题的全部"千货"。又如，也磁场(E ，

B) 中的带电质点所受的电磁力由洛伦兹力公式给出:

f=q(E +u xB) ， (q 和 U 是质点的电荷和速度) (5-2-5)

其中的f元非是质点的质量m 与加速度a == du/dt 的来积，代入上式乃得

mdu/dt = q(E + u x B) 0 ( 5 一 2 - 6)

上式可充当电磁场中带电质点的动力学方程，包含了这一问题的全部"干货"。

可见，极端地说(当然我们并不提倡)，即使把"力"这个词汇从物理学名词

中删除，物理学(包括力学!)照样可以存活，而且不受任何实质性的影响。事实

上，越是靠近现代的物理学(例如量子力学),"力"这个词就越是不常出现。

英国相对论学家伦德勒在他的书 [Rindler (1982) J 的 101 页中写下这么一

段话(下面是笔者的中译文):

"让我.fiJ 回硕一下牛顿第二定律的冯小熟悉的形 A， :f=ma ， f=dp/dt o 严

格说来，这只是‘半个定律'，阎王击它只是功的定义，直到它与另外的‘半定律'结

合之箭都不具备任何扬理句容。所谓另外的‘车走律'可以~5'1 刀 f=

- Gm ,m2 r-
飞

r ， 或者自以岱教 fJ 定律 f=q(E+uxB) 。把这丙个‘半之律'结合起

来方可给出质点的运动。"

① 无独有偶。在库仑定律发表时.物理界对于电荷尚未下过定莹的定义。也荷的严格定义是后来

的科学家[特别是高斯 (Gauss) ]给出的，基本做法也是允定义两个点电荷的比位，再指定一个点也荷为电

荷单位，详见梁知，彬 (2012) 第 5 ， 6 页。
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当然，伦德勒关于J=ma 是"半定律"的称谓只是为了形象而采用的戏称，

究其实质，它就是一个定义。

再回头讨论式(5-2-2) ，它是牛顿力学中质量 m 的定义。无独有偶:严格

说来相对论的静质量 m。也应补定义(给出原则可行的测量方案)。考虑两个小

球的简单碰撞过程:放前球 2 静止而球 l 向右碰球 2 ，碰后两球都有速度。以 m ，

和 m2 依次代表两球的质量 ， U ， 和民依次代表珠 1 碰撞前后的速度，u'2 代表球

2 碰后的速度(均指沿右向单位矢的分量) ，则由牛顿力学的动量守恒律知

m ,u , =mlu; +m2 u; , (5 -2 -7)

故

m2 =m, ( μ ， - u; )/ u; , (5 - 2 - 7' )

因为 u ， 、 u; 和 μ; 原则上都可测量，这 m ， 为单位使得矶。所以上式也可看作牛

顿力学中的质量定义。受此启发就不难找到相对论中静质量 mO 的定义。利用

相对论动量表达式 (5-1-14) 可以写出上述碰撞过程的动量守恒式:

γIIJmOlul = γ lI;rn OI u~ + γ"' m02 u; , (5 - 2 - 8)

因而

m02 =mOl (γ川 ELl -γII;U~) /γ •., u; , (5 - 2 - 8')

测得川、u; 和 u; 后自然有 γ川、γ IIi 和 γ吨，选 mOl 为单位，上式便可充当球2 静质

量 m02 的定义。 [选读 5 -1 完]

§ 5. 3 动能

在牛顿力学中，质点的动能El 是质点速率U 的函数，可记作Ek(u) ， 它是由

以下两个要求定义的:①质点静止时动能为零，即El(O) =0;②El 的时间变化

率等于质点所受的力的功率J·u。由此得

dEl(u)
r .._dp .._.. d(mu) 1 d(u'u) 1 du 2

du
一一-一一一一 =1' u = 一一 'u=u' 一-一一一一一 = -=-m 一一一-.--=-m-一 =mu-一dt J

dt
-...

dt 2
...

dt 2"· dt
- ...~

dt
。

为了在求定积分时不与积分限的符号相混淆，先把上式的自变量 U 改记作 u' ，
即

dE k
(μ

， )

dt
,du'

=mu --
dt

再从 u' =0 到 u' =u 做定积分得

El(u) -El(O) = 叫u'du' = 卡(μ2-0)=÷mu20

注意到 Ek(O) =0 ，便得到动能作为速率的函数的表达式:
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E.(u) =m旷12 0 (5-3-1)

在相对论中，力所做的功和功率仍用牛顿力学的定义，质点的动能仍按上述两点

要求定义，结果的不同来自动量p 定义的不同(从p=mu 改为 p=m.u) :

dE.(u) ~ dp d(m.u) du dm. du" dm"
一一一一一 = T • U = 一二-·u=u·-一一一一一一一 =m u· 一一-+u· u-- 二 m u-+u 一一一dt J dt dt· dt dt-·- dt dt '

(5-3-2)

其中 dm"ldt 可借用式(5-1-11)表示为

守刮去u2 ) =无言去， (5 -3 -3)

代人式(5-3-2)得

dE ,(u) " ?, dm" ? dm" ? dm
一二7一= (c" 一旷)一一+旷一"矿一」。

dt ' dt dt dt U

先将自变量 U 改记作 u' ，即

(5 -3 -4)

再从 u' =0 到 u' =u 做定积分得

0

2
plv

向
u

m2c
u

m--'-unzduowhHr--J2
PU-)nu(E

、
、
，
J

U，
，
‘
、

K
E

注意到 E， (O) =0 ，便得到动能的相对论表达式:

E.(u) =m.c" -mO c
2

。 (5 -3 -5)

将上式改写为

mnC
E. ( μ) = 卢二←= - mOc2 =moc" [ ( 1 - u

2
/c2 ) 崎 1/2 _ 1J, (5 - 3 - 6 )

J1 - u"1旷

再把 (1 -旷1c
2

) - 112展开为泰勒级数:

(υ1-才u山2勺) -斗叫-112υ川飞12 斗1 +寸÷(旷叭叫C叶小)

当 u« c 时只保留上式右边前两项(只保留到二阶小项 )λ，便得

E,(u) = mo川 I +-4-(旦i2-ll=4mot
l L \ C I J L

可见相对论动能在 u« c 时近似回到牛顿动能，这再次从一个侧面表明牛顿力

学是狭义相对论的低速近似。
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[选读 5 -2]

前已指出，只妥用运动质量mu 代替牛顿动量p =mu 中的 m ， 所得结采便是

相对论动量p= 风， u。有鉴于此，某些初学者以为只要用mu 代替牛顿动能El 二

mu
2
/2 的 m 使得相对论动能，然而这是误解。因为

E l =m uc
2
- 叫c

2

=muc
2
(I-molmu ) =muc

2 [1 -(I _u2 /c2 )11勺，

(5 -3 -7)

把 (I _u2 /c2 )1/2展开为泰勒级数:

(1 - u 21c2
) 1/2 = 1 _土(ulc) 2 _土( ulc) 4 _土( ulC) 6 一…，8 ,- ., 16

再代回式 (5 -3 -7) 给出

E 2 『 l/U I21/μ \4 1/u \6 1

L: =mlle·1 一|一 I + ~I -:-1 + :/ I -=-1 +... I 0 (5 - 3 - 8)l 2 \ c J 8 \ c J . 16\ c J J

在非低速情况下高阶项不能忽略，所以 Ek ¥ m , u2
12。可见，非低速情况下的相

对论动能既不能表为 mo u
2

/2 ， 也不能表为 m， u
2
/2 0 [选读 5 -2 完]

§ 5.4 能量和能量守恒

质点动能的相对论表达式(5-3-5)可改写为

muc2=Ek(u)+moc20 (5-4-1)

我们至今只知道El (u) 是质点的动能，因而muJ 和 mwC2 都有能量的量纲。它

们有什么物理意义吗?爱因斯坦大胆地把muJ 解释为质点在速率为U 时的能

量，记作 E ， 即

E =m , c
2 , (5 -4 -2)

于是 moJ 自然就是速率为零时的能量，称为静能(rest energy) ，记作 Eo ， 即

Eo =m oc
2

, (5 - 4 - 3 )

所以就有

E=El+Eo , (5-4-4)

即质点的能量E 等于动能加静能(所以也把E 称为质点的总能)。由式(5 -4 

2) 及式 (5-1-11) 可得质点能量(总能)的表达式:

m.oc
E =---;=二τ「寸。 (5-4-5)

Jl - u· Ic·

同式(5 - 1 一 15 )后面的讨论类似，上式表明质点的速率必须满足 u < c ，否
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则质点的能量 E 失去意义。从本章开始至今的讨论对象都是质点。不过，我们

也不妨试着把式 (5-4-5) 用于光子。光子的 u =c 导致式 (5-4-5) 的分母为

零，要使分数有意义，除非分子也为零(这时分数为不定值)。所以，如果默认式

(5-4-5) 对光子也成立，就能推出光子的静质量为零。近代物理中有不止一

种途径能导致光子静质量为零的结论。

能量概念在物理学中总是同能量守恒捆在一起的，因为引人(定义)一个不

守恒的能量将不会有什么用处。当爱因斯坦首次大胆地把风C2 解释为质点的

总能量时，他也默认(假定)这是一个守恒量。这一守恒性业己取得迄今所有实

验(特别是大量的高能粒子实验)的支持。而且，非常有趣的是，相对论中的能

量守恒律与动量守恒律的关系非常密切:只要动量守恒律成立，便可纯理论地证

明能量守恒律成立[证明见梁灿彬，周桦 (2006 )上册选读 6-3-1J 。其实，也许

你已经注意到， § 4. 1 在证明动量在 K 系中守恒时就已暗暗地用到了能量的守

恒性，因为在写出式 (5-1-8) 时默认了一个公式 mil. + m o = 叭，此式乘以 c2 后

两边分别就是碰撞前后的总能量。可见，假若能量不守恒，动量也不会守恒。

下面再来讨论静能 O "静止物体也有能量"的提法本身并不惊人，人们在相

对论诞生前就早已知晓。例如，子弹从枪口射出时枪身后退，子弹和枪身都获得

动能，这份能量必定是由开枪前静止枪身内部的能量转化而来的 谁都知道

枪身内的火药存在着化学能。然而，"物体的静能等于其静质量的♂倍，即Eo =

moC2"则是爱因斯坦的划时代重大贡献。非相对论中与静能最类似的能量品种

就是物体的内能(火药的化学能也是内能的一部分) ，然而谈及内能时总要选定

一个状态作为参考态(指定它的内能为零)①。所以内能是某种"相对量"，即相

对于某参考态而言的量。由于参考状态原则上可以任选，内能可以灵活到一个

任意常数。然而相对论却并非如此。在相对论中，物体的静能 nloJ 也可称作它

的内能，但其值是绝对的(完全确定的) ，不允许有任何灵活余地②。作为后果，

我们不免好奇地想知道一个普通物体(例如一袋方便面)的内能大约有多大(而

在非相对论中这是个没有意义的问题)。答案是:大得惊人。一个 mo =1 g 的物

体(一袋方便面的静质量的 1% )的静能竟然达到

m oc2 = 10- 3 kg x (3 X 10 8 m/s)2 =9 x 10'3 J ,

① 例如，当计算涉及饱和蒸汽在某一状态的内能值时可查表解决，而该表[见 Sonntag 的( Introduc

tion to Thermodynamics. Classical and Statistical) 书末的附表 A. I. 1 和 A. I. 2]是以混1度为 0.01 't: ， J王强为

0.6113kPa 这一状态为参考态的. Nil规定饱和l液体在该态的内能为零。

② 静质茧的绝对性有;It更为深刻的原因。很据广义相对论的爱因斯坦方程(见 §6 日，任何静质

量都提供引力.而引力就是时空的弯曲J(见§ 6.1) 。时空 1111 率的绝对性保证了静质量的绝对性(不存在苓

点选择的灵活性)。
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大约相当于在日本广岛爆炸的原子弹所释放的能量(亦即2 万吨 TNT 炸药爆炸

时所释放的能量)!此等巨大的静能可以被开发(转化为其他能量形式)和利用

吗?如果我说送你一亿元巨款，并已存入银行，但声明任何人(包括你)都无权

支取，这种空头支票又有什么用处?不过从开枪的例子我们早已知道至少火药

的一部分静能(化学能)是可以被开发和利用的。可惜的是火药的化学能只是

全枪的静能的很小一部分，所占比例连"九牛一毛"都不到。这是因为化学能只

涉及分子之间的化学力。如果一步步地深入到越来越微观的领域，可被利用的

静能比例就会越来越大。以原子核的裂变为例。设静质量为MO 的静止铀核

(母核)裂变为两块(两个子核) ，其静、动能依次为 InOI C
2

， E kt 和 In02 C
2

， E k2 ，则由

能量守恒定律可知

M oc2 = (InOI C
2 + Ekl ) + (In02 C

2 + E k2 ) ,

故

M。♂- (InOI C
2 +1n02 C

2
) =Ekl +Ek2 >0 0 (5 -4 -6)

上式表明系统总静能在裂变前后的差值恒为正，可见静能在裂变过程中并不守

恒。其实我们是从能量(总能)守恒出发推出了静能不守恒，这并不奇怪，因为

过程中还涉及动能EkI + E k2 ，正是静能的差值 Mo c
2

一 ( InOI C
2 + In 02♂)转化成了子

核的动能。由 MO ' InOI 和 In02 的值就可求得子核动能的值。上述讨论就是原子

弹的理论基础(虽然只是大为简化的讨论)。请注意这一讨论是以相对论的能

量公式为基础的，所以人们说原子弹是相对论的产物。

虽然原子弹的放能远比开枪时的放能要大，但也不过相当于 l 克物质的静

能而己，试想爆炸前的原子弹有多少克物质啊!可见原子弹爆炸时释放的能量

仍然只是原子弹总静能的"冰山一角"①。这是因为原子弹涉及的也只是原子核

的范畴，事实上，内能的绝大部分(约 99% )存贮在构成物体的基本粒子中。每

个基本粒子都有一份静能，而且在适当条件下可以转化为其他形式的能量。例

如，电子( electron) 的反粒子叫做正电子( positron) ，其静质量与电子相同，其电

荷与电子电荷等值异号(即为正，故称正电子)，当电子与正电子相遇时会涅灭

(消失)并产生两个光子，电子和正电子原来具有的能量(主要是静能)全部转化

为两个光子的动能(请注意光子的静能为零)。综上所述可知，物体含有的巨大

静能并非空头支票而是实实在在的能量。

① ..儿牛→毛"和..冰山一角"都是生活用语咽虽然形象，却欠准确。定量地说.一克物质所含i'{[tfj~

为 9 x 10'汀，而燃烧一克:煤所放出的能iR约为 3 x 10汀，与静能之比仅为 3 x 10 . '0 故言化学能只占..儿牛

一毛"。而原子核核心部分的 1霄'质量约有 IO -4 倍转化为释放的能量.虽比 3 X 10- 10 大很多，仍属很小，放

言 ..冰 III 一角"。
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让我们再回到守恒律。在牛顿力学中有动量、能量和质量守恒律。在相对

论中，已经讲过动量和能量是守恒的。至于质量是否守恒，这首先取决于你谈的

是运动质量 m" 还是静质量 mO。由于 E=m"c
2

[ 式 (5-4-2)]'能量 E 守恒也

就是运动质量m" 守恒，两者说的是一回事。余下的问题是:静质量是否守恒?

答案是否定的，因为由E。 =moJ 可知静质量mo 正比于静能Eo ， 而式 (5 -4 -6)

分明表明静能并不守恒。"静能不守恒"是应该强调的结论。为防止概念?昆淆，

此处有必要指出"守恒量"和"不变量"是两个完全不同的概念。守恒量(con

served qua川时)是指在物理过程中保持不变(不随时间而变)的量，强调物理过

程;不变量(invariant)则是指不随坐标系、参考系或观察者之类的人为因素的改

变而改变的量，强调坐标系等的改变，并不涉及时间。举例来说，在相对论中，能

量是守恒量而非不变量，静质量是不变量而非守恒量，带电粒子的电量则既是守

恒量又是不变量(讨论从略)。

§ 5. 5 对"质能相当性"的述评

读者大概早已知道 E = mc
2

是爱因斯坦相对论的最成功的标志性公式，它

表明质量 m 与能量 E 相当(或等价 ) ，因为两者在数值上只差一个常值倍数♂。

通常称此式为质能关系式，它反映质能相当性。可情这一说法颇嫌粗略，因为在

相对论中质量有运动质量风，与静止质量 m。之分，能量也有总能量 E 与静止能

量 E。之别。不免要问:什么"质"与什么"能"相当?答案似乎不难给出，因为你

会把 E =mc
2

写成两个准确公式:

(a) E=m"c2
; (b) Eo =moc2 , (5-5-1)

并且说:(a)运动质量相当于总能量;( b) 静止质量相当于静能量。两者都是质

能相当性的反映。许多相对论教材也都若明若暗地这样讲过。然而，爱因斯坦

后来建议把运动质量风，的概念从相对论中删除，从而导致 E=m"c
2
不再有意

义，于是式 (5-5-1) 的解说就成了问题。不错，狭义相对论的原始表述中存在

着静质量 m。、静能量 E。、运动质量(又称相对论质量 ) nt ll 和总能量 E 等四个概

念。然而 ， E = m"c
2
和 Eo=rnoJ 表明这四个量中只有两个是独立的。经历了狭

义相对论发展初期的一些曲折后，爱因斯坦在 1948 年的一次私人通信中写道:

"机体引入质量 M =ml /I丁7万的概念并元益处，我，.{iJ 元法对它下一个精晰

的定义。除l' 静质量 'm 外最好不 ~I 入其他质量概念。"随着4 维语言在相对

论中的使用，越来越多的相对论学者认识到运动质量的概念利少弊多，纷纷放

弃。例如，朗道和栗弗席兹的《场论>1948 年版中的"质量1_" 一词一律是指静质
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量，书中绝无"运动质量"或"相对论质量"的提法。事实上，大量近代文献都只

保留质量和能量两个概念，"质量"m 一律是指静质量，是不变量而非守恒量(既

然只保留一个质量，就无须再冠以"静"字，也不必对m 再加下标"0");而能量

则是指质点的总能，是守恒量而非不变量，与m 的关系为[见式(5-4-5)]

E= 」二→=γ川人 (m 现在代表静质量) (5-5-2)
JI -u'l旷

虽然 4 个原始词汇只保留了能量和质量两个，但真正放弃的只有-个，就是那个

本来就应放弃的"运动质量"叭。静能一词虽未列入保留之列，但它可看作"总

能量"一词的特例:质点的静能无非是质点相对于某一特殊惯性系的总能，该系

认为质点在所关心的时刻(瞬时)是静止的。

既然 m. 概念已被删除，公式E = m.c
2

自然丧失意义，于是真正的"质能相

'性"就只体现为静能相当于静质量，即 EO =mc
2

( 其中的 m 不再写成 mO ) 。可

见，相对论的标志性公式虽然依据历史习惯写成 E =mJ ，但必须将式中的 E 和

m 分别理解为静能和静质量。这种理解丝毫无损于"质能相当性"的光辉，事实

上，上节关于原子弹放能机制的特例正是基于 Eo=mot 以及能量守恒律做出

的。[当时指出 Mo c
2
和 moJ+mo2C2 分别是裂变前后的静能，而两者之差就是

裂变放出的能量。]

"质能相当性"导致"质即是能，能即是质"，于是人们索性创造一个新名

词一一质能( mass-energy)-一来称呼质量和能量。在不少教科书中，质能既可

以指静质量和静能量，也可以指运动质量和总能量。然而，放弃了运动质量概念

之后，"质"字的唯一解释就是静质量，质能一词就只保留一种意义，即静质量和

静能。这是应该注意的。

美国相对论学者 Adler 曾发表题为"爸，质量真与速度有关吗?"的文章[Ad

Jer ( 1987) ] ，详细分析了引人相对论质量的利弊得失。文章一开头就说"我的

儿子在听 7 中学扬爱第-又约课后向我提出了本文题目的 1可是E。我的旬答是

‘不!'，‘不过，是筒，……'，‘实际尘，不是的，但是刻告诉你的老坷。'结果他，第

二义就i是这 7 杨建谍。"文章描写了物理教学界在围绕着相对论质量这个问题

上的混乱局面，指出了引人相对论质量的种种弊端，不妨一阅。此后还有许多这

方面的讨论文章。

[选读 5 -3]

本选读以对话方式介绍笔者在删除运动质量概念这一问题上的意见，其中

乙代表笔者。
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甲 为什么运动质量 111/1的概念应该删除?

乙 首先是因为它根本没有存在的必要，其次是它的存在容易导致某些混

淆。

甲 那么，为什么许多书(包括您这本书)都要引进这一概念?

乙 让我们先回顾本书引入川的过程。第一步，如采在相对论中仍用牛

顿的动量定义p:= InU( 其中 m 为常量) ，则动量守恒定律失效。第二步，由牛顿

的 f= rna 可知恒力作用下的质点必将超光述。为防止超光这可以假定质量随

速率 U 而变(成正变)，于是把动量定义为p:=m"u。第三步，为保证动量守恒，

风，只能取 m'll =叫/江丁言万T的形式。这种"三部曲"讲法的好处是便于讲解

和接受，有其教学法上的优越性;缺点是人为地引进了多余的运动质量概念，而

且往往还认为它反映惯性。

甲 为什么说 m" 是多余的概念?

乙 首先是因为从后来的E= 风， c2 可知 111' 1l 与 E 只差一个常数因子c2 ，两

者保留一个便已足够，而E( 作为总能)有非常明确的含义和非常重要的地位，

自然只能删除叭的概念。其次，在爱因斯坦创立狭义相对论(1905 年)后不久，

闵氏在 1908 年率先向同行们阐述了4 维时空的概念及其重要性，随后，有越来

越多的学者逐渐认识到用4 维语言讨论相对论比以前的3 维语言具有元与伦比

的优越性，而且顺便也发现In"在4 维语言中毫无地位。[其唯一"地位"就是:

风，等于总能 E 除以 cz 。反之，111'0 (作为不变量)在4 维语言中却不可或缺。]所

以说 mill 是多余的概念。

甲 您刚才说"而且往往还认为它反映惯性"。难道rn" 不反映质点(物体)

的惯性吗?

乙 Adler( 1987) 详述了他认为风，不反映惯性的理由(详见该文) ，指出只

有静质量才是物体惯性的量度(反映与物体相对静止的观者所感到的该物体的

惯性)。

甲 您在对话开头时说过"其次是它的存在容易导致某些混淆"。 nze，的存

在会导致什么混淆?

乙 首先，只妥保留叭，谈及质量时就总要加上定语( "运动"或"静止" ) ,

如采为陈述简单而不加定语，就容易造成混乱。其次，正文中已经指出，对"质

能相当性"的正确理解只能是"静质量相当于静能，静质量为川的静止物体的

能量为 mocz" ，但在使用风，的教材中，不少作者也常把"质能相当性"理解为

"运动质量相当于总能量 ， i运乏动质量为In叭E飞"的 i运左动物体的能量为 m风"卢JCJ2

实是同义反复，因为在用 4 维语言的讲述中从来不定义 In ll ， 如采硬妥引入 m叽7η尺凡I飞1" ,



§5.6 结合能和质量亏损

就只好把它定义为E/c
2
。何必如此画蛇添足呢?

§ 5. 6 结合能和质量亏损
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[选读 5 -3 完]

我们一直在讨论质点。按照定义，当物体的形状和大小对所关心的问题影

响不大时，该物体就可被看作质点。因此，任何客体(小至微观粒子、大到一个

星系)在适当条件下都可当作质点处理。常见的质点是由若干粒子构成的复合

体(如原子核) ，质点的静能自然是指复合体在质心静止时的能量，它等于以下

三部分之和:①复合体内各粒子的静能之和(恒为正) ;②各粒子相对于质心系

的动能之和(为正或为零) ;③各粒子之间的相互作用能。以 m的原子核为例。

朱核由两个核子(一个质子和一个中子)组成，两者在核力的吸引下结合成一个

稳定系统，只有从外界提供适当能量方可把两者分开，所需的最小能量就叫做 m

核的结合能。原则上可以根据核力的大小来计算结合能，但核力过于复杂，通常

都走捷径，就是利用质能关系式来计算结合能 O

在原子物理学中质量和能量的常用单位分别是 a. m. u. (原子单位，简记为

u) 和 MeV(兆电子伏) ，与相应的国际单位制单位的关系为

1 u= 1. 66xI0- 27 kg , 1 MeV= 1. 6xl0- '3 J 。 (5-6-1)

由质能关系式又知

8 , 2 r 91 kg 质量相应的静能 =1 x(3xI08)2J=~x I029MeV ， (5-6-2)
1. 6

故

17 (9 . _'0.. ..\

1 u 质量相应的静能= I. 66 x 10 - 21 X I ~一一 xl0
2

'Mevl =93 1. 5 MeV①。
\ I. 6 - J

由查表可得质子、中子和负核的静质量依次为

m p = 1. 00728 u , m,,=1. 00867 u , m d =2.01355 u ,

故

m. p + m" = 2.015 94 u > m d ,

这正是静质量不守恒的具体事例。叫〈 nlp+nz ， 1 表明只有从外界 l吸取能量方可

使筑核分裂为自由质子和中子，而这份能量的最低数值就是朱核的结合能，故

7瓦核的结合能 =[(m p + 叫) - m d ] c
2
=质量[ (叭， + m n ) -叫]相应的静能。

注意到 (mp + m n) - m d = O. 002 389 u ，使得

?瓦核的结合能= 0.002 389 x 93 1. 5 MeV = 2.225 MeV。

① 直接乘除得值为933.8 MeV、考虑到l所涉及的公式都是近似等式，更准确的结果为93 1. 5 MeV o
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反之，一个质子和一个中子结合为一个m.核时必定放出能量，其值等于筑核

的结合能。一般而言，质子和中子结合成任一原子核时放出的能量称为该原子

核的结合能(binding energy)。以 Eιo 代表原子核的静能， E

能，则原子核的结合能Eb 也可等价地定义为①

Eb == I Eo , - Eo ， 其中 A 是核内的核子总数。 (5-6-3)

与结合能相应的那部分静质量 11m 则称为质量亏损 (mass defect) ，即

11m == I m , - m , (5 - 6 - 4)

其中 m 及 m， 分别是原子核及第i 个核子的静质量。质量亏损的存在是静质量

不守恒的表现。

有时我们关心的不是原子核而是由若干子体系结合而成的任一体系，或者，

虽然讨论的是原子核，但关心的是它分裂为若干个子体系(但不是核子)的问

题。这时有必要把结合能的定义推广。设体系由N 个子系结合而戚，则该体系

"关于这些子系(而不是关于所有核子)"的结合能定义为(I m i - m) c
2

， 其中

m 和 mi 分别是体系和第z 个子系的静质量。请注意在谈及体系的结合能时必

须明确(至少心中有数)这是关于什么子系的结合能。例如，设静质量为m 的原

子核分裂为两个子核(静质量分别为凤和叫) ，则该原子核关于这两个子核的

结合能就等于(m l + 叫 - m) c
2

。如果笼统地谈到"原子核的结合能"而对子系

不加声明时，就是默认每个核子都是一个子系，这时结合能就是(三mi - m)c2

[即式 (5-6-3)] 。

设静质量为 m 的系统自动分裂为两个部分(子系) ，静质量和速率依次为

风 ， U I 和叫，屿，则由能量守恒及式(5-4-5) 可知

故

2mc
2 2

mlc m 2 c

J工可石"2 /1 _U~/C2
> m l c2

+斤12C2 (5-6-5)

(m lc
2 +m2 c2

) -mc2
<0 。

可见该体系(关于那两个子系)的结合能为负。于是得出结论:

(5 -6 -6)

① 若干教材中的结合能定义与本书差一负号，RP E" == Eo -三 EOi ， 文字提法相应地也要把‘放 ttl ..

与"吸收"互换。这类教材举例朗道，栗费席兹 (1948)38 页;赵喜Il华，罗蔚茵 (1995)410 页; Ugarov( 1979)

160 页;虞揭眷，郑春开(1992)297 页。本书则与多数教材(特别是英美教材)一致。
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结论 1 能够自动分裂的体系必有负的结合能。

再由"逆否命题"便有如下推论:

推论 1 结合能为正的体系不会自动分裂(因而是稳定的)。

§ 5. 7 质能动关系式

把式 (5-1-14) 及式 (5-5-2) 重新写成(其中 m 和 γ 是 m。和孔的简

写)

(a) p = γmu ， (b) E = γmt 。

以 p 和 μ 分别代表 p 和 U 的大小，则上两式结合给出

p= γmu = 斗Eu o

(5-7-1)

(5 -7 -2)

由式(5-7-1b)得

2 4

E2 叩224m C 二=γme =--一-冉.

I 一旷 Ie·
.

故

m2 e4 =E2 _
斗E2 u2 。

C
(5 -7 -3)

me2

-c1|||ly--lJ

一
下
严
i~叮p

图 5 -2 质能动三角形。对瞬时

静止参考系有()=0 ，三角形退化

为水平线段。

图 5 - 3 不同参考系中的

动量和能量

再利用式(5-7-2)使得

E2 = m 2 e4 + p2 e2
， 或(注意到 E>O) E= /m2 e4三 p2 e2

0 (5 - 7 - 4 )

上式称为质点的质能动关系式。以 me' , pc 为直角边长作直角三角形，则由式

(5-7-4) 可知斜边之长就是能量 E( 图 5 - 2) 。请注意质点的静质量 m 是不

变量，而 pc 及 E 都与参考系有关。由图 5 -2 不难证明(习题) sinO = ule ， 所以 0

依赖于参考系。对瞬时静止参考系有 μ=0 ，故 sinO = 0 ，因而 p = 0 , E = me2
( 静

能) ，三角形退化为一条水平线段。选择非瞬时静止参考系就可使 u¥O。图 5 -3
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示出两个不同参考系测得的两个三角形，我们看到，在 pi >p 的同时也有 E' >E。

§ 5. 8 光子及其能量和动量

关于光的本性，物理学家一直存在着微粒说和波动说两种对立观点，前者的

代表人物是牛顿，后者的代表人物是惠更斯。由于牛顿的成就和威望，微粒说在

17 世纪一直占上风。从 19 世纪开始，杨氏和菲涅耳的卓越工作使人们改而普

遍相信波动说。 1873 年问世的麦氏电磁理论进一步揭示了光的电磁本性，使人

们认识到光不但是一种波动，而且就是电磁波。光的微粒说至此几乎销声匿迹。

19 世纪末叶至 20 世纪初，普朗克为了克服黑体辐射研究中的难题而首先提出

能量的"量子化"思想，把最小能量单位的携带者称为"量子"。爱因斯坦在他发

表相对论第一篇文章的同一年( 1905) 、同一卷刊物上发表了他关于光电效应的

文章(后来为此获诺贝尔奖)①，认为光披的能量集中在一个个以光速运动的微

粒上，每个微粒都有一份相同的能量 E ， 与光的频率 ν 有正比关系 :E = 仙，其中

h 为普朗克常数。他把这些微粒称为光子②。根据这一思想，光子就是光波的最

小微粒，一个频率为 ν 的单色光束可以看作由大量光子组成的整体，设束中的光

子个数为 N ， 则该光束的能量就是 Nhv 。

光的微粒说和波动说过去一直是两种对立的观点一一光要么就是微粒，要

么就是波动。然而，从 1905 年爱因斯坦的光电效应文章开始，人们逐渐认识到

光在某些方面更像微粒，在某些方面则更像波动，这就是"波粒二象性"思想的

萌芽，后来发展起来的量子力学和量子场论进一步认为波粒二象性是一切基本

粒子的共同属性。

在相对论的理论讨论中，光子和质点合称为粒子。光子与质点的重要区别

是:①光子总以光速运动;②光子的静质量为零[见式(5-4-5) 后的讨论]。由

于光子是一种非常重要的粒子，特别是它与其他粒子(质点)经常发生相互作用

(例如康普顿散射就是静止电子对光子的散射) ，为了确保能量和动量在相互作

用中的守恒性，必须认为光子有一定的能量和动量。上面说过，光子的能量 E

最早由爱因斯坦定义，即 E =hv o 光子的动量(大小 )p 贝IJ 可以借它的能量下定

义。为此，我们来观察对质点成立的式 (5-7-1) ，它包含的两个等式 p= γmu

① 爱因斯均在 1905 年{物理年鉴)tr， 17 卷 I:发表了三ti重要文fE. 除了狭义相对论的丑II 衍( it 运

动物体的电动力学》和关于光电效应的文市外.近有一篇关于布朗运动的文准。是年他才 26 岁. H·t 任瑞

I: 一个专利局的默默无|阔的IfH员。

② 这当然只是对光子的早期认识 对光子的准确认识和l描述必然要用到后来发展起来的话子场

论，本 I~无意涉及。
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和 E= γme
2

对光子而言失去意义(因为 m =0 ， γ= ∞) ，但两式结合给出的 p =

Eule2
[式 (5-7-2)J 对光子 (u = c) 来说有意义，剧] p = Ele。人们就把此式用

作光子动量 p 的定义。总之，光子的能量 E 和动量 p 的公认定义是

E~hv ， p~Ele 二 hvle ， 其中 v 是光子的频率 ， h 是普朗克常数

(5-8-1)

定义是可以人为选择的，重要的是只有选择适当的定义方能保证能量和动

量在涉及光子的相互作用中的守恒性。迄今所做的大量实验证明，只要光子的

能量和动量按式(5-8-1)定义，能量和动量都是守恒的。

§ 5. 9 质点为何必须亚光速?

图 5 -4 质点世界线含类

空线段能推出因果矛盾

po

PI

"质点必须亚光速"是狭义相对论中人所共知的基本结论(信条) ，准确含义

是:质点相对于任一惯性系的速率 U 都小于七月3儿何语言说就是"质点的世界

线是类时曲线"。但是，为什么有这个结论?一个重要原因是许多公式都含有因

子 γ ~II 江丁?五7。最早出现 γ 的公式是洛伦兹变换式:

(a) t' = γ (t - vxle勺， (b)x'=γ (x - 叫， ( c)γ ~l/ jIτ万万。

(5-9-1)

因为坐标 t ， x· 和 l' ， 宜'都是实数.由上式(a) 、( b) 可知 γ 必为实数，于是由上式

( c) 立即看出 U 必须小于 c。这说明任一惯性系的空间坐标原点相对于任何惯

性系的运动都必须亚光速，人们第一次尝到极限速率的味道。不过我们要论证

的是更强的结论，即任何质点(不-定是惯性系的空间坐标原点，也不一定做惯

性运动)在任何时刻都亚光速，这时用洛伦兹变换就力不从心 1 注意到 γ 也在

质点的能量公式(5-4-5) 中出现.就想到还可从能量角度考虑。质点的能量

公式(5-4-5)也可表为式(5-5-2) ，即

E= 」二一 (5 -9 -2)
.J I -u·lc·

其中 E ， m 和 U 分别是质点的能量、(静)质量和速率。

待证命题"质点的世界线是类时线"等价于"质点世界

线不含类空和类光线段"。我们用反证法来证明。假

若世界线 t有类空线段，则在该段的任一时刻都有

u > c( 理由见§ 3. 3) ，导致上式右边分母为虚数。然

而质点的能量必须为实数.所以质点世界线不能含有

类宅线段。再假若质点世界线上存在类光线段，则该
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段的任一时刻都有u =C ，导致式 (5 -9 -2)右边分母为零。分母为零的分数没

有意义，但质点的能量总应该有意义，构成矛盾，所以质点世界线也不能含有类

光线段。于是命题得证。

除了借用因子γ 之外，因果关系的讨论也很有助于相信上述命题。假定质

点世界线不是类时线，则它至少含有一个类空(或类光)线段，先设此线段为类

空(图 5 -4) 。在段上任取两点PI 和民，则它们有类空的时空间隔(即/12 > 0 ，见

§ 3. 6) 。任取一个惯性系 K三 I t , x , y , zl ，以 t I ， t 2 分别代表事件 P ， 、P2 在 K 系

的时间坐标。不失一般性，设 t ， < t2 ， 则 K 系认为事件 PI 早于 P2 发生。但是，因

为 /'2 >0 ，由§ 3.6 的定理 3 -2 可知必定存在另一惯性系 K' 三 It' ， 工 I ， y' , z' t ,

它认为 PI 晚于 P2 发生( t; > t;)。而 PI 、 P2 作为质点世界线上的两点，总可被看

作有因果联系的事件，例如，设质点是子弹 ， PI 代表子弹出膛事件 ， P2 代表子弹

中靶事件，则 PI 是因，的是果。然而 K'系竟然认为子弹出膛事件发生在中靶事

件之后，造成因果倒置。可见，只要质点世界线上有一个类空线段，就会破坏因

果关系，而这是谁都不能接受的。以上用反证法证明了质点的世界线不能含有

类空线段。但是，要证明该世界线是类时钱还要证明它也不含类光线段。这时

用因果关系显得力不从心，所以还得求助于(刚才讲过的)用能量公式的论证。

注记 2 数年前，意大利国家实验室的奥普拉( OPERA) 团队在中微子震荡

研究中意外发现中微子竟然超光速。他们让位于瑞士日内瓦的欧洲核子中心

(CERN) 发射的中微子束在地下管道中高速前进，最终到达 730 公里外的意大

利格兰萨索 (Gran Sasso) 。他们在精确测量运动距离和时间后发现中微子的速

率竟然比光速略大:中微子比光子少用 60 纳秒跑完全程。消息在 2011 年 9 月

22 日由《自然》杂志网站首次公布后，立即引起全球性的轰动效应。中微子是静

质量非零的粒子(因而是质点，而非光子) ，超光速中微子的存在将动摇相对论

的立论根基，因而撼动整个物理学。世界上大多数物理学家都对这一实验结果

表示怀疑。五个月后，美国《科学》杂志网站援引"与实验有关的消息人士"的话

报道说，中微子超光速是由 GPS 接收器与电脑之间的光缆连接松动(接触不良)

造成的。可见中微子超光速纯属实验失误，光速作为极限速率的结论不变。当

然，仍有若干项目组(包括 OPERA) 正在进行进一步的实验，以期取得更为明确

和准确的结果。

第 5 章习题

I.太阳表面的辐射功率为 3.9 X 1026
W(每秒辐射出去 3.9 x 1026

J 的能量) ，求: ( a) 太

阳静质量每天的减小量; (b) 太阳静质量每世纪的相对减小量。注.太阳质量 m =2 x 10'0 kg o
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2. I 克 TNT 炸药爆炸时放出 4.2x10
3

J 的能量 o 求炸药爆炸的相对质量减小量(即每

单位质量所减小的质量)。

3 试证 u« e 的质点的动能总是很小于其静能。

4. 当质点的速率 U 为何值时其动能等于静能?

5. 质子和电子的静质量分别为 m" = 1.67 x 10-
27

峙 ，Ill， =9.1 X 10- 31
kg ，求两者的静能。

6 宇宙线中高速质子的 γ 值高达 10" 为使静质量为 5 kg 的炮弹的动能与该质子的动

能相等，炮弹的速率为多大?提示:因 μ/e« I ，可用牛顿二项式定理 (I - x) - 1/' = I + x/2 。

7 加速器中的质子被加速到动能高达 2 GeV ，求它的能量、动量和速率。

8 求电子在下列两种情况下的速率 u( 用几何制表出) : (a) 能量为 IMeV;(b) 能量为 l

GeV。提示:当 γ» I 时可用下法和:由 γ /l--=-7得

u户叫=刊(υl γ -斗叮2勺γ)γ1/2 ::::::;叫I - 2'千二二:λ〕=4l卜一ι
牛 Lγ

其中第二步用到牛顿二项式定理。

9 以 m 、 u 、 p 、 E 、 EK 依次代表质点的静质量、速率、动量(大小)、能量和功能，试证

(a) u = 一=皇二二， ( b) 生=一 1 一寸生
/p'+rn'e 2 p I-(u/e) ‘ U

duldE . ..
(c)==一， (d)μ= /Ek(Ek +2me') 。(E/me 2 )' -I E' \~I /,0- Y

10. 试证质能动三角形(图 5 - 2) 中的。满足 sinO = u/e 。

I I. ( a) 设光子的频率 ν=8 X 10 15
Hz ，求其能量 E 和动量 po (b) 一袋方便面(静质量

m = O. I kg) 的静能等于多少个上述光子的能量之和?注:普朗克常数 h = 6. 6 x 10 - J4 J . So
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§ 6.1 引力的实质是时空的弯曲

相对性原理要求物理规律在所有惯性系中有相同的数学表达式，用于秧义

相对论，就是要求物理规律的数学表达式具有洛伦兹协变性。这是一个管定律

的定律O 因此，在建立狭义相对论物理学时，原则上应该审查已有的物理定律，

凡符合这个要求的就仍视之为定律，凡不符合的就要进行改造，直到符合要求方

可作为物理定律纳入狭义相对论物理学的框架中。我们首先来审查麦氏电磁理

论。麦氏方程天生就有洛伦兹协变性(见§I. 3) ，因而可以不经改造地纳入狭

义相对论物理学框架。可以说麦氏方程是狭义相对论的"天之骄子"。再来审

查牛顿的运动定律，仅以动量守恒定律为例。正如§5. I 所指出的，牛顿的动量

定义 p;:;mu 使动量守恒不具备洛伦兹协变性，因而必须修改。只要把动量定义

改为

p;:;mu/ fi丁 u2 • (其中 m 代表静止质量) (6 一 l 一 1 )

问题便迎刃而解，动量守恒定律便可纳入狭义相对论物理学中。第二，我们来审

查牛顿的万有引力理论。牛顿引力论的基本方程是反映引力势 φ 和质量密度 ρ

的关系的泊松方程:

v2φ =4 'JTρ ， (6-1-2)

它有伽利略协变性而没有洛伦兹协变性，因而应该修改。牛顿的万有引力定律

形式上与静电库仑定律很相似，既然麦克斯韦能把静电学推广改造为如此漂亮

的麦氏电磁理论，看来牛顿引力论也不难被改造为狭义相对论框架内的引力理

论。然而情况远非如此简单。关键在于，万有引力定律与库仑定律虽然很相似，

却存在"符号差别"电荷有正负两种，同性相斥，异性相吸;质量则只正不负，虽

然同性，却只吸不斥(万有引力嘛!)仿照电磁理论，的确可以构造一个在狭义相

对论框架内的引力理论，根据这个理论，在引力有变化(有扰动)时将出现类似

于电磁波的引力波，而且也以光速传播。不幸的是，由于上述符号差别，由引力

波带走的能量竟是负的。这意味着系统在发射引力波时自身能量不降反增，从

而发射强度变大，由此又会获得更多的能量。如此循环，必然导致物理上不可接

受的后果。虽然可以通过修改理论来克服这一困难，但又出现新的困难。事实
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上，狭义相对论框架内的引力理论远非一个，但每个理论都有其自身问题。虽然

无法绝对否定在狭义相对论框架内建立满意的引力理论的可能性，爱因斯坦还

是独辟蹊径，于 1915 年成功地创立了革命化的、崭新的、突破狭义相对论框架的

引力理论，这就是广义相对论。有趣的是，后人在克服狭义相对论框架内的某种

引力理论的困难的努力中，几经修改后所得到的竟然也是与爱因斯坦广义相对

论实质相同的理论!

有两个因素促使爱因斯坦创建广义相对论，它们是引力的"普适性(unive卜

sality) "和马赫原理。我们只介绍前者o 引力的"普适性"包含两层含义:①任何

物体在引力场中都受引力(电中性的物体在电场中却不受电力，故电力无普适

性) ;②引力场中的任何物体，不论其质量、结构和组分如何，只要初始状态(位

置和速度)相同，而且除引力外不受力，以后每一时刻的位置和速度就必定一

样。这一结论已被越来越精确的实验所证实，它可以表述为:任意两个质点在引

力场的同一点有相同的引力加速度。这虽然是司空见惯的事实，但为什么会这

样?静电场中的两个点电荷就不这样。设点电荷q 的质量为 m ， 所在点的静电

场强为 E ，则它所受的电场力为f二 qE ， 获得的加速度为

_L _ q 17
a=一-二Eo (6-1-3)

111 Tn

若在同一点放置质量为 m'的另-点电荷 q' ，则其加速度为

a' =~Eo
m

a'与 a 不等，除非两者的荷质比相同。在对引力做类似讨论时，不妨也把"荷"与

"质"加以区别。质点的"引力荷"是其物质含量的量度，决定它在引力场中怎样

受力，可称为引力质量 (gravitational mass) ，记作 me;质点的"质"则是其惯性的

量度，决定它在力的作用下出现多大的加速度(对力的响应程度如何)，可称为

惯性质量( inertial mass) ，记作叫[即式(6-1 -3) 中的 m]①。仿照上述讨论不

难导出质点在引力场中的引力加速度为

Inc
a= 一-g ，

m ,

其中 g 是该点的引力场强。如果不同质点有不同的引力荷质比 Inc/m ， ， 它们在

引力场中同一点就不会有相同的引力加速度。然而无数的、一个比一个更精确

① 我们至今一直在用牛顿引力论。在牛顿'， 1 力论中.引力质旺又可分为主司U ( active) 初被动( pas

.ive) I剧i利前者指物体作为引力场iw.时的引力质i且.决定它产生引力场的强弱;后者指物体作为引)J 场 rl'

的试探质点的引))质量.诀Ii二它在给定引))场中所受引力的强弱。正文的引力I贡盘叫，是指被动创))质

量。
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的实验表明 Tncl叫对任何质点都相同，通过调整引力常量 G 还可使比值为 l 而

简写为 mc =mlo 通常把这一事实称为等效原理(理由及讨论详见 § 6. 3) 。这

是一个极其非同寻常的实验事实，应该引起深思。引力的"荷"与"质"本是两个

完全不同的概念，风马牛不相及，它们为什么相等?牛顿引力论不能回答这个问

题。在牛顿引力论中，这是作为实验事实(牛顿理论体系的一个公理)被承认

的。然而，难道 mc =m ， 仅仅是一种巧合吗?难道就没有更深刻的原因藏在这

个事实的背后吗?难道一定不存在一个更优雅的理论，在这个理论中 ， mc =Tn l

是可用推理来证明的吗?正是对 mc =m ， 的思考，加上马赫原理的启发，促使爱

因斯坦创立了他的广义相对论。

m c =m ， 的事实等价于初始位置和速度相同的、除引力外不受力的任何物体

在引力场中都"齐步走"。这种毫无个性的集体行为强烈地暗示着引力是整个

时空背景的内禀性质，与所有其他力有着实质性的差别 o 物理学是研究物理客

体运动(演化)规律的学问，物理客体好比演员。正如演员的表演不能没有舞台

一样，物理客体的演化也总是在某种舞台上(或背景前)进行的，这个舞台(背

景)就是时空。在广义相对论创立之前，人们默认相对论的背景时空是平直的

闵氏时空(见§ 2.2) 。闵氏时空是如此简单，以至于人们往往不注意(忘记了)

它的存在。引力场中的"齐步走"现象引起了爱因斯坦对时空背景的注意。假

如你看演出时发现某个演员的头顶突然下降了 20 em. 你会认为他蹲下了。然

而，假如舞台上所有演员以及桌面、椅面都同时下降了 20 em ，那么最大的可能

就是舞台台面由于某种原因下降所致。类似地，在引力作用下的"齐步走"现象

分明强烈地暗示着引力本身是一种纯粹的时空背景效应。不妨这样猜测:引力

可忽略时，时空是平直的(闵氏时空) ;引力不可忽略时(例如在必须考虑地球或

太阳的引力场时) .时空变得弯曲，弯曲的情况取决于产生引力场的物质分布 o

根据这一猜测，引力非常不同于所有其他力，它特殊到这样一种程度，以至于在

4 维语言中它根本就不是什么 4 维力而是时空的弯曲!根据狭义相对论，每个 3

维力(记作 f) 都对应于一个 4 维力(记作 F) ， 而且f养。当且仅当 F 乒 0 0 (本书

对此并未述及，读者只需承认这一结论。)在引力场存在时.谁都承认任何质点

都要受到一个称为"引力"的 3 维力(记作 f引) ，但是按照刚才的猜测，这个 3 维

力 111 竟然并不对应于任何 4 维力 F引，就是说，人l 笋 O 而 F号 1 =o! 这是一种前

所未有(在整个狭义相对论中都没有)的情况。可见人l 是唯一特妹的 3 维力，

它特殊到这种程度，以至于其相应的 4 维力 F引竟然为零!实质上就是:虽然引

力在 3 维语言中表现为一个力 I;I' 但在 4 维语言中它根本不是力而是时空的弯

曲。于是，除引力外不受力的质点就应称为自由质点(已经自由到不能再自由

的程度)。注意到闵氏时空中自由质点的世界线必为测地线的结论(见§ 3. 匀，
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自然进一步猜测(假定)弯曲时空中自由质点的世界线也是(该时空的)测地线。

自由质点是最简单的质点，测地线是最简单的世界线，"自由质点的世界线是测

地线"的这一假定非常符合美学原则。可见，引力场的存在不表现为质点受到

一个称为"引力"的 4 维力，而是表现为时空的弯曲。有人问:既然引力不表现

为 4 维力，自由质点在有、无引力场情况下岂非有相同的运动情况?引力场中的

自由质点岂非"白受"了引力?引力场的影响体现在哪里?答案是:引力场的存

在导致时空背景的弯曲，而弯曲时空与平直时空有不同的测地线，虽然自由质点

都以测地线为世界线，但有无引力场时的测地线不同，所以质点有不同的运动情

况。质点并不是"自受"了引力的。以上就是广义相对论的最基本的假定。由

此出发就可以把 mG = m，( 亦即"齐步走"现象)作为逻辑结论推导出来(可以说

现在已经到了水到渠成的一步)。为了具体和形象，我们以比萨斜塔为例来讨

论。设比萨斜塔顶部的一个铅球和一团棉花被释放而下落，世界线如图 6 - 1 。

如果铅球所受的空气阻力可以忽略，则它可看作自由质点，其世界线 L，是测地

线。设棉花团的空气阻力不可忽略，则它不是自由质点，其世界线 L2 偏离测地

线(见图 6 - 1) 。然而，假如根本没有空气，则 L，和 L2 都是测地线。如果两者

同时以相同的初始状态被下抛，则①初始位置相同(而且同时出发)表明两条世

界线都发自同一时空点 P;②初始速度相同保证两者在 p 点有相同的切矢(图

6 - 1 表现的是初速为零的情形) ，于是由定理 2 - 1("一点一矢定一测" )可知测

地线 L2 和 L，重合。这不就是"齐步走"吗?可见，从广义相对论的上述基本假

设出发的确可以把"齐步走"现象(亦即 mG =m ，) 作为逻辑结论推出来。广义相

对论正是这样以其特有的优雅方式首次把引力解释为 4 维时空的几何效应(首

---、、次把引力与时空几何统一了起来)。

上述讨论清楚地表明，广义相对论是独立于

狭义相对论的物理理论，狭义相对论框架内容不

下引力。反之，狭义相对论倒可以被看作广义相

对论在引力场足够弱的极限情况，这时弯曲时空

近似成为平直时空。

用现代语言来表述，广义相对论的最基本假

设可以归纳为以下三点。

(a) 3 维空间中的引力实质上是4 维时空的

弯曲。就是说，当引力不可忽略时，时空背景不再图6 - J 比萨斜塔实验示意图。

是平直时空而是某种弯曲时空 o 据此，除引力外"地球表面"是指地球表面的世

不受力的质点自然叫做自由质点。 界面。"塔顶"、"棉花

( b) 自由质点的世界线是它所在的那个弯曲是指它们的世界线。

地
球
表
面

p
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时空的测地线o

(c) 时空的弯曲情况(由时空线元描述)由物质分布决定，两者的关系由爱

因斯坦场方程描述(见§6. 5) 0

可以证明，当引力场足够弱、质点速率足够低时，广义相对论力学的计算结

果与牛顿力学的结果近似一致。所以说牛顿力学可以看作广义相对论力学的弱

场低速近似[简介见§ 6.5 末段，详细证明见梁灿彬，周彬 (2006 )上册小节

7.8.2J 。然而应该说明，尽管计算结果近似一致，两者看问题的观点却有明显区

别。以树上的苹果落地为例。按照牛顿力学，这是由于苹果受地球引力而获得

加速度，属于非惯性运动。但是按照广义相对论，苹果并不受到任何 4 维力(引

力不对应于一个 4 维力) ，所以是自由质点。地球的影响在于使时空变得弯曲，

苹果的世界线是这个弯曲了的时空中的一条测地线。就是说，同是苹果落地的

运动，牛顿理论认为它有 (3 维)加速度(相对于惯性系) ，而广义相对论认为它

没有 (4 维)加速度。(简单地说，存在着与 f=ma 类似的 4 维等式 F=mA ， 所以

4 维力 F 为零导致 4 维加速度 A 为零。)反之，设苹果静止于地面，牛顿理论认

为它所受的地球引力被地面的支撑力儿所抵消，因此保持静止，其(3维)加速

度为零，处于惯性运动状态;而广义相对论则认为它只受到一个 4 维力(与支撑

力儿相应的 4 维支撑力 F直) ，因此其世界线不是测地线，其 (4 维)加速度不为

零。读者是否已经意识到，当你舒适地坐着阅读本书的时候，你的世界线并不重

合于困地球的存在而弯曲了的时空的测地线，你的 4 维加速度不为零，因而你并

不处于最自然(最简单)的运动状态?另一个例子是地球绕太阳的公转。按照

牛顿力学，这是地球在太阳引力(充当向心力)的驱使下所做的加速运动 (3 维加

速度非零) ;而广义相对论则认为地球并不受到任何 4 维力，太阳对地球运动的

影响只体现为使时空变得弯曲，地球始终沿着这个弯曲时空的一条最简单曲

线一一测地线(绕太阳世界面的螺旋线)一一做最自然的运动，根本没有 (4 维)

加速度。

把引力的实质归结为时空的弯曲的这一认识是人类智慧的一个伟大胜利。

黎曼 (Riemann) 在年仅 28 岁时 (1854 年)就提出了(内禀)曲率(又称黎曼曲率)

的概念和计算方法，并在逝世(年仅 40 岁)前的一段时间内致力于寻求把电力

和引力统-起来的某种理论 o 这一努力未获成功的最重要原因就是他只专注于

空间及其曲率而没有注意 4 维时空及其曲率。直至 1905 年狭义相对论问世之

后，时间和空间才被同等看待。(实际上，直到 1908 年闵可夫斯基才首次明确地

提出时空这一绝对概念。)再过几年后，"引力的实质是时空的曲率"这一划时

代认识才伴随着爱因斯坦对广义相对论的构思而逐渐建立了起来。

在爱因斯坦创立广义相对论的思考过程中，除了深受马赫思想的影响和启
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发之外，还有两个人功不可没，值得一提。第一个人是闵可夫斯基，如果没有他

首创的 4 维时空这一绝对的概念，就不可能有后来的广义相对论(见§ 3. 7 末) ;

第二个人是格罗斯曼( Grossmann) ，他是爱因斯坦在苏黎世理工学院的老同学，

后来成为该学院的数学教授，爱因斯坦是在格罗斯曼的帮助下学会黎曼几何并

以此为数学工具创建了广义相对论的。

§ 6. 2 弯曲时空的物理定律

广义相对论认为一切物理现象不过是物理客体在某种弯曲时空中的演化。

因此，用广义相对论研究物理，首先就要找出各种物理客体(质点、理想流体、电

磁场……)在给定的弯曲时空背景上的演化方程。由于实际生活和实验室中的

引力场太弱，广义相对论同牛顿引力论的区别一般难以察觉，想通过观测或实验

来归纳出弯曲时空的物理定律是没有指望的。我们能够做到的只是:根据某些

基本原则，用假设的手法"猜出"弯曲时空中的各种物理定律，其正确性则有待

于由它推出的各种结论的自治性及其与实验(如果可能进行的话)结果的一致

性来验证。这种"猜测"有两个重要依据(不妨称之为两根"拐棍" )。第一个依

据就是广义协变性原理 (principle of general covariance) ，这其实是一个假设，是

爱因斯坦在创立广义相对论的过程中提出的，它的实质性内容就是弯曲时空中

所有坐标系都是平权的，因而物理定律的数学表达式在任意坐标变换下形式不

变。第二个依据有两种提法，多数教材的提法是"等效原理"(详见§ 6. 3) ，少数

教材的提法是"当时空几何是闵氏几何时，物理定律应回到挟义相对论的相应

定律" [详见 Walde 1984) ;梁灿彬，周彬(2006)]。由于本书连狭义相对论的许多

物理定律都没有给出定量表达式，所以对此只能点到为止，无意展开。想知道弯曲

时空各种物理定律的定量表达式的读者可以参阅梁灿彬，周彬(2006) § 7. 2 。

谁都知道相对论的基本假设是光速不变原理，并记住其内涵是"光速为C

(二 3 x IO~ m/s)" ( 此处的"光速"一律指真空光速)，于是自然会问"广义相对

论(弯曲时空中)的光速也是C 吗?"笔者对此的回答是:速率代表单位时间所走

的距离，而时间和距离都同坐标系有关，所以只记住"光速为e" 有可能导致误

解，应该记住的是"惯性系中的光速为e" (光速相对于非惯性系很可以不等于e ,

§ 3. 3 的例 l 就是一例)。闵氏时空中存在着一类特殊的、优越的、与众不同的

坐标系，即(整体)惯性系，用3 维语言讨论狭义相对论问题时除特殊情况外都

选择惯性坐标系，谈到光速时自然就暗指相对于惯性系的光速。然而弯曲时空

中任何一个坐标系都不比其他坐标系更优越(这正是广义协变性原理的实质性

内涵) ，所以你只能任选一个坐标系来定义光速(虽然在某些具体场合下你会觉
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得你所选的坐标系最恰当)，其结果自然是千变万化的，不但可以不等于C ，而且

完全可以大于c。因此这种"坐标光速"其实是用处不大的。"光子速率"和"质

点速率"的实质性问题最好用4 维语言表述，这就是光子和质点的世界线问题。

请回忆§ 3.3 中关于极限速率的讨论，当时曾将狭义相对论的两个基本"信条"

分别用 3 维和 4 维语言表出，复习如下。

3 维语言表述:

(A) 光子相对于任何惯性系的速率u = I;

(B) 质点相对于任何惯性系的速率u < 1 。

4 维语言表述:

(a) 光子的世界线是(闵氏时空的)类光曲线;

( b) 质点的世界线是(闵氏时空的)类时曲线。

3 维表述必然涉及惯性系，而惯性系是闵氏时空特有的坐标系，弯曲时空中

不存在(整体)惯性系，所以无法将 3 维表述( A) 、 (B) 直接推广到弯曲时空。然

而 4 维表述( a) 、 (b) 却可以方便地推广，为此只须将括号中的"闵氏时空"改为

"弯曲时空"，就是说，我们默认广义相对论要遵守以下两个基本信条:

( a) 光子的世界线是(所论弯曲时空的)类光曲线;

( b) 质点的世界线是(所论弯曲时空的)类时曲线。

刚才已经指出弯曲时空的"坐标光速"用处不大。反之，4 维表述"光子世界

线是类光曲线"却可以准确地告诉你光子在弯曲时空中的运动情况。所以我们

真诚地奉劝读者，在涉及光在弯曲时空的传播问题时，除了极少数特殊情况之

外，不要再去津津乐道地大谈特谈坐标光速了，拿起最简洁、清晰而又保险的 4

维工具，从"光子世界线是类光曲线"出发吧。

在此我们还想顺便指出，不少人在弯曲时空背景中讨论问题时，总爱或明或

暗地用到惯性系这一概念，殊不知在弯曲时空中不存在(整体)惯性系。弯曲时

空中倒是存在许多局域惯性系，而且与闵氏时空的整体惯性系有某些类似之处

(见§ 6.4) ，但两者之间毕竟存在着许多区别。不注意这些区别有时就会导致

误解甚至错误。一个常见的例子是以为弯曲时空中局域惯性系的坐标光速等于

C ，其实这是→种误解。

§ 6. 3 等效原理

对经验定律me =m\ 的深刻思考是爱因斯坦创立广义相对论的重要动机。

为了帮助理解，我们先介绍爱因斯坦根据牛顿力学借用电梯构思的一个思想实
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验，即爱因斯坦电梯实验。设电梯因缆绳断裂而自由下落，其内部观者便有失重

的感觉。如果他放下手中的苹果，便会发现它不像平常那样离于下落，而是处于

随遇平衡状态之中。理由非常简单:电梯观者相对于惯性系(地球系)有重力加

速度 g ，所以是一个非惯性观者(也可说电梯是个非惯性参考系)，故他认为苹果

除了受到重力之外还受到一个惯性力。设苹果的引力质量和惯性质量分别为

mG 和叫，则它所受的重力为mGg ( 此处 g 作为重力场强)，所受的惯性力为

m，g( 此处 g 作为非惯性系的加速度)。因为mG =m l ( 这是关键) ，所以合力为

零，因而苹果随遇平衡，或说处于失重状态。假如电梯观者是个有经验的宇航

员，他将觉得这苹果与远离各星球(因而引力可以忽略)的、做惯性运动的飞船

内的苹果有相同表现。推而广之，由于 mG = 叫，根据牛顿力学，自由下落电梯内

部的一切力学实验都与远离星球的惯性飞船内的相应实验结果相同，因此把

m G =m ，称为等效原理。由于广义相对论尚在构思过程中，以上是纯用牛顿力学

得到的结论。

在构思广义相对论的过程中，爱因斯坦又大胆地、假设性地把这一原理从力

学实验推广到一切物理实验，即假设自由下落电梯内的一切物理实验都与远离

星球(因而时空平直)的惯性飞船内的实验结果一样，并由此推出光的引力红

移、光在引力场中走曲线等重要而有趣的结论。为了区分清楚，后人把 mG =m l

相应的原理称为弱等效原理 (weak equivalence principle，即 WEP) ，把爱因斯坦

推广后的等效原理称为爱因斯坦等效原理(Einstein equivalence principle，即

EEP) ，此外还有一个强等效原理(见后)。

现在介绍如何从爱因斯坦等效原理推出光在引力

场中走曲线的结论。设自由下落电梯的左墙中心A 有

一光源向右墙发光(图6 - 2) 。根据爱因斯坦等效原 A

理，电梯内的一切物理实验都与远离星球的惯性飞船内

的相应实验有相同结果，而惯性飞船内的光线是直进

的，所以电梯观者也应看到光走直线，因而将打在右墙

的正中心 B。然而，对地面系而言，在光从左墙走到右

墙的时间内电梯已下落了一段距离(而且是匀加速地下

落) ，所以光的轨迹是从图 6 - 2 的 A 点到 B'点的一段 川/////////////////

抛物线(电梯观者认为 B不i1 B 是同-空间点)。另一方图 6 -2 用爱因斯坦电梯

面，地面系认为电梯及光线是处在引力场中，于是得出说明光在引力场中走曲线

光在引力场中走曲线的结论。反之，电梯系认为所有物体都失重( "引力场消失

了" ) ，光走直线是很自然的。

除了利用自由下落电梯之外，人们也常用下面的方式描述弱等效原理 mG =

B

B'

l
l

」

BI--L
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-ma

m l 。设飞船在远离星球的空间做匀加速运动

(非惯性运动) ，相对于惯性系的加速度为a( 不

妨设 a 等于地面的重力加速度)，见图 6 - 3 0

设苹果的质量为 m ， 则船内观者(非惯性观者)

将看到离手的苹果在惯性力 -ma的作用下做

反向加速运动，就像地球表面被释放的苹果在

重力作用下的自由下落运动那样。进一步也不

难相信，只要飞船加速度 a 等于地面重力加速

度 g ， 飞船内的一切力学实验就都与地面附近

的相应实验结果相同'这可以看作弱等效原理图 6-斗3 远离星球的匀加速飞船。

的另一表述。据此，人们又常说"加速飞船内的 船内观者发现苹果"自由下落

宇航员发现自己置身于引力场中"飞，\，"加速度与引力场等效"\。对这两句话应有

正确理解。根据第一句话，爱思考的初学者常会提出这样的问题:既然加速飞船

内的宇航员感到有引力，而引力就是时空的曲率，船内宇航员岂非觉得自己置身

于弯曲时空中?答案当然是否定的:因为早已约定飞船远离各星球，它所在的时

空必然(近似)平直，而时空曲率是绝对的，谁看都一样，决不能得出"加速宇航

员觉得时空弯曲而惯性观者觉得时空平直"这样一个荒唐的结论。导致上述错

误结论的关键在于推理过程中两次用到引力一词，而两次含义不同(犯了"偷换

概念"的逻辑错误)。加速宇航员所感到的"引力"其实只是非真实的表现引力，

它不由物质产生(在这一点上与真引力根本不同) ，不对应于时空弯曲(在这一

点上也与真引力根本不同) ，只因加速宇航员的感觉而得名。可见，对于"加速

度与引力场等效"一类的提法应该格外小心，必须清醒地知道与加速度等效的

"引力"只是表观引力(假引力)而不是真引力。根据笔者所见，与此类似的错误

实在是屡见不鲜，可以说是在对广义相对论半懂不懂的知识人群中的常见病和

多发病。

爱因斯坦的等效原理对广义相对论的创立无疑起到过重要作用。然而，在

有了广义相对论之后，人们逐渐发现爱因斯坦等效原理可以从广义相对论的理

论推出[见梁灿彬，周彬 (2006) ]。关于等效原理的含义、地位和作用，不同学者

有不同看法。下面列举两种有代表性的极端看法.双方都是国际上非常杰出的

相对论学家。大力推崇等效原理的是密斯纳( Misner) ，索恩 (Thorne)和惠勒

(Wheeler) ，他们在合著的书[Misner et al. ( 1973) P. 386]中说"等效尿理功能

强大，用它可才巳狭义和对论的所有扬理;之律推户到弯曲时会。"而辛格(Synge)

对等效原理则持极端相反的观点，他在书[Synge ( 1960) ]的序言中写道"我从

未倭过这一」豆豆豆。……乞意味看到办场的效应与一个花者的加速度的教应不可
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分辨吗?如采这样，那是锈的。在爱因斯组组+谷中，要么存在-个51 沙场，要么

不存在，取决于黎吏张量是否汤零。这是一个绝对的性质，与任何况者的世界线

都毫元兵象。时会要么平直，要么弯曲，在本书面9 若干地方裁，都不得不煞费恙心

地把命时会命卒导欢仿真实51 疗效应与那些命现，J!世界线伪弯曲导欢的效应区

分开来(在多或通常情况下以后者均主)。著效房、理在广义相对伦的诞生过程

中实质上起看接生婆的作用，……我建议我何以适当的荣誉埋葬掉这位接生婆

~正视绝对时会这一事实。"对等效原理的这一看法也许偏激，但上引段子中的

一些提法不失为防止误解的清醒剂。例如，他关于分清由时空弯曲导致的真引

力与平直时空中由于观者世界线的弯曲(非测地线)导致的表现(假)引力的警

告就是十分必要的。我们衷心地希望他所煞费的苦心没有白费，希望有更多读

者从此对分清真假引力的重要性留下深刻印象。

下面简述笔者对等效原理的肤浅认识。第一.爱因斯坦等效原理是爱因斯

坦在酝酿广义相对论的过程中对弱等效原理的假设性推广，对广义相对论的诞

生起过重要的"接生婆"作用。这是连辛格也同意的。第二，§ 6.2 讲过，等效原

理是从闵氏时空的物理定律"猜出"弯曲时空的物理定律的两个重要依据(拐

棍)中的一个(另一个是广义协变性原理) ，因此可以说等效原理是"由狭义相对

论通往广义相对论的桥梁"。不过，正如§ 6. 2 所说，也可不用等效原理而改用

"当线元为闵氏时回得去狭义相对论的相应定律"，同样可从闵氏时空的定律

"猜出"弯曲时空的相应定律。而一旦接受这些定律(从而建立起广义相对论),

讨论问题时原则上就可以完全不用等效原理(虽然许多作者在许多问题上喜欢

用等效原理)。因此，从这个角度来看，"埋葬掉接生婆"对广义相对论似乎没有

实质性影响。第三，对于某些较为复杂的情况，"等效原理是否被违反"是长期

以来有争论的问题。这里的关键问题是等效原理在这些具体情况下的准确含义

尚待澄清。据笔者所知，不同作者对等效原理有不同的表述方式，但似乎很难说

有哪一种方式是百分之百地清晰明确的。在这个意义 t ，辛格说"我从未懂过

这一原理"也许未必过分。第四，文献中存在着许许多多互不相同的引力理论

[广义相对论只是其中之一，详见 Will ( 1993) ] ，所有引力理论可以分为两大类，

即度规理论和非度规理论。度规是一个张量，选定坐标系后就可表为一个线元，

其中各项的系数就是度规张量在该坐标系的分量。(本书出现的各种线元其实

代表各种度规张量，只因不想讲张量而一直避开度规、使用线元。)在广义相对

论中，时空就是某个背景空间上配以适当的线元(度规) ，所以广义相对论是当

然的度规理论。此外还有许多种度规理论，包括著名的、很有竞争力的布兰斯一

迪克( Brans - Dicke) 理论。(以下简称布一迪理论)。判断哪种引力理论是正确

理论的标准当然是实验。为此需要一个关于引力实验的理论。迪克( Dicke) 从
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20 世纪 60 年代开始从事这种理论的研究，他的开创性工作使人们对等效原理

及其意义的理解逐渐加深，并终于意识到应把等效原理摆在考察引力理论(而

不只是限于广义相对论)的基础这一重要位置上。等效原理可分为三个层次，

即弱等效原理(weak equivalence principle，即 WEP) 、爱因斯坦等效原理(Ein

stein equivalence principle，即 EEP) 和强等效原理(strong equivalence principle ,

即 SEP) ， SEP 与 EEP 的区别在于 :EEP( 及 WEP) 只考虑系统(如电梯)所处的外

引力场而不考虑系统中的物体所激发的自引力场，即在引力上只考虑它们的被

动方面而忽略其主动方面，而 SEP 对主动、被动方面都做考虑，讨论对象是"自

引力系统"，大到恒星内部的自引力，小到卡文迪许实验(测量引力常数 G) 中两

个铅球间的引力都在考虑之列。 EEP 可以看作 SEP 在自引力可忽略情况下的

特例。这三个等效原理的实验检验对选择(淘汰)引力理论有重要意义。任何

引力理论都服从 WEP( 因为有越来越精密的实验证实 WEP，元人愿意创造一个

不服从 WEP 的引力理论) ，但对 EEP 和 SEP 则不然。讨论表明[见 Will

(1 993) , Will ( 2001 ) ] ，如果 EEP 成立，则只有度规理论才可能正确。这就表明，

如果有越来越精密的实验证实 EEP ， jj~ 么非度规理论就将越来越没有立锥之地

(事实上已经如此)。进一步的讨论还表明[见 Will (1993) , Will (2001) ] ，广义

相对论满足 SEP 而所有其他已知的度规理论(包括布-迪理论)都不满足。[可

情这一讨论还不等于完全严格的证明，因此上述结论至今仍被称为猜想( conjec

ture) 。但至少可以肯定地说，除广义相对论外的多数度规理论不满足SEPo ] 所

以，如果有越来越精密的实验证实SEP，那么广义相对论很可能就是唯一正确的

引力理论。可见三个等效原理的实验检验有着非常重要的理论意义，这些实验

正以越来越高的精度在不断进行中(可参阅§8.5 后半部分)。

§ 6.4 潮沙力与测地偏离

上节从牛顿力学推出一个结论:自由下落电梯内的一切力学实验都与远离

星球的惯性飞船内的相应实验结果相同。本节的要旨在于说明，由于地球引力

场的非均匀性(离地心越远引力越弱)，这一结论其实只能近似成立，就是说，电

梯内的一个足够精确的力学实验与惯性飞船中的同样实验的结果并不完全相

同。先用一个理想实验揭示这一问题。

在自由下落电梯内用8 个小球摆成一个圆形花样(圆平面与地面垂直)，如

图 6 -4 左。先用牛顿力学讨论。设球1 ， 2 连线的延长线正好过地球中心，开始

时各球相对静止。由于地球的引力场强在球l 处比球 2 处略大，球 l 的重力加

速度就略大于球2 ，于是两者的距离渐增，站在球l 的立场就会觉得球2 与自己
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渐行渐远O 另一方面，球 3 及 4 与地心的连线与竖直方向略有偏离(但两球的偏

离方向相反) ，于是球 3 ， 4 的距离渐减。一段时间后的整个花样将变成图6 -4

右的卵形。然而，如果无引力地区的惯性飞船内也用8 个小球摆成圆形花样，而

且开始时各球之间相对静止，则球l 不会发现球2 与自己的距离有任何变化，整个

花样一直保持圆形。可见，即使就力学实验而言，电梯与飞船也并非完全等效。

口
B A

口 A B

地面 地面 ① ⑦

图 6 -4 电梯内小球花样

在自由下落中变形

( a) 自转半周前 (b) 自转半周后

图 6 - 5 潮 2夕现象示意图

(地球自转半周前后)

以上是假想实验，但道理与此类似的现象却不难在日常生活中找到，海水的

潮沙现象就是一例。下面是用牛顿力学对这一现象所做的简化分析，旨在突出

本质。潮沙现象的主要起因是月球( "罪魁祸首" ) ，其次才是太阳。忽略太阳的

影响可使问题简化而不影响对实质的理解。地球，作为一个物体，处于月球的引

力场中。假定地球表面被一层海水覆盖，考虑水面上的 A ， B 两点，其连线经过

地心(图 6 -5) 。设某一时刻 A 点离月球最近，则 B 点离月球最远。月球在 A ，

B 两点的引力场强(大小)不同，两点就要相互远离，于是 A ， B 附近的水面向外

鼓起[图 6 -5(a) ]①。随着地球的自转，A 点不再正对月球，水面高度降低。地

球自转半周后，A 点离月球最远[图6 -5(b) ]，水面再度鼓起。这就解释了海水

为什么每天两度涨潮两度退潮。这种"潮沙现象"其实也不限于海水o 对地面

附近自由下落的人(蹦极运动者)来说，头顶和脚底与地心距离不同，也存在着

把人拉长的力(只考虑地球引力场)，不过这种"潮沙力"很小，不会造成任何感

觉。但是，如果你在中子星表面附近自由下落，潮沙力可以大到lO" N(牛顿)的

程度，你将被撕裂而丧生。注:①中子星是一种主要由中子组成的、密度高达水

① 从地球观者看来， A 点鼓起的原因是两个力的合力 :(a) 月球引力， (b) 地球绕地月共同质心做

圆周运动导致的惯性离心力。两力的合力叫生潮力(或起潮力)。
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密度的 10
1

"倍( !)的致密星体，高密度导致表面引力场强的变化率奇大，见小节

7.2.3。②按照估算，人体能经受的临界压力或拉力(屈过此限则人体破裂)约为

107N/m 2

。

以上讨论说明地球和月球引力场中的自由

下落物体都要受到潮沙力。其实潮沙现象是引

力场的普遍性质。应该指出，至此我们一直在

用牛顿引力论，而且已经感觉到引力场的非均

匀性是潮沙现象的根源。既然牛顿引力论是广

义相对论在弱引力场条件下的近似，可以预期，

潮沙现象也应该是广义相对论的一种效应。于

是不免要问:在广义相对论范畴内，潮沙现象的

根源又是什么?

我们早已知道，①根据广义相对论 ， 3 ~fj~ 空阁 6 -6 地球附近自由下落小球

间中测得的引力其实是 4 维时空的弯曲;②自 (存在jj!1J.l也偏离，即潮沙效应)

由质点在弯曲时空中的世界线是该时空的类时测地线。由此可知，图 6 -4 中 8

个自由下落小球的世界线必定是因地球存在而弯曲了的时空中的 8 条类时 i~11J 地

线.图 6 -6 示出其中的两条(图 6 -4 的小球 l 和 2) 。计算发现，由于时空曲率非

军，两线之间的空间距离(即球 l 丰11 2 的距离)会随着时间而加速增大(与牛顿力

学结论一致) ，在广义相对论中称此现象为"测地偏离" (geodesic deviation) ，由一

个方程定量描述(称为测地偏离方程)，该方程左边代表两线距离加速增大的加速

度(称为潮沙加速度)，右边则涉及时空曲率(黎曼张量)。在时空曲率点点为霉的

情况下(平直时空)，方程右边为零，故左边的潮沙加速度也为零，所以平直时空

(亦即无引力场时)不存在湖沙现象。反之，从测地偏离方程可以证明，只要时空

由率非苓，就总可找到这样两个自由下落的相邻质点(两条类时测地线)，它们之

间的潮沙加速度非零。可见，从广义相对论的角度看来，潮沙现象的"罪魁祸首"

(根源)就是时空曲率:当且仅当时空riB率非零时存在i朝沙效应。

特别值得强调的是，虽然自由下落电梯内的观者会感到物体失重(似乎消

除了引力场)，但是电梯内 8 个小球的假想实验表明由引力场导致的潮沙效应

是无法消除的。(因为曲率是绝对的，不因参考系或坐标系的改变而改变，所以

不可能通过选用电梯系来消除潮沙效应0) 从广义相对论的角度看来，选择内由

下?在电梯无非是选择了与电梯观者相应的一个坐标系(称为局域惯性系)，虽然

引力效应在此系中得以表现地消除(感到失重)，但是，时空曲率是个绝对量

C' 硬邦邦"的张量)，是不可能通过任何坐标变换消除的(元人能选择…个坐标

系使得非零张量在该系的全部分量为零)，它通过潮沙效应顽强地表现自己o
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因此，在学习和讲解等效原理的时候，不应忽视(相反地，应该强调)潮沙现象。

爱因斯坦是在 1912 年意识到潮沙力的实质是时空曲率的，尽管他当时的理解还

很不清晰、不准确。毕竟那时广义相对论尚未建立起来。

自由 E /M
落观者

M

电梯 F
落时间

电梯空

间尺度

图 6 -7 电梯观者做实验涉及的时空邻域图6 - 8 一小片球面可用切平面的一小部分代替

小结 牛顿引力论和广义相对论都是关于引力的理论。在这两种理论中

都存在潮沙效应。牛顿引力论认为潮沙效应的根源是引力场的非均匀性;广义

相对论认为潮沙效应的根源是时空曲率。

严格说来，自由下落观者的失重感(感到引力被"消除" )只发生在该观者身

上，只要离开他的世界线就会观察到潮沙现象。偏偏做实验时往往要涉及观者

世界线周围的一个小的时空区域(例如图 6 一 7) ，于是"失重"问题就变得不那

么简单。幸好时空曲率的效应只有在足够大的时空范围内才会有所显示(被实

验测出) ，只要实验涉及的时空区域足够小(对电梯而言，只要其空间尺度及下

落时间足够小) ，实验结果便与平直时空的相应实验近似地不可区分。这同以

下的简单例子类似 :2 维球面上每点的曲率张量都不为零，但若只关心某点附近

一小片球面6.S 的情况，就不妨用该点的切平面的一小部分6.S近似代替(见图

6 - 8) 。例如，为测定地球两条经线在北极的夹角，不妨把每条经线的一小段看

作直线。在任意弯曲时空中，如果只关心某个时空点的一个足够小的邻域，就可

近似使用狭义相对论物理定律。这也可看作是等效原理的某种提法。

[选读 6 -1]

甲 我对均匀引力场一直存在一个问题。一方面，根据牛顿引力论，均匀引

力场不存在湖沙效应;另一方面，广义相对论认为只要有引力就有时空曲卒，根

据正文的讲法，就必定有潮沙效应。于是我要问:均匀引力场中到底有没有湖沙
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效应?

z. ..均匀引力场"一词在牛顿引力论中意义明确(引力场强为常矢量) ，但

在广义相对论中尚未定义。只有先下定义方可讨论你的问题。

甲 想来想去，我觉得比较合理的定义是:如采任意两个自由下落的相邻质

点之间都没有湖沙加速度，所在的引力场就称为均匀引力场。

乙 但是，按照这一定义，广义相对论中根本就不存在均匀引力场，因为有

引力场就有时空曲卒，就必然有潮沙效应。

甲 然而在牛顿引力论中是有均匀引力场的。例如，我们熟知均匀带电无

限平面两侧有均匀静电场，由牛顿万有引力定律与库仑定律的形式相似性可知

有均匀质量密度的元限平面两侧应有均匀引力场。难道广义相对论不认为这是

均匀引力场吗?

乙 按照你刚才下的定义，它当然不是均匀引力场。事实上，这个例子在广

义相对论中是这样一个时空，其几何由一个称为 Taub 线元的弯曲线元描述，线

元，在有均匀质量密度的无限平面上存在奇性[见梁灿彬，用彬( 2006) § 8. 6 ]。

完全可以从这一线元出发用计算证明它有潮沙效应。[选读 6 -1 完]

§ 6.5 爱因斯坦场方程

牛顿力学认为引力场由物质分布产生，由引力势φ 描述，它与物质的质量

密度 ρ 的联系体现在泊松方程

v2φ =4τρ(6-5-1)

之中。广义相对论对引力的看法虽然与牛顿力学很不相同，但同样认为引力由

物质分布产生。既然引力是时空弯曲的体现，就应该存在一个把时空曲率与物

质分布联系起来的关系式。爱因斯坦经过几年努力，终于找到这一公式，后来称

为爱因斯坦场方程(是广义相对论的另一重要假设)，是一个相当复杂的张量方

程。由于本书不讲张量，此处只能把这一方程半定性地表为

爱因斯坦张量=8τ ×物质的能量、动量密度及应力张量。(6-5-2)

其中"爱因斯坦张量"是由黎曼张量派生出来的张量，也反映时空的弯曲情况。

上式表明，不但物质场的能量密度，而且它的动量密度以及应力张量也对时空弯

曲(因而对引力场)提供贡献。

首先可以提出这样一个问题:平直时空的曲率(黎曼张量)点点为零，导致

爱因斯坦张量为零，于是方程(6 -5 -2)意味着物质的能量、动量密度及应力张

量都为零，也就是根本不存在物质。然而，平直时空是狭义相对论的背景时空.

难道狭义相对论根本不涉及物质?物理学是研究物质运动(演化)规律的学问.
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没有物质还有物理吗?这个表面上的矛盾是由物理学中的近似处理方式带来

的。实际上，狭义相对论研究各种物体和场的运动及其相互作用，单单忽略它们

之间的引力作用，亦即忽略所有这些物质产生的引力场。如果引力不能忽略，时

空就不平直，就超出了狭义相对论的范畴，就必须使用广义相对论。我们生活在

一个充满物质的宇宙中，整个宇宙(看作一个无所不包的最大的A 维时空)或其

中任一部分都是弯曲时空。只当我们所关心的是远离各大星体(因而引力场足

够弱)的区域时才可以近似地使用狭义相对论。可见，虽然狭义相对论本身在

理论上非常严密准确，它也不过是一个理论模型，一旦用于客体就必然出现近似

性 O 不是理论本身有近似性，而是这一理论只近似地适用于所涉及的客体。

根据"线元决定几何"的提法(见§2. 1) ，时空的所有几何性质(包括黎曼张

量和爱因斯坦张量)都由该时空的线元决定。所谓求解爱因斯坦方程，其实就

是要找到某一线元，使得由它决定的爱因斯坦张量正好等于方程(6-5-2)右

边的张量。

虽然我们生活在无所不包的宇宙时空中，但往往只关心其中的某一局部时

空区域o 如果区域中没有任何物质(真空区域)，爱因斯坦方程(6-5-2)的右

边就等于零，方程就简化为

爱因斯坦张量=0 0 (6 -5 -3)

[请注意爱因斯坦张量为零不意味着黎曼张量为零。]上式称为真空爱因斯坦方

程。例如，天文学家常常关心某一恒星(尤其是太阳)周围的情况。由于其他天

体与该恒星(记作H)相距甚远，通常可以采用孤立体系模型，即认为除此恒星

外一元所有 恒星 H 是真空中的孤立物体。从广义相对论的角度说，应该关

心由该恒星的物质分布造成的星外真空区域的时空弯曲情况。定量地说，就是

希望求解爱因斯坦方程以得到星外时空的线元表达式O 取定坐标系后，张量方

程就等价于一组分量方程，构成关于待求量(时空线元)的偏微分方程组，如能

求解，便可得到待求线元。然而这是一个高度非线性的偏微分方程组(可被列

为宇宙中的极端非线性现象之一)，求解通常非常困难o 幸好物理学家有自己

的高招:充分利用物理问题本身的各种对称性。外部时空的弯曲是由恒星造成

的，恒星自身的对称性也就决定了外部时空线元的对称性。我们所关心的恒星

有两个对称性:①球对称性;②静态性，是指恒星(在很长的时间内)的恒定不变

性①。这两者就导致外部时空线元既有球对称性又有静态性(通俗地说，线元的

① 恒星是靠内部烧氢变氮的核聚变反应维持自身的稳定性的。核燃料总有用完的一天，那[J，t恒星

将在自身引力作用下出现剧烈的坷缩(详见第7 章)。但是现在关心的只是恒星在其(很伏的)稳定期内

的情况，故言有的?态性。
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静态性就是其各项的系数不随时间而变①)。利用线元的这两个对称性可使真

空爱因斯坦方程(6 ← 5 - 3) 大为简化。史瓦西( Schwarzschild) 在爱因斯坦方程

发表后不到一个月就求得了这个解，其线元在"球坐标系" it , r. 0 ， 圳的表达式

为

一 I. 2M\.. I. 2M\ -I • •
d/ = - r 1 - ~ Idt' + I 1 - ~1 dr! + r" (dfl + si刊dψ!) ,

(6 -5 -4)

其中 M 是常数，代表恒星的质量。后人称上式为史瓦西真空解(Schwarzschild

acuum solution) ，称史瓦西所用的坐标系It. r , 0 ， ψ| 为史瓦西坐标系。上式是

史瓦西真空解在几何单位制的表达式。几何单位制在涉及引力时除了令 c=l

外还令引力常数 G = I ，于是公式大为简化。史瓦西真空解在国际单位制的表达

式则要复杂得多，见式 (8-1-1') 。

当 M =0 时，上式归结为

ds 2 = _dt2 +dr2 +r2 (d02
+sin20d~2) ， (6 -5 -5)

这无非是闵氏线元在球坐标系It ， r. 0 ， 圳的表达式。这是很自然的，因为M=

O 意味着恒星根本不存在，时空当然平直。

史瓦西是20 世纪最有名的德国天体物理学家之一。爱因斯坦方程发表时

( 1915 年 II 月)正值第一次世界大战，那时史瓦西正在对俄战争前线的德军服

役.他是一名志愿入伍的爱国者。当他在《普鲁士科学院会议报告》中读到爱因

斯坦的广义相对论时，寻求爱因斯坦方程解的强烈欲望使他在几天之内就求得

了静态球对称真空解(即史瓦西真空解)。爱因斯坦收到史瓦西的论文时大喜

过望，回信说"我设有颈抖到能得出方程筒精确解②，￡吉、对河趣的解析处理令我

极必尚念。 "1916 年 1 月 13 日，爱因斯坦代表史瓦西在柏林普鲁士科学院的会

议上作了报告。虽然物理学家对这个解很重视，但是连史瓦西和爱因斯坦都没

想到它还包含了描述黑洞的重要内容(见第 7 和第 8 章)。

史瓦西真空解只是真空爱因斯坦方程众多的精确解之一，但至今仍不失为

爱|到斯坦方程很重要的一个解。如果所关心的时空区域存在物质场(非真空) •

时宅线元就应是有源爱因斯坦方程[式 (6-5-2)J 的解。这种方程的求解更为

复杂。史瓦西在求得真空解后仍不满足，他还想知道恒星内部时空的弯曲情况 o

为了便于求解，他只考虑星体内部密度 ρ 为常数(均匀密度星)这-最简单情

况。这虽然不是一个很好的恒星模型，但仍不失为压强不太大的小恒星的-级

、!.J ，'i'P;fsj性的定义见选议: 7 - I

主J 业'I n.t (I~ 爱因斯!O. i韭 Ii程的一个近似解(在弱 11 )}场近似下的解)也没 {i求得过
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近似。史瓦西求得了均匀密度星内部的线元表达式[详见梁灿彬，周彬 (2006 )

P. 326 ]，现在称为史瓦西内解。在爱因斯坦向科学院报告了史瓦西真空解的短

短几周之后，他又向科学院报告了史瓦西的第二篇论文，即史瓦西内解。非常不

幸的是，史瓦西在寻求他的真空解的同时已经身患不治之症天胞疮。他不久便

被送回国内，并于 1916 年 5 月英年早逝。 6 月 19 日，爱因斯坦悲痛地向科学院

报告了史瓦西因病辞世的噩耗。

史瓦西的全名是卡尔·史瓦西，其子马丁·史瓦西在父亲去世时年仅四岁，

后来也成为天文学家， 1955 年同霍伊尔合作发表的重要论文首次算出普通恒星

如何演化为红巨星(见小节 7.2. 1)。

爱因斯坦方程的高度非线性给求解以及整个广义相对论研究带来许多困

难。在大多数情况下引力场很弱，可用近似处理手法把爱因斯坦方程变为线性

方程，从而使问题大为简化。在 4 维语言中，弱引力场意味着时空线元 d/ 接近

闵氏线元(d/ )间，可以表为 ( ds
2

) r~J 11日上一个"很小"的微扰线元 ( ds
2
)惧，即

d/ = (d/) 阳I + (d/) 桶， (6-5-6)

微扰线元( ds 2
) 恼与闵氏线元 ( ds 2

)间相较是如此之小，以至于它的 2 阶和高阶项

都可忽略。在此基础上，经过一番计算就可求得爱因斯坦方程 (6-5-2) 的线

性近似表达式，称为线性爱因斯坦方程，它可以看作是关于待求线元 ( ds 2
)琐的

线性的偏微分方程组。这一线性化使得求解和讨论都简单得多。进一步说，如

果问题所涉及的物质运动的速率都很小于光速(因而满足弱场低速条件) ，从线

性爱因斯坦方程出发还可推出两个简单的方程，第一个(在实质上)就是牛顿引

力论的泊松方程(6-5-1) ，第二个则是自由质点的加速度表达式

a = -\7 φ ， (6-5-7)

而这正是牛顿引力论中自由质点的运动方程(右边无非是该质点单位质量所受

的引力)。上述结果表明牛顿引力论可以看作广义相对论的弱场低速近似。读

者至此是不是倍感欣慰?试想，假若广义相对论在弱场低速条件下与牛顿引力

论竟然还有比较明显的岐离，它还能站得住脚吗?须知在弱场低速情况下牛顿

引力论几乎是l忧无不胜、攻无不克的!事实上，用广义相对论进行的计算通常都

很复杂，"杀鸡焉用牛刀"，在满足弱场低速条件时完全可以放心使用牛顿引力

论。太阳系内的引力场对于我们关心的绝大多数问题都是足够弱的，牛顿引力

论仍然大有用武之地。[不过，太阳系中也有少数天文观测数据与牛顿引力论

的理论结果不完全吻合(例如水星近日点的进动和星光在太阳附近的偏转)，但

使用广义相对论就能得到与观测非常吻合的结论(详见§8. 4 和 §8.5)Jo 反

之，黑洞附近的引力场则强得离奇(见§7.3 、§ 7.5 及§ 8. 9) ，这时就非用广义

相对论不可。
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§ 7.1 引力是天体物理学的主角

我们生活在太阳系，其主要成分是太阳和八大行星①。太阳只是一颗非常

普通的恒星。由于万有引力，宇宙中的恒星存在着"结团"现象:这里聚集着一

大堆恒星，那里也有一大堆恒星。由十颗以上的恒星组成的、被引力束缚在-起

的恒星群叫做一个星团(star cluster) ;由数十亿至数千亿颗恒星(连同星际气体

和尘埃)组成的系统则称为星系(galaxy)。太阳系所在的星系就是银河系

( Milky Way) ，它包含大约一千亿颗恒星。其他星系一律称为河外星系。

站在地球上仰望星空，看到的星星好像离我们都一样远，就像镶嵌在一个球

形天幕上的宝石。这个球面(球形天幕)就叫做天球o 天体在天球上的位置只

反映它们的方向(角位置)，不反映它们与地球的距离。为了便于认星，人们按

恒星在天球上的分布划成若干区域，每个区域称为一个星座。用线条连接向一

星座内的亮星，形成图形，便可据此给星座命名，例如金牛座、天鹅座和天蝠座

等。由此可知星座与星系是非常不同的概念:星系中的恒星从天文尺度来看相

当靠近(一个星系所占的空间尺度在几千至几十万光年之间)，而位于同一星座

的两颗恒星的距离却可以很远，只不过它们在天球上的投影互相挨近而已。

天文学还有一个术语叫星云，是指银河系中在太阳系以外一切非恒星状的

气体尘埃云。后来发现某些被称作星云的对象其实是星系。

浩瀚元垠的宇宙含有无数的微观粒子，粒子之间存在着相互作用(力)。基

本的相互作用力只有四种，即电磁力、万有引力、强相互作用力和弱相互作用力。

强力和弱力的作用范围("力程")很小，大约在小于 to -15 m 的距离内才会有所

显示。反之，电磁力和引力的力程则是无限大。四种力的强度大小不一，差别悬

殊 o 表 7 一 l 给出了这四种力的相对强度(以引力的强度为I )和力程②。

① 还包J，Ji f千行 ~I~ 的卫星、小行庄、彗星、流星体和行星际物质。

② 不同文献给出的强度和j1程不尽相同.这是因为比较方法不同、而U 这两个概念只在某种相当

复杂的现论框架内才有意义.1而理论的研究仍在不断进展中。表7 - I 的数据取自互联网上的统搭百科

(Wikipedia)
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表 7 -1 四种基本相互作用力的比较
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力 相对强度 力程

强力 0" 10 -15 m

电磁力 1036
。。

弱力 1025 10- 18
01

引力 。。

由于强力和弱力的力程是如此之短，在宏观现象中起作用的几乎只有电磁

力和引力。电磁力在强度上是引力的10
36

倍(一万亿亿亿亿倍) ，但并非处处都

占上风。事实上，只有引力才是天体物理学(乃至于宇宙演化)的主角o 关键在

于电荷有正负两种，同性相斥而异性相吸，如果物体所含的正、负电荷绝对值相

等，它在电场中就不受力。天体虽然由无数带点粒子(质子和电子)组成，但通

常天体的净电荷数甚小，所以天体之间的电磁力小得可怜。反之，引力只吸不

斥，"团结就是力量"，其效应变得相当可观。这正是引力在天体物理学中充当

主角的根本原因。在本章中我们处处都要同引力打交道。

先不说恒星这样大的天体，就以地球来说，引力的重要性也是尽人皆知的。

你之所以不敢从五楼跳出窗外，不就是因为你知道引力的厉害吗?不过，在地球

的内部，电磁力也起着非常重要的作用。为了帮助理解，先讲一个简例。放在桌

面上的书受到地球的引力而不往下掉(没有向下的加速度)，是因为它被桌面阻

挡。从力的角度来说，就是因为书所受的引力被桌面的支撑力所平衡。若问这

个支撑力的来源，就要谈到电磁力。书和桌子都由原子组成，原子的外层是电

子。不妨认为书的下侧和桌面各有一个电子薄层，书由于受到地球引力而倾向

于向下运动，当两个电子薄层足够靠近时，两者之间相斥的电力就表现为支撑

力。其实，把原子(以及分子)结合在一起的所谓化学力也是电力的表现。把地

球表面的一层看作刚才的那本书，其他部分看作桌子，该表面层所受到的(来自

地球的)引力遭到了电磁力的抵抗，于是就保持平衡。粗略地说，行星的稳定就

是靠电磁力顶住了引力而得以维系的。质量越大的星体引力越强，靠电磁力维

持平衡就越不容易。当质量大到太阳(恒星)质量的数量级时，情况就根本不

同。恒星与行星的区别不仅在于质量，而且在于恒星会发出炽热的光芒，而且

"质量大"和"会发光"是相辅相成的。历史上的天文学家一直在思考恒星发光

的机制和能源，曾经出现过若干不正确的猜想。1920 年，英国著名的物理和天

文学家爱丁顿( Eddington)首次提出恒星的能源来自核聚变的正确想法，并为此
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与金斯爵士进行过一场旷日持久的辩论。

§ 7. 2 恒星演化

黑洞是广义相对论和近代天体物理学的一个非常重要、非常诱人的词汇。

要了解黑洞的形成，应该具备一些恒星演化的知识。本节介绍球对称恒星的演

化过程。当密度不十分高时，引力场不十分强，牛顿引力论近似适用。广义相对

论只在演化的最后期间才是不可或缺的。

7.2.1 恒星的形成 红巨星

顾名思义，"恒星"一词使人觉得它是永恒不变的。但是，恒星也像人一样

要经历生、老、病、死各个阶段，只不过时间尺度长得多而已。恒星的前身是一大

堆密度略有不匀的气体，主要是氢。密度较大处有较强引力，吸引来更多气体，

逐渐形成一个球状气团。由于球对称性，气团中每一薄球层内的每一体元所受

的来自气团的引力都指向球，心(图7 - I ) ，所以整个气团就在自身引力作用下收

缩(各层都缩) ，简称引力收缩 (gravitational contraction) 。收缩过程实质上是引

力势能转化为热能的过程，于是气团温度越来越高。温度的分布是从球心到球

面逐渐下降的。由于压强随温度增高而增大①，任一薄球层内壁的压强都大于

外壁的压强(见图 7 - 2) ，因此内外壁所受的压力之差向外，形成对引力的一种

抗衡作用。看来当温度足够高(因而压强差足够大)时有可能遏制收缩。然而

在没有能源的情况下这是不可能的:由于气团温度比周围高，它不断向外辐射能

量。如果收缩竟然停止，温度(因而压强差)就要下降，薄球层内外壁的压力差

也就抗衡不了引力。从能量角度来看它也必须不断收缩，以使引力势能的一部

分可以不断转化为辐射出去的能量。经过长时间的缓慢收缩，气团中心附近区

域(称为中心球或星核)的温度和密度终于高到足以点燃热核反应的程度一一一

中心球内的氢原子核(质子)经热核聚变而成氮原子核(与氢弹的反应相同②)。

核聚变释放的核能使气团内部的高温得以维持，相应的压力差也就足以抗衡住

引力，气团就不再收缩而达到平衡，从此就成为一颗恒星(star) 。事实上，所有

(普通)恒星都是依靠烧氢变氨来抗衡引力的，其中心球可以视为一颗超巨型的

① 经典政!想气体的!它到i公式为 p = 1/町，其中 p 是压强 ， T 是热力学 ilfil 度，" 是粒子的数密度 ， k 娃破

J，~兹处?且'敛。

② 原子弹爆炸靠的是核裂变(较重的核分裂为较轻的核);氢弹爆炸靠的是核聚变(较轻核聚合为

较重核) 0
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炸弹。太阳只是恒星的一个普通例子，它已在这种稳定状态中度过了大约50

亿年。

图 7 -I 气团各体元受到的自引力都指向球心

图 7 -2 薄球层内外壁压力之差是外向的

然而中心球内部的氢总有烧完的一天，烧完后的命运又将如何?估算表明，

太阳中心球内的氢大约还能再烧50 亿年，所以太阳正值它的"中年"阶段。想

一想，50 亿年!从实用角度来说，我们大可不必"祀人忧天"。然而，从理论上我

们当然非常关心太阳(以及其他恒星)在中心球内部的氢燃烧殆尽之后的命运。

大致地说，这时的中心球已变成一个氨球，但周围还有一个薄层正在烧氢变氮，

薄层以外由于温度不够而仍然是氢，星体内部的情形可由图7 - 3 粗略表示。当

中心球的温度尚不足以点燃氮的核聚变时，情况与先前(当中心球温度尚未达

到点燃氢时)的情况类似:氨球在引力作用下收缩，同时变热。这又加剧周围薄

层的氢燃烧，从而导致星球外部物质的膨胀和冷却，最终变成一颗红巨星( red

giant)o"红.，是由于表面温度降低，"巨"则因膨胀得名o 红巨星的表面温度虽

然很低，但因为有巨大的体积，所以显得很亮，肉眼所见的最亮的星中就有不少
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红巨星。可见，太阳在大约 50 亿年后将逐渐变成一颗红巨星，八大行星中最靠

近太阳的水星和金星都将被"吃"进去，地球("老三" )的海洋将被煮沸，继而整

个地球也将被膨胀到最大半径的太阳所吞没并烧焦，但其残骸仍将绕日公转。

H•

图 7 -3 中心球内部氢烧完后的略况(不按比例)

讨论红巨星时要分清中心球及其外部。随着中心球(氨球)的收缩和变热，

球内的某个(较小的)中心球的高温足以点燃氮的核聚变一一烧氮变碳(及氧),

直到烧成碳-氧中心球时核反应再度停止，中心球再度在引力作用下收缩。另

一方面，中心球外部的烧氢范围逐渐外延至外壳，外部物质不断脉动式地脱落，

整个星球最终只留下一个碳-氧中心球。

7.2.2 自矮星

现在的问题是:这个碳-氧中心球还会进一步演化吗?恒星的晚年命运因

其质量而异。对于质量不很大的恒星(包括太阳)，引力不够强，中心球的引力

收缩不能提供足够温度使碳和氧发生核聚变，靠原子核能维持平衡就不再可能。

还有没有什么力量足以抗衡引力?在经典物理学中找不到这样的力量(无法造

成足够的外向压力以抵消内向的引力)。按照经典物理学，要有高压就必须有

高温(不妨称之为"热压强") ，由于星体不断辐射(损失)能量，除核反应外没有

任何机制可以提供能量以维持高温(没有能掠)。然而，根据量子物理学，即使

在绝对零度时也可能存在可观的压强。由于高温，中心球内的原子早就处于电

离状态，里面存在大量电子，它们的行为很像理想气体(称为"电子气" )。在经

典物理学中，电子的平均功能与温度 T 成正比①，故 T =0 时平均动能为零，电子

住处于能量为零的状态。然而，根据量子物理学，电子服从"泡利不相容原理"

① 平均功能等于 3kT/2. 其中 k 为破耳兹虽常数。
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很粗略地说，当它们被挤得太紧时就有向外扩张的趋势，相应于某种外向压强，

称为电子简并压 (degenerate pressure) ，它不是一种热压强("完全简并电子气"

指的就是绝对零度下的电子气)，不妨称之为"冷压强"。简并压在普通密度下

微不足道，但在密度很高的中心球内部却有可能与引力抗衡。质量较小的中心

球内部引力较小，简并压足以抵消引力，遏止收缩，使中心球成为一个永不收缩

的、稳定的星体，称为自矮星(wh由 dwarf) 0 "矮"是因为比普通恒星小得多，

"白"则因表面温度很高(达到白热化)而得名。恒星一旦演化成自矮星，就不再

有任何重要的演化过程，可以说已经死亡(尸体就是白矮星) ，只因温度高于外

界而继续向外辐射能量。由于没有能源，辐射导致温度下降，直至温度低到不再

辐射，最终只能变成一颗黑矮星。

人类观测到的第一颗白矮星称为天狼 B 星。天狼星(现在叫做天狼 A 星)

是夜空中最亮的恒星。德国天文学家贝塞尔( Bessel) 从 1834 年起对天狼星进

行观测，发现其运动轨迹与众不同。大多数恒星在天球上的轨迹都是一个大圆

弧，但天狼星却在大圆弧上叠加上一个微小的波浪形，说明其运动受到周期性的

干扰 O 贝塞尔认定这种干扰只能起因于引力，而且能够提供如此巨大引力的物

体只能是附近的一个星球，一个与天狼星为伴的"伴星"。然而这是一个黑暗的

伙伴，尽管贝塞尔付出了异乎寻常的努力，至死仍未看见这颗伴星(现在我们知

道这是因为它太小的缘故) 0 28 年后的 1862 年，美国天文学家兼望远镜制造匠

克拉克( Clarke) 在测试自己刚造好的优质高倍望远镜时发现天狼星附近有一个

很暗的亮点，后来肯定这就是贝塞尔当年预言而看不见的伴星，于是"黑暗的伙

伴"升格为"昏暗的伙伴"。从此，天文学家才认识到天狼星其实是由两颗子星

组成的一个双星系(两者互为伴星，围绕着它们的共同质心转动) ，并把其中明

亮的和亮度低得多的两颗子星分别称为天狼 A 星和天狼 B 星 O 后来知道天狼

B 星就是一颗自矮星，其质量为 O.85MG (MG 代表太阳质量 ) ，而体积比地球还

小，所以密度异乎寻常地高，约为水的密度的 6 X 10
4

倍。

英国著名物理和天文学家爱丁顿 ( Eddington) 在他 1926 年出版的《恒星的

内部结构》一书中写道"台矮星可能很多，我， -rtJ 只是有限他知道 3 个，它有J 4q!窝

太阳很攻……其中最著名伪是又狼星的伴星。"书中还介绍了利用望远镜观测

结果估算天狼 B 星的质量和周长的方法。利用质量和周长便可求得密度，发现

天狼 B 星的密度大得惊人(大到当时的天文学家认为荒谬的地步) ，但却是必须

承认的事实 O 爱丁顿的书也介绍了恒星内部热核反应所保持的高温高压足以抗

衡引力，这种高压就是与高温相应的热压强。但是，内部没有核聚变的星体(例

如白矮星)辐射出去的能量得不到补充，温度和压强不断降低，无法抗衡引力，

又怎么能够稳定? (而臼矮星却是稳定的! )当时的天文学家尚未认识到除了热
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压强之外还有由纯量子起因的冷压强(简并压)，所以爱丁顿无法解释自矮星的

平衡机制，在书中表现出了困惑。虽然难以解释，但是自矮星的存在却是观测事

实。而且，爱丁顿以及当时几乎所有天文学家和物理学家(包括爱因斯坦)都默

默地持有一个信念，认为所有恒星在核燃料耗尽后的最终归宿只能是白矮星，而

不是其他更加难以想象的"怪物"。特别是，他们非常不愿意相信某些恒星由于

不断收缩而最终缩为一点(密度、温度都无限大的点)这样一种离奇的结果。当

然，今天我们早已知道他们的想法是不对的，恒星演化的最终产物("尸体" )不

但可以是臼矮星，还可以是中子星，甚至黑洞，详见后面的介绍。

最先想到在白矮星中抗衡引力的力可能来自简并压的人是英国物理学家否

勒( Fowler) ，他在 1926 年底发表的文章中提出了这一观点。这就从根本上克服

了爱丁顿的困惑。然而否勒并未就简并压与引力平衡的细节做过探讨和计算。

卓有成效的、千古流芳的计算是印度天体物理学家钱德拉塞卡(Chandrasekhar)

在 19 岁时做出的。钱氏 1910 年生于印度的一个中产阶级家庭，从小就有神童

的美誉。读大学时由于出类拔萃而获得政府为他赴英深造的特设奖学金。那时

他心目中的偶像是爱丁顿和否勒。 1930 年， 19 岁的钱氏登上了赴英的轮船，脑

子里充斥着爱丁顿书中表达的困惑和否勒用简井压的解决方案。他确信只有电

子简井压才有可能充当白矮星内抗衡引力的压强。利用船上的 18 天航行时间，

钱氏对于电子简井压与引力的消长情况以及白矮星内部结构的细节做了详细计

算，得到一个令人吃惊的结论:只当恒星中心球的质量 M 小于太阳质量 M0 的

1. 4 倍时，即只当 M < 1. 4M 0 时，引力才可能被电子简并压平衡，中心球才成为

一颗臼矮星。质量大于1.4M。的任何中心球都不能以白矮星为演化的归宿，它

们将在引力作用下继续收缩下去。至于其最终产物，当时的钱氏当然也不得而

知。后来人们把1.4M。称为钱氏质量上限(Cωhand由ra臼sekha】lar川liTπfir

推导思思、想和过程见梁灿彬、周彬(ο20∞06的)选读 9 -3 -3 0。

钱氏在船上把他的研究结果写成两篇文章(第二篇是关于自矮星质量上限

的计算 ) ，到英国剑桥大学后就交给了否勒教授。否勒只同意发表第一篇。由

于对结果感到迷惑不解，他不同意发表第二篇论文。钱氏只好将它改投美国的

《天体物理学杂志) ，一年后被发表，可惜没有引起天文学界的注意。剑桥大学

的爱丁顿一直注视着钱氏的研究进展，但从不明确表态。 1935 年，在爱丁顿的

安排下，钱氏终于有机会在英国皇家天文学会报告自己的工作。在他结束报告

并且特别强调了他的白矮星质量上限后，主席请爱丁顿讲话。爱丁顿出其不意

地指出，如果钱氏的质量上限果真存在，那些质量足够大的恒星在核燃料用尽后

就不会像太阳那样平静地死亡，它们将不断收缩，其结果将不堪设想(缩为一

点?!)。他严厉地当众宣称钱氏的计算和结果全盘皆锚，甚至还将钱氏的讲稿
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撕成两半。由于相信(甚至迷信)爱丁顿的权威，与会者都以为钱氏真的犯了一

个严重错误。这个突如其来的打击不但给钱氏的心灵造成巨大伤害，而且断送

了他在英国发展的前途，使他无法在英国谋得任何合适的职位。他只好暂时不

再发表白矮星方面的工作，把注意力转移到其他研究领域，后来陆续取得出色成

果，终于成为天体物理学中涉猎甚广的大师。爱丁顿的打击也许正是造就这位

大师的诱因。 1937 年，他受到芝加哥大学叶凯士天文台的聘任赴美工作，直至

1983 年荣获(迟到的)诺贝尔物理学奖以及1995 年与世长辞。

爱丁顿是 20 世纪初期的英国杰出天文学家和物理学家，科研成果丰硕卓

著。他是第一个坚信恒星的能师、是核能的人。广义相对论面世时适逢第一次世

界大战，德英两国又是交战国，但爱丁顿还是很快就弄到了爱因斯坦的论文，读

后欣赏有加，成为第一个用英语宣讲广义相对论的人。战后的1919 年，为了验

证爱因斯坦关于恒星发到地球的光线会受太阳引力偏转的预言，他带队到巴西

进行日全食观测，取得了支持爱因斯坦预言的证据(详见小节8.5. 1 和 8.5.3) 。

他与爱因斯坦结下了深厚的情谊。传说在他带队观测日食后不久，有记者向他

提问..听说当今世界只有三个人懂得相对论，对吗?"他沉思后反问道..那第三

个人是谁?"总之，爱丁顿是一个智商超群又极度自信的伟大科学家，但是，不得

不说他对钱氏质量上限的武断否定是他在学术生涯中犯下的一个严重错误。

7.2.3 中子星

既然白矮星有个质量上限1. 4M 0 ，自然要问:如果中心球的质量大于

I. 4M 0 ，情况又如何?我们从小节 7.2.2 的末段出发继续讨论。对于质量不很

大(大约在 8M。以下)的恒星，由于演化过程会丢失大量物质，其碳-氧中心球

的质量将小于钱氏上限 1. 4M 0 ，最终成为自矮星(恒星死亡后的尸体)。但是，

如果碳一氧中心球的质量大于I. 4M 0 ，由引力收缩所导致的高温足以点燃碳的

核聚变(烧碳变氛等) ，释放出的核能所维持的高温高压足以再次抗衡住引力，

中心球得以再度平衡。由于温度越高的核聚变反应越快，这个中心球的碳将很

快耗尽，于是再次出现引力收缩。以后还会儿度重复如下的循环:

"收缩一核聚变一中心球形成一收缩"，

其中每个中心球内都含有前一个(较大的)中心球内所不含有的元素(的原子

核)。仿照图 7 - 3[那里把星体分为三"层" (三个区域)]，不难理解现在的星体

被分成许多层，形成所谓的"洋葱头结构"，粗略地如图 7 -4 所示。请特别注意

最里面的一"层" (最小的中心球) ，其主要成分是铁，所以称为中心铁球。这是

密度甚高的气态铁球(而且高度电离化) ，与常人脑子里的普通密度的固态铁球

非常不同。铁核是结合得最紧的原子核(核子的平均结合能最大) ，不可能因核
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图 7 -4 中子星形成前的"洋葱、头

结构(不按比例)..。温度和密度越

近中心越高。

聚变而放能。所以，一旦烧成中心铁球后，球内核燃料就告用光。刚开始形成

时，铁球内的电子简并压尚可抗衡引力，但质量一旦超过1.4M。就会突然剧烈

收缩，其猛烈程度根本无法用通常语言形容，只能称之为引力明缩(gravitational

collapse) ，其温度在 1/10 秒内竟能猛增至50 亿摄氏度!这种甚高密度导致很

强的引力，所以从这一阶段开始必须用广义相对论代替牛顿引力论，结果是:为

达到平衡所需的中心压强更大，因此平

衡更难实现。在如此高温高密下，铁球

内的光子有异常高的能量，足以将铁原

子核打碎成中子和质子("光分裂" ) ，而

质子又将同电子结合而成中子①，于是中

子充满了整个中心球。这一过程称为

"中子化"。中子和电子一样也服从泡利

不相容原理，一样也有简并压。只要中

心球质量不太大，中子简并压也能抗衡

引力而永碟平衡。这种依靠中子简并压

支撑的稳定星体称为中子星( neutron

star) 。与自矮星类似，中子星也可看作

恒星死亡后的尸体。中子星内的密度高

达水的密度的 10
14

倍 ( ! ! ! ) ，等于原子核内的密度，因此不妨认为中子星是一个

超巨型的"原子核"。物理学家对于如此高密下的原子核的行为(因而对中子星

的状态方程)的了解还很不确切，这给中子星质量上限的估算带来不确定性。

不同文献给出不同结果，只能大致说中子星的质量上限约为 2Mo ( 或说介于

1. 5Mo - 3M。之间)。中子星比白矮星还要小得多，典型的中子星半径只有 10

km 的量级，而白矮星的半径约在 3 千至 2 万公里之间。中子星是一种非常特别

和复杂的天体，它有各种极端(超常)的表现:高达核密度的密度、异乎寻常的强

磁场(高达 10
8
特斯拉)、甚高速的旋转(频率从 I Hz 至 I 000 Hz) 、离光速不远

的高声速、超流的内部……人们至今还难于对它了解得非常透彻。

中子星的第一个理论模型是奥本海默( Oppenheimer) 和他的学生沃尔科夫

( Volkoff)于 1939 年发表的②。由于文章没有给出可观测的物理效应，长期以来

① 同时放出中微子( neutrino) 。

② 苏联杰出的理论物理学家朗迫于 1938 年 2 月受政治迫害被捕入狱。被捕前不久他写 r一衍文

章.认为恒星内可能存在.，中子核..被《自然》杂志于 1938 年 2 月发表。奥本海默曾经认真研读过这一文

章并受到重要启发。
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被天文学家束之高阁，无人问津。当时正值第二次世界大战，文章发表后不久，

珍珠港事件爆发，美国对日宣战，奥本海默本人也忙于研制原子弹而无暇顾及天

体物理学。(他是美国研制原子弹的曼哈顿工程的领导人，享有原子弹之父的

称号 a )对中子星的研究阴差阳错地被冷落了 28 年，直到 1967 年才因为某种偶

然发现而成为重要的研究课题(详见下一小节)①。奥本海默在二战后任美国原

子能委员会的首席顾问，他为防止核扩散和停止美苏军备竞赛而向美国政治家

大胆直言， 1954 年(当时美国盛行麦卡锡主义)在受到关于秘密工作人员的忠诚

调查后被撤职，继续进行研究、写作和授课(他是个讲课极其出色的教员)。大

约十年之后，美国总统肯尼迪对他授予费米奖金，以示给他恢复政治名誉。

7.2.4 起新星

恒星的晚期拥缩还会出现戏剧性的一幕:在中子星即将形成的瞬间，整个星

体的非中子化外层在引力作用下以极高的速率落到中子化中心球的表面，遇到

一堵由中子简井压支撑着的坚硬的"墙壁"，巨大的能量被迫反向释放，使外层

物质向外反弹，形成威力无比的冲击波，整个外层向四面八方爆炸出去，放出的

大量光子使得星体的光度陡增至数十亿倍之多(可以比它所在的整个星系还

亮)②，这一壮观称为超新星爆发(supernova explosion)。不妨形象地说超新星爆

发是宇宙中最为壮丽辉煌的"焰火秀"。顾名思义，"超新星"似乎代表一个新生

婴儿的诞生，但只要你明白了现象的实质，不如更为恰当地把它比喻为一个垂死

老人在死亡前的回光返照，而死亡后的尸体正是位于中心的那颗中子星③。

我们的宇宙在历史的长河中已经有过元数次超新星爆发事件，但只有发生

在银河系内或者银河系紧邻处的超新星爆发才有可能被地球人用肉眼看到。我

国古代连续两千多年的天象记录中就有多次超新星的记载。由于超新星在天空

某处突然出现又渐消失(看不见)，有如过客一般，所以我国古代天文学家称之

为"客星"。公元1006 、 1054 、 1181 、 1572 和 1604 年的客星记录都是银河系的超

新星事件，其中最著名的是1054 年(我国北宋时期)观察到的超新星。当时的

皇家天文学家杨惟德对此做了详细记录，其中写道"昼见如太命，4在角臼 ili ，色

赤命，凡几二十三日"。解释"太白"是金星的别名，是夜空中最亮的行星。"昼

① 此前也有人寻找过中子屋，但是未获成功D 中子星半径太小导致发光而积太小.发出的可见光

只有太阳光的百万分之一。就算你看到它.你也说不清这是中子星还是将通的l暗座。其他探寻中子星的

方法也均无所获。

② 虽然这些光子携带出去巨大的能:fit<光能).但是超新星爆发所释放的能量主要是由中微子携带

111~ 去的。中微子在短短儿秒钟内就带走了绝大部分能虽.耗尽能源。

③ 也可能是臼矮星或黑ff司(见小节 7.2.5 末)。
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见如太白"是说该超新星白天看来也像晚上看到的金星一样明亮，"凡见二十三

日"是指白天如此明亮的情况持续了23 天。晚上能看见的时间当然更长，大约

持续了两年。这颗超新星位于金牛星座，离地球约5 000 光年(以天文尺度衡

量，这已经很近了)，爆发产生的光波要走5 000 年才到达地球，所以不应说"金

牛座在 1054 年爆发了一颗超新星"，而应说"地球人在1054 年看到了金牛座中

一颗超新星传来的光"。

离今天最近的、肉眼可见的超新星是在1987 年被地球人看到的，编号是

SN 1987 A[ SN 是 "supernova"(超新星)的简写，1987 A 代表 1987 年被发现的第一

颗]，它在爆发前是大麦哲伦星系(银河系的近邻星系)的一颗普通恒星，距地球

约 17 万光年，是望远镜问世后看到的离地球最近的第一颗超新星。1987 年 2

月 24 日凌晨，在智利某天文台①工作的加拿大天文学家谢尔顿的助理首先以肉

眼看到了这颗超新星(最亮时为4 等星)。一时间，全世界的许多天文学家纷纷

赶赴南半球去搜集第一于资料。这是1987 年轰动国际物理学界、天文学界的两

大事件之一②，另一事件是高温超导材料研究的突破性进展。

7.2.5 脉冲星

脉冲星的发现与射电望远镜密不可分。从光学(可见光)望远镜到射电望

远镜是天文观测手段的一大进步。"射电"是"无线电波"的简称，是电磁波中波

长最长的一段(>1O-3 m ) 。由于波长比可见光披要挺得多，为了提高分辨率，

射电望远镜的天线口径要大得离奇。1962 年，英国剑桥大学的赖尔(Ryle)利用

干涉原理在免除大口径天线的前提下大大提高了射电望远镜的分辨率，为此获

得 1974 年诺贝尔物理学奖。从此出现了射电天文热。

1967 年，剑桥大学的女博士生贝尔(Bell) 在仔细查看射电望远镜的长长的

记录纸带时注意到一种奇怪的周期性脉冲信号，虽然脉冲的形态和高度各不相

同，但周期(相邻脉冲的时间间隔)却保持常数(等于I.33 秒)。她马上向导师

休伊什(Hewish)汇报，导师也不知道这一信号来自何方、意义何在。莫非这是

地外生命发出的信号?在内部学术时论会上的确有人持此猜测，而且还冠以

LGM( lhe" Li ltle Green Man" ，即"小绿人")的称号。不久之后，贝尔又连续发现

其他三个类似的脉冲信号，周期都是秒的量级。四种"斗、绿人"频繁光顾的可能

性不大，所以他们逐渐倾向于相信这是来自某种(尚不清楚的)天体的脉冲，并

① 拉斯战I~I' I 纳斯天文舍。

② Iii米四班牙A文爱好-r，-又发现f 一颗引起1i 'ilJ 的姐新 hi.此即 SN1993J. 最先 IH(I~ 视 Jl~ 等主l

10.8. 离地球比 SNI987A 远 6 倍.也算是地球的近邻
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称这种天体为脉冲星( pulsar) 。他们在 1968 年 l 月就第一颗脉冲星向英国的

《自然》杂志投稿，同年 2 月 9 日，全世界都获知他们发现了脉冲星的重要消息。

由于文中提到剑桥的天文学家在一个时期内也曾考虑过收到天外来客所发信号

的可能性，而且其中还涉及一位年轻女性.新闻媒体胃口大开，加油添醋地抓紧

做足了宣传报道。后来休伊什由于发现脉冲星而与赖尔分享了 1974 年的诺贝

尔物理学奖。人们对贝尔小姐未能获奖颇有微词，她的第一于发现只在她的博

士论文的一个附录里被提及。

然而，脉冲星究竟为何物?虽然企图解释脉冲星的理论文章一时间充斥于

各种学术刊物，但只有天文学家戈尔德 (Gold) 在 1968 年发表的观点很快被学术

界普遍接受。他认为脉冲星无非就是快速自转的中子星。中子星有强磁场，以

接近光速运动着的电子会发出一种称为"同步辐射"的电磁波，形成随中子星自

转而一同旋转的射电波束。由于自转轴与磁轴不重合(这是天体的常见现象，

地球也如此) ，中子星就像旋转着的灯塔那样(见图 7 - 5) ，每当射电波束扫过地

球时我们就接收到→个脉冲。

图 7 - 5 波状箭头代表电子发出的电磁辐射，形成的两个

"辐射锥"随中子星自转而旋转，产生"灯塔效应..地球人

只当被锥扫过才收到辐射(脉冲) .相邻脉冲的时间间隔就

等于自转周期。

值得强调的是，虽然奥本海默与沃尔科夫早在 1939 年就预言了中子星的可

能存在性，但直到脉冲星发现后才有人想到中子星。如果射电波果真像"脉冲

星"的名称那样来自某颗星体，脉冲的形成很可能就是因为星体有自转。然而，

以秒为量级的自转周期未免也转得太快了 H巴(地球的自转周期是 24 小时) ?星

体表面的物质岂不是会在(惯性)离心力作用下四散纷飞?星体岂不是会被撕

碎?于是想到致密星体(半径小、密度高的星体)。在相同的角速率下，半径越
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小的星体的表面线速率越低;更重要的是，密度越高的星体表面引力场越强，有

可能使星体不被撕碎。当时天文学家熟知的致密天体就是白矮星，但是估算表

明也仍然不足以防止在如此高速自转下散架。于是才想到奥本海默在1939 年

预言的、比白矮星还要致密得多的中子星。中子星从被预言开始，沉默了28 年

(直到 1967 年)方才露出其"庐山真面目"，这个"天机"完全是靠中子星既有自

转又有射电辐射而"泄漏"出去的。电磁波带走的其实是中子星的自转能，所以

辐射会导致自转变慢，即自转周期变长。

小节 7.2.4 开头关于"回光返照"和"尸体"的比喻很形象地描写了超新星

爆发与中子星的关系。读者在得知脉冲星就是中子星之后，不免会好奇地问:超

新星爆发的遗迹(残渣)中是否存在中子星?答案是有趣的。最著名的超新星

遗迹就是位于金牛星座的蟹状星云(由气态物质组成)。根据星云的大小和气

态物质相互离开的速度可以反推出爆发时间，结果是:爆发产生的光子约在公元

LOOO 年到达地球。最后确认这正是SN1054 的遗迹。美国某射电天文台于1968

年底果然在蟹状星云里找到一颗脉冲星(中子星)，脉冲周期为 0.033 秒(每秒

转 33 圈，非常快) ，这就是 SNI054 爆发后留下的尸体。这个周期大约仅为贝尔

首次发现的脉冲星的周期的1/40 倍，说明它比贝尔脉冲星要年轻得多。此外，

悉尼大学的天文学家于1968 年在船帆星座中也发现了一颗脉冲星(离地球只有

800 光年) ，并证实它是人类在l 万 l 千年前应该看到的→次超新星爆发所留下

的尸体(可惜当时不可能有记录)。以上两例昕起来都很舒服，因为它们似乎说

明超新星遗迹必含中子星。然而问题远非如此简单:超新星与中子星并非总是

这样"成协"地出现的。 SN1987A 的遗迹中一直找不到中子星就是一例，还有许

多其他例子。天文学家对此曾做过各种解释，但这个"成协"问题仍是一个不断

探讨的课题。

§ 7. 3 奇点、视界和黑洞

如前所述，恒星在演化过程中会大量丢失质量。大致地说，原来质量小于

8M。的大多数恒星的晚期质量都小于1. 4M a ， 最终成为白矮星;原来质量在

8Ma -20Ma 范围内的大多数恒星最终成为中子星。但是，质量大于 20Ma 的恒

星的晚期归宿又是什么呢?还有什么力量可以抗衡引力以使星体保持平衡吗?

答案是:没有了!这意味着星体会在引力作用下不断地、剧烈地、灾难性地拥缩

下去，最终只能缩为一点!这是密度、酒度以及时空曲率都无限高的点，称为奇

点，有极度离奇的性质，称为奇性(奇点和奇性在英语中都是 singularity) 。物理

学家(包括爱因斯坦在内)长时期来都无法接受奇点的存在。奥本海默是第一
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个证明恒星明缩会产生奇点(以及黑洞)的人，他与学生斯奈德(Snyder) 对高度

理想化的球对称恒星①的晚期径向明缩做了定量计算(求解爱因斯坦方程)，并

于 1939 年发表文章公之于众。结论是，对这种高度简化的恒星而言，①最终必

定拥缩为奇点;②以奇点为球心、以某个适当长度为半径的球状区域内的引力

场是如此之强，以至于任何粒子(包括光子)都会被引力死死地拉向奇点。这个

区域的表面(球面)就成为一个有进无出的"单向膜"一一-任何粒子一旦从外部

穿越球面进入球内，就再也不能出来，连光子也不例外。于是，这个区域很自然

地被称为黑洞( black hole) ，而黑洞的表面(那个有进无出的单向膜)则被称为视

界( horizon) ，代表"视觉的分界面"0 "black hole"一词是美国大物理学家惠勒

(Wheeler)于 1967 年首次提出的(以前别人用过不同称谓)，他是个很善于为物

理对象起名的人②。"黑洞"是对这一"怪物"的最确切不过的称请，因为它不仅

仅黑，而且还是一个洞:任何东西一旦掉了进去就再也不能出来。

奥本海默和斯奈德的上述论文不但写作精美，结论明确，而且在短短几页的

篇幅中就把恒星晚期明缩的所有细节都用公式表达了出来。你可以在这些公式

中找到例如以下问题的答案:远方观者看到的表现是什么?明缩星内部看到的

是什么?明缩星表面看到的又是什么?然而，由于奇点过于离奇，尤其是许多物

理量在趋近奇点时都趋于无限大，许多物理学家当时都无法相信奇点的物理存

在性。反对声浪来自美国、西欧和苏联的一批大物理学家(不过朗道从一开始

就是支持的)，反对的理由不止一个方面很重要的一点就是奥本海默等所用的

恒星模型过于理想化O 单是球对称性一条就招致不少反对意见:任何恒星都不

可能具有理论上所假定的那种完美无缺的球对称性。通俗地说，他们认为不应

排除"差之毫厘，失之千里"的可能性，就是说，虽然恒星的初始状态与球对称性

只有微小的偏离，但晚期拥缩的结果却可能明显不同，最终的奇点就有可能避

免。一种强有力的反对意见来自苏联的卡拉特尼科夫和栗弗席兹，他们认为奇

点正是由奥本海默的理想化条件导致的，真实恒星的形状、密度等等总有微弱的

随机变化，这种随机变化在明缩过程中会被放大，并在奇点形成之前遏止拥缩

(通俗地说就是"差之毫厘，失之千里") 0 他们在文章中还用爱因斯坦方程在奇

点附近的事级数解来支持上述观点。

就在多数物理学家和天文学家不相信奇点存在的时候，英国的彭罗斯( Pen-

① ..高度理想化"是指恒星内部压强为零、密度是常数[专业术语是..均匀密度尘埃球(dust

ball)"] ，等等。当时的物理学家和i-I 算机都不nf能对更接近真实的恒星模型进行计算。即使是这样高度

理想化的模型，计算仍然十分困难，不过都被他们巧妙地克服了。

② 惠I(DJ过去曾是奥本海默黑洞的激烈反对者.从20 世纪 60 年代开始转变为热情的支持者。
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rose) 和霍金( Hawking) 却在 1965-1970 年借助于微分拓扑学 (differential topol

ogy) 独辟蹊径地证明了一系列定理(后来称为奇性定理)，大意是:元需依赖对

称性假设，大质量恒星晚期拥缩和宇窗原初的"大爆炸"奇性在一定条件下都是

不可避免的。彭罗斯在大学和读博期间主修数学，本科四年级(1952 年)时因为

受到广义相对论学家沙马(sciama，后来是霍金的博士生导师)的影响而立志将

数学用于物理学研究。虽然大多数物理学家都很重视数学，但是此前的物理学

家完全想不到在物理学中应用微分拓扑学。由于具有坚实的微分拓扑功底，彭

罗斯在思考恒星胡缩问题时突然产生一种灵感，逐渐意识到可以用定理的形式

论证奇点的存在性，后来便有了他在1965 年发表的开创性论文，其内容被公认

为第一个奇性定理。定理断言，只要时空满足某些不很苛刻的条件，就必然存在

奇性。重要的是这个定理不以球对称性为前提，该文的原话是"偏离球对称性

不会防止时全夺点的出现"。这篇文章不仅证明了奇点在一定条件下的存在

性，而且向物理学家显示了微分拓扑的重要性。它的问世立即引起一小批物理

学同行的注意，他们纷纷尽快熟悉有关理论工具并寻找能做出成果的课题。霍

金便是其中的佼佼者，他马上意识到彭罗斯的证明可以被"底朝天"地用到宇宙

的研究中，很快(同年)便发表了自己的奇性定理，大意是:只要满足某种称为

"能量条件"的条件，宇宙①的原初必定存在大爆炸奇点(原初奇点)，即使宇宙

存在局域不均匀性也不妨碍原初奇点的存在。此后，一系列论证奇性存在的文

章的预印件相继涌现。由于所需的一些工具当时尚不够成熟，某些结果或证明

并不正确(后来有些得到了改正)。所有奇性定理都离不开以下三个前提条件:

①重力是吸引力而非排斥力(这只是粗略的物理提法，专业提法是满足不同层

次的"能量条件" ) ;②时空中某些区域的引力强到任何物质-旦被俘获就无法

逃逸的程度(专业提法是存在"陷俘面"或其他) ;③有合理的因果关系(专业上

又分成几个层次)。各种奇性定理元非是说，只要上述三类条件的某种适当组

合成立，奇性就必定存在。如果要弱化三类条件的某一类(对它降低要求) ，就

要适当强化其他两类。对奇性定理的研究大约持续了 5 年，霍金与彭罗斯在

1970 年合作发表的文章可以被视为最后的(也是最强的)一个奇性定理，它比其

他几个奇性定理有宽广得多的适用性，特别是，它给出了强烈的理由使人相信我

们的宇宙的原初确实存在大爆炸奇点。霍金本人非常重视这一成果，他说过②:

"现在几乎人人都相信，宇宙以及时尚本身在大爆炸处有一开淌。这个友现比

友现谷种非稳定的私子重要得多 1 ，但是·起还没重要到能赢得得贝尔集会的奇

① 宇宙可分为三种.分别由 k=O ， k=-1 和 k=1 标志。该文只涉及 k=O 和 k = - I 的宇宙。

② 引自宿金、彭罗斯著.杜欣欣、吴忠趟译.(Ht空本性》第 18 页。
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睐。"虽然当时许多物理学家和天文学家都看不懂奇性定理的证明，但都相信证

明是对的，于是出现有趣的"一边倒反向"现象:从 1965 年前的"一边倒.. (普遍

不相信奇点存在)变为 1970 年后的、倒向另一边的"一边倒" (普遍接受奇点)。

于是对奇性的研究应运而生。然而这种"奇性研究热"只持续了大约十年，这与

"量子引力论"的研究进展密切相关，见下面的三段。

奇点的存在性虽然已经以定理的方式被确定下来，奇点处的各种无限大量

仍然使物理学家深受困扰。物理学家普遍相信真实世界的物理量不会变得无限

大，而奇点定理的证明又无懈可击，就只有再仔细审查它所依赖的前提条件。奇

点定理的前提是默认广义相对论的完全正确性。既然物理量(包括时空曲率)

在趋近奇点时趋于无限大，我们不免要问:在时空曲率出奇地大的时空域内广义

相对论还成立吗?估算表明，"曲率出奇地大的时空域"是指与奇点相距小于

10 -35 m(这一数值称为普朗克长度)的区域。物理学家普遍相信，对于这样一个

非常微观的领域，量子力学的效应必须考虑(量子力学本来就是因为微观粒子

不服从经典力学而出现的)。由于这一区域既涉及强引力又涉及量子力学，要

弄清奇点的情况就必须依靠一个新的理论， li!P" 量子引力论"。下面先插入一段

关于量子引力论的简介。

物理学从 19 世纪末开始出现危机，导致 20 世纪初的两大革命一一相对论

(狭义和广义)的创立和量子论的诞生。当时人们把相对论和量子论一同称为

"现代物理学"，而把此前的物理学称为"经典物理学"。相对论虽然在时空观以

及引力的实质等问题上十分革命，但在一个重要方面却非常"不革命"一一它坚

持非量子论的观点。例如，稍有量子力学知识的人都知道，微观粒子在一个时刻

并无确定的位置，它既可能在这里.又可能在那里，对粒子在某时刻的位置只能

做概率性的预言。然而相对论却用世界线描述粒子的历史，这分明是认定粒子

在某一时刻有一个确定的位置。种种迹象告诉物理学家(特别是相对论学家) ,

无论狭义和广义相对论在理论上多么优雅，只要不是有机地与量子论结合，就不

会是完全正确的理论。奇点之所以有如此难以接受的奇性，正是由于奇点紧邻

处的时空曲率异常之大，大到非考虑量子效应不可。只有与量子论有机结合才

有可能避免奇性。从 20 世纪 30 年代开始，某些先驱物理学家就致力于将广义

相对论"量子化"，用现代语言来讲，就是企图创建一个前所未有的量子引力论

(quantum gravity)。一大批国际一流的相对论学家、场论(及弦论)学家以及数

学家多年来都在为相对论与量子论的"联姻"争当"红娘"。随着研究的深入，为

了同量子引力论相区别，国际理论物理学界早就把不与量子论结合(没有"量子

昧" )的广义相对论称为经典广义相对论，把"经典"一词用作"非量子"的同义

词。于是爱因斯坦的狭义和广义相对论都属于经典物理学的范畴。"经典物理
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学"的这一界定标准早已相当普遍地在国际理论物理界得到公认。可情至今尚

有太多的人不知道这一点，例如他们仍然喜欢说"经典力学是狭义相对论的低

速近似"(分明认为相对论不属于经典物理学)，而我们则说"牛顿力学是狭义相

对论的低速近似"。我们不禁要问他们:你们对"经典"一词的理解未免也太"经

典" (古典)了吧?

虽然量子引力论至今尚未完全创建成功，但多种途径的研究都在不断地取

得可喜的进展。早在20 世纪 80 年代初期，霍金沿着自己的途径通过对某些"玩

具模型"的研究就逐渐建立起一种信念(但不是证明):只要考虑量子效应，黑洞

内的奇点是可以避免的。你也许会问:他用奇性定理证明了奇性的存在性，现在

又说奇性可以避免，这不是自打嘴巴吗?非也。这种"有也霍金，无也霍金"的

现象其实是科研的一大进步。奇性的存在性是纯经典广义相对论(一点量子味

都没有)的结论，后来加上量子理论的考虑，结论当然可以不同。现在的公认看

法是:与其说奇性定理证明了奇性的存在性，不如说它表明了经典广义相对论在

奇点附近的不适用性。这再次说明经典广义相对论在时空曲率甚大的区域必须

修改。所谓修改，其实就是要创建一个量子引力论。不同学者有不同的创建途

径，此处只简介其中之一，即所谓的"圈量子引力论"。根据这一理论，不但物质

场(例如电磁场)需要量子化，而且奇点附近的时空几何也应该(而且可以)量子

化。他们早已在运动学的层面上得到了一个数学上严格的量子几何理论(对几

何实行量子化)，在此理论中长度和面积等几何量都取分立的本征值，表明"时

空连续性"这一经典图像在普朗克尺度下不再成立。做出这一突破之后，圈量

子引力论近年来在宇宙论和黑洞方面都取得了重要进展。例如，通过对某些高

度简化了的模型的研究，发现宇宙的大爆炸奇点(原初奇性)和黑洞内的奇点

(终结奇性)都可以避免，代之而存在的是一个以普朗克尺度计的很小的时空区

域(称为普朗克小区)，经典奇点的各种无限大问题原则上就不复存在。更有趣

的是，以圈量子宇宙论为例，经典意义下的"奇点"(现在的普朗克小区)还存在

"另一侧"，它也是一个与"这一侧"类似的很大的经典宇宙(不过是在收缩)，两

个相邻宇宙(一个在收缩一个在膨胀)由普朗克小区相连接，正是小区中的量子

几何充当了连接两大经典宇宙的桥梁。虽然这些结论只是对高度简化模型研究

的结果，但它能加强信心，鼓舞士气:看来奇点问题远不如经典广义相对论认为

的那样可怕!

大质量球对称恒星的晚期拥缩形成的黑洞是最简单的黑洞，洞外(视界以

外)的时空几何由史瓦西线元描述，所以称为史瓦西黑洞。
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史瓦西真空解求得后不久，德国的莱斯纳( Reissner) 和荷兰的诺斯特朗

( Nordstrom) 分别在 1916 年和 1918 年发现另一个静态球对称解，称为莱斯纳

诺斯特朗解(本书简称莱-诺解) ，它描述静态球对称带电恒星外部的时空几

何。后来发现，如果静态球对称带电恒星拥缩为黑洞，其外部时空几何就由莱

诺线元描述，因此被称为莱-诺黑洞。与史瓦西黑洞不同，莱-诺黑洞外部存在

静电场①，其电场线是从洞心向外辐射的直线。

先讨论不带电(而且无自转)的恒星。球状恒星胡缩成的黑洞一定是史瓦

西黑洞，其视界为球面，这是容易接受的结论。但是，如果恒星是扁平状的，它明

缩成的黑洞的视界也会是扁平状的吗?(对其他形状，例如长条状或立方体状，

也可提出类似问题。)苏联的诺维科夫等三人大约在 1964 年开始研究这一问

题，为了能用微扰法计算，他们从一个简单问题入手:表面隆起一座小山的近球

状恒星拥缩成的黑洞视界面上也有小山吗?计算的结果是:黑洞视界仍是球面，

没有小山②。他们坚信，这是因为黑洞形成的过程必定涉及引力波的辐射，所有

偏离球状的因素都会被辐射带走。诺维科夫在国际会议的精彩报告( "小山"问

题只是其中-部分)受到西方同行的高度重视和好评。生于柏林的伊斯雷尔

( Israel) 在 1967 年对此又做了重大改进，他彻底突破了"小山"的条件，给出了强

得多的结论:不带电、元自转的任意形状恒星的明缩如果产生稳态黑洞，就一定

是完全球形的黑洞，即史瓦西黑洞。无论各个恒星原来的性质存在怎样的千差

万别(除形状外当然还允许其他各种差别) ，明缩成黑洞后的唯一差别只能是

质量。

但是，如果恒星带电，结论就稍有不同。研究表明，恒星所带电荷与恒星的

其他性质不同，它不会被辐射掉(引力波不会带走任何数量的电荷)。因此，无

自转的带电恒星如果明缩成稳态黑洞，就一定是莱-诺黑洞(伊斯雷尔 1968 年

证明)。莱-诺黑洞与史瓦西黑洞不同，它由两个参数-一质量 M 和电荷

Q一一决定。

不能被辐射掉的第三个(最后一个)参数来自恒星的自转。 1963 年，新西兰

① 是指静态观者所在参考系测得的电场是 1霄'电场。

② 他们的计算实际上没有考虑现缩过程(动态过程)本身.而只是研究了一个序列的静态情况. ~IJ

只考察了静态黑洞的形态问题。本节关于黑洞无毛的结论其实只涉及静态黑洞(属于静态黑洞的唯一性

问题) .涉及动态演化的黑洞无毛问题实际上至今还远未得到圆满解决，见选读 7 - J 0
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数学家克尔(Kerr)找到爱因斯坦方程的一个新解，它描述某种特殊的自转恒星

的外部时空几何。史瓦西线元只涉及一个参数(质量M) ， 克尔线元则涉及两个

参数(质量M 和角动量 J) 。鉴于所有静态、球对称带电恒星的外部引力场都由

莱-诺线元描述，你可能以为凡是自转恒星的外部引力场都由克尔线元描述，然

而这是误解。除了质量和角动量之外，自转星体还可以存在"千姿百态"(例如

表面的隆起和揣流)，克尔线元只适用于一类特别的自转星体的外部引力场①。

所以"克尔解描述自转星体外部引力场"的提法一般而言是不对的。但是，有趣

的是，后来英国相对论学家卡特(Carter)发现，如果自转星体最终胡缩为旋转黑

洞，其外部引力场就一定由克尔线元描述。所以，与其说"克尔解描述自转星

体"，不如说"克尔解描述旋转黑洞"。进一步说，如果自转星体带有电荷，胡缩

成黑洞后，其外部引力场就要用一个比克尔线元还要复杂少许的线元描述，这个

线元叫做克尔一纽曼线元，也是爱因斯坦方程的解，它由质量M、角动量 j 和电

荷 Q 等三个参数决定。这样的黑洞称为克尔 纽曼( Newman)黑洞。还有更复

杂的稳态黑洞吗?答案是:没有了!晚期拥缩的大质量星体带着自己的全部信

息穿越视界进入黑洞内部，它们对视界外部的影响只体现为三个参数M 、j 和 Q

的影响。 U=Q=O是史瓦西黑洞， Q =0 是克尔黑洞， J =0 是莱一诺黑洞， M ， J ，

。都非零时是克尔-纽曼黑洞，与克尔黑洞合称旋转黑洞。)这是一个来之不

易的结论，是由许多相对论学家在近卡年的不懈努力中逐步取得的重要成果。

一个星体的性质本来多如牛毛(例如形状和气体运动的复杂性)，数不胜数，但

是一旦胡缩为黑洞，能够留下的就只有质量M、角动量 J 和电荷 Q 等三个参数，

变得异常简单!善于命名的惠勒在1971 年把这一结果形象地说成是"黑洞没有

毛发" (black holes have no hair) 。后来又被广泛地称作黑洞的无毛定理(no hair

theorem)。然而，如果把一个参数称作一根"毛"的话，考虑到我国的已故著名漫

画家张乐平先生笔下的三毛形象(图7 - 6) ，对国人而言改称"三毛定理"或许

更为合适。

由于明缩过程所发射的引力波和电磁被会带走能量和角动量(但不会带走

电荷) ，星体的 M 和 j 在明缩过程中也会改变，不过很快就会达到最终的稳定状

态，这时的M 和 j 将与原来的不同，因而终态黑洞及其外部引力场由这终态M 、

J 和 Q 唯一决定(除此以外的所有性质都被引力波带走或被埋葬在黑洞中)。

这个黑洞与它的"前身"一一原来的星体一一的性质(例如物质结构、内部原子

结构、由什么化学元素组成、涉及怎样的场)完全无关，从这一角度来看，黑洞是

① 外部线元与星体形状及i在多 l刘素有关.n~侦离星体很远处(j~线][;也要取决于由应体质量分布决

定的质量和角动iit 多被矩。
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图 7 -6 张乐平先生笔下的三毛形象
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最简单不过的东西，简单到你难以想象的地步 o 美国相对论学家索恩 (Thorne)

曾做过意思如下的比喻:如果你仅从一位女士的体重和头发的颜色就能决定这

位女士，你不觉得太简单了吗?

下面简介黑洞这三根毛对黑洞外部场的影响。质量 M 使外部存在引力场;

电荷 Q 使外部存在静电场;角动量 J 贝IJ 使外部引力场具有某种植在涡性，这种游

涡性的重要表现就是它会迫使引力场中的物体围绕黑洞转圈(有点像行星围绕

太阳公转) ，而且越是接近视界就转得越快。如果黑洞没有角动量 (J =O) ， 物体

在洞外引力场中的自由下落是沿径向的，但是，在有角动量 (J ¥O) 的黑洞外部

的物体将被迫做旋转式的"自由下落"运动(转着圈地掉入黑洞)。不妨称这种

有榄涡性的引力场为游涡引力场。在 4 维语言中，任何引力场都是某种时空线

元的 3 维表现(体现为一个 3 维引力，虽然在 4 维语言中引力不是力而是时空的

弯曲)。站在涡引力场无非就是克尔线元或克尔-纽曼线元相应的 3 维引力场。

正如地球的自转会使地球表面变成扁球状那样，自转也会使旋转黑洞的表

面变成扁球状，不过这个"表面"并不是指黑洞的视界(视界面仍然保持球状) ,

而是指视界之外的一个非常有特征意义的面，称为旋转黑洞的静界 (static limit

surface) ，它的形状以及它同视界的关系示于图7 -7 中。静界与视界之间的区

域称为能层(含义稍后解释)。视界的定义仍然是有进无出的单向膜，而静界在

原则上可进可出:就算你置身于静界之内(指能层之中)，只要你所在的飞船功

率够大，你总可以使自己逃离黑洞(径向坐标r 增大) ，飞到静界之外。既然如

此，静界又有什么特殊之处呢?它是什么与什么的分界面呢?"落入黑洞"和

"逃离黑洞"所形容的只是径向运动，但对旋转黑洞来说还有个围绕黑洞公转

(角向坐标ψ 随时间增大)的问题。位于视界以外的任何物体在游涡引力场的
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作用下都有边公转边下落的倾向。假定你驾驶着功率够大的飞船，你一定可以

使飞船不绕黑洞公转吗?计算表明(详见梁灿彬、周彬中册 13.4. 1) ，如果你在

静界之外，一定可以;如果你在静界与视界之间(亦即在能层内)，无论你的飞船

功率如何强大，你都不得不被站在涡引力场拖着绕黑洞公转(你的角向坐标ψ 不

得不随时间而变)，也就是说，你只要在静界以内就不能静止。所以静界就是

"允许静止"和"不允许静止"的分界面。

对称轴

静界

(a) 侧视图 (b) 顶视图

图 7 -7 旋转黑洞的静界、视界和能层

再说能层。能层是个非常特别的时空区域，其中存在特别的类时曲线，以此

为世界线的质点竟然具有负的能量，因此称这种曲线为负能轨道。1969 年，彭

罗斯利用这一特点提出了从旋转黑洞提取能量的有趣想法，后来称为彭罗斯过

程。设能量为E( >0) 的质点从"无限远"实验室向旋转黑洞自由下落，由于自

由下落保证能量守恒，所以E 为常量。质点备有定时装置，以使其在能层内某

时空点 z 自动爆裂为两块(图7 - 8) ，能量各为矶和瓦。由能量守恒可知E=

E, + E20 原则上总可这样安排爆裂事件，使碎块 l 以负能轨道为世界线(因而

E , <0 且乓 > E) 而碎块 2 沿外向测地线返回远方实验室。可以证明碎块 l 最

终必然落入黑洞。整个过程的净结果为:①远方实验室得到能量 E2 - E =
- E , >0;②由于"吃进"碎块 1 ，黑洞能量由 M 减为 M 一 IE ， I 。这就是"从黑洞

提取能量"的实质，"能层"也由此得名。表面看来，这一过程好比"从一毛不拔

的铁公鸡"身上拔毛，其实被提取的只是能层中(视界外)的能量，只不过手法巧

妙而已。存储于能层内的能量其实是旋转黑洞的转动能，反复提取总有取完的

时候，那时黑洞就从旋转黑洞变为史瓦西黑洞，能层不复存在。可以证明(详见

梁灿彬、周彬中册 §13.5) ，反复利用这一过程可以提取的能量极限值(全部转

动能)为黑洞总能量的 29% 。在把质量(能量)转化为其他能量形式的各种机制

中，这是一个异常巨大的转化百分数。烧氢变氮的核聚变是实验室中可实现的
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转化率最高的过程，其转化百分数也不到 1% 。彭罗斯过程可以付诸实用吗?

设想图 7 - 8 的远方实验室是一座城市，卡车满载垃圾向能层自由下落，到 Z 点

把垃圾抛出并使其沿负能轨道进入黑洞，能量变大了的卡车沿外向测地线返回

城市，把获得的动能转给一个巨大的飞轮并使其推动发动机，然后卡车再次满载

垃圾进入能层，……这似乎为一箭双雕地解决能源和垃圾处理问题提供了一种

原则上的可能性，然而付诸实践却远非如此简单。纵使有朝一日能在足够近处

发现一个可供利用的旋转黑洞，上述过程所要求的非常高的爆后速率(为使能

量为负，碎块 l 的速率须大于 c/2) 以及极端精准的定时技术，特别是对两个碎

块的精确去向的控制都是远非目前人类技术所能达到的。有趣的是，目前人类

不能做到的这件事情大自然早已做到了，虽然是以一种不太一样的方式(见选

读 7 -2 前关于类星体能源的一段)。

毡互主主主F

图 7 - 8 从旋转黑洞提取能量示意图

[选读 7 -1]

本节的正文部分侧重从物理图像的角度介绍黑洞的无毛问题，不太注重数

学的严格性。黑洞元毛定涩的证明涉及非常复杂的数学问题(统称为黑洞解的

唯一性问题)，是许多学者多年来前赴后继的研究结采，虽然取得很大成功，仍

然遗留某些非常棘手的数学问题有待探讨。本选读打算分三个层次粗略介绍黑

洞解的唯一性问题。

第一个层次是稳态也真空黑洞的唯一性定理。先解释两个术语。"也真

空"是指时空中的物质场只能是电磁场("除电场之外就是真空") 0 u 稳态黑

洞"是指黑洞所在时空是稳态时空，它比静态时空要求略低。静态时空的充要

条件是:存在这样的坐标系 t t ,X 1 ,x
2 ,x 3 I，线元在该系的表达式满足①各项的系
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数与 t 无关;②不合时空交叉项(I!p 形如 dtdx' 的项)。稳态时空则只保留条件

①，所以静态必定稳态，稳态未必静态。克尔时空和克尔一纽曼时空都是稳态

(而非静态)时空。现在就可以介绍稳态也真空黑洞的唯一性问题。伯克霍夫

( Birkhoff) 早在 1923 年就证明了一个定理:真空爱因斯坦方程的球对称解必为

史瓦西解(详见§ 8. 8) 。仿照他的方法，不难证明电真空爱因斯坦方程的球对

称解必为莱-诺解。这一结论后来被伊斯雷尔强化，他在1967 年证明了如下定

理:真空爱因斯坦方程的任意(而不只是球对称)静态单一黑洞解必为史瓦西解

(真空静态黑洞一定是史瓦西黑洞)。稍后(1968 年) ，他又证明了上述定理的

推广:任意电真空静态羊一黑洞一定是某-诺黑洞。后来经过许多相对论学家

近十年的不懈努力，终于得到以下的唯一性定理:任意电真空稳态羊一黑洞都是

克尔-纽曼(Newman)黑洞。这就是所谓的黑洞无毛定理。但这个定理只适用

于单个黑洞，即附近没有其他黑洞的情形。在多个黑洞并存时，由于相互影响，

问题还要复杂得多。 1987 年，英国数学家斑庭(Bunting)和巴基斯坦数学家马苏

德( Masood - ul - Alam)证明了如下定理:静态真空情况下不可能有多个黑洞出

现。虽然数学证明比较复杂，但结论本身从直观上不难理解:两个处于静态的黑

洞，既无转动又缺乏支撑，单从万有引力的角度考虑，它们也会落到一起成为一

个黑洞。困难的是稳态(而非静态)的情况Ur允许黑洞彼此绕转的情况)。一

方面，牛顿引力的经验让我们觉得这种情况似乎可能存在;但另一方面，绕转可

能会产生引力波辐射，导致系统能量损失，从而破坏稳定性。因此单凭直观考

虑，哪种可能性都无法排除。事实上，这个问题至今仍是个未解难题，目前已有

的一些数值计算结采比较支持后一种猜测。在电真空情况下，上述结论有了例

外:如采两个黑洞带了足够多的同号也荷，静电斥力可以平衡掉引力，使得两个

黑洞不会掉到一起。但实际计算表明要实现这种平衡所需的电荷量极大，一般

认为天体不太可能带有如此多的电荷，因此这样的黑洞不太可能由天体的引力

拼缩产生，但不排除在宇宙极早期由于大爆炸会产生这样的黑洞。

第二个层次是，放弃电真空条件，考察带任意物质场的稳态黑洞的唯一性问

题。提出这一问题的一个重要动机是"黑洞元毛"真是定理吗?换句话说，稳

态黑洞除了质量 M、电荷 Q 和角动量 J 外采真不能有其他参数吗?自从无毛定

理提出以来，对黑洞是否有毛的问题的探讨就一直没有停止过。既然把只有 M、

Q ，} 三个参数的黑洞称为无毛黑洞，黑洞"毛"就应定义为存在于黑洞之外而又

不是电磁场的任何物质场。蔡斯( Chase) 在 1970 年发现只带标量场的静态黑洞

的标量场必须为零，也就是说标量场这根毛不会出现。但从 20 世纪 80 年代开

始出现的若干文章指出，在稳态黑洞外部除电磁场外还可存在其他场，例如非阿

贝尔规范场(电磁场是阿贝尔规范场)。由此引发了对"有毛黑洞"的研究热潮，
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人们在问:哪些毛会有，哪些毛不能有?到目前为止这仍是国际相对论界的一个

研究课题。

第三个层次的问题更要复杂得多，它涉及黑洞形成的动态过程。第一个层

次证明的仅仅是稳态黑洞的唯一性定理。然而，从各种不同的初态出友，经由引

力拼缩过程的演化结果一定是黑洞吗?就算是黑洞，一定是稳态黑洞吗?如果

不是稳态黑洞，所形成的黑洞可能有多少种?前面提到的奥本海默一斯奈德解

是第一个关于星体引力拼缩形成黑洞的具体物理模型，虽然高度简化，但仍能提

供一个最基本的物理图像。之后，关于球对称条件下的引力拼缩过程有很多研

究，但伯克霍夫定理保证这样形成的黑洞一定是菜一诺黑洞。然而恒星可以有

各种形状，比如太阳就不是一个标准球体，所以非球对称引力拼缩过程的研究更

有物理重要性 O 那么，非球对称的引力与于缩过程所形成的黑洞也可以有各种形

状吗?在这方面，人们首先考虑对黑洞微扰的演化问题 O 美国的普莱斯 (Price)

第一个给出非常小的线性微扰演化结果，得出史瓦西黑洞的任意微扰都会以;在

律形式消失的结采。当线性 1M生扰比较大的时候，人们发现微扰会带着黑洞的特

征频率震荡式地指数衰减，最终仍然得到克尔黑洞。如果考虑的不是线性微扰，

而是完全爱因斯坦方程的非线性微扰，目前最好的结采是 1993 年克莱纳曼

( Klainerman)和克里斯托度鲁( Christodoulou)关于闵氏时空的非线性微扰的稳

定性结果。关于黑洞的稳定性，目前几乎还没有任何结果。关于黑洞形成问题，

目前最好的结果是 2008 年克里斯托反鲁得到的、由脉冲引力泼形成黑洞的结采

(这个结果让他获得了 2011 年的邵逸夫数学科学奖)。最近，清华大学的年轻

学者于品推广这一结果得到脉冲电磁波形成黑洞的结果。要一般地研究这个涉

及黑洞形成过程的黑洞唯一性问题，需要考虑爱因斯坦方程与流体力学方程等

多种物理方程组成的相合系统，这样的系统在解析上处理起来非常困难，目前已

知的结果主要来自数值计算，虽然有许许多多的数值研究结果显示最终演化得

到的黑洞会很快变成克尔黑洞，但目前对这一问题还远没有一个明确肯定的结

果 a [选读 7 -1 完]

§ 7. 5 黑洞的搜寻

广义相对论在 1915 年诞生后，经历了近半个世纪的"冬眠期"，主要原因是

理论自身的深奥以及应用价值尚元体现。虽然奥本海默和斯奈德早在 1939 年

就揭示了黑洞存在的可能性，但绝大部分天文学家都不为所动，无人问津。 20

世纪 60 年代是广义相对论和天体物理学的转折期，这一时期之所以不平凡，是

因为天文观测有了许多重大发现，例如活动星系核、类星体(其发射功率竟比亿
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万颗恒星的功率还大，见本节末)、宇宙微波背景辐射以及脉冲星等等。这里的

许多现象很可能与广义相对论密切相关，广义相对论正好在这一领域找到自己

的用武之地。这些发现迫使天文学家改变态度，他们逐渐认识到广义相对论对

天体物理研究的重要性。于是，广义相对论预言的黑洞的天文观测(搜寻)也就

被提上了日程。

观测黑洞?谈何容易!首先，它是黑的;其次，它非常小;第三，它离我们很

远。作为重星明缩的产物，最靠近地球的黑洞也有数十光年之遥，对我们的张角

只有 10 -8角秒的量级。用望远镜直接观测这么一个小黑点是毫无指望的。要

想找到黑洞，必须设法观测那些既与黑洞有关又会发光(因而可被观测)的对

象。首先想到的对象是双星系的可见伴星。前面讲过，天狼星其实是双星系，其

中的不可见伴星(天粮则是白矮星。我们知道它的存在，是因为可见伴星(天

狼 A) 不断围绕它转(更准确地说是两者围绕共同的质心转)。如果一个双星系

的不可见伴星是黑洞，同样可以从其可见伴星围绕它转来判断它的存在性。

1964 年，苏联天体物理学家捷尔多维奇在研究生古赛诺夫的协助下，在浩繁的

双星系编目表中选了 5 个有希望的黑洞候选者。 1968 年，这份候选者名单又被

美国相对论学家索恩( Thorne) 扩充到 8 个双星系。如果其中某个双星系含有一

个不可见伴星，而且质量远大于中子星质量上限 (3Mo ) ， 它就很可能是黑洞。

虽然苏美天文学家都用这种方法搜寻过，但是都不成功，因为每个"疑似黑洞"

的不可见性都可以用传统的、更易接受的非黑洞方法加以解释，实在没必要认为

它是黑洞这个怪物。

上述搜寻方法只涉及黑洞的一个性质，即它在外部产生引力场并导致可见

伴星围绕它转 o 但是可见伴星离它还不够近，还未感受到黑洞视界紧邻处的超

强引力场。应该充分利用黑洞超强引力场造成的效应。苏联的捷尔多维奇和诺

维科夫于 1966 年想到，如果黑洞外面存在气体(这常会有) ，就会被黑洞吸引到

视界附近，超强引力场就会将它加速而达到高温并发光。但是，孤立黑洞周围的

气体密度太低，流向黑洞的气体太少，发光效应很不明显。他们进一步设想，如

果黑洞与一个紧邻的、质量很大的可见恒星结伴组成双星系，恒星表面的大量气

体就会源源不断地流进黑洞。略去其中的物理细节，其结果是:气层之间的摩擦

将把进入黑洞前的气体加热到 l 千万度的高温，以至可以发射 X 射线[电磁披

谱中频率很高(因而光子能量很大)的波段]。这种发光效应(指发出 X 射线)

应该是含有黑洞的双星系的重要特征。天文学家把能发射 X 射线的星体称为

X 射线星。不过，中子星充当不可见伴星时的引力场也很强，也能发射 X 射线。

为了最后确定所探测到的 X 射线星的确是黑洞，就要以其质量为判据。如果质

量比中子星的质量上限 3Mo还大得多，它就应该是黑洞了。请注意这种搜寻方
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法仍然沿用上面所讲的思想一一观测那些既与黑洞有关又会发光的对象，只不

过现在的光是 X 光，发光的对象则是高速进入黑洞的气体。

于是，搜寻黑洞的重任就落在了 X 射线天文学家的肩上。 X 射线天文学始

于 20 世纪 40 年代。由于 X 射线不能穿透地球大气层，当时只能借火箭把探测

仪带到大气层以外。在有了人造地球卫星之后，探测仪自然就可以搭乘卫星做

长时间的飞行。 1970 年 12 月，第一颗 X 射线探测卫星"自由号" (音译名为"乌

呼鲁" )在肯尼亚发射升空， 1973 年 3 月停止工作。飞行期间做出了里程碑式的

贡献，一共探测到 339 个 X 射线源(除 X 射线双星系之外还有超新星遗迹及星

系团等等) ，其中有几个可称为黑洞候选星，最可信的一个位于天鹅座，称为天

鹅 X-I。这是一个双星系，其中一个伴星是光学明亮而 X 射线暗淡的普通恒

星，质量约为 20M o ; 另一伴星则相反，是一个光学上暗淡无光但 X 射线明亮的

星体，其质量约为 8.7M o 。根据这一数据，加上后来进一步研究发现的种种迹

象，人们普遍相信它的确是一个黑洞。这是人类发现的第一个黑洞。即使如此，

仍然有极少数专家对这个不可见伴星给出过非黑洞的种种解释，不过都很牵强，

信者寥寥。时至今日，主流专家的意见是一致的:不仅天鹅 X 一 l 是黑洞，而且

银河系中存在着大量黑洞，少说也有数百万，也许达数十亿之多。

随着时间的推移，黑洞搜寻技术也在不断进步。美国宇航局发射的、与黑洞

观测关系密切的就有三个空间望远镜:① 1990 年发射的晗勃空间望远镜，主要

观测范围是紫外、近红外和可见光波段，它弥补了地面观测的不足，当时被认为

是"全能冠军"，是天文史上最重要的仪器;② 1999 年发射的钱德拉 X 射线天文

卫星，是 X 射线天文学上具有里程碑意义的空间望远镜;③ 2003 年发射的斯皮

策空间望远镜，主要观测红外波段。银河系中心存在大量尘埃和气体，可见光难

以透过，所以红外观测对了解银河系中心以及太阳系外恒星有重要帮助。除美

国之外，欧洲和日本的天文卫星也不逊色。这些先进的观测手段使得黑洞搜寻

与其他天文观测互相结合，近二十多年来探测到大量的黑洞候选星。此处应该

说明，前面关于黑洞形成的理论只涉及由一颗重星拥缩而成的黑洞，称为恒星级

黑洞，其质量至多只有太阳质量的数十倍。从天鹅 X -I 算起，至今找到的黑洞

候选星已达数十个。但是，越来越多的迹象和刻意观测的结果表明，宇宙中还存

在着另一种类型的黑洞，它们的质量比恒星级黑洞要大得多，最小的也有太阳质

量的数十万倍。这种黑洞的形成过程与恒星级黑洞非常不同，简介如下。同一

星系中的两颗恒星如果在运动中互相靠近，双方都会在引力作用下偏离原定轨

道，其中之一通常会偏向星系中心(另一个则偏离中心)。这种过程的积累效应

是:星系中的若干恒星会奔向星系的中心 o 此外，引力也会驱使恒星之间的气体

向星系中心运动 o 这些奔向中心的恒星和气体逐渐积聚成一个超大质量的集
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团，集团内部的压力将抗衡不住引力，因而最终会明缩成一个质量巨大的黑洞。

这种黑洞称为起大质量黑洞( supermassive black hole) ①，其质量约在太阳质量的

数十万倍至数十亿倍之间，可以说是宇宙中的"巨无霸"。有趣的是这种巨无霸

竟然充斥于全宇宙之中，因为有大量迹象表明，几乎每一个星系的中心都有一个

超大质量黑洞。

由于引力超强，超大质量黑洞无时无刻不在吞噬着周围的气体和恒星，因而

质量不断增大。由于几乎所有黑洞都是旋转黑洞，被吞噬的物质围绕着黑洞

边公转一边下落，在公转中结合而成一个盘状物，称为吸积盘(被黑洞吸引而积

聚成的圆盘)。黑洞附近的吸积盘总在黑洞的赤道面上。图 7 - 9 是一个国际

小组在 2008 年首次拍摄到的吸积盘照片。吸积盘中的物质在高速下落的过程

中由于相互强烈摩擦而获得高温，因而向外发出遍及各个波段的电磁辐射，人类

正是因为观测到这些辐射才发现超大质量黑洞的(见图 7 - 10) 。日常遇到的摩

擦生热效果轻微，而黑洞的超强引力场能把 IIlk积盘加热到这样的程度，使它的亮

度竟然达到最亮星系的 100 倍。

图 7 - 9 吸积盘照片 图 7 -10 超大质量黑洞

以下是近年来对超大质量黑洞的几个重要观测事例。

( 1)从 1997 年起，利用位于北半球的、由十个射电望远镜组成的阵列，中科

院上海天文台忧志强研究员领导的一个国际小组进行了大量观测，在 5 年中把

射电波的"视线"步步逼近银河系中心的超大质量黑洞，最终获得了世界上第一

张 3.5 毫米波长的高分辨率图像，成为当时确认该黑洞的最令人信服的证据。

该黑洞位于人马座方向，距太阳系 2.6 万光年，按目前的估计，质量达到太阳质

量的 300 万倍以上。

(2) 2004 年 5 月，Padovani 等天文学家发表文章，表明他们发现了银河系外

的 30 个超大质量黑洞。

① 赵大质iit黑洞还有其他的形成途径，赂
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(3) 斯皮策空间红外望远镜在 2005 年发现了一群超大质量黑洞，位于遥远

星系的中心，每年要吞噬掉相当于 1 千颗恒星的质量。这群黑洞由于被浓厚的

尘埃和气环所围绕而未被 X 射线探测仪发现，却逃不过斯皮策望远镜那双"明

亮的红外眼睛"。

(4) 天文学家长期来相信 M87 星系的中心存在一个超大质量黑洞(离地球

约 5000 万光年) ，但对其质量一直估计不足，认为大约是太阳质量的 30 亿倍。

2009 年，美国天文学家吉布哈特( Gebhardt) 用精确的观测数据和计算断言该质

量应为太阳质量的 64 亿倍。后来，更精确的数据和计算表明它是太阳质量的

66 亿倍。吉布哈特在一次发布会上说"在现阶段，为了确认黑洞的存在，我们

采用的是排除法。也就是说，对于某些天文现象，除了黑洞，其他解释真的站不

住脚。"所以，慎重的天文学家仍然爱把黑洞称为"黑洞候选星"。

(5) 天文学家早就知道位于长蛇座方向的星系 NGC 3393 中心存在超大质

量黑洞。利用钱德拉 X 射线望远镜长期观测后，2011 年确认这其实是一对(两

个)超大质量黑洞，离地球约1. 6 亿光年，两者距离仅 490 光年，每个黑洞的质量

都超过 M。的 100 万倍。

前面提到，20 世纪 60 年代发现的类星体的怪异表现曾经令天文学家瞠目

结舌。后来超大质量黑洞的发现使之得到合理解释。 1960 年，美国天文学家桑

德奇在用 5 米口径的光学望远镜观测编号为 3C48 的射电源时，发现它不是星系

而是一个蓝色亮点，很像一颗恒星，但光谱极其特别，含有一些无法弄清意义的

发射线。 1963 年，荷兰天文学家施密特发现射电源 3C273 的光谱也很特别，仔

细研究后认出这些谱线无非是人们非常熟悉的氢的发射线，只不过向红色方向

有很大的移动(谱线的多普勒红移)。不久，又有人认出 3C48 的光谱线也是熟

悉谱线(发自镜、氧和氛)的红移结果，而且红移量更大。由于这些射电源很像

恒星，所以起名为类星体(quasar) 。类星体最初是(作为射电源)在射电波段上

被发现的，其实它在光学波段、紫外波段和 X 射线波段都有很强的辐射，射电波

段只占辐射中的很少一部分。类星体至少有以下三个异乎寻常之处:

( 1)类星体与地球的距离极其遥远。我们的宇宙现在正在膨胀之中(可参

阅选读 3 - 2) ，所以任意两个星系都在互相退行(渐行渐远)，就像膨胀中的气球

表面上的蚂蚁。我们收到的来自其他星系的光波因此就会红移(多普勒频移，

见小节 4.2.4)。根据哈勃定律，退行速率正比于星系间的距离。类星体谱线的

巨大红移表明它们离我们甚远。例如，3C273 和 3C48 离我们竟然分别达到20

亿光年和45 亿光年!

(2) 类星体发光的功率极其巨大。仍以3C273 和 3C48 为例，它们是如此

遥远，为了解释它们在望远镜中的亮度(视亮度)，必须认为它们的实际亮度(发



154 第 7 章恒星演化和黑洞

射的功率)大得离奇:比最亮的星系还要高出lOa 倍。如何解释它的能量来源?

(3) 类星体的尺度小得离奇。例如，观测和讨论表明{见选读7 -2) ,3C273

的发光区域的尺度只有 1 "光月" (光在一个月内走的距离) ，作为对比，请注意

银河系(简化看作一个圆盘)的直径就有 10 万光年!从尺度为 l 光月的类星体

发出的光能竟然大于 lOa 个银河系所发的光能，这是当时的天文学家根本无法

接受但又不得不承认的结论①。

类星体实在太不可思议了!在它那小小的地盘上制造出这么大的功率的

"发动机"究竟是何方神圣?当时的天文学家虽然努力做出种种解释，但是除了

黑洞解释(以引力作为能源)外都站不住脚。过去的天文学家认为广义相对论

太过抽象而无用，正是为了解释类星体使他们第一次觉得广义相对论在天体物

理学中大有用武之地。 1963 年的首届德克萨斯相对论天体物理学会议促成了

天文学家与相对论学家的史无前例的互相学习和交流。此后的一系列深入的理

论研究和天文观测使得学者们普遍接受如下结论:类星体的超大功率发动机就

是藏在星系中心的超大质量黑洞，具体地说，①类星体与恒星有完全不同的发

光机制:恒星的光(辐射)来自电子、原子和分子的无规热运动;类星体的光则是

高速电子在磁场中的螺旋运动所发出的同步辐射[类似于脉冲星的同步辐射

(见小节 7.2.5) ，但强烈得多]。②类星体发光与恒星发光的能源根本不同:恒

星依靠核聚变提供核能;类星体的能源是超大质量黑洞的引力能，更具体说就是

存储在旋转黑洞能层内的转动能。目前的人类技术尚不足以实现彭罗斯的能量

提取过程，但大自然早就这样成功地运作了!

[选读 7 -2]

怎么知道3C273 的发光区域最多只有1 光月的尺度?天文学家很早就发现

3C273 的视亮度在一个月中就有明显的变化，假若它的尺度大于l 光月，用时空

围(图 7 - 11 )不难推出矛盾。竖直线 G 代表地球观者， A 和 B 代表类星体发光

区域的两个边缘，水平直线段 αb 的线长就代表发光区的尺度。在 G 上取时空

点(事件 )g 作为观察时刻，过 g 作类光测地线交 A ， B 线于 α 和 b' 点。 bb'段与"

段有相等的线长。类星体的实际亮度随时间而变，假若 bb'段的线长竟然大于类

星体亮度变化的周期( I 光月) ，那I) bb' ( 因而 αb' ) 段内将有明暗交替现象(不同

点亮度不同)，由于础'段内各点发出的光都同时进入观者G 的眼睛(事件g) ,

眼睛感觉到的是某种平均亮度 o G 线上的其他点也如此，可见观者 G 测得的视

① 多数类星体的发光区域尺度为 l 光年，3C273 比较特别，只有 l 光月。
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亮度基本不随时间而变，与上面提到的观测事实矛盾。这一矛盾来自 " bb'段的

线长大于亮度变化的周期"的假定，所以 bil'段(因而 αb 段)的线长最多只有 l

光月。[选读7 -2 完]

B A G

E

b

b'

1α

图 7 -11 3C273 发光区域最多只有1 光月的说明
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§ 8. 1 史瓦西真空解

史瓦西真空解是爱因斯坦方程的第一个精确解( § 6. 5) ，描述一个静态的、

球对称的物质分布(通常是天体)在其外部(真空区域)造成的时空弯曲，这一弯

曲线元可用史瓦西坐标系It ， r ,0 ， ψi 表为

I. 2M\ _" I. 2Mγl
旷= -11 子 ) dt

2 + ( 1 - ~;' ) dr
2
+机0

2 + S川

(8-1-1)

其中 M 代表天体的质量。上式是史瓦西线元在几何单位制的形式，相应的国际

制形式要复杂一些:

句 I. 2GM\ 咱 I. 2GMγl 呛
d/ = -11 -一~HLI(cdt)2 +II--~'''\ d/ +r2(d02

+ 川2 0句2) ,

(8-1-1')

其中 G 为引力常数，C 为真空光速。式(8 一 l 一 1 )比式(8 一 l 一 I' )简单，适宜于

纯理论讨论。涉及数值计算时最好用式(8 -1 一 I' )。

线元(8 - I 一 I )右边各项的系数不含时间坐标 t ， 这是静态性的反映。另一

方面，右边的后两项取/ (d02 + sin
2

0dψ2 )的形式，表明线元有球对称性。所以说

史瓦西线元是一种静态球对称线元O

当径向坐标 r 很大时 ， dt
2

和 dr
2

的系数 1-2MIr 和 (1-2MIr )-1 都很接近

于 1 ，式 (8-1-1) 近似成为

ds2 = _ dt2 + d/ + r2(d02 + sin2θdψ2) 0 (8 一 1 - 2)

这无非是平直线元在球坐标系it ， r , 0 ， 制的表达式[即式 (2 一 1-16)J ，可见史

瓦西线元在 r 越大时越接近于平直，所以是一种渐近平直线元，也说史瓦西线元

具有渐近平直性。

两个史瓦西线元的差别只体现在它们的质量参数 M 上。作为天体的质量，

M 可取任何正数。极端情况 M 二 O 代表天体不存在，故时空应该平直。事实的

确如此:把 M =0 代入式(8-1-1) 果然得到平直线元式 (8 一 1 - 2) 。

如果时空的线元是史瓦西线元，它就称为史瓦西时空。平直时空可看作史
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瓦西时空在 M=O 的特例。前面关于闵氏时空的讨论(见§3. 7 例 2) 已经讲过，

时空是绝对的，但"每一时刻的全空间(同时面)"则是相对的。闵氏时空存在着

一类特殊的坐标系，即惯性坐标系，任选一个惯性系1 t , x , r , z I 都可对闵氏时空

做"3 + I 分解"，每一张等 t 面三 I ( 其中 i 为常数)就代表 2 时刻的全空间。躺在

I ，上的任一曲线的任一元段都有 dt =0 ，代人闵氏线元

ds 2 = - dt 2 + dx2 + d/ + di

便诱导出 3 维欧氏线元ds
2

= dx
2 + d/ + dz

2
， 可见闵氏时空被任一惯性系分解所

得的空间都是 3 维欧氏空间(有 3 维平直几何)。下面仿此讨论史瓦西时空的

"空间几何"。

仿照闵氏时空用惯性坐标系 I t ， x ， r ， zl 做 "3 + I 分解"的做法，我们用史瓦

西坐标系 It ， r ,8 ，圳对史瓦西时空做"3 + I 分解"。以三?代表等 t 面(面上各点

有 t = t = 常数) ，则躺在 z?上的任一曲线的任一元段都有 dt = 0 ，代人式

(8-1-1) 得

? I. 2M\-I. o 句一
-dgz=l l-7i drzd(d02+sinzod伊

2

)。 (8 -1 -3)

上式称为由史瓦西线元在三?上的诱导线

元，右边第一项系数(1-2Mlr)-1的存在使 天

得这个 3 维线元并不平直(除非M=0) 。 2
(由黎曼张量的定义可以求得一个非零的 面

黎曼张量，不过本书井禾给出这一定义。)

可见史瓦西时空的任一等 t 面都是一个弯

曲的 3 维空间，物理地说，就是天体质量 M

的存在使天体外部的空间变得弯曲，成为 图 8 - I 星体外部时空图(压缩掉

非欧空间。图 8 - 1 是时空图，圆柱面代表 一维九三?代表时刻 2 的全空间。

天体表面的世界面，水平平面代表等 t 面三.， ，它与圆柱面的交集 S 代表天体表

面在时刻 1 的表现。天体表面本是个 2 维球面，只因画时空图时必须压缩掉一

个空间维，所以 2 维球面才被画成 l 维圆周 So

作为静态时空，史瓦西时空存在着一类特殊的观者，称为静态观者( static

observer) ，其世界线上的空间坐标r ， 8 ， ψ 都是常数(只有t 沿线改变)。例如，把

地球近似看作静态物质分布(忽略其自转)，则静止于地面上高楼每一层的每一

住户都是一个静态观者。图8 - 1 的两条竖直线 A 和 B 就是两个静态观者的世

界线，两线与工?的交点 α ， b 就是这两个观者在时刻 i 的表现。设 α ==(r A ， 吭，

伊A) ， b==(rB ， 8日，伊 B) ，而且 8A = 8饵，队二仇。我们来关心 α ， b 之间的距离。不论

z?是平直还是弯曲，两点的距离都定义为它们之间的(类空)测地线段的线长。
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可以证明(直观上也不难相信) ，图 8 - 1 中 α ， b 之间的径向线 γ 正是测地线，所

以 γ 的线长 lab就是 α ， b 之间的距离。由线长公式 (2 -2 -3)得

α .b 的距离 =lab =jbJ百7。 (8-l 一 4)

把式(8-1-3)用于 γ 的任一元段，注意到γ 线上有 8= 常数及伊=常数(因而

d8 = 0 ， dψ= 0) ，使得

ds 2 1 ={I _2M)-1
γI 1 - =-=- I dr" , ( 8 一 1 - 5)

代人式(8-1-4)给出

(" ( . 2M\ -1 /2

α ， b 的距离 = l"" = I ! 1 - ~ 1 dr > rB - rA 0 (除非 M = 0)

(8-1-6)

口j 见 α ， b 的距离大于α ， b 的径向坐标差(亦称坐标距离)rB-rA ， 除非 M =0 。

(当 M =0 时 lab = rll - rA ，这正是人们熟知的欧氏情况。)为了强调与坐标距离

的区别，也常把距离 l""称为固有距离 (proper distance) 。固有距离不等于坐标

距离是空间弯曲性的重要表现。物理上更应重视的是固有距离而不是坐标

距离。

注记 1 在欧氏空间中，球面的半径 r 有两个性质:①等于球面与球心的距

离;②与球面积 A 的关系为 A 二 4旷 ， ~n r = .jA7石。但在弯曲空间中这两个性

质互不等价:若以 r 代表球面与球心的距离，则 r = .fA及石不再成立。一种方便

的做法是用球面积定义半径，即把半径定义为 .jA7石，代价是半径不再等于球

面与球心的距离。这就是"径向坐标距离 rB - r.. 不等于固有距离"的原因。

与此类似，在史瓦西时空中还应分清坐 一一一_ A B

标时间 60t 和固有时间 60T。设工"是另一张

等 t 面，我们来关心静态观者 A ， S 的世界线

上介于 z?和工"之间的两条线段，分别记 L;'

作的和 μB ，见图 8 - 2。以 60t ，.和 60t B 分别

代表两段所经历的坐标时间，因工?和三

"都是等 t 面，当然有

图 8 -2 静态观者世界线介于两个60t A ='i' - 'i =60t H 0 (8 - 1 - 7)
等 t 面之间的两段有不同固有时间

问题在于这两段所经历的固有时间607A 和

60TIl是否也相同。注意到r ， 8 ， ψ 在每条线上都是常数，把式(8 -1-1)用于每条

线的任一元段得



§ 8. I 史瓦西真空解 159

d/ = - ( I -芋) dt
2

,

沿线段 μA 和 μB 积分给出[第一步用到式(3-2-1)]

ATA=jj,AA FF=(l- 子)l/2AtA ，

ATB=LB FF=(l-ff)l/2AtB 。

注意到 ~tA =~tB 及 'A¥-'B'便知

~TA =( I 子) 1/2 ( 1 号fnAVATH

(8-1-8)

(8 一 1 - 9a)

(8 一 1 - 9b)

(8-1-10)

P2

可见线段的和向经历的固有时间并不相同。在闵氏时空中，"等 t 面"就是"同

时面"，但现在看到这两个词汇对史瓦西时空有不同含义:等 t 面上各点的坐标

时 t 相同而固有时 T 一般不同。如果仍称之为"同时面"，只能理解为坐标时间

相同的面。

既然现在提到固有时和坐标时，我们想借

此机会谈一谈相对论中的时间概念。最有物理

意义的时间就是观者的固有时 T ， 它是观者携

带的标准钟的读数，而且也是他的生物钟的读

数，是他感觉到的实实在在的时间。除了固有

时 T 之外 ， T 的任一常增函数都可以在一定程

度上被解释为该观者的时间。例如，设 p 是星

体外部史瓦西时空的一点， G 是一个观者，其世 o dM F

界线经过 p 点 o 一方面，作为 G 的世界线的一 图 8 - 3 观者世界线 c 上任取

点 ，p 有一个固有时 7p ; 另-方面，作为时空中 队 ，P2 点。因 PI 点的未来光锥朝

的一点 ，p 点又有一个坐标时 tp ( 史瓦西坐标系 上张开，故民在队的未来，即

It" , B ，圳的第 O 坐标 t 在 p 点的值) ，于是对 G 7"2 >叭。另一方面，从等 t 线(水平

线而言就有一元函数 t( T) 。图 8 - 3 示明这是 线)可知坐标时 t2 > t l 。可见

个常增函数，所以坐标时 t 在-定程度上也代 t( r)是常增函数。

表 G 的时间，称为坐标时间(coordinate time) 。为说话方便，不妨想象观者G 除

标准钟外还携带另一个钟，其走时率很特别一一它在G 线上的读数恰好等于该

点的坐标时t。这样的钟称为坐标钟(coordinate clock) 。

下面讨论4 个史瓦西坐标的取值范围。作为角度坐标，8 ， ψ 的范围是

O运。〈节， 0 ，;;伊 <2节。

时间坐标』的取值范围可达最大，即-∞ <t< ∞，因为静态性意味着"永恒不
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变 "0 [实际星体其实并不永恒而是有演化(见§7. 2) ，但在理论模型中默认静

态即永恒不变。]径向坐标r 的范围虽无上限，却有下限，这是因为当r 小到等于

2M 时 1 - 2Mlr =0 ，导致式 (8-1-1) 的第二项发散[以 O 为分母的分数

(1-2Mlr) → l 元意义]。所以 r 值要以 2M 为下限，即 r>2M。数值 2M 称为该星

体的史瓦西半径 (Schwarzschild radius) ，记作气，即 rs 三 2M。但在国际单位制中

则应改为 rs 三 2GMlc
2

( 理由可参阅附录 A 例 3) ，其中 G 和 C 的国际单位制数值

为 G=6.7 x 10- 11
• c=3 X 10

8

0 太阳质量的国际单位制数值为 M 0 =2 X 1030 ，故

GMolc2
= I. 5 km ，因而太阳的史瓦西半径为

rso =2GMolc2 =2 xL 5 km =3 km o

类似地可求得地球的 rs =8.8 x 10- 3
m ，质子的 rs =2.4xl0-

54
m o

径向坐标 r 存在下限还有一个更为实际的原因:式 (8-1-1) 只是真空爱因

斯坦方程的解(称为史瓦西真空解或史瓦西外解) ，只能描述天体外部(真空处)

的时空弯曲，因此只当 r > R( 天体半径)才有意义。常见的球对称天体半径 R 都

远大于其史瓦西半径 r5 ，故常见的比值 Rlrs 都很大于 l 。例如，这一比值的量级

对太阳为 l05 ，对地球为 10
9

0 这就是说，对常见的球对称物质分布而言，其史瓦

西半径 rs =2M 深深地埋藏在物质的内部，而史瓦西真空解对物质内部根本不适

用(不是解) ，所以完全不必理会。由此可知坐标 r 的取值范围是 R < r < ∞。

Rlrs 比 l 大得不多的例子是中子星 O 由于非常致密，中子星的半径比相同

质量恒星的半径要小得多，所以 Rlrs 也小得多。典型中子星的半径 R = 10 km ,
质量 r =2Mo '故其

10 km 10 km
Rlre = 一一一一一一一=一一一一一一一-= 1. 7 Ao 4GM o lc" 4x 1. 5 km v

比 1 大得不多(这是可以预期的)。

§ 8.2 广义相对论的实验验证

爱因斯坦创立广义相对论的原始动机是纯理论性的。然而，任何物理理论

问世后都要面对实验验证的问题。史瓦西真空解适用于太阳周围的引力场，它

的出现使得太阳系中某些与牛顿引力论不协调的观测数据有可能用广义相对论

加以解释。爱因斯坦很早就从广义相对论出发做了三个有可能与实验对比的预

言(后人称之为三大经典验证)，它们分别是光波的引力红移、水星近日点的进

动以及星光在太阳引力场中的偏转O 近日点进动的计算结果与早已存在的观测

数据吻合，星光偏转的预言很快也取得观测的支持O 然而，由于缺乏精度足够的

实验技术来测量极端微弱的广义相对论效应(包括引力红移)，广义相对论的实
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验研究从 20 世纪 10 年代末期开始的 45 年中进展缓慢，甚至几乎止步不前。大

约从 20 世纪 60 年代开始，由于理论和科技的进步以及天文观测的新发现，广义

相对论的实验验证才进入全盛时期，既有对星光偏转和引力红移的精度越来越

高的验证，又有一系列全新的实验。可以说，广义相对论很好地通过了迄今的所

有实验检验，虽然精度更高和难度更大的许多实验还有待进行。下面的三节将

分别介绍爱因斯坦提出的三个经典实验验证。关于广义相对论的实验验证的过

去、现在和未来，可参阅 Will(1993) 和 Wille 2005) ，后者是 Will 在一本纪念相对

论百年诞辰的文集①中的一篇文章，此处引该文末尾的一段译文作为本节的结

束语:

"爱困县吁组 1905 年的相对伦及其 1915 年的后续内容(指广义和对伦)的巨

大鸟功改支7 科学的进程。这两者都是想拿习和纽伦方面的魅利，实占全只扮浅

次要的角色。在过去的40 多年中，我仍又见证7 爱因斯坦的第三个胜利，那就

是他约理伦所获得的、余统的、离精皮的实捺验证。相对抢已经极其曝亮地通过

了每一个实验的松梭，大获全胜。然而事情并未就此结束。在黑闭和中子星附

攻的强 51 沙场中的实验仍然有待进行。人1il ~才广义相对抢的这一4墨西的勘探几

乎从未进行过，伽马射线、X 纣线和51 方战天文学在这一探余中将起到决定性的

作用。"

§ 8. 3 引力钟慢和引力红移

8.3.1 引力钟慢效应

我们已经熟悉闵氏时空(元引力场)中的钟慢效应，而且知道比钟结果取决

于比钟方式。本节要讨论的是史瓦西时空(有静态引力场)中的钟慢效应。

设 G I ， G2 是两个静态观者，他们有相同的。坐标和伊坐标，径向坐标分别

为 '1 和 '2 0 再设 '2 <'1 ，则 G2 比 G I 更靠近恒星，所以位于引力场强较大处(图

8 -4) 。现在要对 G I 和良的标准钟(仍记作 G I 和 G2 )进行比对。首先约定如

下的比钟方式。以 PI 和 P;代表 G I 世界线上的两点，固有时分别为 71 和 T; ，时

间间隔 117 1 =7; -71 >0。设 G I 在 PI 时刻用左眼看钟鸟，所得读数为72 [这表

明图 8 -4 的 P2 点(作为 G2 线的一点)的固有时为72 ] ，同时用右眼看自己的

① 文集由 Ashtekar主编，书名为 100 Years or Relativity: Space-time Structrue: Einstein And Beyond ，由

Biwas Hopr Press 出版社出版(2005) .J-I;中第 8 章是 Will 的文章，题为..Was Einstein Right? Testing Relativ

ity At The Centenary".
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G,

(8 - 3 一 1 )

G2钟，读数自然是'T I 。一段时间 d'T，后， G，再次用左 t

右眼分别看钟 G2 和 G I ，右眼读数自然为 T'1 ，设左

眼读数为 T; 。记 d'T 2 == 'T; 一飞，则 G，会认为在他

的钟走了 d'T，这段时间里 G2 钟走了 d'T2 。如果

d 'T 2 = d 'T, ， 他会认为两钟的表现走时率相同，否则

就可分出快慢。请注意以上讨论旨在明确约定
_

f2

种比钟方式，虽然你会觉得这种方式很合理，但我 I 1'J:r2

们对"合理性"不必太过在意，因为只要明确约定 ， t，~一----I Jl"2

任一比钟方式都(至少在某种程度上)有其合 ←一斗r

理性。 图 8 -4 静态引力场的钟慢
因为 G I 线上 r ， 0 ， ψ 为常数，故其线元 效应，曲线是光子世界线。

d/ Iρ/a2M1·2/12Mllztsir = - I I - - 1or + I 1 -一-I or- +

巧 (d02
+ sin 2阿 ) = - ( 1 平) dt 2

从 PI 积分到 p;给出

ATi=j;ρ可 =fF芋dt =俨亨dt" (8 -3 -2)

其中 dt ， 三 t; - t l 。类似地，对 G2 线也有

d 'T 2 =俨亨dt2 ,

其中 dt2 三 t~ - t 2 。故

d 'T , fI - 2M/r , dt ,
一二-
d 'T 2 代J 1 - 2M/r2 dt2 。

(8-3-4)

下面证明 dt ， / dt2 二 l 。图 8 -4 的光子世界线(径向类光测地线 )γ 上的。和伊

为常数，故其线元

d/ I y =一( 1 -芋)d川 1 -芋)丁-川 d旷rJ2

γ 的类光性保证 d由s2勺|γ=0 ，所以上式归结为

出= ( I -芋)
-,
dr 。

对上式从 P2 沿 γ 线积分到 PI 给出

(8 -3 -5)

(8 -3 -6)

t l - t 2 = r: (1 -平)-ldr。

类似地，对光子世界线γ'有

(8 -3 -7)
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(' I. 2M\ -,
~ = I r 1 - ...m I d, 0 (8 - 3 - 8 )

对比以上两式得 t; -t~ =t , -t2 ， 因而 t; - t ， 二 t~ - t2 ， 此即 Ll t ， 1 Ll t2 二 l 。代入式

(8 -3 -4)便有

Ll T ,
LlT 2

1 - 2MI"
一一一一一主 >1 (':'2<")
1 -2MI" "

(8-3-9)

即 LlT ， >LlT2 ， 所以观者 G，认为观者岛的钟较慢，就是说:引力场强越大处的钟

越慢。由于G，和鸟都是静态观者，各自静止于空间点(" ，()， ψ) 和(勺， θ ， ψ) 上，

可以认为两者之间没有相对运动(哪个也不是"动钟" ) ，所以说这种钟慢效应纯

粹起因于引力场，因而称为引力钟慢效应(英语文献也称之为引力场中的时间

延缓效应)。我们刚才只就史瓦西时空对此效应给了证明，其实还可证明这一

效应对任何静态时空都成立，只不过式 (8 -3 -9)要适当修改。

为了对式(8-3-9)有一个定量的、联系实际的理解，我们来比较位于地球

表面不同高度的两只原子钟的表现走时率。第一只钟保存在美国国家标准局

( National Bureau of Standards)里，该局位于美国科罗拉多州的博尔德市(Boul

der , Colorado) ，海拔 5400 英尺( = 1 645. 9 m) ;第二只钟保存在英国皇家格林

尼治天文台(Royal Greenwich Observatory)，海拔 80 英尺( =24.4 m) 。由于两

钟存在高度差 Llh=1 62 1. 5 m ，每年读数差竟达 5.6μ。下面是求得此值的计

算过程。

为便于数值计算，先将式 (8-3-9)( 在几何制中成立)改为国际单位制形

式[改法可参见附录 A 例 3];

1 - 2GMlc2
'I

1 - 2GMlc2
'2 '

(8 -3 -9')

其中 G 和 C 分别是引力常量和真空光速在国际单位制的数值(将上式看作数的

等式)。用于刚才的问题，则M 代表地球质量，'I 和 '2 分别代表上述两钟与地心

的距离。令

则式(8-3-9')成为

8 1 == GMlc
2
'1' 82 三 GMlc

2

'2 , (8-3-10)

Ll T IILlT 2 = ';(1 - 28 I ) 1 (1 - 282 ) = (1 - 28 I ) 1/2 (1 - 28
2

) - 1/2 ,

(8-3-11)

由数值估算可知28 I «1 , 282 « 1，由牛顿二项式定理得

LlTII LlT 2 臼 (1 -8 1 )(1 +82 ) =1 +82 -8 1 ,

由式 (8-3-10) 又得

(8-3-12)
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eM I 1 1 \ eM' , -'2 eM !i. h
eo - e , = 一气，1-一 --I =一气厂-一一一-=一气「一τ- 。

c- 飞 '2 '11 C- '2'1 C ,;

借用牛顿力学不难看出上式右边的eMI，; 正是地面的重力加速度g ， 因而

。

'hH

A
且

g
1-zc

=828 (8-3-13)

于是式(8-3-12)成为

!i.7" J = (l +斗g!i.h) !i.7"2'
C

故

。
2TA

曹h

Ag
--2C

=2TATA
且 (8-3-14)

可见两钟的读数差!i.7"1 -!i.7"2 随!i.7"2 的增大而正比地增大。取

!i.7"2 = 1 年 =365 天 =365 x (24 x3 600 s) =3.15 x 10'3μ ，

再利用 g = 9. 8 m/s
2

,!i.h = '2 -'J = 1 621. 5 m 以及 C = 3 x 10 8 mls，代人

式 (8-3-14)便得

!i.7" 1 - !i.7"2 = l2x9.8 m/s2 xl 62 1. 5 m x (3.15 x 10 13μs) 二 5.56μs。
(3 X 108 m/s)

上述结论(两钟读数差为每年5. 56μ)早已被实际测量所证实。然而理论上存

在一个问题:式(8-3-14)来自式(8-3-9')，推导该式时曾约定两钟都是静

态钟(其 ，， 0 ， cp 为常数)。但是地球有自转，严格说来上述两钟不是静态钟(ψ 随

t 变) ，式 (8-3-14)还适用吗?答案是肯定的，理由是非常有趣的，我们将在选

读 8 - 2( 在§ 8. 6) 末段介绍。

[选读 8 -1]

小节 4.3.4 曾介绍过验证双子效应的原子钟环球飞行实验，结论是:飞行钟

环球一周的时间T 不等于地面钟的经历时间町，差值为[见式(4-3-16)]

nU
T--tJ

、
，
，
J

们
U

+
仙

R2
，
，
‘
飞

'ngq,"「
a
1
L

l
-
u
μ

=TT (8-3-15)

其中 R 和 0 分别是地球赤道半径和自转角这卒， V 是飞机(世界线C) 的东飞速

度 ， h 是飞行高度， g 是地面重力加速度。上式既包含了运动学效应(狭义相对

论的双子效应)，又包含了地球引力场的影响(广义相对论效应，体现为2gh 所

在项)。由于当时尚未讲到广义相对论，，)、节 4.3.4 未能介绍添加该项的推证

过程。现在，在懂得了史瓦西线元和引力场的钟慢效应之后，就有条件详加

手H正。
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地球引力场使地冻附近的时空弯曲，式(4-3-1) 的闵氏线元应被史瓦西

线元取代:

d/ = - ( 1-芋) dt 2 + ( I 一平)-td~2(dhin20句勺，①

其中 M 是地球质量。

位制形式:

(8-3-16)

上式适用于几何单位制，为便于数值计算，宜改用国际羊

, I. 2GM\ , _, I. 2GM\ - I 句句
而= - ( 1 - -c~';' )cl

dt
l

+ ( I - -c~;') d/ + / ( de
2 + sin2

edψ2 ) ,

(8-3-16')

其中 G 和 C 分别是引力常量和真空光速在国际单位和l 中的数值。仿照牛顿引力

势的概念，用下式定义引力势φ( r) :

GM
φ (r) == -一一，

r

则

(8-3-17)

2 I. 2 C/>飞， ., I. 2φ1 叶.， .,. - .,
ds" = - ( 1 + -c; )此tz+l l+7|drzd(dbm20咐，

(8-3-18)

先讨论静止于赤道上的钟Co ( 相应于 v =0 ， 仍见图 4 -21)。因赤道上有r=

R , dr =0 , e= 'TT/2 , de =0 及 dcp =οdt ， 故式 (8-3-18) 用于 Co 线的任一元段

给出

其中

I 2~岳飞 I 飞

ds~ = - ( 1+才c2 dt2
+ R2 d矿= - ( I +手ic2dh

句 I 2φAUI-
Wfl"dt" = 一 II +寸三--f jcldt' , (8-3-19)

φ0=φ(R) = - GMIR

是赤道上的引力势， μ。 =Rfl 是 Co 钟(随地沫自转)的线速率。

时间为

d 卜ddJMn u;ilA
"To =Jτf=ll+-f-7|dt。

(8 - 3 - 20)

于是元段的固有

(8 - 3 - 21 )

① 所选的史瓦西坐标~满足:①在地心有 r =0;②不随地球自转而转动(相应的 x.y.; 轴分别指向

远方固定何星)。
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式 (4 -3 -5) 已证明 u;/c2 《 1 ，利用地球数据及物理常数(都指各量在国际单

位和j 中的数值)

M = 6 x 1024 , R = 6. 4 x 106 , G = 6. 7 x 10 - II , C = 3 X 108 (8 - 3 - 22 )

易知赤道引力势 φ。满足

|φ。 I GM (6. 7 x 10 - ") X (6 x 10剖)
确魄 。‘ '=7 x 10 - 10 < < 1 .

c< 旷R (3x100)<x(6.4xl00)

(8 - 3 - 23)

2 4J o u~
令 X== 寸立一寸，则 X « I ，用牛顿二项式定理 (1 + x) 1/2 = 1 + xl2 可将

c c

式 (8-3-21) 简化为

dTo =(叽 uhn0=11 +----;.-~Idtn

将上式沿 Co 线(见图 4 -22)全程做积分便可求得TO:

TO = f( I +争-兰)dt=(l+? 三) tq 。

(8 - 3 - 24)

(8 - 3 - 25)

(8 - 3 - 26)

再讨论赤道上空的任-C 线 (v 值任意) ，它与 Co 线有两点不同:①C。线在赤道

上，引力势为 φ。三φ (R) ， 而 C 线(飞机)在赤道上空离地面h 米处，引力势为

φ=φ(R + h) ;② Co 线代表团结在赤道某点的钟，满足d<p =fldt ， 其线速率 Uo =

Rfl ， 而 C 线是赤道上空的飞行钟，其线速率 u=(R+h)dψ/dt。因此，式 (8 - 3 

18)用于 C 线的任一元段给出

ds~ = - ( 1 + ~φ\ 2s~ = -II +τ1 c2dt 2 + ( R + h) 2句2
\ C J

(, 2φ\2..22.2 t. 2φμ212?
-11 +--i- Ic<d( +u<dt< = -II +-; -τlc<dt< ,

\ c I \ c· c· I

用 φ 和 μ 分别替换式 (8 - 3 - 25) 的 φ。和"。使得 C 线的环球飞行时间 T'

T = (
I +子孙

式 (8 -3 -27)与式 (8 - 3 - 25) 相减给出

- TO =(平-但)2c L I

(8 - 3 - 27)

(8 - 3 - 28)

式中的 φ-φ。可由式(8-3-17)及式 (8 - 3 - 20) 求得:

GM t GM\ GMh GMh
φ φ。=一一一 -l---l= 一一一一~=~=肘， (8 - 3 - 29)R+h ~ R} R(R+h) R

其中 g = GM/R2 是地面的重力加速度。将上式代入式 (8 - 3 - 28) 给出
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I "h U - Uh \ I
7"-7"0 =1 号 --Tilt=毛[2gh - (旷- u~) J to 0 (8 - 3 - 30)

υ\ C
Z 2cz Jq 2cz

•

选读 4 -5 开头很长一段一直忽略飞机的飞行高度 h ， 即默认飞机的径向坐

标 r = R ， 所以有 U = Rfl + v[ 式 (4-3-9)J 。如采不做忽略，此式应为

μ= (R + h)fl + v = Rfl + hfl + v ,

右边的 hfl 当然可被忽略，问题在于它是否也能被 U 忽略。。是地球自转角这

卒，其值为

。 2主 =2τ=7.3xlO-5/s~
天 24 x 3 600 s . - v

飞机飞行高度 h 的估算值为 h = 103
m ，由此算得 hfl=0.07 mis ， 只有声迷的 2 x

10-
4

倍，故 hfl«v ， 因而确有 u=Rfl+v。由此式及 μ。 =Rfl 又得

2 2
U< - u~ = 2Rfl v + v 。 (8-3-31)

代入式(8 - 3 - 30) 便有

7"-7"0=主[2gh 一 (2Rfl v + v2
) J t'l 0 (8 - 3 - 32)

L. C

前已证得 U~/C2 « 1[式 (4-3-5)J 及 |φ。 I/c
2 « 1[式 (8 - 3 - 23) J ，故式 (8 

3 -25) 近似给出 tq = 7"o. 于是

7" - 7"0 = [2gh - (2Rfl v +v2
) ho/2c

2

。

此 fir待证的式 (4 - 3 一 16) 0 [选读 8 -1 完]

8.3.2 引力红移

引力钟慢效应的另一表现形式是引力场中的红移效应。设观者G2 携带一

个简谐光源，所发的光的两个相邻波峰(正最大值)出现在民和p~(仍见图 8 

4) ，贝IJ d 7"2 就是振动的周期。因为这两个披峰被观者 G I 在 PI 和 P; 时刻收到，所

以 G 1 测得的周期是 d7"，。以 λ2 和 λ1 分别代表 G2 和 G，测得的光波波长，由波

长与周期成正比可知

T-TA-A
A

一λ

I -2M/r.
一一-一一一--'-:">L
1 -2Mlr

2
v

(8 - 3 - 33)

[其中第二步用到式(8 -3 -9) oJ 可见观者 G 1 接收到的光披波长大于光源Go

测得的波长，即光波出现红移。又因为G I 与 G2 之间没有相对运动(都是静

态 ) ，所以这种红移纯粹起因于引力场(时空弯曲).因此称为引力红移(gravila

lional redshifl)。引人红移因子

x=F芋， (8 - 3 - 34)
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则

。
无
-
h

h叫
-
h

(8 - 3 - 35)

引力红移的程度可用相对红移量(简称红移)z;; ( λI - A. 2) /λ2 描写。计算

表明，从太阳表面发出的光到达地球时(把太阳作为引力场源) .相对红移量约

只有 2x lO-
6

• 为了加大红移量，可测量从白矮星发来的光。由于白矮星的密度

比普通恒星高得多(详见小节 7.2.2) .其周围的引力场比太阳周围的引力场要

强得多。自矮星来光的红移可达太阳来光红移的几十倍。在广义相对论发表

后，人们曾几次测过自矮星来光的红移，但结果还不足以确证理论的预言。第一

次成功的高精度引力红移实验是 Pound 和 Rebka 等在 1960 年利用穆斯堡尔效

应完成的。穆斯堡尔在 1960 年发现，某些原子核(如57 Fe) 在特定条件下可以发

出谱线宽度很窄(很尖锐)的 γ 射线，含有这种原子核的晶 , 'A

体又能对这种频率的γ 射线作选择性甚高的共振吸收。假

定这种 γ 射线的频率不论由于什么原因而有微小变化，它

被这种晶体吸收的程度就显著降低。这就为测出由地球引

力场造成的极其微弱的引力红移提供了强有力的手段。把

两块这样的晶体分置于地球表面的不同高度处，较低的一

块(图 8 -5 中的 E)作为发射体，较高的一块(图中的A) 作

为接收体。虽然根据两者高度差(12. 5 m) 算得的红移只

有 I. 36 x 10 - 15 .但 A 对 E 所发 γ 射线的吸收率仍然由于 γ

射线的微弱引力红移而有所下降。为了确认这一下降并测

出下降的数量，可令 A 以某一常速率向 E 运动，利用由于

多普勒效应出现的"蓝移.. (波长减小)抵消引力红移。当

速率调至某一适当值时(仅为 3 x 10 - 7 m/s) .吸收率达到

最大值。由此便可测得引力红移的数值。本实验的精确度在当时的条件下是很

高的(相对不确定度约为1%) .所得结果同理论值符合得很好。后来还有更精

确的实验验证，可参阅Will( 1993) 。

Y

>E

图 8 -5 用穆斯堡

尔效应测量地面附

近的引力红移。

§ 8.4 水星近日点进动

按照牛顿力学，行星的轨道是以太阳为一个焦点的椭圆。然而观测结果与

此略有歧离。以最靠近太阳的水星为例，虽然它在每一周期中的轨道很接近椭

圆，但两个相邻周期的两个"椭圆"的长轴并不重合，表现在它的近日点(perihe

lion) 的微小改变上(见图8 -6) 。随着时间的推移，由于积累效应，"椭圆"的长
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轴(因而近日点)绕太阳的缓慢转动变得可以观测。这现象叫做近日点的进动

( precession) 。从 1697 年至 1848 年的天文观测表明水星近日点的进动率是每

世纪 5 600"("代表角秒)。如何解释?法国数学家勒威耶 (Le Verrier) 用牛顿力

学对水星运动做过长期研究，并于 1859 年再次发表研究报告。根据这一研究，

水星近日点由于某些原因(例如其他行星的影响)的确应该进动，但所有原因造

成的进动率也只有每世纪 5557"，余下的每世纪的"无法解释，这就是著名的 "43

秒问题"。他猜想这个 43"来自一个尚未认识的行星的影响，并将它命名为祝融

星 (Vulcan) 。由于不久之前他在预言海王星上取得巨大成功，很快就在国际天

文学界掀起了寻找祝融星的热潮，许多天文学家(包括业余的)先后报告他们发

现了祝融星的踪迹，但是要么禁不起考验，要么互相矛盾。虽然勒戚耶在 1878

年去世时仍然坚信他的猜想，但是绝大多数天文学家都不认可。直至 1915 年爱

因斯坦的广义相对论文章[爱因斯坦等《相对论原理} ( 1980 中译本) ]发表后，

人们才有足够理由相信祝融星的假设是多余的。爱因斯坦在文章末尾写道:

"如果我 .(11 周央高的运似程度计算 ~I 沙场，……就会友现计算结果Jj开普

勒-牛顿的行星运动之律有以下偏差: Ifp.ft袤的轨道椭圆在运动方句上做缓慢

转动，……攻似给出水墨轨道筒转动均每世纪 43"，准确地符合又文学现喇(勒

桌J Jff ) ;阎王奋又文学家已经友况，在扣除其他行星约摄动之后，这行星的攻句点

i运动中仍留下达个无.~击解释份我值。"

爱因斯坦的这一结果大大加强了人们对广义相对论的信心。下面介绍用史

瓦西解对近日点进动的推证。

设太阳系只有太阳和水星并略去水星的引力场，即只讨论水星在太阳引力

场(外引力场)作用下的运动。先用牛顿引力论讨论。以 M ， m 分别代表太阳和

水星的质量， r 代表两者的距离，则水星的引力势能为(用几何单位制，其中

G =I)

U( r) = -些旦，
r

(8-4-1)

取球坐标系使水星轨道躺在赤道面上[即()=霄/2 ，这总可做到，证明见梁灿彬，

周彬(2006) § 9. 1] ，则水星的速度 U 只有径向分量 u， = dr/dt 和切向分量~=

rdψ/巾，故动能为

护(u~ + u~) 。

由机械能守恒律有

卡(u~ + ι) +川 r) = A, (8-4-2)
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其中常数A 代表总机械能。设水星单位质量的角动量的大小为ILl ，则

=ru=r2dψ
ψdt '

(8-4-3)

由式(8-4-1)、式 (8-4-2)、式 (8-4-3)出发经计算得

(dr42 ……一)+r=-J+-
dcp}

.. -
L

2 •

mL
2 。

(8-4-4)

加
?

+
AA-FL2-m

μ
+

为
中
一
句

成

i
l
I

式上故
nu

，
严μ

m
m户=

一
μ

A7

(8 -4 -5)

对伊求导得

业i 生牛.. -旦\ - ('\
d叭 dψ2

俨

L
2

)
- v

因此，要么 dμ/dψ=O( 圆轨道) ;要么

王丘..... _M
dcp2

目俨

L2 0 (8-4-6)

上式的解为

内)=F[l+mos(…。) ]
其中 e 和伊。为积分常数。不失一般性，取向 =0 ，则

ω=F(l+ec叫。

(8 -4 -7)

(8 -4 -8)

这是圆锥截线方程， e 是偏心率，把式(8-4-8)及其导数代回式(8 -4 -5)便得

. 2AL2

矿 = 1 +一一τ。 (8 -4 -9)
mM

当 0"三 e<1 时为椭圆，dμ/d伊 =O( 圆轨道)己作为e=O 的特例含于其中。

然而广义相对论却给出略微不同的结果。前已说过(见§6. 5 末) ，由于太

阳引力场很弱，对太阳系的绝大多数问题而言，使用牛顿引力论已经足够，无须

出动广义相对论这把"牛刀"。然而近日点进动问题却不同，因为牛顿引力论的

结果与观测数据并不吻合，一直遗留着一个"43 秒问题"，所以爱因斯坦期望广

义相对论与牛顿引力论在这个问题上的微小差别恰好能解决这个难题。计算结

果的确非常理想。从广义相对论看来，太阳外部的弯曲时空由史瓦西线元描述，

而水星可看作是这个时空中的一个自由质点，其世界线是该时空的一条类时测

地线。对测地线的计算给出

主导 +μ= ~ + 3Mu2 ~
dcp< . L< ,-- -

(8-4-10)
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[注:本书并未介绍测地线的数学定义及计算公式，读者只能承认上述结果。欲

知推导详情可参阅梁灿彬，周彬 (2006) 小节 9.2.2 0 ] 与式 (8 -4 -6)对比发现

净多一项 3 M，旷(广义相对论修正项)，因而难于求解。幸好水星的r 比太阳的M

大得多，即 M/r« 1 ①，故修正项

2 3M
Mμ=7μ«μ， (8-4-11)

(其中第一步用到μ三 r -')可设法求近似解。牛顿引力论的解[式 (8-4-8)]

可看作零级近似，为明确起见记作的(圳，即

的(ψ)=F(l+emψ)0 (8-4-12)

把这零级近似代人式(8-4-10)右边第二项后所得方程可看作一级近似解μI ( CP )

所应满足的方程，即

d2μ 1 M 句 M 3M3 、，
丁气~ +μ ，τ+ 3 M.的 -τ+ - :': (1 + 2eco叩 + e" cos"ψ)0 (8-4-13)
d~口 L' . v L' L

不难验证其解为

3M
3 r . 21 1 1 ~ \ 1

μI(ψ) =μ。 (ψ) +丁Til +叩Sl叩 + e
2

( 一- --:--cos2圳 10 (8-4-14)C L' -,--, - \ 2 6 ----, }J
/导、
~

8 三 3M
2
/e

再与式 (8-4-12)一同代入式(8-4-14) ，整理后得

μ1 (ψ)=~{1+十 +e2(÷-专cos2ψ)] +巾Sψ+川

(8-4-15)

(8 - 4 一 16 )

由式 (8-4-12) 可知 M/L
2

与 μ 有相同量级(记作 M/e - μ) ，故 e==3M2/e 

3M，μ =3M/r ， 改为国际单位制并利用式(8-4-11) 脚注的数据，得

<<nuz
m-mOk--kqJ-7

-nu
×
-x句

、d
-
ζ
J

z
mTU

8
(8-4-17)

于是式(8-4-16)右边花括号内第二项(含E 的项)与第一项(即 I )相较可以

略去，再利用三角公式cos(α-β) = cosO'cosβ+ sin O' sinβ 以及 cosecp = 1 , sinecp =

叩改写第三项便得

J?μI (ψ)24[l+e叫cp- 叩门。 (8-4-18)(cp)

① 做数量计算时最好改 l回国际单位制. UII补上物理常数 C 和 Co 1:11 附法 A 例 3 可知 MIT 实为 (eMI

C') 1'0 太阳质量 M 对应的 eMlc' = 1. 5 km. 1)( 星近日点与太阳的距离约为5 x 10' km ，放 (eMI♂ )1

,« I 。
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图 8-6 7l<星近(远)日点每周期进动角 A伊且(明显夸大)

这表明水星的轨道近似为椭圆。上式右边虽仍是周期函数，但周期已不像式

(8-4-12) 那样为 2'IT。近日点是 r 最小的点，即 cos (伊 -eψ) = 1 的点。 ψ=0

当然是近日点;但当 ψ=2τ 时

cos(ψ -eψ) = cos( 2τ-2τε) 乒 l 。

设品为满足 cos( 品 -e 品) = I 而又最接近 2节的 ψ 值，则不难验证(略去高阶小量

2τe
2

)

品 =2τ+2τε 。 (8 -4 一 19 )

可见水星近日点每周期内的进动角为(见图 8 - 6)

A伊进 =2τie =6τM
2
/L

2

0 (8 -4 -20)

以上讨论其实对任何行星都适用。代人具体数据可得水星近日点的进动率

为 43"/世纪。这可以看作广义相对论在实验验证方面的第一个成功，爱因斯坦

对这一计算结果感到兴奋不已。至2005 年为止，观测结果与上述理论结果之间

的差别已达到只有千分之几的程度，见Will(2005)。

§ 8.5 星光偏转

8.5.1 理论预言值和日全食观测

远方恒星射到地球的光线经过太阳附近时受太阳引力场影响而弯曲(简称

星光偏转)，这是爱因斯坦根据广义相对论做出的一个重要预言。本节介绍这

一预言的导出和验证。

因为光子除引力外不受任何力，所以来自恒星的光子在太阳周围的史瓦西

时空中的世界线是该时空的类光测地线。仿照上节，取球坐标系1 t , r ,{1，伊|使光

子的世界线躺在赤道面上(即线上的 θ 恒为 τ/2) ，并令 μ=r-l 。对类光测地线
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丰号 +μ =3Mμ2(M 为太阳质量 )0 (8-5-1)
Gψ

(与上节一样，此处同样不能给出测地线的计算过程。)当M =0 时(平直时

空) ，方程(8 -5 一 1 )的通解为

μ(ψ) 二十sin ( cp 训. (8-5-2)

其中 l 和伊。为积分常数。约定当ψ=0 时光子在无限远，即μ(0) = l/r(O) =0 ,

则的 =0 ，故

μ(ψ) =卡incp , (8 -5 -3)

这是 2 维欧氏空间中用极坐标r. cp 表述的直线方程。要看出这一点，取r=O 为

直角坐标系问，YI 的原点，则

走向观者

x = rcos~口，

v

光子空|间轨迹

来自恒星

Y

(8 -5 -4)

图 8 -7 平直时空中光子的空间轨迹

Y = rsinψ=去i川二常数， (8-5-5)

其中第三步用到式(8-5-3)。所以光子的空间轨迹是平行于Z 轴、与原点距

离为 l 的直线(见图 8 -7)。请注意r 和伊沿该直线都在变化，不变的是y。由

于 r 的取值范围是0< r < ∞，式 (8-5-4) 表明 Z 的取值范围是-∞ < x < ∞。

要讨论星光偏转当然不能取 M =0 ， 但因 MIr« I ，求一级近似解 μI (ψ) 便已足

够。把式(8-5-3) 的 μ(ψ) 看作零级近似解的 (ψ) ，代入式 (8-5-1) 右边便

得 μI(ψ) 所应满足的微分方程:

d2μ I 3M . ,
~+μI (ψ) 二丁2sln - 伊。
acp l

不难验证下式是方程 (8 -5 -6) 的解:

I. M ,. _,
JLI (ψ) = -7-sinψ+τ ( 1 - cos伊) 2l ----.,.- • e ' - ~~~'t'

(8 -5 -6)

(8 -5 -7)
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由上式知μ1(0)=0，即 r( 0) =∞，说明光子的ψ 坐标为零时光子离太阳无限远

(远方恒星的r 可看作∞)，但式(8-5-7)与式(8 -5 -3) 的不同表明光子经过

太阳附近又离太阳而去时的"去向"不同:由式(8-5-3)失Il μ(τ) 二 0 ，说明光子

远离"太阳"(这个"太阳"的M =0)而去时 ψ 坐标为 τ;而由式(8-5-7)却有

μ ， (节)乒0 ，我们预期它沿一个与τ 略有差别的方向节+β 远离太阳而去(见图

8 - 8) ，即 μ1 (节 +β) = °。为求偏转角 β，把 ψ= 节 +β 代人式 (8 -5 -7) 并利用

μ ， (τ+β) =0 得

°=μ ， (τ+β) =十sin (τ+β) +手[ 1 - cos( 叫) r 0

β 很小导致 sin (τ+β) = -β ， cos(τ+β) = -I ，代入上式便得

p4Mz一。 (8 -5 -8)

上式是几何单位制的形式，改回国际单位制形式则为

ω
-
u
u

~~
β
'

(8 -5 -8')

俨(πψνz 供~1!另

---..;;..--光子空间轨迹

、 (来自恒星)

ψ=0

囱 8 - 8 太阳使时空弯曲，星光的空间轨迹受偏转。偏转角 β 明显夸大。

上式表明偏转角 β 随 l 的减小而反比地增大。 l 的最小值等于太阳半径，相当于

光子在太阳边缘掠过( "擦边光子" )。以此为 l 值代人式 (8-5-8') 便可求得

擦边光子的偏转角 β= 1.75飞

上式就是广义相对论对星光偏转的预言。为了用观测验证这一预言，可设

法拍摄当星光被太阳偏转时恒星的视位置(角度) ，并与半年后(或前)当地球转

到太阳另一侧时摄得的恒星真实位置做比较。然而观测恒星的视位置并非易

事，因为太阳离地球比所要观测的恒星近得多，在太阳的光芒中根本无法看见星

光。( "大白天看星星" !)于是想到利用日全食 o 阳光在日全食时被位于太阳

与地球之间的月球所遮挡，但远方恒星的光却可以"绕过"太阳到达地球。只要

将日全食时以及几个月后(当太阳离开星场时)对同样几个恒星拍摄的照片做

对比，便可求得这些恒星所发光子的偏角，再用偏角与 I 的反比关系就能推得擦

边光子的偏角。
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由于对爱因斯坦的广义相对论欣赏有加，爱丁顿早在 1917 年写给英国皇家

天文学会的报告中就强调了用星光偏转检验广义相对论的重要性。在第一次世

界大战后不久，就有两支考察队从英国出发分别到巴西和西非对 1919 年 3 月

29 日的日全食进行观测(爱丁顿是西非队的领队)。两队观测的结果分别是

1. 98" ± O. 12" 和1. 61" 士 0.30" ，亦即分别是理论预期值的l. 13 ± O. 07 倍和

0.92±0.17 倍，被认为是对广义相对论的有力支持。这一消息由英国皇家学会

和天文学会于 1919 年 11 月 6 日公布，立即引起了对战争厌倦了的西方各国公

众的注意，并使爱因斯坦家喻户晓，名声显赫。(由于当时通信不便，中国人最

早是在 1920 年 2 月 10 日发行的《东方杂志》上得知此消息的。)然而，据说爱因

斯坦对这一观测结果反应平静。他对自己的理论是如此相信(基于其优雅性和

内部自治性) ，以致曾说过一句名言，大意是:如果实验竟然与理论矛盾，他将

"对亲爱的主 (Lord ，意为上帝)感到遗憾"。

8.5.2 用星光偏转检验引力理论[选读]

星光偏转其实不是广义相对论的专利，牛顿引力论(以及其他多种引力理

论)对此也有预言。牛顿在1704 年出版了专著《光学>(" Opticks") ，他在书末

提出了 31 个悬而未决、有待他人进一步研究的问题，其中就有下面一句:

"难道扬体就不会对某小距客以外面9 元施加作用，从而使元线偏

转……吗?"

他虽然倾向于肯定的答案，但似乎从未计算过偏转角，更没有表示过用观测

进行验证的企图。一个世纪后的1804 年，后来担任慕尼黑天文台台长的索尔德

纳 (Soldner)把这一想法具体化，用牛顿引力论求得星光在擦过太阳时的偏角为

O. 875" =1. 75"/2 ，即恰为广义相对论预言之半①。(文章在 1801 年完成， 1804

年发表。)因此，日食观测的任务不仅是证实星光确有偏转，还要在广义相对论

与牛顿引力论之间做一决断。糟糕的是，由于种种原因，英国人的1919 年日食

资料和归算处理存在诸多疑点。在后续的许多年中，天文学家几乎逢日全食必

观测，可是结果起伏不定，难以定案。德国人在重新分析英国队的资料时发现，

用不同方式处理这份资料会导致很不相同的结论。例如，只要删除成像特别差

的个别恒星，结果就会大为改变。他们还发现英国人的归算方式总是使偏角变

大，从而有利于广义相对论。直至20 世纪 60 年代初，当多数天文学家逐渐相信

偏转角更有利于广义相对论(而不是牛顿引力论)时又冒出了一种崭新的引力

① 开文迪许(Cavendish)早在 1784 年就曾做过计算(但计算方法已经无据可查).只是没有发表。

他的结果与索尔德纳的结果只在一阶近似上相等，对太阳部是0.875飞
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理论，即§ 6. 3 末段提及的布-迪理论，是广义相对论的最为强有力的竞争对

手，它的挑战大大提高了对天文观测精度的要求。与广义相对论不同，布-迪理

论中有一个可以调节的常参数ω。"可以调节"是指可以人为选定任一实数作

为 ω 值;"常参数"则是指一旦选定就不再变。所以可以说存在着无数种布-迪

理论(一个 ω 值决定一种)。当 ω= ∞时布-迪理论就回到广义相对论。可调

参数 ω 的存在使布-迪理论比广义相对论灵活得多，因为可以根据天文观测数

据确定 |ω| 的下限。事实上，这一下限随着观测的进步而不断提高，在1973 年

是 |ωI >5 ，到 1979 年升至 |ωI > 500[见 Reasenberg el al. ( 1979 ) ] ，而到了 2003

年竟达 |ωI >40 OOO[见 Bertotti et al. (2003 )]。这说明观测不断朝着有利于广

义相对论的方向发展。不过这里的"观测"早已不是指单纯的日食观测。由于

固有的系统误差以及诸多不利因素①，靠臼全食测定偏角的误差一直未能越过

O. I 这道关卡。于是有人想到非可见光。夏皮罗( Shapiro) 于 1967 年率先提出

把观测对象从可见光源转移至射电天体的倡议。他还指出，传统的雷达接收法

对观测如此小的偏角无能为力，建议采用由两个接收器组成的射电干涉仪，而

且，因为角度测量误差与接收器之间的距离成反比，干涉仪的基钱越长越好。从

可见光观测发展为射电观测有许多好处:为了观测日食，天文学家不但要耐心等

待日全食的时机，还必须带着笨重仪器匆忙赶到遥远的、人生地不熟的观测地

点;而射电观测却可以在天文台里用最好的仪器按照周密的既定计划行事，占尽

天时、地利、人和的优势。所以，这一建议一经提出就拉开了用非可见光(非日

食法)观测星光偏角的序幕，精度不断提高的观测结果相继涌现。这里要特别

强调的是观测精度，或说标准误差。如果观测结果竟然是1. 75" ± I. 75"，你不应

在看到第一个数字I.75"时高兴过早，因为第二个数字±I. 75"是标准误差，在最

坏的情况下(取-号时)意味着偏角为零(I. 75" - I. 75" = 0) !对射电光线偏角

观测的标准误差在1967 年后创造了10 岳飞 10 -3乃至 10 -4 的记录。除了用甚长基

线干涉仪对射电源(如类星体)的观测外，又发展出一种对多年积累的大量资料

进行统计分析以得出结论的巧方法[见Shapiro el al. ( 2004 ) ] :被利用的数据

来自"大地测量甚长基线干涉仪资料库.. (该测量的原始目的是对涉及地球运动

的各个方面进行全天候监测) ，他们采用的数据包括 1979一1999 年间所做的近

200 万次观测的记录，涉及 87 个甚长基线干涉仪天文台(最长基钱达 l 万 km)

和 541 个射电源。通过对这些数据的统计分析，他们得出的结论等于广义相对

① 首先. ilJl.ii对比" 食j底片与数月后的比较底片得 .'H 偏 fn 的做法就充满系统误差。其次.(透过大

气层平?虽光的)光学畸变、温度影响(例如底饭的冷缩热胀)以及气候卡扰(例如l沙尘弥漫会严重削弱星

光远过率)都会借来误差
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论预言值的 O. 999 83 ± O. 000 45 ，标准误差已降至4.5 x 10 -4 0

8.5.3 牛顿引力论对星光偏角的推导[选读]

索尔德纳在 1801 年推导星光偏角公式时，光速的有限性已被证实。只要承

认光的微粒说并默认光微粒UP现在的光子)在引力场中的表现与普通质点的

唯一不同就是以光速运动，就不难用牛顿引力论推出偏角公式。此式的推导方

法很多，现在介绍一种"借他山之石"的简便方法。

首先考虑质量为m 的普通质点在太阳附近飞过时因受太阳引力而出现的

偏角。这种情况与卢瑟福1911 年研究的 α 粒子散射类似，因此可以借用其有关

公式。 α 粒子在原子核库仑力的作用下发生偏转，以l 代表核与入射方向的垂

直距离，则偏角β 满足[推导见胡镜寰等(1989) P. 7 - 8 ]

互-旦 (8 -5 -9)
2 21'

式中的 D 由下式决定:

D = _1 2Ze
2

-
4τBO mv~/2'

(8-5-10)

其中 e 为基本电荷， Z 为核的原子序数， m 和 Va 分别是 α 粒子的质量和初速。 α

粒子是氨原子核，也荷为2e ， 将上式的库仑斥力2Ze
2
/4τEof 改为太阳对质点m

的万有引力 GMmlr
2

( 其中 M 为太阳质量)，则式(8-5-10)成为

D =2GM
=一了， (8-5-11)

Va

由于星光偏角 β 很小，式 (8-5-9) 左边可近似写为

互-豆旦旦主i 旦-=sin(β12) = ':
2 cos(β12)

与式 (8-5-11) 及式 (8-5-10) 联立得

β 2GM
~---

lv~ 。
(8-5-12)

由上式可得重要结论:偏角β 与入射质点的质量m 无关。于是，只要默认光子

在引力场中的表现与普通质点相同，将上式的Va 改为光速 C 使得

刚
才

。
υ
'

(8-5-13)

由此也可以猜测牛顿当年没有给出光线偏角的一个可能原因一一当时的牛顿对

光速的有限性尚不能肯定。假若光这无限，偏角势必为零。反之，索尔德纳所在

时代早已测得有限的光速，所以不难推出偏角公式。

将式(8-5-13)与式 (8 -5 -8') 对比可知，牛顿引力论给出的偏角正好是
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广义相对论的预言位之半。

下面介绍一个有趣的历史故事。爱因斯坦在 1905 年发表狭义相对论后不

久就致力于考虑引力问题，终于在 1915 年创立了广义相对论。在 1911 年发表

的、题为"论引力对光传播的影响"的文章中[爱因斯坦等，<相对论原理~ ( 1980

中译本)]，他用一种特别手法推出了与式(8-5-13)完全相同的偏角公式，由

此求得的太阳边缘光线偏角与索尔德纳的结果相同，都是广义相对论预言值之

半，即 0.875" = 1. 75"/2 0 (限于当时的天文数据，他求得 O. 83") 0 "特别手法"

是指下列几步:①把只对力学现象适用的等效原理假设性地推广为适用于一切

物理现象的原理，即后来所称的爱因斯坦等效原理 (EEP) ;②用 EEP 证明尤

(辐射)也受引力作用;③在此基础上找出光在引力场中的坐标速度与引力势的

关系，再同志更斯原理结合使求得星光偏角。应该特别注意，该文发表于广义相

对论诞生之前，他对引力的处理只能依据牛顿引力论，所得偏角不同于广义相对

论是不足为奇的。

爱因斯坦在 191 J 年的那篇文章结束时说:

"，!f子回会合时，太阳;，t多这部分又会的恒星是看得见的，我仍的理伦结采

就可以闯实必比较。……假如天文学家愿意看手考察在此提出的坷题，那是再

好没有了。"

这一建议很快就受到响应，但是，由于观测地点的气候问题以及第一次世界

大战的爆发( 1914 年德国对俄宣战，俄兵把在俄观测日食的德国天文学家扣为

战俘) ，日食观测无果而终，爱因斯坦深感遗憾。不过这也许是件好事，因为这

给爱因斯坦留出时间修正他 1911 年的结果。他在 1915 年关于广义相对论的文

章[爱因斯坦等(1980) ]中修正了这一错误，求得太阳边缘光线偏角为1. 7飞

广义相对论的问世使情况发生根本性改观。虽然爱因斯坦是旷世奇才，但

他在广义相对论尚未成型的 1911 年的文章中的某些讲法并不正确，一切应以广

义相对论的讲法为准，而且最好用 4 维语言讲解。我们不必再去论证光子也受

引力，因为广义相对论把光子必受引力暗含在"光子世界线是类光测地线"这一

基本假设之中(走测地线就表明光子受且只受引力) ，由此便可按小节 8.4. 1顺

理成章地推出星光偏角公式。何乐而不为也?

8.5.4 雷达回波的时间延缓[选读]

作为一种物理理论，广义相对论当然应该经受实验检验;作为一种关于引力

的理论，广义相对论尤其需要更多更精确的实验检验，因为物理学中存在着许许

多多的引力理论(本书涉及的就有牛顿引力论、广义相对论和布-边理论三

种) ，亟待实验决定取舍。引力理论分为度规理论和非度规理论两大类(见
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§ 6.3) 。讨论表明[见 Wille 1993) , Will(2001) J ，如采 EEP( 爱因斯坦等效原

理)成立，则只有度规理论才可能正确。由于EEP 越来越取得实验的支持，非度

规理论已经越来越没有立锥之地。牛顿引力论可以用作度规理论在弱场低速条

件下的一级近似(最粗略的近似)，它可以解释太阳系的大多数观测结果，但在

涉及精度很高的实验(如水星近日点进动)时就无能为力。于是人们提出了"后

牛顿近似" ( post 一 Newtonian approximation) 的想法(是比牛顿引力论更接近广

义相对论的一种近似) ，并构造出一个可在弱场低这条件下比较各种度规理论

以及将它们同实验做对比的理论框架。这个框架涉及十个参数，在不同的度规

理论中可取不同数值，我们只谈其中之一，即参数 γ。对广义相对论，γ= 1;对牛

顿引力论，γ=0; 对布-边理论，γ 取决于其可调节参数 ω，两者关系为

ω
一
ω

+
一
+

1-2
γ (8-5-14)

牛顿引力论和各种度规理论对星光偏角的预言值之所以不同，就在于它们有不

同的 γ 值。太阳系中各种观测的一个重要目的就是要测定参数γ。可以证明，

星光偏角在几何单位和i 中服从如下公式:

β=2( 1 +γ )M/l ， (8 -5 -15)

其中 M 和 l 的含义与式(8-5-8)相同。对广义相对论，γ= 1 ，上式回到

式 (8-5-8)0

1919 年的日全食观测可以看作测量γ 值的第一个太阳系实验。为了从根

本上提高测量精度，又从可见光线偏角观测发展为射电偏角观测。夏皮罗等的

文章 [Shapiro et al. (2004) ]宣称用这种方法测得γ=0.99983 ±O. 00045 ，标准

误差己降至 4.5 xl0- 4
0

光线(包括非可见光)偏转现象还有一个一母同胞的孪生姐妹，那就是雷达

回波的时间延缓效应。根据广义相对论 ( "一母同胞"的"母" ) ，太阳的存在使

空间变得弯曲[见式 (8 -1 一 3) ]，光子在空间中要走较远的路径，因而要用较长

的时间。假定从地王求发出的雷达信号到达另一行星(或飞船)、被它反射并沿刀子、

路返回地球(图 8 - 9) ，则由广义相对论求得的信号来回时间ill 比用牛顿引力

论(认为空间平直)求得的时间(ill) 牛要长一点点，即

行星或飞船

/ f3

r ， 飞飞飞-L t， ---飞飞-

主;; ro 地球

图 8 -9 霄达回泼的时间延缓
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!!.t = (!!.t) 牛+ 8t , 8t > 0 , 8t« ( !!.t) 牛。 (8-5-16)

这种田泼时间延缓效应通常也被称为广义相对论的第四个经典验证。当地球、

太阳和行星(或飞船)连成一条直线而且太阳在两者之间时，延缓时间 8t 最长，

可以求为

&=2(1+γ) MIn (4TO T/b勺， (8-5-17)

其中 TO 、 T) 及 b( «TO ， T ，) 如图 8 -9 所示。虽然&« (!!.t) 牛，但是&对 b 的依赖

是对数关系，对数函数的特有性质使得人们可以从测得的缸中把极其微小的缸

从很大的"背景" ( !!.t) 牛中识别出来。

夏皮罗于 1964 年首次从理论(广义相对论)上提出了上述时间延缓效应并建

议用天文观测加以证实。后来的几次实验测得的 γ 值都非常有利于广义相对论，

精度也在不断提高。例如， 1979 年利用海盗号火星登陆飞船( Viking lander) 测得

从地球到飞船(火星)的回波延缓时间，由此求得γ= I. 000 ±O. 002 ，精度提高至 2

x 10 -3 ，再用式(8-5-14)便可把布-边参数ω 限制在 1ω1>500。可惜这种方法

的测量精度在以后的二十余年停步不前，直至2003 年才因为技术上的改进而出现

重大突破。这次突破的关键原因是实验者把测量延缓时间改为测量频移。虽然

射电波在地球与飞船之间的往返时间很短，但地球和飞船在这段时间内的运动也

会带来射电泼的多普勒频移。事实上，太阳引力场的存在对光的传播就有引力频

移效应，加上由地球和飞船运动造成的多普勒频移，合称引力多普勒频移(gravita

tional Doppler shift) 。地球和飞船的运动通过改变式(8-5-17) 中的 b 而改变缸，

由此可推出回波与发射泼的相对频移(ν'-v)/ν 的公式:

, - v .•. , M db
一-一 =4( 1 +γ)-:;:- 一。 (8-5-18)v ' - f' b dt

利用上式就可以通过测量频移而测定γ。与测量时间延缓相比，这种用测量频

移来测定γ 的方法可把精度提高一个量级，但过去由于日冕造成的干扰，频移无

法测准。 2002 年发射的、探测土皇的卡西尼飞船(Cassini spacecraft) 由于装备

有最先进的射电系统而可以克服这一困难，使准确测量频移成为可能。实验在

2002 年 6 月 6 日至 7 月 7 日进行，其中的 6 月 21 日最为特殊，那时地球、太阳和

卡西尼飞船在一条直线上(地球与飞船分居太阳两侧)。根据实验者发表的文

章 [Bertotti et al. (2003) J，实验测得
γ=1 +(2.1 ±2.3) xI0- 5 ,

以 2 x 10-5 的高精度验证了广义相对论。借式 (8-5-14) 可以推知布-边理论

的参数的下限高达 |ωI >40000 。

广义相对论从 1915 年诞生至今已是近百岁的"老人"。虽然存在着不可胜

数的引力理论与它竞争，而且它又没有任何参数可供调节以适应实验数据(大



§ 8.6 相对论在 GPS( 全球定位系统)中的应用 181

有"宁折不弯"的味道) ，但竟然能在近百年来精度越来越高的大量实验的考验

下屡战屡捷，长寿不衰，实在难能可贵。(反之，许多引力理论已经先后"中箭落

马 no) 然而，越是如此，人们越是跃跃欲试地设计出更多的实验来考验它，并很

想知道当精度提高到哪一量级时它会与实验有所偏离。例如，欧洲的大型计划

项目 GAIA 在众多的探测任务中就有检验广义相对论的一项，并且有望将检验

精度再提高一个量级(将标准误差降至 10 勺，这个历时约十年的项目计划于

2013 年开始执行。( GAIA 是 Global Aslromelric Inlerferomeler For Astrophysics

的缩写，汉语译为"全夭夭体测量干涉仪"0)

§ 8.6 相对论在 GPS(全球定位系统)中的应用

相对论在许多人的心目中有如下特点:①新奇有趣;②难度颇高;③毫不

实用。下面谈谈特点③。狭义相对论在日常生活中毫不实用的关键原因是日常

接触到的速率都太低。一旦涉足高能物理学领域，由于高能粒子通常都有很高

的速率，狭义相对论就大有用武之地，而且变得不可或缺。然而，与物理学的其

他分支相比，狭义相对论在国民经济和日常生活中的应用似乎还是非常罕见。

至于广义相对论，虽然它在近代天体物理学(特别是黑洞和宇宙论)中必不可

少，但过去一直认为它与国计民生以及日常生活毫无关联。有趣的是，有一件与

日常生活息息相关的事情逐渐引起了公众的注意，这就是狭义和广义相对论在

GPS 中的不可替代的应用。无论你坐飞机还是开汽车，为了定时和定位，你都离

不开 GPS，它是 Global Positioning Syslem 的缩写，中译名为全球定位系统或全球

卫星定位系统。这是美国最初出于独霸全球的军事目的而研制的、耗资300 亿

美元、历时 20 余载、于 1994 年建成的新一代卫星导航和定位系统，后来又不断

改进，并迅速发展成为一个蓬勃兴旺的商业性产业。除了明显的军事目的(如

导弹制导)之外，GPS 的应用实在是不可胜数，以下仅是部分例子:①陆地应用，

如车辆导航、大气观测、地球资源勘探、桥梁和隧道测量;②海洋应用，如最佳航

线测定、船只导航、海洋救援和探宝、海平面升降监测;③航空航天应用，如飞机

导航、低轨卫星定轨、航空救援、载人航天器防护探测等等。总之，GPS 是一个全

球性、高精度、全天候的定位系统，其应用领域早已遍及国民经济的各个部门，而

且逐渐深入每个人的日常生活o 你只要拥有一台用户接收机就可享受免费服

务，为自己确定所在地的纬度、经度、高度以及当时的国际标准时刻。

我国也在拍立自主地研制开发类似的导航系统，称为北斗卫星导航系统，它

能提供高精度、高可靠的定位、导航和授时服务，具有导航和通信相结合的服务

特色。通过 19 年的发展，这一系统在测绘、渔业、交通运输、电信、水利、森林防
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火、减灾救灾和国家安全等诸多领域得到应用，产生了显著的经济效益和社会效

益，特别是在四川汶川、青海玉树抗震救灾中发挥了非常重要的作用。北斗卫星

导航系统将在 2020 年形成全球覆盖能力。

下面仅以 G因为例进行介绍。

作为一个系统，CPS 包括空间设备 (space segment) 、控制设备 (control seg

ment)和用户设备(user segment)三个部分。

空间设备由携带原子钟的24 个人造卫星组成，它们分布在6 个轨道平面上

以近圆形轨道绕地球公转(卫星高度h =20 X 106
m ，轨道周期约 12 h) ，使得地

面上几乎每一点的上空都有至少4 个卫星。

控制设备位于地面，由l 个主控站、 5 个监测站和3 个控制站组成。监视IJ

站负责把不断搜集到的卫星和大气数据发送给主控站，主控站由此算出卫星的

轨道和时钟参数，并将结果发送给3 个控制站，后者在每一卫星行至上空时将这

些数据和指令注入卫星。

用户设备就是CPS 接收机(导航仪)，又可分为车载式、船载式、机载式、星

载式、弹载式和手持式等，都具有对CPS 信号的接收、发射和解算功能。

以下侧重从相对论角度讲解CPS 的工作原理。

每个卫星都不断发射无线电波(电磁信号)，其传播会受到地球引力场的影

响。幸好这个引力场很弱，暂时忽略由它引起的时空弯曲，亦即默认时空平直，

就可选惯性坐标系I t ,x ,y ， zl 把时空线元表为如下的简单形式:

ds2 = _c2dt2
+ 出 2 + dl + dz2 , (8-6-1)

因为光子世界线是类光曲线，把上式用于该曲线的任一元段便得

o =d/ = - c
2
dt

2
+ dx

2
+ dl + dz2 ,

由此得

jdx
2 干 d? +dz主

dt = c 。

说明光在 I t ,x ,y ， zl 系中的坐标速率等于 c。

设地面用户在某一时刻同时接收到 4 个卫星的信号，图 8 一 10 ( a) 和( b) 分

别是相应的空间图和时空图。在图 8- 1O (b) 中 ， q 和 p;(i=I ， 2 ， 3 ， 4) 分别代表

收信事件和发信事件，它们的惯性坐标分别为 t ,X ,y ， z 和 t j ，矶 'Yi ， Zj ， 即

A
『

句
、
"

,。
中

-EA--t)z,γ
J
,耳,tr

E
、一

-

p,、
‘
，
，
，

z
γ
J

Ztr
，
，
、

一
一

n"'

便可列出以下4 个方程[称为传播延迟方程(propagation delay equation) ] :

c(t-tJ = /(X-XJ2 +(y_yJ2 +(z-zJ2 ， ι=1 ， 2 ， 3 ， 4 0 (8-6-2)

卫星所发信号中含有发射时亥U t; 以及该时刻的卫星位置叭'Yi ， Zj 等信息，

用户接收机的内置电脑根据这些已知数据(t ， , X , ,Y, ， Zj) 就可从上列 4 个方程中
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用户卫星(第i个)
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3

4 q

( a) 空间因 ( b) n.t空阳

囱 8 - 10 用户同时收到 4 个卫星的电磁信号

解出 4 个未知数 t ， x ， y ， z( 用户收信时的时空坐标) ，从而实现定时和定位。

稍有力学常识的人都能接受式 (8-6-2) ，从而理解 CPS 的基本原理。然而，

由于对 CPS 的精度要求很高，许多附加问题都不得不考虑。原子钟走时率的精度

是足够高的，但其表现走时率却会因为相对论效应而受到影响，如果对此不加修

正， CPS 所给出的位置民差可达每天 II km 的程度.这种误差的积累效应将使 CP:

很快就变得毫无用处。 CPS 的相对论效应主要表现为两个方面，分述如下。

效应 1 狭义相对论的动钟变慢效应

地球上的时间以国际原子时间 (International Atomic Time) 为标准.它由

静止于海平面的原子钟给出。以下称此为海面钟a 相对于地心而言，卫星钟

以速率 u卫 =3.84 x 10 3
m/s 做高速运动。海面钟虽然也随地球自转而运动，

但即使是赤道上的海面钟的速率也不过与 =465 m/s( 下面就以赤道钟作为

海丽钟的代表)。由于狭义相对论的动钟变慢效应，相对于地心钟而言，卫

钟的变慢比赤道钟要严重得多。既然以赤道钟为时间标准，就应对E星钟进

行修正 J 地心钟的世界线可画成竖直线.赤道钟和卫星钟的世界线都是螺旋

线，但在示意图中不妨画成斜率不同的斜直线(图 8 - II) 。以工L， l 和 E

两个相邻的同时面(等 1 面)七，令 A缸t= t乌2 - l乌1 ，以 AT.(心.、， AT飞古也.和 AT)!依次代表三个

钟在这两张同时面之间经历的固有时间，则由狭义相对论的动钟变慢效应百

知[见式 (4 - 2 一 I ) ]

其中

AT卫 =γ ;1 At , AT 崎 =γ丰 'At ， AT .c.. =At , (8 -6 -3)

γ :rr =[I-(ul! lc)2]-II2， γ ，.=[I-(U'l.lC)2J- 1月。 (8-6-4)

因为(U l! /C)2«J ， (U 嗡 IC)2«I ， 上式可用牛顿二项式定理

(J - x) - I '1 = J + xl2 (8 - 6 - 5 )

简化为
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地心钟 ·• 赤道钟 卫星钟

1::11:事

~T..=~t
"

图 8 - II 地心钟、赤道钟和卫星钟世界线示意

γ卫= 1 + (u卫 /c)2/2 ， γ章= 1 + (u亦 /cf l2，

而式 (8 -6 -3)给出扭=坠，因而
ur ;t.γ卫

!:J.r~; -!:J. r 1! =旦二工主z[ (μ [!/C)2_(U 尔/C) 2]/22土r {兰』 2-ihLfl

!:J.r 亦 γ卫 1+(u l!/c)2 12 2qc) ~c)J-

1 r 13.84 X 10\ 2 I 465 \ 2 1 I. ~ '"
II 一一一一:"'1 -I 一一'n81 I =~( 1. 64 X 10- 10

-0. 但4x lO-
10

) =0.81 x lO- 10 o2 l \ 3 X 108
} \ 3 X 108

} J - 2

如果取

!:J.r司= 1 天 =24 x3 600 5 =8. 64 x 10 10μ ， (8-6-6)

则

!:J.r 曹、 - !:J.r卫= (0. 81 x 10 -10) X 8.64 x 10 10
f.L5 = 7μ50 (8 -6 -7)

这就表明，由于速率较大，卫星钟比赤道上的海面参考钟每天要慢7μ。

效应 2 广义相对论的引力钟慢效应

根据广义相对论，引力较强处的钟较慢。卫星钟位于高空，所受地球引力比

赤道钟较弱.故赤道钟应较慢。下面用式(8-3-9')计算两者的读数差。

A

GM GM
8 P. =丁一一， 8且 -τ言，

cr" C f('-" • l!. .... .电

(8 -6 -8)

其中 C 和 M 分别代表引力常量和地球质量， rJ!.代表卫星与地心的距离， R 代表

海平面与地心的距离，亦即地球半径。由式(8 一 3 - 9 ')得

T-TA-A
1 -2 1': 咱
一一牛羊 =(1 -281')'口 (1 - 28 柑; ) ~ 1/2 =
1 -2ε 你

(1-8 1' )(1+8 非 )=1+8 晶 -8]! ' (8 -6 -9)
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[其中第三步用到式 (8 -6 -5)及类似公式( I - x) 1/2 = 1 - xl2 0 ]于是

AT 丁J - AT最 GM I 1 1 \ GM r TI - RtL E:'iffi -E: 卫 =τI --i>二 I =~';.号-0 (8 -6 -10)
tiT靠 C 飞 n r卫 I C Il r卫

利用地球数据和物理常数(均指各量在国际单位制中的数值)

M = 5.977 X 1024 , G = 6. 67 x 10 -II , C = 3 X 108 , (8 - 6 - 11 )

求得

2
C

又已知

GM (6.67 x 10- 11
) x (5.977 x 1024

)

(3xI08)2
4.43xI0-

3
( 单位为 m) 。

(8-6-12)

R==地球半径二6.4 X 106 m. h==卫星高度 =20 X 106 m ,

rE=卫星与地心距离 =R +h =26. 4 x 106 m ,

代人式 (8-6-10) 得

AT J) - AT张 20xl06 m
且靠 =(4.43xI0-

3
m) x". .~， '<'V"'J~_:Il. ._, . =5.2xI0- IO

o
AT章 (6.4 X 106 m) x (26.4 x 106 m)

(8-6-13)

仍取 AT章= 1 天= 8.64 X 1010μ5 ，便得

AT]! -AT赤 =(5.2x lO-
lo

) x(8.64xl0
1O

μ5) =45μ50 (8 - 6 一 14)

这就表明，由于处在较强的引力场中，海面参考钟比卫星钟每天要慢 45μ。刚

才已求得狭义相对论效应使卫星钟比海面钟每天慢 7肘，所以相对论的总效应

是卫星钟比海面参考钟每天快(45 - 7)μ= 38μ。注意到光速 c=3xl08 m/5 ，

不难相信这 38μ 导致的空间距离误差为

51 = (3 x 108 m/5) x (38 x 10- 6 5) = 11. 4 km 。

就是说，即使 CPS 对用户距离的测定在今天中午 12 点时完全准确，那么明天中

午 12 点时的误差(错报)竟达到 11.4km! 当今 CPS 定位的精度可达 10 m ，这每

天 11.4 km 的误差岂能容忍?因此， CPS 内部必须包含对这种误差的修正机制。

以上简介了 CPS 中两个最主要的相对论修正，分别称为狭义相对论修正(效应

I) 和广义相对论修正(效应 2) 。效应 2 的根源是地球引力场，它相应的时空弯曲导

致引力钟慢效应。但是地球引力场毕竟很弱，时空弯曲甚为轻傲，所以在讨论效应 l

时就近似认为时空平直，并且直接借用狭义相对论的定量结论。这至少从物理直觉

上是可以接受的。你当然还可以问:为什么对两种效应简单求代数和就能得到总效

应(38μ51天)?下面的选读给出→个从广义相对论角度(从地球附近的弯曲线元出

发)的完整讨论，并将推出一个集两种效应于一身的优雅公式 (8 -6 -46) (由此可知

总效应的确就是两种效应的代数和)，此外还将讨论一些更为深刻的问题。
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[选读 8 -2]

本选读准备就相对论在CPS 中的应用问题进行更为深入和定量的讨论，特

别强调如何从相对论的角度考虑问题。

地球附近的时空弯曲可近似用史瓦西线元描述:

一 I. 2M,.., I. 2M,-'
d/ = - ( 1 - -~. )df 叫 l-7i dd(dbsitodψ2 ) ,

(8-6-15)

其中 M 代表地球质量。对上式要做四点说明。

( I )因为后面要涉及若干个坐标系，为使最有用的坐标系有最简单的坐标

记号， ji!r t , r , 0 , cp ， 宁愿将此处的支瓦西坐标写成 1 ， 人。 ， cp 。

(2) 由于地球有自转(非静态) ，其外部时空几何与史瓦西线元略有偏离。

幸好，量级估算表明，在 CPS 要求的精度内完全可用史瓦西线元讨论。

(3) 虽然地球自转对外部时空几何的影响可以忽略，但海面钟随地球自转

的运动速率必须考虑。选择坐标系时妥格外留意，上式的空间坐标系 I r, 0 ， ψ|

必须是不随地球自转的。

(4) 上式是史瓦西线元在几何单位制的表达式。为便于定量计算，下面改

用国际单位和IJ;表达式(其中 G 为引力常量， c 为真空光速)

? I. 2 eM,. ... , I. 2 eM, -I ，句
ds' = - r 1 - - _~ ~- I(cdr)' + I 1 -寸了 I dr' 川(dθ2 +sin20d旷)。

\ C r I \ C r I

(8 - 6 一 15' )

用下式引入新的径向坐标 r;

r=( 1 +年)二，2c' r
(8-6-16)

则线元(8 -6 -15')在新坐标系 11 ， r , 0 ， ψ! 中取如下形式:

(1 _ eM 飞2

? I 2c' r I 句 I. eM ,'
ds' = -仁丁丽 I (cdr) 2 + ( 1 + 2~~;'r) (dr

2
+仆。2+r28i句句2 )。

11+-.-1 ‘'
\ 2c' r )

(8-6-1 7)

仿照牛顿引力势的概念，用下式定义引力势φ( r) ;

eM
φ (r) == -一一，

则

(8 - 6 一 18)
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门+主1
2

d/ =一|一芸 I (cdl) 2 + ( 1 -主) .(dr2 +巾2dsi白d(/ )。
11 -~二 I \ L,C I

\. 2c· )

(8 - 6 一 19)

式 (8-6-18) 表明引力势 |φ( r) I 与 r 成反比，故地面的|φ (R) I 大于空中的

|φ( r) I 。由数字计算可知[见式(8 - 3 - 23) ]

|φ (R) I GM (6. 7 x 10 - II) X (6 x 1024
)

句句= 。啸 , =7x lO- lo « 1.
c· c· R (3 x 10· ). x (6. 4 x 10 0

)

(8 - 6 - 20)

故可用牛顿二项式定理

求得

(l-x)-I=I+x (8-6-21)

1 +二至
2旷 I • φU 嘈 φ1φ

一---=11+ 一---:;-11 1 +一---:;-1=1 +--=二
lφ 飞 2c· J~ 2c· J _. C2

2c2

以及

[兰卡( 1+于 l 夺

( 1 -主)二[ (1 -主f(=(I-~f=l-芋，
于是式 (8-6-19) 近似简化为

2 /,. 2φ\. ...? I. 2 φ1 句句句吨
s· = - ( 1 +丁T|(cdI)4+l l-77l(drz+rzdoz+rz sitodψ2)。

上式是史瓦西线元在坐标系It，r , e ， 圳的近似表达式。

某点 B ，则其空间坐标为

(8-6-22)

设某钟静止于地面上

r =R = 常数 ， e= eo =常数， ψ 二内，

故 dr =0 , dθ 二 O 而 dψ 乒 O( 该钟因地球自转而做圆周运动) ，把式 (8 - 6 - 22) 用

于该钟的世界线的任一元段得

d/ = - r1 +~φ (R)lt ,., 2 r , 2φ ~R)lR2 ~in2A ，.j tn/ = - 11 + - ~ ~ ../ I (cd l) 2 + 11 -一一-一 I R 2 sin2e..d,/ =
l C J l c' J - .

r , 2φ (R) /. 2φ (R) \( Rsinθ8 dcp ) 21" .... 'I. ?-II +一 2 一 -II -一 2 → I' ,.:. ," I(cdl)三。
l c· , c J ( cd l) " J

才L
Y u=Rsine. 主p.

U dl .

(8 - 6 - 23)

(8 - 6 - 24)



188 第 8 章 史瓦西时空

(8 - 6 - 27)

(8 - 6 - 26)

因 dψ/dl 是该钟随地球自转而做圆周运动的角速卒，故&就是它的线速率。把

式 (8 - 6 - 24) 代入式 (8 - 6 - 23) 得

r. 2φ (R) 1/.2φ (R) &2" .,, 2 r , 2φ (R) &2" 'A , 2
ds" = - II +一τ一 -τ+一寸一丁I (cdl) 2= - I I +一τ一-丁 I (cdl)豆，

l C C C CJ l C CJ

于是该钟世界线任一元，段的固有时间为

dr =1-手= [I +呜旦-手lindtzll+号上丢]dlrfdl。

(8 - 6 - 25)

[其中第一步用到式(3-2-2')，未步再次用到(1 + x) 112 = I + x/2 o]地球上的

时间标准是由海平面上的静止原子钟的固有时间定义的，这称为国际原子时间

(International Atomic Time) ，而式 (8 - 6 - 25) 表明海平面上静止钟的坐标时间

dl 不等于其固有时间巾，可见坐标时间 t 不符合国际时间标准。假定 CPS 用户

从 4 个卫星信号求解而得自己收信的时刻竟然是坐标时间 l ， 那就与国际时间对

不上号，用 1 值的计算结采将使用户受骗上当。为了解决这一问题，有必要再做

一次坐标变换，使新坐标包含地球自转的信息。为此，可以保持 1 ， T ， 。不变而

把 ψ 变为新坐标 ;P， 定义为

;p =. ψ -fll ， (£1 是地球自转角速率)

于是线元 (8 - 6 - 22) 在新坐标系 p ， r , (J， 在i 中取如下形式:

2 r ( • 2φ\ (. 2φ\fflrsin(J\2 1 ， ...? _f φ1
ds' = -l(l + -C; ) -(1 - -c; H.~ ';"'V) J( cd l) 2 + 2(1 - :; )£1 户 sin2(J d在dl

+ ( 1 子) (d川d(J2 + /si耐扩)=

r. 2φ f £1 rsin (J\ 2, _ _..? _ f φ1
-ll + -C; -(一τ-l|(cdt)2+2l l-37iorzsinVd 在'dl

+ ( I 一手) (d川d(J2 +巾

片、
Y

则

1f/=.φ 一 ÷(οrsin (J) 2 , (8 - 6 - 28)

(8 - 6 - 29)

d/ =一 (I +于) (cdl) 2 + 2 ( I -子)£1 r
2 si州剖l+

( 1 -子)(d~2db2山d矿)。

这是史瓦西线元在坐标系 It ， r ， θ，在|的运似表达式，其中的 ψ 由式 (8 - 6 一

28) 定义，由此式得
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IPI
GM 1 , _ . .,?

=一一 +τ(n rsin{;l)'。
r L.

(8 - 6 - 30)

由于自有一件事情很有趣，也很有用。

转，地球略呈局球状一一赤道半径较大而两

极半径较小，如图8 - 12 0 才巴海平面的 ψ 记

作 ψ。。如果地球是球体，则式 (8 - 6 - 30) 的

r =R 为常数，而。在海平面上不是常数，故
叽不是常数。然而扁球状的地球改变了这

种情况。设 A ， B 是海平面的两点，{;IA -τ/2

(A 在赤道面上)而 (Jo 手圣节/2 (见图 8 一 12) ,

则 r A > r O 。令 L =rsin (J ,Jl)lj l~ > Lll 0 而式 (8 - 6

- 30) 的 |ψ| 是两项之和，不妨写成

图 8 - 12 地沫略呈局球状

|ψ| =μ + V ,
GM

其中 μ=-- , v=÷(ο L)2 。

(8-6-31)

由 rA > rll 和 LA > LO 可知 μA <的， 叫> VIl , Upμ ， ν 此消彼长。有趣的是， μ ， /.I

的消长情况竟然如此凑巧，使得在 CPS 所要求的精度内可以认为 ψA=PO ' 因而

可以认为吭(海平面的 P) 是常数。利用这一常数就可以给我们关心的整个时

空区域定义一个新的时间坐标 I.:

/ψ \ I ψIl/ 飞/F_ \
t =11 + 4 2" 1l , Up l =11+干 1 t=11- 二月 to

\ c J \ c· 1 \ c· 1

(无论是否在海平面，其 t 都用上式定义。)由于叽是常数，上式无非是对时间

尺度做一个常数性的伸缩，但很快就会看到这一简单的伸缩将带来巨大的好处。

由式 (8-6-31) 得

叫l-PY叫 1-手?)dh(l 一手)d人 (8 -6 -32)

故

…-29)右边第一项= - ( 1 莉♂( I 引dt2 =一[ 1 乓旦] C
2
dt

2

于是史瓦西线元从表达式 (8 - 6 - 29) 变为在 It ， r ， θ ，在|系的近似表达式

ds 2 = - r2 ( P - PO ) 1 , ,., 2 ~{， 2φls<=-II+ ,- 2-
V

'I(cdt)1+2!1--;-lnr2 川2θd <P'dl +
L C J \ C I

( 1 - ~φl-7)(d川d {;l2 + r (8 - 6 - 33)
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再次考虑静止在海平面 B 点的钟，它在新坐标系 f t , r ， θ，在|的坐标自动满足 r ，

。，在=常数(因它随地球自转而动) ，故 dr=O ， dO=O , dqJ =O ，把式 (8 - 6 - 33)

用于其世界线的任一元段得

卢忑"2 r 2( 叽 -ψ。 )1lA 「 吭一帆 1
dr =年一亏L=ll+ 2 | dtz|l +一寸_V Idt = dt 。

'\l C l C 1 l C J

(8 - 6 - 34)

(未步是因为 B 点在海平面保证PB = 吼。)上式说明，海平面上静止钟在It ， r ,

θ，在|系的坐标时间 dt 等于其固有时间巾，而 dr 正是国际时间标准，可见新定

义的坐标时间 t 的重大优点:海平面上静止钟的 s 就是国际标准时。文献中称此

t 为 GPS 时间。进一步，为了找出任一个钟(特别是卫星钟)的坐标时间( CPS

时间) dt 与该钟固有时间巾的关系，可以利用式 (8-6-31) 和式 (8 - 6 - 32) 把

史瓦西线元在It， r , 0 ， ψ| 系的表达式 (8 - 6 - 22) 变换为在 It ， r , 0 ， ψI;系的如

下近似形式:

I2(φ- 叽 )1 ， ,, 2 I. 2 φl
ds' = -ll + - , - C2 - u' J(cdt) 2 + ( I - -c~ ) (d/ + r2 d02 + / sin 2 0d伊2 )。

(8 - 6 - 35)

也可改写为

( I + 2(φ 尹~)一 1 1 2φd川d协0|)2ψ] (cdt) 2 。
c· J \ c· I ( cdt)

(8 - 6 - 36)

才、
-可F (8 - 6 - 37)

则 U 是所论钟在It ， r , 0 ， ψ| 系的坐标速率，注意到式 (8 - 6 - 20) ，便有

式 (8 - 6 - 36) 方括号内第二大项 =;-(I-~李id/ + r
2

d0
2

+ r
2

si白d伊2= -豆
\ c" J ( cdt) 2 c2 ,

于是式 (8 - 6 - 36) 近似成为

ds 2 = - r2(φ-ψ。 )μ2 1
s· = - I 1 + -'-2 一 τI (Cdt)2 ,

L C C 1

因而

(8 -6 -38)

dr=月三ll+mj吭)一二liAdt=(l41扒出。

(8 - 6 - 39)

也可反表为
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/φ- 1/'n ,/ \ - 1 I φ 一 ψn U
2

\ •

cit =11 ← 1 二 -τI d7 = I I -一~+ηId70
\ e Le· I \ e Le J

这就是任一钟的 CPS 时间 t 与固有时间 T 的微分关系。用于卫星钟，以 μ 代表

卫星钟世界线上我们关心的一段，由于卫星高度 r卫及这率 μ卫近似为常数，将

上式沿 μ 段和、分得

r . r . f φ~ - 1/'n u2~ \ r .
I cit = I d7 ~ - I 一土T一」--毛 II ci7 节。
Jμ 也卢飞 e" 2矿 /)μ 一

(8 - 6 - 39')

(8 - 6 - 40)

川、
Y 叫cit ， 1:17卫 ELdT卫 ( I:1 t ) It == - (生产-丢)1:1 7卫

(8-6-41)

便有

I:1 t = 1:1 7卫+ ( I:1 t) 修， (8 - 6 - 42)

卫星经历的 CPS 时间 I:1 t 之所以不等于固有时间1:17卫，就是因为上式右边

多了修正项( I:1 t ) 修。现在可以明确指出，传播延迟方程 (8 ← 6 - 2) 中的 t 和 t i 都

是 It ， r , e ， ψ| 系的坐标时( CPS 时) ，因此，从卫星钟读出固有时间1:17卫后，应

先加上( I:1 t) 暗以得到 CPS 时间缸，然后发出信号。信号应包含发信时的 CPS 时

刻 t i 以及卫星在此时的空间坐标 Tj ，伐， ψa 等内容，以使用户当作已知数求解传

播延迟方程(8-6-2) ，从而得到自己的时空坐标 t ， r ， θ ，伊，达到定时定位的目

的。这里的 t 就是用户收信时的 CPS 时刻，它与国际标准一致。

现在把式 (8-6-41) 的( I:1 t) 修与选读前的两个修正项(效应 l 和 2) 做一对

比。由式 (8 - 6 一 18) 知

-71
ω
-
J

一
=

冉
一2
C

(8 - 6 - 43)

常数叹气b 可借赤道上的A 点求得。由式(8 - 6 - 28) 和式 (8-6-18) 得

回气o 1/' I A
φ I A (flRsinθA ) 2 GM 1 (flR)2 GM 1 u~

e2 e2 e2 2e2 e2
R命 2e

2 e2
R赤 2e

2 '

(8 一 6 -44)

其中 R赤是赤道半径，与是海平面赤道处的静止钟随地球自转的线速率。把式

(8 - 6 - 43) 、式 (8 - 6 - 44) 代入式 (8-6-41) 得

r (斗凡1/ 1 I I 、 μ 啊 - U L 、

( I:1 t) 修 =1 气二I-==-- --i- l +二~ 2 工 1 1:17卫。
ιc 飞'卫 z、赤 f Lc J

(8 - 6 - 45)

仍以1:17赤代表赤道钟在坐标时间I:1 t 内经历的固有时间，从以上定量计算中不

难看出1:17 o/r-与1:17卫的相对差别为10 -10的量级，所以式(8 - 6 - 45) 又可改写为
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r f: 血111 I I 飞 U 啊 -μι1

( ，i t) 份 =1 二千I -ι- 云一 I + ~_ 2 '''' I，iT 赤
" L c· \，卫 仄赤 J 2c' J'"

(8 - 6 - 46)

上式右边方括号内第一、二大项分别对应于选读前的效应2 和 1 ，是"集两种效

应于一身"的优雅表达式。此式不仅说明总效应等于两种效应的简单代数和，

而且还给出一个有趣的"副产品"。同是海面钟，赤道钟与极地钟随地球自转有

不同线速率(前者为465 m/s 而后者为零)，我们一直只用赤道钟计算，如采改

用极地钟，结采如何?关键在于地球呈局球状，两极半径R扭 <R$ ， 当式 (8 - 6 

46 )的 h 改为 u极时其 R赤也应改为 R梳，两种改动的效果在CPS 精度内抵消，

( ，i t) 修不变。这其实是吼的常数性保证的 :U 和 R 所在项无非是 V。项裂变(一

分为二)的产物[见式 (8 - 6 - 44) ] ，无论如何裂变，万变不离其宗(指叹。)。也

可不用 ψ。而用物理语言理解:从狭义相对论看，赤道钟因这率较大而慢于极地

钟;从广义相对论看，它又因位于较高处 (R赤 >R扭)而快于极地钟，总效果是两

者快慢一样。

现在还可顺便回答选读 8 -I 前提过的问题:美国国家标准局和英国格林尼

治夭文台的钟都因地球自转而不是静态钟，为何能用式 (8-3-14) 计算时间

差?是的，由于地球自转，两钟都有非零线速卒，式 (8-3-14) 看来应该修正。

以川和 U2 分别代表两钟的线速卒，仿照式 (8 - 6 - 46) 的推导，不难得出式 (8 

3 - 14) 的修正版本

r (斗几1/ 1 I I 飞 U , - u τ

,iT , - ,iT 2 = I 二手(--=---二I+~二 I ，i T 2
L c' \ " '2 J 2c· J ‘

(8 -6 -47)

其中"和 '2 分别代表两钟与地心的距离[上式右边第一项实质就是式(8 - 3 

14)的右边]。以 ο 代表地球自转角这卒，f} 代表钟所在处的纬度，则 U 三。'，sinθ。

U 与纬度有关使计算复杂，更讨厌的是可能导致式(8-6-47)右边第二项(含

ui-4) 不能被忽咯。幸好，局球状的地球使问题大为简化，分析如下。，iT I

(，iT2 也一样)由两项组成，第一项来自引力势，第二项来自自转线速率。第二项

当然依赖于纬度，第一项由于地球为局球状也与纬度有关，而且纬度对两项的影

响恰好抵消[见式 (8 - 6 - 46) 后的一段]。所以纬度变得不重要，不妨认为两钟

所在纬度相同，加之两钟高度差 ，ih 对 U 的影响又可被地球半径所忽略，于是计

算 ，iT ， - ，iT2 时两钟的第二项相消。但两钟第一项之差却与 ，ih 有关，因为

GM[ (II,,) - (11'2) ] =GM('2 -', )Ir"2 =GM ，ihl，~ =g，i h 。

故式 (8-6-47) 变成式 (8-3-14) ，结论:式 (8-3-14) 仍然适用。

[选读 8 -2 完]
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(8 - 6 - 48)

[选读 8 -3]

选读 8 -2 虽然做过多次坐标变换，但万变不离其宗，所有线元式都代表同

一线元一一一史瓦西线元(更准确地说是"近似史瓦西线元"，因为变换时经常用

到近似处理)。这就又出现一个问题。CPS 定位定时的理论基础是传播延迟方

程(8-6-2)，这纽方程的前提是"光以光速C 传播"。对平直时空这没有问题，

事实上，在写出式(8-6-2)之前我们的确写出了平直线元表达式(8-6-1) ，

并指出这正是"光以光速C 直进"的基础。不幸的是，CPS 涉及的是稍微弯曲的

线元[例如式(8 - 6 - 22) ] ，只当取近似 1 ± 2φIc
2 = 1 时才是平直线元 (8 - 6 

1 ) ，而一旦回到平直线元就不再有引力钟慢效应，就只能给出 7μsl天(而不是

一 38μsl天)的错误结果。这其实是笔者在阅读 CPS 有关文献时遇到的一个难

题。在我们能读到的、关于相对论在 CPS 的应用的一些文献中[例如 Ashby

( 2002 ,2003 ) ] ，一方面保留式 (8 - 6 - 22) 的 2φIc
2

项[或式 (8 - 6 - 35) 的

(φ -Po )lc
2

项]以得出引力钟慢效应;另一方面，在写传播延迟方程 (8 -6 -2)

时又说这是"光这常数性原理"的结果，而且还给出c = 299 792 458 m/s 这样精

确的数值。"光这不变(常数性)原理"诚然是狭义相对论的两个基本假定(出发

点)之一，问题在于现在涉及的不是狭义相对论而是广义相对论，是稍微弯曲的

时空而不是平直时空。解决问题的出路肯定要用近似，关键是要用得合理。文

章在写出传播延迟方程后的讨论一直以式(8 - 6 - 22) 的弯曲线元为基础，其中

(cd l) 2 项的系数是- (I +2φIC
2

) a 2φIc2
当然很小于 1 ，但为什么在写传播延

迟方程时可以略去而在导出引力钟慢效应时又不能略去?总不能不给理由地呼

之则来挥之则去吧?由于我们未能在有关文献中找到答案，只能自我思考，下面

是我们杜撰的一种可能解决方案，未必正确，权且充当引玉之砖。

现在从稍微弯曲的线元 (8 - 6 - 35) ::B友，看看在 CPS 要求的精度内，光的

传播是否近似满足传播延迟方程(8 -6 -2) 。我们只讨论光子沿径向(r 向)传

播的简单情况(卫星就在用户头顶正上方)，其世界线满足dθ= 0 , d.p = 0。把式

(8 - 6 - 35) 用于该线的任一元段得

d/ = - r2(φ-11巧。 )L ,,' f. 2φI cl r2
52 = _ 11 + - ,- 2 - U , I ( cdt ) 2 + 11 -τI dr 。

l C J \ C I

由光子世界线的类光性可知 d/ =0 ，故

(1 2φ川 2(φ-ψ。 )1-' ，2 f , 2φ\ r. 2(φ-ψ。) 1
( cd t ) 2 = I 1 - ~ :-11 1+, I d/ = 11 - ~-:- \ 11 -呵 Id/

飞 c / L C J 飞 c- / l c· J

iφ\(φ- PO \, (. 2φ- PO \. f ψ0\. 2GMdr
cdt叫 1 -τ11 1 一一寸~ldr=ll -一一「idr=ihTidr+一?一《

飞 c /飞 c /飞 c" I \ c· I c r
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将上式沿图 8 一 10 ( b) 的光子世界线从 Pi 点积分到 q 点，由 Pi 二(鸟， r，)及

q=(t ， r) 可知变量 r 的积分下、上限是 r 和 r( 因此宜将积分变量改记作

r') ， 得

(' {ψoL , . (' 2GM dr' {ψ \ I , 2GM
c(t-ta)=|l l +-Tldr+|-T-7=l 1+Ji(r-r， )+-7ln一。

J Tj \ C ‘ I J., e r 飞 e" I e r,
(8 - 6 - 49)

上式中的 r 是用户所在空间点的待求径向坐标，取决于该点的海拔高度，但在量

级估算时不妨取r = R =6.4 x 106
m。结合已知数据:

GMle2 =4.43 x10- 3 m 及 riC 卫星径向坐标) = 26. 4 x 106 m ,

可知

2GM. r
式 (8 - 6 - 49) 右边第二项 ==--;"In 一=2x(4.43xl0- 3 m) x( -1. 4)

e- r

= -1.2 em 。

另一方面，将式 (8 - 6 - 28) 用于赤道上的海平面得

旦=旦旦 _i旦旦-纽工-旦i
e2 c2 2e2 e2 R 2e2

4.43 X 10- 3 1 I 465 \"山
- < -~I =-一一τI = - 7 x 10 -.u ~

6. 4 x 10· 2 \ 3 x 10" J - - u

故

(8 - 6 - 50)

(8-6-51)

式 (8 - 6 -49) 右边第一项= (r - r i ) + (r - r i )ψ。le2 =

r - ri + ( - 2 X 107
) ( -7 x 10 -10) = r - r

i
+ I. 4 x 10 -2 m = r - r

i
+ 1. 4 em ,

(8 - 6 - 52)

于是式(8 -6 -49)成为

e( t - t,) = r - r i + 1. 4 em - 1. 2 em = r - r i + 0.2 em o (8 - 6 - 53)

目前 CPS 测距的最高精度虽然可达10 m 左右，但0.2 em 仍可忽略。所以

就有

e(t-t ,) =r-r" (8-6-54)

这正是传播延迟方程(8 -6 -2) 用于径向光子世界线的结采。非径向光子世界

线虽然是为复杂，但也有类似结采。就是说，传播延迟方程(8 -6 -2)在 CPS 的

要求精度内是近似成立的。请注意我们只说近似成立，而我们读到的文献则认

为(至少强烈暗示)它准确成立。[选读8 -3 完]
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8.7.1 奇点和奇性

§ 8. I 末讲过，通常天体的半径 R 远大于其史瓦西半径 rs "" 2M ，所以史瓦

西线元的坐标 r 的取值范围是 R < r <∞。恒星之所以处于静态，是因为其内部

不断进行着烧氢变氮的核聚变反应(详见小节 7.2. 1) 。一旦内部核燃料消耗殆

尽，恒星将在自己引力的作用下猛烈明缩，而如果剩余质量仍超过中子星的质量

上限(约为 2Mo ) ， 其半径会很快就缩至小于 rs 的程度，使 rJ暴露在星外的真

空中"，这时史瓦西真空线元

I. 2M\. , I. 2M\-1
df=-i l--idt2+(1--i dh rVbsmzod伊2) (8-7-1)

也应适用于r = r. ""2M 的点，而(l -2Mlrs )-1是无限大(准确地说是以O 为分母

的分数) ，导致线元在r=2M 的点上失去意义，人们称这些点为奇点，并说史瓦

西线元在 r=2M处存在奇性(singularity)。进一步说，随着恒星的不断拥缩，r 可

以取"要多小有多小"的值，但r 不能为零，因为当r=O 时 2Mlr没有意义，人们

说 r=O 是史瓦西线元的另一个奇点，或说史瓦西线元在r = 0 处也存在奇性。

史瓦西真空解发表后不久，物理学家们就注意到它存在这两个奇性，而且多年来

认为它们在物理上是异乎寻常、不可思议的。后来才逐渐认识到这两个奇性在

本质上截然不同 :r = 0 处的奇性的确是奇怪得不可思议(计算表明时空曲率在 r

趋于零时竟然趋于无限大) ，因而称之为物理奇性、时空奇性或者真奇性;反之，

Sr =2M 处的奇性却只是"坐标奇性"线元系数在r=2M 处的发散性只是因为

r=2M恰好超出了史瓦西坐标系 It ， r , 0 ， 圳的适用范围(恰好"擦边在外")。

多数坐标系都存在一个适用范围，称为坐标域，以 2 维欧氏空间为例，直角坐标

系 lx ， yl 的坐标域当然是全空间，但极坐标系 I r，伊|就不然:原点 x =y =0 就不

在极坐标系的坐标域内，因为该点的 ψ 值无意义。在弯曲时空中使用坐标系时

尤其要注意其坐标域。从一个好端端的线元出发做一个适当的坐标变换就能制

造奇性。例如， 2 维欧氏线元在直角坐标系的表达式

d/ =dx2 + dl (8 -7 - 2)

既简单又正常，当然没有奇性。但只要定义新坐标工':=:矿13 ，则线元在新坐标系

lx' , yl 的表达式成为

d/ = (3x') - 4/3 dx'2 + dl 。

这个线元在 x' =0 处存在奇性!这当然只是坐标奇性，通过坐标变换 I x' , yl •
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lx , rl 就能还原为线元(8 一 7 - 2) ，就能消除奇性。

发现线元存在奇性后，如何判断它是真奇性还是坐标奇性?这不是一个可

以简单回答的问题，没有一种"旱涝保收"的判断方法。不过有一点可以肯定:

若能找到另一坐标系(称为新系)，使得在原坐标系表现奇异的点在新系的线元

表达式中表现正常(不奇异)，这种奇性就一定是坐标奇性。所以可以肯定地

说，凡是能用坐标变换消除的奇性都是坐标奇性。我们之所以敢说史瓦西线元

在 r=2M处的奇性是坐标奇性，就是因为它的确可以用坐标变换消除。列梅特

( Lemaitre) 是历史上第一个明确地完成这一工作的人，他的文章发表在 1933

年。其实，爱丁顿于 1924 年的一篇文章中就已把史瓦西线元改写为另一形式，

其中 r=2M 不再奇异，但他似乎并未注意到这一点，而且文中还存在一个把 r

2M 写成 r - M 的印刷错误。爱丁顿的这一变换直到 1958 年才被芬克斯坦

( Finkelstein) 重新发现。 1960 年，克鲁斯科尔( Kruskal) 找到了一个更好的坐标

变换①，它不但能消除 r=2M 处的奇性，而且史瓦西线元在这个新坐标系的表达

式可以定义在一个延拓至最大的时空中，从而实现了史瓦西时空的最大延拓，详

见下一小节。

8.7.2 克鲁斯科尔坐标系

虽然史瓦西线元是4 维的，但导致它奇异的因素只出现在前2 维，不妨先考

虑式(8-7-1)右边前2 项所代表的2 维线元，并记作df ，即

ds
2 = - ( 1 -芋) dt

2
+ ( 1 一年) ldr2 。 (8-7-3)

要使上式不奇异，可对坐标的取值范围做如下限制:

-∞ <t< ∞ ， 2M < r < ∞。 (8 -7 -4)

也可说上式给出了2 维史瓦西坐标系1 t , r f 的坐标域 ， r =2M 的点恰恰不在坐标

域内( "擦边在外" )。把式 (8 -7 -3)改写为

I. 2M\r .0 I. 2M\-2 、 1
ds" = I I -一一川 - dt" + I 1 - = I dr' I , (8 - 7 - 5 )

上式方括号内第二项只含变量 r ， 总可找到 r 的函数[记作 r.(r)]使得

I. 2M\-1
dr. = ( 1 - -;') dr , (8 一 7 - 6)

从而把式(8 一 7 - 5) 改写为

ds
2 =( 1 -竿) (- dt 2 巾 . 2) 。

① 另一学者 Szekeres 也几乎同时地找到了这一坐标变换。

(8-7-7)
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对式(8-7-6) 积分便知函数 r. (r) 可取如下形式:

r. (r) =r + 2Mln( 2~ - 1) 0 (8 -7 - 8)

刚才无非是做了一次坐标变换一一从2 维史瓦西系It ， r I 变换到新系 It ， r. I ,

其中的 r. 称为乌龟坐标。式 (8-7-7) 就是 2 维史瓦西线元在新坐标系 It ，

r. f 的表达式(请记住:看任何线元时都应注意它是在哪一个坐标系的表达式)。

由式(8 -7 -8)和式(8-7-4)可知 l ， r. 的取值范围是

-∞ <t<∞，∞<r. < ∞。

用下式定义两个新坐标U 和 μ:

v==t+r. , u==t-r. ,
其逆变换为

t=(v+u)/2 , r. =(v-u)/2 ,

则

一 dt
2 + dr

2
• = - dvdu ,

故线元(8-7-7)成为

ds
2 = - (I -芋)d叫"。

(8-7-9)

(8 -7 -lOa)

(8-7-IOb)

(8-7-11)

(8 一 7 -12)

读者对这一线元形式也许不熟悉。此处要补充一点有关线元的知识，仅以2 维

线元和坐标系(缸， u) 为例，其最一般的形式为

d/ =g"川阳"dv
2

+ g 川

其中各项的系数 gι俨，'v ， gι'"阳u ， gjι"川'"和 gιu川川"都可以是坐标 v ， u 的函数。线元必须满足两

点要求(这是包含在线元定义中的，只不过我们一直未曾交代过) :

( 1)对称性，即 ι =g川，因而式 (8-7-13) 可简化为三项:

d/ =g，~dv2 +2 g ,,, dv du + g".dμ2 ， (8-7-14)

rg町 g，..，
(2) 可逆性，是指由4 个系数排成的方阵 I -., -'"I必须有逆，等价于要求

l g.. g..J

|阳 g". I
这个方阵的行列式 1-" - o. I 非零。行列式为零也是一种奇性，以 g 记此行列

I g." g." I

式，若线元在某处的 g =0 ， 就说它在该处有奇性。

现在回到式 (8 一 7 -12) ，它无非是式(8-7-14)的特例，其系数行列式

g=l O -(l-加r) /2 1=_ 土( .一些Y
1-(1-2Mlr)/2 0 I 4\· r)

在 r=2M处为零，说明线元(8-7-12)在 r=2M处仍然奇异，所以还要继续努

力。由式(8-7-IOa)和式(8-7-9)可知 v ， u 的取值范围是
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一∞ <v ， u < ∞。 (8-7-15)

再用下式定义新坐标V 和 V:

V=e如 ， V三_ e -pu , ( β 为待定常数)

则 V 和 U 的取值范围为

(8 一 7 -16)

(8-7-17)

(8-7-18)

O<V<∞，∞ < V <0 。

而且 dv du =β 2 e
p (u 斗)dVdV ，

故式 (8-7-12) 在新系的表达式为

、 I. 2M\ ， 町、 Ir-2M\ ， 切
d34=-l l-7|β<e川-"， dV dV = -卜7一|β-< e 机 dV dV ,

(8 -7 一 19)

其中第二步用到式(8-7- lO b) 。上式的系数行列式含因子(r-2M)/r， 在 r =

2M 处为零，仍为奇性。消除奇性的关键一步是设法消去这个因子。因子 e 2β'.

可借式 (8 一 7 - 8) 表为

e 2β'. =e- 2P'e叫 4βMln( 气俨)]

=e~pl叫气俨) -4βAfl=jmr( 兰在)酬， (8 一 7 -20)

代入式(8-7-19)便得

ds 2 = _ (r - 2M) 勾勒 I 2M \ 4pMs'= - (~)β Le-Lprf 二五) dVdV o (8-7-21)

只要把待定常数β 选为

β= 1/4M , (8 - 7 - 22 )

式 (8-7-21) 便成为

ds2 = _ (r - 2M)( ~) -2 主 ( 2J11.-'dVdV= _32M
3

e - i,= - t 一一一-II 一一 I e -om I 一-一一一 IdVdV=- 一一-e 到 dV dV 。
\ r 1\ 4M / \ r 一 2M/-' -- r

(8 -7 - 23)

上式就是2 维史瓦西线元在新坐标系(V ， V) 的表达式。由于能导致线元在r=

2M 处有奇性的因子r-2M 已被消去，上式在r=2M处表现正常，不再奇异。可

见 r=2M处的奇性的确可以通过坐标变换消除。你现在可以确定无疑地说史

瓦西线元在r=2M的奇性只是坐标奇性而已。不过，上式在r=O 处仍然是奇异

的，事实上，计算表明，当你沿着一条曲线不断趋近r=O 时，你测得的时空曲率

将趋于无限大(发散)，强烈暗示 r=O 是不能消除的真奇点o

因为式(8 -7 - 23) 是钱元在坐标系 1 V, vI 的表达式，所以式中的 r 不应再

看作坐标而应看作坐标 V ， V 的函数 r(V ， V) 。由 V = e"/4M , V = - e 山M及式

(8 -7 一 lOb) 、式 (8 -7 -8)不难求得函数r( V , V) 的如下隐表达式:
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(ιI) e iw = - VU , (8 -7 -24)
2M

现在做一小结。我们为消除r=2M 的奇性做了一系列坐标变换，即

It , rl f--+ lt , r.1 f--+ lv , ul f--+ I V , UI 。

确定每组坐标取值范围的原则是要使 r=2M"擦边地在坐标域之外"。然而，既

然 r=2M 已经不再是线元 (8 -7 - 23) 的奇点，就没有必要坚守 V ， U 的原定范

围 O<V< ∞，一∞ < U <0 ， 而是可以把范围适当延拓至 V运 0 和 U~O 的区域。

但是，由于 r=O 仍然是奇点 ， r 的取值范围仍要受到 r>O 的限制，所以 V 和 U 的

范围也并非完全自由，它们的搭配必须保证 r>O 的条件得到满足。由式 (8 -7

-24)可知 r>O 等价于

VU < I 。

至此，我们已经成功地消除了坐标奇性 r 二 2M。作为结果，史瓦西线元的定

义域被延拓至更大的时空范围(从 V>O ， U<O 延拓至 VU < I) 。这一工作是克

鲁斯科尔于 1960 年完成的，后人称之为史瓦西线元的克鲁斯科尔延拓( Kruskal

extension) 。虽然我们一直只涉及 2 维史瓦西线元，但只需简单地补上后两维便

可得到 4 维的克鲁斯科尔线元:

, 32M3
_..!

dsz=--7-eπdVdU+r
2

(d0
2
+sin

2
0d伊勺。 (8 一 7 -25)

8.7.3 克鲁斯科尔最大延拓

为便于讨论和画图，还可用最后一次坐标变换把式(8 -7 - 25) 的交叉乘积

形式(指 dVdU)变为平方项形式。用下式定义新坐标 T ， X:

T=(V+U)/2 , X=(V-U) I2, (8-7-26)

则式(8 -7 - 25)成为

, 32M3
_..!.... 吨 ' 一呛

d54=-7-e M(-dT+dXZ)+产 (dO' + sin2
Odψ2 ) 0 (8 - 7 - 27 )

这时 r 应看作新坐标 T ， X 的函数，即 r(T ， X) 。由式 (8 -7 - 24) 和式 (8 -7 

26)易得函数 r( T , X) 的隐表达式:

(2~ - I) ♂ = X
2

- T
2

0 (8 - 7 - 28 )

与 V ， U 类似，坐标 T ， X 的取值范围只受 r>O 的限制，而式 (8 -7 - 28) 表

明 r=O 对应于 r -X2
= I ，所以 T ， X 的取值范围只受下式限制:

俨 - X2
< I 0 (8 - 7 - 29 )

r=O 是有曲率发散性的真奇点，不可能把 r 再延拓至 r=O 之外[图 8 - 13



200 第 8 章史瓦西时空

( a) 的阴影部分]，所以克鲁斯科尔延拓就是史瓦西时空的最大延拓( maximal

extension) 。图 8-13(a) 的阴影部分不属于延拓后的时空，两条锯齿状双曲线

代表时空奇性所在处(..奇点"在时空中并非一点)。

我们对这一最大延拓再做以下几点讨论:

一一-N

v=u=o w

A一一一-x

y

X

(b) 过原点的士的。斜直线上 r=

2M , t = ±∞，以此为渐近线的双
曲线上 r= 常数。

(a) A 和 A'代表两个无因果联系的渐近

平直区，B 为黑洞区，W 为自洞区。 NJ 和

NJ 是黑洞的视界。锯齿状曲线代表奇性

所在处(不属于时空)。

图 8 - 13 史瓦西时空的克鲁斯科尔最大延拓

I.图 8 - 13 虽然只是 2 维时空图，但由式 (8 -7 - 25) [或式 (8 -7 - 27 门

可知补上后 2 维相应于把图 8 -13 阴影区外的每个点看作一个 2 维球面，其半

径就是该点的 r 值。就是说，只要你会看(只要你能把阴影区外的每点想象为一

个 2 维球面) ，该图就可看作 4 维史瓦西时空最大延拓后的时空图。请特别注意

阴影区外每点都代表一个(而不是半个)球面，两个不同的点代表两个不同的球

面，尤其是，例如 p 和 pi点，它们并非是同一球面上的两点，而是每点各代表一个

不同的球面。

2. 设 L 是 T-X 面内的曲线，则由式 (8 -7 - 28) 还可看出

r= 常数牛车 X' - T' = 常数∞ L 是(以 45。线为渐近线的)双曲线。

3. 考虑图 8 -13 中非阴影区内的任一条径向类光曲线( ..径向"是指 0 和伊

沿线为常数，亦即在 T-X 面内) ，注意到类光曲线的线元 d/ =0 ，将式 (8 -7 

27) 用于其任一元段得

0= - dT' +dX2 =(- dT+ dX)( dT+dX) ,

因而 - dT + dX =0 或 dT+ dX =0 ， 积分便得如下两族径向类光曲线(其实还是
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(a)T=X+ α; (b) T= -X+ α 。 (α 为积分常数) (8 -7 - 30)

可见，在以IT ， X ， θ ， ψi 为基准系的时空图中，径向类光测地线都是±45。斜直

线①[见图 8-13(a)]。这将给今后的讨论提供很大方便。

4. 积分常数α=0 的两条径向类光测地线是过原点的±45。的斜直线，即图

8-13(a)的矶和风。由式(8 -7 - 28) 可知矶和 N2 线的 r 值都是 r=2M。

5. 如果把 N ， ;和风线的每点看作一个 2 维球面，则 N，和风各代表一个 3

维面(称为 3 维超曲面) ，以它们为边界就可在最大延拓的史瓦西时空中定义 4

个互不相交的子时空(也称为 4 个区) ，在图 8 -13 中依次记作 A 区、B 区、 A'区

和 W 区，它们的范围由下式界定:

A 区: X>O 及 X
2

> 俨， (即 V>O ， V<O) ， 由式 (8 - 7 - 28) 知其

r>2M;

B 区: T>O 及 X
2 < T2 , ( 即 V>O ， V>O) ， 由式 (8 - 7 - 28) 知其

r<2M;

A'区: X <0 及 X
2

> r , (即 V<O ， V>O) ， 由式 (8 - 7 - 28) 知其

r>2M;

w 区: T < 0 及 X
2

< 俨， (即 V<O ， V<O) ， 由式 (8 - 7 - 28) 知其

r<2M。

A 区的 r 值满足 2M <r <∞，是原始坐标系It ， r , 8 ，圳的坐标域，也是克鲁

斯科尔延拓的出发区( "根据地" )。其他三区 B ， W , A'都是从 A 区出发做延拓

的产物。

6. 对 A 区，由式 (8-7-10b) 及 V = eo/4M , V = - e 叫14M得

t = (v + μ )/2=2Min[VI( -V)J =2Min[VIIVIJo (8-7-31)

X 轴有 V= lVI ，故 in[ VI I V 门 =0 ，由式 (8-7-31) 可知 X 轴上有 t = 0。为求

得 N ，+ (N ，线 V>O 的部分)上的 t 值，请读者在图 8 -13(a) 的 A 区与 I T , Xl 系

的第一象限的交域中补画一条过原点的直线(记做 μ) 。 μ 线上 V> I VI 导致

in[ VI I V 门 >0 ，由式 (8-7-31) 可知 t > 0。令 μ 线越来越趋近直线 NJ ，则因

IvI值趋于零而使 t 值趋于+∞，所以 NJ 线上有 t = +∞。同理还知 N二线上

有 t = -∞，如图 8-13(b)所示。这就说明坐标 t 在 NJ 和 N2- 上没有定义(发

散) ，这也正是史瓦西线元(8-7-1) 在 r=2M 处表现奇异的原因。( N，+和 N2

都不属于坐标系 j t , r , 8，圳的坐标域，恰恰是擦边在外。)

① 弯曲"才空中"直线"及"主 45°"等词并无意义，此处只是俗欧氏语言的称谓。
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7. 我们从史瓦西坐标系1 t , r ， θ，刷出发，通过如下的一系列坐标变换

It , r , 0 ， ψI I→ It ，凡 ， 0 ， ψI f-> lv ， u ， o ， ψI f-> lV ， U ， o ， 伊|

把线元表达式 (8 -7 - 25) ，发现它在 r=2M处表现良好，于是从A 区出发得到

最大延拓(包含四个区A ， B , W , A'以及两张 3 维面风，风)。因为延拓是借助

于坐标 V ， U 获得的，所以 V ， U 在全时空都有明确定义。现在问:在除 A 区外

的三个区中，其他坐标(只需重点讨论坐标 t ， r) 是如何定义的?式 (8 -7 - 23)

中含有变量 r，前已讲过它应看作V ， U 的函数 reV， U) ， 其隐表达式为式

(8 -7 - 24) 。既然延拓是借式 (8 -7 - 23) 获得的，式 (8 -7 - 24) 就可用作变量

r 在其他三区的定义式。但是变量 t 在其他三区却不曾下过定义。注意到 A 区

中坐标 V ， U 与坐标 t ， r '"的关系:
'. .. / , * -I

V=e丁了 ， U = - e丁了， (8 -7 -32)

不妨反过来用 V ， U 依照以下关系定义其他三区的t 坐标:

'. '" r. -t

B 区

w 区

V=e丁E厂 ， U =e丁I厂;

ρ
L
V

Ueuv
(8 -7 -32')

A'区 V = - e丁矿 ， U =e丁r ，

其中 r. 由 r 依下式定义:

r. == r + 2Mln 12~ - I Ia (8 - 7 - 33 )

把线元 (8 -7 - 25) 用于 B ， W , A'区并借式 (8 -7 -32') 、 (8 -7 - 33) 改写

为以 t ， r 表出的线元，结果仍为式 (8-7-1) ，其中 r 的取值范围对 B ， W 区为

0< r <2M ， 对 A' 区为 2M <r <∞(同 A 区)。四个区中坐标T ， X 与人 r 的关系

如下(证明留作习题，式中的sh 和 ch 分别代表双曲正弦和余弦):

区 IT =品可 eitsh( 布)

lX =品hch(布)

区 IT =)1 - 2~ eitch( 布) ,

lx=f亏 eitsh( 布)

W 区 IT =卜T=ι=二-F磊元←♂川布凡叫ch唰h

lx= -f亏 eitsh( 布)

(8 -7 - 34)

(8 -7 - 35)

(8 -7 - 36)
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(8 -7 -37)

IT = - I土 -I e布 shl 丛
|气 2M 14M!

A' 区 J ‘、，

lx = -吊二λ布什布)。
注记 2 史瓦西线元(8-7-1) 在 4 个时空区内都与坐标 t 元关，但是不能

简单地认为 t 一定是时间坐标。讨论表明(见选读 8 - 4) ，在 B 区和 w 区内的

时间坐标是 r 而不是人与此密切相关的事实是:B 区和 w 区并非静态时空区。

这就导致重要结论:史瓦西最大延拓时空就其整体而言不是静态时空。

[选读 8 -4]

把图 8 -13 看作 2 维时空图，则圈中A 区内的 r = 常数的曲线是类时曲线

(这可由"径向类光曲线是±45°斜直线"直接看出)，可充当某个观者的世界线，

r 为常数表明他是静态观者，沿线改变的坐标只有人代表他的坐标时间在流逝。

然而，B 区中 "r= 常数"的曲线是类空曲线，不是任何观者的世界线。反之，B 区

中 "t - 常数"的线却是类时曲线，所以可以充当某个观者的世界线。由于t 1_直沿

线不变 ， t 在任何意义下都不能代表时间，但坐标r 值却随着该线固有时T 的增

大而减小(渐趋于零)，所以 -r 是该线固有时T 的常增函数，因而在B 区内可以

解释为坐标时间。(类似地，W 区内的坐标 r 可看作坐标时间。)其实这也可从

线元表达式直接看出:

? I. 2M\.? I. 2Mγl
dt=-ll-7ldtz+l1-7i dhf(db m20d的，

上式在 r = 0 和 r=2M 处奇异 ， r 的取值范围只能在以下二者中任择其一:

( 2M < r < ∞ (A 和 A' 区) ;( 0< r < 2M( B 和 w 区)。对①有 1 -2Mlr>0 ， 此

时 dt
2

的系数为负而 d/ 的系数为正，所以 t 是时间坐标而 r 是空间坐标。对②

有 1 一 2Mlr<0 ， 此时 dt
2

的系数为正而 dr
2

的系数为负，所以』是空间坐标而r 是

时间坐标。可见，坐标t 和 r 在从 A 区过渡到 B 区后出现"角色互换"的"怪

事"一一一在 A 区 ， r 为空间坐标， t 为时间坐标;在 B 区， - r 为时间坐标 ， t 为空间

坐标。与此密切相关的事实是 :B 区和 W 区都不是静态时空区 O

然而这里有个微妙之处，下面以对话方式澄清，其中乙代表笔者。

甲 现在我明白 B 和 W 区不是静态区的理由了，这无非是因为线元系数随

时间坐标 -r 或 r 而变(随时间而变当然不是静态)。由此我悟到一个结论:只

要线元系数随时间坐标而变，就一定不是静态线元。

z, ;然而你悟到的结论是错误的，下面就是一个反例。某 2 维线元在某坐

标系 It ，圳的表达式为
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d/ = - t- 4 dt 2 +dx2 , (t >0) ,

dt
2
的系数为负表明 t 走时间坐标，而线元系数含有 t ， "*口采你的结论正确，

这个线元就非静态 O 然而，一个简单的坐标交换 T = t \ x = x 就可把线元，式

变为

d/ = - dT2 + dX2 ,

从而发现所论的线元无非是 2 维闵氏线元，当然是静态的!

甲 那么，怎样从线元式判断非静态性?

乙 此处应该重提选读 7. 1 关于用线元，判断静态性的判据"对于静态时

空，你总能找到这样的坐标系 1 t , XI , X
2 , X

3
I ，线元在该系的表达式满足①各

项的系数与 t 无关(默认 dt
2
项的系数为负 ) ;②不含时空交叉项(即形如 dtdx

i

的项 ) 0" 这意味着，如采存在一个坐标系，线元在该系的表达式不含时间坐标

(而且没有时空交叉项) ，这时空一定是静态的;然而，如果存在一个坐标系，线

元在该系的表达式含有时间坐标，却不能肯定时空一定非静态。

甲 这岂不是说明单从线元，式无法判定时空的非静态性吗?具体到史瓦西

最大延拓时空，您是怎么肯定 B 和 W 区不是静态区的?

乙 线元式是时空几何在坐标系的表现，用线元，式讨论就是用坐标语言讨

论。事实上，静态性是绝对性质，不因坐标系的改变而改变，所以最好用纯几何

语言讨论。线元静态性的几何定义涉及本书没有讲到的微分几何知识[ Killing

矢量场，可参阅梁灿彬，用彬(2006)上册§ 8. 1] ，此处不能细述。以此定义衡

量， B 和 W 区的确不是静态区。[选读8 -4 完]

8.7.4 黑洞、白洞和视界

r

①

区

2M

图 8 -14 用史瓦西坐标系为

基准系画时空图

我们再来回顾一下克鲁斯科尔延拓的原始动机。任何人只要见到史瓦西真

空线元(8-7-1) ，都能看出它在r=O 和 r=

2M 处有奇性，因而r 的取值范围只有两种可

能:①2M <r < ∞;②0< r < 2M( 分别称此为

①区和②区)。你也许会问"是否可以既取 」 g
2M < r < ∞又取 o < r < 2M ( 只把r=2M 抠点

去) ?"答案是否定的，因为这种"兼而取之"

的做法将得到-个不连通的时空，而这是物

理上不能接受的o 你也许会接着问:"r =2M

不过是一张没有厚度的几何面(见图 0

8 一 14) ，如果①区发生的物理过程有可能涉

及②区(例如粒子从①区掉进②区并最终落
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人奇点 r =0) ，它只要穿过r=2M这张面不就可以了吗?"是的，作为事后诸葛

亮，在克鲁斯科尔找到新坐标系从而消除了r=2M 的奇性之后，你的说法还说

得过去，但在此之前， r =2M 有可能是个真奇点，"从①区穿过r=2M 这张面进

入②区"就完全说不清楚了。可见，我们需要一个克鲁斯科尔式的"诸葛亮"，就

是说，必须找到一个坐标变换，使得r=2M 在新坐标系中真的就是一张"没有厚

度的膜"。准确地说，这就是图8-13(a)的± 45 0斜直线 N，和风(实际上是两

张 3 维面)。由于径向类光曲线在图8 - 13 中是 ±45。斜直线，从 A 区任一点出

发的"内向"(指 r 值不断减小)的、指向未来的类光或类时曲线将不可避免地穿

越 NJ 进入 B 区。反之， 8 区任一点发出的、指向未来的类光或类时曲线都不百

能穿越 N「进入 A 区，它们的必然归宿是掉进奇点。可见 NJ 是个有进元出的

"单向膜" ， A 区中的任何物体(连同光子)一旦穿过它而进入 B 区就永不可能回

到 A 区(只能掉进奇点)。因此称 B 区为黑洞 (black hole) ，称 N: 为视界( hori

zon)①。考虑到图 8 -13 中每点代表一个球面，可知黑洞是个4 维时空区域，而

视界则是个3 维面。另一方面， A'区由 x <0 及 X
2

> 俨表征，它也有r>2M ， 事

实上它与 A 区有完全一样的性质，它与黑洞B 的关系也类似于A 区与 B 区的关

系，故 NJ 也是视界。但 A'与 A 区之间没有任何因果联系:从A 出发的任一类

时或类光曲线都不能进入A'区，反之亦然。在这个意义上也常把A 和 A'区称

为两个互不关联的"宇宙"0 w 区由 T<O 及 X
2 < T

2

表征，它也有 r < 2M o W 区

与 A( 及 A') 区也只有"一膜之隔"，这张"膜"就是 3 维面 N2- 或町，两者都是有

出无进的单向膜， W 区中任一指向未来的类时或类光曲线都将穿越 N2- 或 N ，

进入 A 或 A'区。既然 B 区叫黑洞，自然就把 W 区称为自洞 (white hole) 。

以上是在全时空为真空的前提下得到的最大延拓。虽然这一延拓包含了黑

洞、自洞、视界以及两个全同"宇宙"等诱人术语，其物理存在性(真实性)却是另

一个问题。从初值理论的角度考虑，整个时空存在的可能性微乎其微，但其中的

一部分(包括 A ， B 区以及其间的视界的一部分)却很有意义，详见§ 8. 9 。

§ 8. 8 伯克霍夫定理

正如§ 6. 5 所云，史瓦西之所以能够很快就求得真空爱因斯坦方程的第一

个精确解，是因为他巧妙地利用了问题本身的对称性一一-恒星既是球对称的，又

是静态的。然而，任何恒星都不是永恒不变的，它们也像人一样要经历生、老、

病、死等各个演化阶段，恒星在许多阶段中并不处于静态之中，这时恒星外部的

① 相对论中存在许多不同种类的视界.这里的·视界..准确地应称为事件视界 (event horizon)
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时空几何还可用史瓦西真空线元(8 一 7 - 1) 描述吗?如果有人向史瓦西提出这

个问题，恐怕他也难以回答。直到 1923 年，伯克霍夫( Birkhoff) 才对此问题给出

了肯定的答案，因为他证明了如下定理:

伯克霍夫定理( 1923) 真空爱因斯坦方程的球对称解必静态。

根据这一定理，即使恒星处于急剧的收缩、膨胀、径向震荡甚至爆炸的过程

中(已经远离静态)，只要它的物质分布仍然保持球对称性，它外面(真空中)的

时空线元必然仍是静态球对称线元，因而仍可由史瓦西真空解(8-7-1)描述。

这就为星体演化的研究提供了很大的方便(见§8. 9) 。

然而后来发现伯克霍夫定理的提法不够准确[彼得罗夫( Petrov) 于 1963 年

最先提出质疑]，应该修正。修正后的表述为

修正后的伯克霍夫定理 真空爱因斯坦方程的球对称解必为史瓦西线元。

表面看来修正前后的两个定理似乎一样，其实却有重要不同。关键在于式

(8 -7 -37)下面注记2 的结论，即史瓦西最大延拓时空就其整体而言不是静态

时空。所以说伯克霍夫定理的原始提法必须修正。修正后的伯克霍夫定理也非

常有用，因为恒星在各个演化阶段中通常都能保持球对称性，于是星外(真空

中)的时空几何仍然由史瓦西线元描述。

§ 8.9 恒星的引力拼缩和史瓦西黑洞

如小节 7.2.2 所讲，大质量球对称恒星如果不能在演化中通过抛出足够质

量成为稳定的白矮星或中子星，就根本没有稳定状态可言，只能不断拥缩，最终

成为黑洞。根据伯克霍夫定理(见上节)，爱因斯坦方程的真空球对称解必为史

瓦西线元，因此可用图8 -15 表示。图中无阴影部分与图8 - 13 的相应部分全

同，但阴影部分则由星内线元(爱因斯坦方程的非真空解)描述，所以球对称拥

缩星的时空根本没有白洞区 W，也没有 A'区，但黑洞区 B 以及 A 区的一部分在

此情况下有重要意义。无论构成星体的物质是如何坚实，只要星体表面越过视

界，就只能不断收缩，直至整个星体被压缩为奇点 r=O。理由很简单:星体表面

任一点的世界线都必须位于该点的光锥之内(以保证类时性) ，因而与 T 轴的夹

角必须小于 45°( 请注意图 8 - 13 和图 8 一 15 中 ±45。斜直线代表径向类光曲

线)。史瓦西坐标系 It ， rl 只能覆盖 r > 2M( 或 o < r < 2M) 的时空区域，因而不

能表现恒星晚期拥缩为史瓦西黑洞的全过程，特别是不能表现全过程中最关键

的一步一一星体表面缩进视界以内的那一步。如果一定要用史瓦西坐标描述恒

星的晚期胡缩，就只能画成图 8 - 16。由于史瓦西坐标 t 在 r=2M 处没有定义 ( t

在该处为"无限大"，就是没定义) ，此图实际上是把两个图(分别描述 r>2M 和
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0< r <2M)生拼在一起的结果。图的右边 (r > 2M) 容易让人误以为明缩星表面

永远处于视界 r=2M 以外，这种误解来自把 t = ∞?昆同于"永远.. (知道芝诺佯谬

的读者应注意到坐标时间 t 同"阿基里斯时间"的类似性)。由图 8-13(b) 可知

星体表面与 r=2M 的交点(见图 8 - 15 的 p) 对应于 t = ∞，但星体表面的观者在

p 点的固有时 T 却是有限值，他从此进入黑洞并在很短的固有时间 t1r 内掉人奇

点(对 M=3M。的黑洞 ，t1r 约为 2x lO-
5
s) 。

TJ

X

。 2M r

图 8 -15 用克鲁斯科尔坐标描述恒

星晚期拥缩。史瓦西真空解只适用于

星外， B'区(不含阴影部分)代表明缩

造成的黑洞。

图 8 一 16 用史瓦西坐标描述恒星晚期明

缩。虽然星体表面要到t = ∞时才缩至

r=2M ，却不表明它永远在视界以外，因为

坐标时 A 趋于无穷不代表"永远"。

恒星拥缩成黑洞的过程还可更形象地用另一坐标系描述。作为预备，我们

先介绍内向爱丁顿坐标系I v , r , ()，圳，它虽然不像克鲁斯科尔系那样能覆盖最

大延拓的史瓦西时空，但能覆盖 A 区和 B 区(而史瓦西坐标系则只能覆盖 4 个

区中的一个)。就是说，它能消除 A ， B 区之间的 r=2M 面的奇性。该系的 r ， (),

ψ 与史瓦西系的对应坐标相同，而

v=t+ 门。

史瓦西系的前两维线元

ds
2 = - ( 1-芋) dt

2 + ( 1 -芋) -I 旷

在内向爱丁顿系成为

ds
2 = _ ( I -平) dv

2
+ 2仙。

(8-9-1)

(8 -9 -2)

(8 -9 -3)
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上式的线元系数 g"，，= -(1-2Mlr) ， g，， =1 ， g，，= 。在 r=2M 处都表现良好，而且

系数行列式 g = - 1 并 0 ，所以 r=2M 不再是奇点。注意到-∞ <v< ∞对应于

O<V< ∞，可知 1 v , r I 系的坐标域能覆盖图 8 -13 的 A ， B 区，它消除了这两个

区的交界面 N「的坐标奇性。

为了使讨论更为形象，我们借助时空图。画时空图前要明确选定一个基准

坐标系，因为以不同基准系画出的时空图在外观上可以很不相同(虽然实质一

样) ，图 8 - [5 与图 8 - 16 就是例子，它们表现的都是恒星胡缩为黑洞的过程，特

别是恒星表面一点的世界线，但这两条世界线在两个图中的形状甚为悬殊。现

在又有了内向爱丁顿系，我们想看看以它为基准系画出的时空图是否更有帮助。

最好先画出各点的光锥(因为任何质点的世界线都必须躺在光锥以内)。为此

应先求得内向和外向的类光曲线。把式 (8 -9 -3)用于类光曲线的任一元段，

利用类光性ds
2

=0 便得

0=叫- (J -芋)dv +2dr] ,

它有两个解(分别代表内向和外向类光曲线) :

( J) dv = 0 ; (8 - 9 - 4 )

I. 2M\
(2) - ( J - -;- ) dv + 2dr =0 0 (8 - 9 - 5 )

式 (8 -9 -4)沿类光曲线积分给出v= 常数(元论 r 值如何) ，说明这族类光

曲线在以 I v , r f 为基准系的时空图中是一组水平直线，这并无任何不对，但毕竟

不利于直观地考虑问题，所以最好再做一次坐标变换。令

、

t==v-r ,

得坐标系川， r I 。线元 (8 -9 -3)在川，r! 系的形式为

ds 2 = _( J _ 2M,dη 4M .,. I. 2M飞 d 2n= - I 1 -一一一 Idr +一一-dtdr + I I +-Idr· ~

用于类光曲线，全式除以dr
2
得

I. 2M\ I di\ 2 4M dt I. 2M\
0= -I J -二;二 II 剖+一忑+ ( J + -;')

上式是关于未知量dt/dr 的 2 次代数方程，有两个解:

( I )手= - I;
ar

dt r + 2M
(2) 一=一一一一。dr r -2M v

(8 -9 -6)

(8 -9 -7)

(8 -9 -8)

(8-9-9)

相应的两族类光曲线示于图8 - 17 中。第一族类光曲线都是斜率为- 45 。的斜
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r

族(1)

族(2)

严2M

视

界

直线，代表内向类光曲线族，看似一般;但

第二族类光曲线却非常特别:它有一条竖

直线(在 r=2M 处，该处有 diidr = ∞) ，而

且其他各线在这条竖直线两边"左右开

花" (因为 dUdr 右正左负)一一竖直线以

右的线随 J 的增大而增大(真正外向) ;但

竖直线以左的线的 r 值却随 f的增大而减

小(实际向内，但仍属外向族)。这一怪事

反映了黑洞的重要特征一-r=2M 是视

界，在视界以内 (r < 2M) 的任何光子都不

能穿越视界而到达洞外 (r > 2M) ， 它们的
8 - 17 2 维史瓦西时空的两族

r 值只能不断减小至零(掉人奇点)。由
类光曲线在川 ， r I 系的表现

这两族类光曲线可方便地画出各点的光

锥，它们对于正确画出质点的世界线大有帮助(因为质点的世界线必须在光锥

以内)。由此可知视界外的质点可穿越视界进入黑洞，而一旦进入就无法退出，

只能落入奇点。将图 8 - 17 以 t 轴为对称轴旋转便得 3 维时空图(图 8 - 18) ，再

补上胡缩星表面的世界面(图中的炮弹形)，就可形象地表现拥缩为黑洞的星体

的外部时空几何。为便于理解，讨论以下

假想实验("假想"包括忽略潮沙力)。设

某人自愿充当黑洞探险者，他坐着燃料充

足的飞船从远方实验室出发做黑洞探险。

如果他不开动发动机，飞船将在黑洞外面

不断自由下落，必然穿过视界进入黑洞并

葬身奇点。但如果他在到达视界前"悬崖

勒马"，掉转船头，开足马力(即在r 尚未

小到 2M 时就让它重新变大)，是可以安

全返航并提交探险报告的。然而，如果他

贪婪一点，多走一步到达视界(须知当他

的世界线与视界的世界面相交时他并元

特殊感觉)，就将"一失足成千古恨"，因

为由视界上的光锥可知一到视界就无法图8 -18 恒星胡缩为黑洞的时空图[以

逆转，就连向远方实验室的朋友用于机打It， rl 系为基准系]。黑洞探险者如不在

个无线电话也传不出去，因为在视界上发到达视界前掉头就必落入奇点。
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出的"外向"光子只能沿视界竖直向上(r 值永远保持为2M)。以上就是黑洞探

险者的遭遇，下面再讨论黑洞探险者的外观。假定探险者身上装有永能发光的

灯泡，远方实验室的静态观者用最理想的观测仪器密切观测("最理想"是指可

以观测到任何波长、非常微弱的电磁波)。图8 - 18 示出探险者世界线所发出

的外向光子到达外部静态观者的情况。由于探险者世界线在视界以内(黑洞区

内)的一段发出的光子不能到达视界以外，外部观者似乎会看到探险者在走到

某处时忽然消失。然而细观图 8 -18 可知情况并非如此。由于视界以外的外向

光子世界线越靠近视界越陡峭，在视界上完全竖直(躺在视界面上永不离开) ,

外部观者将永远(无论其固有时为多大)收到探险者所发出的光(只不过是他到

达视界之前所发的光)。他会感到探险者越走越慢(但永不停止) ，不断逼近某

个地方(视界) ，并且越来越像是"冻结"在那里。这就是黑洞探险者的外观。真

实遭遇和外观的如此不同正是奇点周围引力奇强的表现。如果外部观者观察拥

缩星的表面，也会看到类似现象一一星体越来越趋于某一大小，其半径以越来越

小的速率趋于 2M 并将"冻结"在这一大小上(所以在"黑洞"一词提出前曾有过

"冻结星"的称谓)。这种现象也可看作引力场中的钟慢效应(星表面的钟慢于

远方静态观者的钟) ，但不全同于小节 8.3. I 的引力钟慢效应(图 8 - 4) 。两者

的相同点是被比较的两钟位于引力势不同的两地;区别在于，图 8 -4 的两钟都

是静态钟，可以认为两钟没有相对速度，钟慢效应完全由引力势的不同所导致，

所以可称为纯粹的引力钟慢效应;而图 8 - 18 中有一个钟(拥缩星表面的钟)并

非静态，可解释为两钟有相对速度，除引力钟慢效应之外还应叠加一个"动钟变

慢"效应，与 CPS 情况类似。

有人问:图 8 -17 和 8 - 18 中的外向光子的速率是多少?还会等于 C 吗?

如果昕到"不等于 c" 的答案，就会说:岂不是违反光速不变原理了吗?本书

§ 6. 2 对这一问题早已做过详细讨论，完全不必大惊小怪。

我们在小节 8. 3. 2 曾经推出过史瓦西时空的引力红移公式[式 (8 - 3 

33) ] :

'
-
-
-
饨
，


7-TA-Ahh-h
<>

/
/
一
/
/

M-M2-2

(8-9-10)

当时默认这个时空是某个静态恒星的外部时空(见图8 - 1 ) ，所以式 (8 - 3 

33)的径向坐标 r l 和 r2 都要大子恒星的半径 R ， 自然也就大于史瓦西半径 rs ==
2M。现在讨论的对象是黑洞。既然史瓦西黑洞在视界外面也是史瓦西时空，引

力红移公式 (8-9-10) 对它同样成立，这时光源的径向坐标 r2 只要大于 2M 就

可以[不再受到恒星半径 R 的限制(根本没有恒星) ]。用下式定义相对红移量

(简称红移，记作 z) :
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λlλ2λl 唱
Z= 二一- - 1 n

λ2λ2
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(8-9-11)

如果接收者的径向坐标T ， 保持不变， Z 就是光糠的径向坐标T2 的函数，记作

Z( T2 ) ， 由式 (8 - 9 - 10) 易见 Z ( T2 ) 是常减函数 [ dz ( T2 )/dT2 < 0] ，而

且 limz(T2 ) = ∞。这说明:①光源的位置越是靠近视界，红移越大;②当光源无

限逼近视界时红移趋向元穷。[但每次实验时光源位置总是固定而不是变化的

(光源不动)，因为式(8 -9 一 10) 只适用于静态光源和接收者。]因此，史瓦西黑

洞的视界又起着无限红移面的作用。有些初学者爱问:当光源位于视界上时，红

移是否就是无限大?这个问题含有两个错误。①如果光源真的位于视界上，它

所发出的外向光子世界线将永远停在视界的世界面上，永远到不了视界外的接

收者，也就无红移可言;②红移z 是接收者测出的一个确定数值，而"无限大"不

是一个确定数值，"红移是无限大"的提法根本没有意义。
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美国康奈尔大学的天体物理学家萨根( Sagen) 在 1985 年出版的著名小说

《接触~ ( Contact) 中描写了一个通过虫洞作快速星际旅行的故事。小说初稿写

的是穿越黑洞的旅行，出版前，作者曾将书稿寄给美国加州理工学院的相对论专

家索恩 (Thorne) ，请他协助把小说中涉及引力物理的部分尽可能加以准确化。

索恩对黑洞非常熟悉，深知穿越黑洞的旅行几乎无望，便想试着把黑洞改为虫洞

( wormhole) 。此事促使索恩开始认真研究并探索有关虫洞的问题。这一研究硕

果累累:他不但找到可供星际旅行的虫洞解，而且发现虫洞可以被转化为时间机

器。时间机器又称时间隧道，本是纯科幻小说的话题，说的是人类可以利用时间

机器实现回到过去的时间旅行，出现"今日出门昨夜归"的咄咄怪事，由此自然

诱发出一系列的因果疑难。严肃的物理学家过去从来不曾相信过时间机器能够

存在。直到 1988 年，索恩才使这一问题正式登上严肃科学的殿堂，成为广义相

对论的一个研究课题。本章介绍虫洞和时间机器，为此要先从嵌入图讲起。

§ 9.1 嵌入图

广义相对论经常讨论弯曲空间，嵌入图是直观地反映空间弯曲性的一种工

具，会经常被用到。本节通过两个例子讲解嵌入图的绘制原则、方法和结果。

例 1 静态球对称恒星内外空间的嵌入图

我们早已知道静态球对称恒星外部时空的几何由史瓦西真空解

d/ =一( 1 一平) dt
2

+ ( 1-竿)-ld~

(9-1-1)

描述，其中M 和 R 分别是恒星的质量和半径。星内时空的几何则要复杂得多，

此处只介绍结论:星内线元可以表为

(r)I.2 r. 2m(r) ,-1. 2 2/ , .....2
df=-e[r)dt2+|l--7 一 I dr

2
+/(d0

2
+sin

2
0dψ 2) ， O<r 运 R ，

(9-L-2)

其中 m( r) 和 A (r)代表 r 的两个函数，分别满足

meR) =M , e川 R)=L-2MIR ， (9-L-3)
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上式保证星内外线元ds
2

在恒星表面的连续性。物理地说， m (r) 代表半径为

r( 运 R) 的任一同心球内的质量(包括静能、内能和引力势能)。函数m (r) 和

A (r) 本来只在星内(即 o < r~三 R) 有意义，但是，只要在星外补充定义:

mer) ==M , e 2A
( ,) ==1 -2Mlr ， 对 R 运 r< ∞， (9-1-4)

9

图 9 -1 星球的赤道面9

则式(9-1-2)就可看作适用于恒星内外的线元表达式。式中dt
2

的系数显然

为负，故 t 代表时间坐标;讨论表明(从略)总有2m(r) <r ， 故 dr
2

的系数为正，因

而 r 代表空间坐标。

仿照 § 8. 1 ，我们用史瓦西坐标系 It ， r , 8，利对恒星内外时空做 "3 + 1 分

解"，每个等 t 面立，代表 t 时刻的"全 3 维空间"。式 (9-1-2) 在立，上诱导出

如下的 3 维线元:

r , 2m(r) ,-1
ds-=|l--7一 I d/ + r

2
(dθ2+m2θ句2) , (9-1-5)

它描述三t 的空间几何，因子1 -2m(r)lr的存在表明这一几何是弯曲几何(3 维

黎曼张量非零)。由于有球对称性，不妨只关心赤道所在平面9上的情况(图9

一1) 0 91上各点有 8=τ12 ， 故面上任一曲线的任一元段有

d ~2 =r1 _ 2m ( r) 1-I=II - _.._;一 I dr2 + r2
d矿， (9-1-6)

设 L 是赤道面 J伊上的任一径向(ψ= 常数)线段，PI' P2 是 L 上任意两个邻

点，径向坐标分别为r t ,r2 a 令 dr==r2 -r l ， 以 dt I PIP，代表 PI' 飞之间的距离，则

[也可参见式 (8-1-6)J

dt I PIP, = Jd ~2 = [ 1 一号斗→ l〉 (9 一 1 -7)

这个 dl|PIP2>dr正是 I，的内禀弯曲性的关键体现。为了直观地把它表现出

来，可以借助于3 维欧氏空间。 3 维欧氏线元在柱坐标系{z ， T ，圳的表达式为

d/ (欧)=d/+d/+/d矿， (9 一 1 - 8)

我们想在3 维欧氏空间的z-r 面上画出一条曲线，使得与r 轴上的 r l r2 段对应
的曲线段 QIQ2 的欧氏线长等于dt I PIP, (图 9 一 2) ，如此就可从曲线的外形看出
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z

。 r l r2 r

图 9 -2 待求曲线的 QIQ，段的欧氏线长应等于dl I 叫 P，

L 线的内禀弯曲情况。再以z 轴为对称轴将曲线旋转一周便扫出一个曲面，其

外部弯曲情况就反映赤道面伊的内禀弯曲情况。这样得到的曲面叫做静态球

对称恒星的嵌入图。刚才所谈的是嵌入图的绘制原则，下面介绍绘制方法。

设欧氏空间中z-r 面上待求曲线的函数表达式为z( r) ， 则由式(9-1-8)

可知该曲线的任一元段有

rdz ( r) .1 12 , 2 2 , 2 r ( dz \ 2 . 1
d/( 欧) = I 丁~drJ +d/ +，z dψ2 = I r 刮 +lldr

2
+ ，z d矿，

(9-1-9)

将上式与式(9-1-6)对比可知，为使Q ， Q2 段的欧氏线长等于dl I PIP, '只需

[ ( ~) 2 + 1] d,z + r
2
d9'

2
=[吨。r

l

I ~ I + 1 Idr' + rL
dψ= 11 -一一 I drL + rLd矿， (9 - 1 - 10)

为此又只需

(击f+l=[I-笃斗，即(去f=主拮)' (9-1-11)

因而

/k-mmz
,,"

叮
4
-
-

lJd-d10-

(9 - 1 一 12 )

约定 z(O) =0 ， 则

FOUrttIJ
=、

，

J

r，
，
.
、

z 2m(r') 1

r'-2m(r') 町 (对 o < r < ∞ )0 (9-1-13)

因为 r 二~R 时 m(r)=M[见式(9 -1 -4汀，所以对r~R 有

Z(r)=fzzdr+JJZdr'=
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坐立~dr + .j8M( r - 2M)
r-2m(r)

.j8M( r - 2M) + α ，- .j8MCR - -2M)

(9-1-14)

(9-1-15)

其中常数

α 三 ( .f主斗τdr - 18M(R - 川。
)o·v r - L. m~r

令 x=r ← 2M ，则式 (9-1-14) 成为

z- α= 斤瓦， (9-1-16)

可见，若把z 一 α 看作 Z 的函数，则函数关系是抛物线(的上半)。注意到上式只

当 r~R 时成立，便知函数z( r) ( 对 r 二~ R) 的曲线如图9 -3 的实线所示。

z(r) α

r

z(r) α

。

r

\
\

山
l
l
l
l
l、
l
l

\
\、

、

‘
、

。

2M

图 9 -4 z(r) 的函数曲线，其

中 r < R 一段只是定性画出

图 9 -3 抛物线的实线段

代表 r~三 R 的函数 z( r)

至于 z( r) 一 α 在 r<R 时的曲线，虽然m( r) 的函数曲线因恒星的内部结构

而异，但式(9-1-13)表明 z( r) 是单调常增函数，不妨定性地画成图9 -4 的样

子(图中曲线在0< r < R 的一段)。将该曲线以 z 轴为对称轴转一圈便得到图

9 -5的"草帽状"曲面，它的外在弯曲形状代表着图 9 - 1 的赤道面的内禀弯曲

情况，称为静态球对称恒星(内外空间)的嵌入图。请注意，嵌入图的背景欧氏

空间只是为画出曲面而人为引人的，不要以为"草帽"里可以装进什么东西，真

正有物理意义的点只是曲面( "有革"部分)上的点。这个曲面之所以能代表 3

维空间，是因为从一开始选赤道面时就压缩了一维。只要把图 9 -5 中每个圆周

看作一个球面[面积为 4τ人 r 是该圆周的径向坐标值(半径) ]。图 9 - 5 还形

象地告诉你，时空是渐近平直的(越远越平)。想象一只昆虫从"草帽"边缘 ( r

很大处)沿径向朝着 r 值减小的方向爬行，它必将觉得空间弯曲得越来越甚。

(这里用"昆虫爬行"来讲解是为了适应于嵌入图。在嵌入图 9 -5 中， 3 维空间
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被压缩成2维面，所以 3 维运动在图中就成了贴着 2 维面的爬行。)

z

因 9 -5 静态球对称恒星内外空间

(赤道面上)的嵌入图(压缩一维)

例 2 史瓦西最大延拓时空(图8 - 13) 中 T 二 O 时刻的全空间的嵌入图①

画图前应注意图 8 - 13 的以下三点。

(I) X 轴上除原点外的r 值都大于 2M( r 的范围是 2M < r <∞) ，原点的 r

值等于 2M。

(2) X 轴的正负半轴各自代表一个物理空间，两者关于原点x =0 对称。正

负半轴的每一点各代表一个球面，面积为4τr2 ，其中 r 是该点的径向坐标。

(3) 原点 x =O(其 r 值为 2M)也代表一个球面，面积为4τ(2M) 2 ，是 X 轴的

正负半轴所代表的两个3 维空间的连接处，称为喉(throat) 。

仿照例 1 的做法，以 M 代替式(9-1-11)中的 m( r) ，便得到欧氏空间中待

求曲线的函数z( r) 所应满足的方程

[豆豆豆l2 2M=一一一。 (9-1-17)
dr J r - M

与例 1 不同的是，现在要在一张图中表现 X 轴的正负半轴所代表的两个空间，

而且它们要在 r =2M( 喉)处连接，自然就想到用 z>O 的半条曲线和 z <0 的半

条曲线的合成曲线作为待求曲线，所以在对上式开方时要取±号:

dz(r) " 12M
丁7=±~三页。 (9 - 1 一 18 )

约定 z(2M) =0 ， 便得

z(r) =±( ./，2:-毛dr' =± !8M(r-2M)o (9-1-19)
J 2 ,\/ '\J r' - 2M

所以 z( r) 的函数曲线是图9 -3 的整条抛物线(连实带虚都要)，绕 z 轴转一周便

① 由 t=2M[ln V-In( -U)][式 (8-7-31门及 V=T+X， U=T-x"r知1 T=O 对应于史瓦西时间

1=0，所以五。也就是t=O 时刻的全空间。
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得到图 9 -6 的"线轴状"嵌入图。与图9 -5 类似，①只有"线轴"上的点才有物

理意义;②设该点的径向坐标值为r，则该点所在的圆周代表一个面积为4τrz 的

球面。

观察图 9 -6 时应特别注意以下三点。

z

图 9 -6 史瓦西最大延拓时空T=O 时刻的嵌入图

(压缩一维)

(l) r =2M 的圆周 H 代表喉[实际上是个面积为 4τ (2M) 2 的球面] 0 "线

轴"上除 H 外的点的 r 值都大于 2M ，故 r 在"线轴"上的取值范围是 2M"三 r <∞。

(2) 喉以上和以下的两半个"线轴"分别就是 X 轴的正、负半轴所代表的互

无因果联系的空间，由图易见这两个空间都渐近平直(越远越平)。

(3) Q 点(类似地， Q'点)所在圆周代表一个面积为4τr; 的球面，相当于图

8-13(b)中 p 点(类似地， pi点)所代表的球面。

在此基础上，以下两节就可介绍虫洞和时间机器这一有趣话题，主要参考资

料是 Thome( 1994) ，有中译本，详见书末参考文献。

§ 9.2 虫洞

9.2.1 史瓦西虫洞

再次观察图9 -6。在"线轴"上半部分选定某个圆周(其实是球面，其r 值

比 2M 略大) ，例如 Q 点所在的圆周，则"线轴"的下半部分必有一个r 值相同的

圆周，介于这两个圆周之间的"线轴"部分就称为一个虫洞(wormhole) ，这两个

球面则称为两个洞口(mouth)。洞口的选法有一定的任意性[你也可选r 值比
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rQ 略大(或小)的圆周为洞口]，所以"洞口"的概念有一定的含糊性，不过它们

一定对称地分居于喉(其r =2M)的两侧，而且 r 值不能比 2M 大很多o

史瓦西最大延拓时空的A 区和 A'区(见图 8 -13)是两个渐近平直区，越远

(r 越大)越平直。然而这一延拓不能排除如下可能性:A 区和 A'区在 r 很大处

连在一起，如图 9 -7 的嵌入图所示。物理上(包括使用爱因斯坦方程)无法排

除两者中之任一，所以不妨就图9 -7 进行讨论，并暂时把它想象成我们的宇宙。

根据天文测量，地球与织女星的距离是26 光年，假定你坐飞船从地球飞到织女

星，就算飞船的速率高达O. 如，也要花费将近29 年。但是，如果宇宙中有这么一

个虫洞，它的两个洞口分别在地球和织女星附近(图9 -7)，你就有望从地球出

发经过洞内空间(沿着"线轴"的内表面)到达织女星。由于洞内距离可以很小

(例如只有 1 km) ，虫洞似乎能为星际旅行提供一条捷径!然而，这只是无法实

现的奢望，关键在于史瓦西最大延拓时空的B 区和 w 区是动态时空区[见式(8

-7 - 37) 后的注记 2 ]，虽然虫洞在 T =0 时刻是张开的(图 9 - 6) ，但在其他时

刻不尽如此。设想一只昆虫从洞口M 的 Q 点出发沿着该点所在的抛物线向下

爬行至喉 H ，其 r 值将从 rQ >2M 开始渐减至2M ， 越过喉后 r 值又复增加，到另

一洞口的 Q'点时增至 rQ ， =r Q 。然而爬行(运动)是需要时间的(不可能在同一

时刻 T=O 完成这个运动) ，所以还必须考察虫洞在其他时刻的表现。

/，--一一--2时一一一一一一-B噎墨子洞口M

{ / 眨噩挝

点是1名抖户飞洞口N

图 9 -7 两个渐近平直区在很远处连在一起，虫洞提供

一条从地球到织女星的捷径。

图 9 - 8 (a) 示出五张类空面，即 αα ， bb ， cc ， dd和 e e ， 每张面都可看作某

一时刻的全空间。 c c面就是 T=O 的全空间，其嵌入图早已示于图 9 -6 ，现在又

重画成图 9-8(c) 之③。与其他各张类空面相较，虫洞在 c c 面有最大张开，不

妨与 dd面做一对比。图 9 -8(a) 中直线 dd 与 B 区的一条双曲线(虚线)相切，

虚线上各点有相同 r 值，介于 2M 与 O 之间，例如 r =1. SM ， 而 B 区中位于此双曲

线以下的点的 r 值都大于1. SM ， 可见 r 在直线 dd上的取值范围是 I. SM 运 r <

∞，所以虫洞在这一时刻的张开程度比 c c 时要小，如图 9 -8(c) 之④。类似地

可以理解 b b面，如图 9 -8(c) 之②。 αα和 e e代表两张最为特殊的类空面，从 α
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到 αI (以及从 α到 α')会遇到奇性，虫洞根本就不张开，上、下两个区域[即图9-

8 ( a) 的左、右两个区域]互相分离。
T

奇玉①e~_ 肯~ t 且
e' eι二事层JeCLμ

d 、、 ~斗FF '" d 工、 ,

王③〉喉〈

b '" 斗』
、、 b 工, 、

α-+--:?气了 苦t4a 画艺a事在a」J 奇玉①
。 a

-T

(a) 五张类空面αα ， bb ， cc ， dd和 e e (b) 嵌入图截面 (c) 嵌入囱

图 9 -8 史瓦西最大延拓时空的动态研究

小结 按时间顺序而言，虫洞先是不张开(有奇性)，然后逐渐张开，到T=

O 时张至最大，继而又渐渐收窄，最终又完全不张开(有奇性)。人或昆虫是否能

够趁着虫洞张开的短暂时间迅速从A 区"爬到" A'区?不可能，因为由图9 - 8

( a) 可知，从 A 区出发的任一类时(甚至类光)曲线都不可能进入 A'区(只能进

入 B 区) ，而人和昆虫的世界线只能是类时曲线。直观地说，这意味着人和昆虫

的运动都慢于虫洞的开合，所以说史瓦西虫洞是不可穿越的虫洞。不可能利用

这种虫洞进行星际旅行O

9.2.2 可穿越虫洞

那么，宇宙中是否可能存在可穿越的虫洞?为了简化问题，不妨先讨论球对

称的情况。根据伯克霍夫定理(见§8. 8) ，真空爱因斯坦方程的球对称解必为

史瓦西线元，而史瓦西虫洞是不可穿越的，所以要获得可穿越虫洞就得放弃真空

条件，就是说，可穿越虫洞所在的时空一定存在物质场。物理地说，我们正是要

利用物质的引力来撑开虫洞。更有甚者，计算表明能撑开虫洞的物质是极其特

别的，是经典物理学认为不可能存在的物质，因此被称为奇异物(exotic matter) 。

研究还证明，无论球对称与否，任何可穿越虫洞都要靠奇异物撑开。既然经典物

理学不容许存在奇异物，自然就想到量子物理学。根据量子场论，经典物理学认
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(9-2-2)

为空元一物的真空其实存在着量子涨落，直观地说，就是某些地方(甲处)会自

发地在短期内出现正的能量密度，这些能量是从别处(乙处)暂时借来的，于是

乙处就有了负的能量密度。很快地，乙处的能量密度由负变正，这份能量又是从

他处借来的。总之，虽然全空间的能量密度平均为零，但空间各处的能量密度都

在快速地时涨时落，所以称为真空涨落。研究表明，在适当的弯曲时空区域中

(例如视界附近)，真空涨落可能被扭曲，从而相当于奇异物。由于至今尚未建

成完整的量子引力论，物理学家对这些问题尚未取得完全肯定的结论，但至少可

以说，量子物理学未必像经典物理学那样禁绝奇异物。在暂时默认量子物理学

容许奇异物存在的前提下，一些物理学家就开展了对于可穿越虫洞的研究。索

恩及其学生找到了爱因斯坦方程的一批简单的(静态、球对称的)虫洞解。下面

介绍其中之一[Morris and Thorne ( 1988) ]。该解在坐标系1 t , l , ()，圳的线元为

ds 2 = - dt2 + dl2 + (b 2 + z2 ) ( d(}2 + sin2
()句2) ，其中 b 为常数，

(9-2-1)

坐标的取值范围是-∞<t , l < ∞， 0 ~三(}::;; 'IT, 0 运 ψ 运 2节。定义函数 r
2
(l) ==b 2 +

12 ，则 dl=rdr/l ，代入式 (9-2-1) 得

d/ = - dt 2 + 卡dr2 +们(}2 + sin2(}d旷)。

由此便可(仿照例 1 的做法)画出 t=O 时刻的嵌入图，为此只需将式 (9-1-11)

改为下式:

y
。

z(r)
(9 -2 -3)l斗斗2+l=三。

l叫二旦=」
dr J l2 (r/b)2 -I '

于是

故

dz( r) 1
二二÷

dr - 刀万日芒了。

(9 - 2 一 4)

上式表明 r 不能小于 b ， 而且，当 r 从大于 b 图 9 -9 粗实线代表

出发趋于 b 时 dz ( r) / dr→±∞，可见曲线 式 (9 -2 -5) 的函数 z( r)

z( r) 在 r =b 处的切向是竖直的，暗示 r =b 处很可能是喉的所在处。不失一般

性，选 z(b) =0 ， 对式 (9-2-4) 积分给出

z(r) =±r' dr'= 士 b In I 工+ {(工Glo (9-2-5)
J b / ( .' /ι 飞 2_ 1 lb '\/\bJ "J
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函数 z( r) 的曲线如图 9 -9 的粗实线所示，绕 z 轴旋转一周便得到线元 (9 - 2 

I)所在时空的嵌入图。由于静态，虫洞每时每刻都像图 9 -6 那样张开，因而是

可以穿越的。

前已说过，可穿越虫洞的存在必然涉及奇异物。事实上，如果从线元 (9 - 2

-I)出发计算该时空的曲率，再代人爱因斯坦方程便会发现该时空充满物质

场，而且它的确是经典物理学所不容许的奇异物。

§ 9. 3 时间丰几器

9.3.1 把虫洞转化为时间机器

嵌入图表现的是空间弯曲情况，但时间机器必然涉及时间，所以还要画时空

图。先介绍静态虫洞的时空图。虫洞有两个洞口，分别记作M 和 N(参见图 9

7) 。先看洞口 M ，它本是个2 维球面，压缩一维后是个圆周o 由于静止，其世界

面可画成竖直圆柱面(图9 - 10) 。喉的世界面是位于洞口 M 世界面之内的同

轴圆柱面。其实，图 9 -7 中洞口 M 附近的每个圆周在图 9 - lO中都表现为一

个同轴圆柱面，只是没有画出。为了简单醒目，不妨用一根粗的竖直线代表喉的

圆柱面(即把喉看成一个点) .并在竖直线上画上许多圆点，圆点旁的数字代表

喉的固有时，如图 9 -11 。还可把图 9 - II 再压缩一维，成为 2 维时空图，洞口

的世界面表现为两条竖直线(图 9 - 12) 。现在遇到一个问题:洞口 M 的世界面

喉 喉

喉1 II
6 6

洞
5

洞 洞
JεI 洞M口口 口 日

M M M
4 4

3 3

图 9 -10 洞口 M 的

世界面和喉的世界

面(压缩一维)

图 9 门 喉的世界

面简画成世界线，圆

点旁数字为固有时 o

图 9 -12 把图 9 川

再压缩一维，成为2 维

时空图o 洞口世界面

表现为两条竖直线。



既然在竖直方向上画成无限长，洞口 N 的世界面又能怎么画?办法是在图 9 

12 的右边再画上类似的 3 条竖直线，粗直线仍代表喉，旁边的两条代表洞口 N ，

成为图 9 -13。这岂非有两个喉?不是的，因为我们还约定要将两条粗直线"认

同"。准确地说，就是要把两条线上固有时相等的一对点认为是同一时空点。

洞口M 洞口N

五

虫洞和时间机器

洞口N
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织
女
星
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l
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l
l
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m
j
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I
l
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洞口M
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球 i
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64208642086420333322222lIll-86420
喉

图 9 一 14 王五从地球经虫洞

到织女星的世界线

图 9 一 13 两条粗实线认同后代表

喉，圆点旁的数字是喉的固有时。

固有时相等的两点代表同一时

空点。

为帮助读者进一步理解虫洞，我们把图 9 -7 看作含静态虫洞的空间，并讨

论如下过程。某人(王五)从图 9 -7 的地球出发经洞口 M 进入虫洞，先"爬"到

喉处，再"爬"到洞口 N ，出洞后很快就"爬"到织女星。这一"捷径式星际旅行"

也可借助于图 9 - 14 做 4 维描述:王五从地球出发(事件 d) ， 很快到达洞口 M

(事件 m) ， 接着走到喉(事件 h) 。由于两粗线对应点认同，也可说他到了右边

粗线的 hi点 (h 与 hi是同一时空点) ，然后再到洞口 N( 事件 n) ， 由此出洞并很快

到达织女星(事件 z) 。

讨论虫洞时务必注意洞外和洞内有非常不同的几何。例如，不妨认为图

9 -7的洞外几何是闵氏几何(事实上，我们的 3 维宇宙可以认为是平直的) ，但

洞内几何由于存在物质(而且是奇异物)而非常弯曲。所谓静态虫洞，是指两个

洞口相对于洞外时空的某个惯性系 K= I T ， X ， Y ， Zf 为静止，即两洞口的世界面

都是竖直的(图 9 -13) 。现在，假定洞口 N 从洞外时刻 T=O 开始相对于 K 系

做加速运动，加速至接近光速后掉头返航并做减速运动，直至 T =31 回到原位后
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再度静止，相应的时空图是图9 - 15 ，它非常类似于双子效应的时空图[图 4 

16 (b) ]。仿照双子问题中外出兄弟固有时的计算，不难接受图9 -15 中洞口 N

内喉边所标的固有时数字。切勿忘记左右两条喉线(一直一弯)数字相同的点

要认同。借助于这样的"加速虫洞"就可以实现回到过去的时间旅行。图9 - 16

示出这一激动人心的旅行过程。旅行者王五原先-直静止于洞口 N 附近，所以

他的固有时 T 一直等于洞外惯性坐标时 T。设他在洞外时刻 T =31 时从洞口 N

进入虫洞，则他进洞时(事件 p) 的固有时自然是 Tp = 31 (不妨说他进洞时为 31

岁) ，与洞外日历显示的惯性坐标时 Tp 一样，即 Tp=TP=31 。假定洞口与喉非常

靠近，他几乎不用时间就从洞口 N 到达喉，到达事件记作 h ， 由图可知喉在 h 点

的固有时为 20。以 hi代表洞口 M 内竖直喉线上固有时为 20 的点(见图 9 

16) ，则 h 和 h'代表同一时空点，所以王五到达h 点也就是到达h'点。接着，他

很快又到达洞口M 并经 M 出洞，出1同事件记作 q。由于洞内运动几乎不占时

间，王五在事件q 的固有时 Tq 仍为 31 ，但由图可知 q 点(看作洞外时空的一点)

的坐标时 Tq=20。就是说，王五出洞时发现当时当地的日历显示的是11 年前

的数字，周围全是11 年前的事物。于是他实现了回到过去的旅行!更有甚者，
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图 9 - 15 "加速虫洞洞口 N 从洞外

时刻 T=O 开始相对于 K 系做加速 -1周

头-减速运动，直至 T =31 时复位并静

止。圆点旁的数字是喉的固有时。

图 9 -16 王五的时间旅行:洞内距离很

短，从进洞到出洞几乎不花固有时间T ，但

迸出洞时的洞外时间T却从 31 降至 20 ，所

以他年轻了 11 岁!
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如果他从q 起高速向右运动(由斜置世界线代表)，就能与过去的(较年轻的)自

己相遇。以 r 代表相遇事件，由图可知T 二 26 ，因而较年轻的王五(竖直世界

线)在事件r 的固有时(年龄)7", (少) =26。另一方面，从洞口 M 出来的王五(斜

线)在事件 q 时为 31 岁(因为 7"q=31) ， 故到达 r 时他的固有时大于 31 ，即7"，

(老) > 31 ，这意味着较老的王五竟然与较年轻的自己 (26 岁)相遇甚至可以互

相握手并互道"你好"。虫洞成了一部时间机器!过去只有纯科幻小说才敢于

描述的情景现在看来真有可能实现!

9.3.2 就母悖论

-rr
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\
\

\
\

\
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时间机器(又称时间隧道)一旦存在，就会导致一系列因果疑难。常见的一

个质疑是"如果我通过时间隧道回到出生 .N
之前并杀死我娘，那么还有我吗?既然没有

我，我又怎能回去杀死我娘?"这可称为就母

悖论。由于这一悖论还涉及人的"自由意

志"以及道德伦理等问题，讨论相当麻烦。

美国德克萨斯大学的物理教授泊尔钦斯基

( Polchinski) 巧妙地提出了一个本质一样但

大为简化的问题(图 9 - 1 7):一只台球(白

色)以适当的位置和速度出发经洞口 N 进入图 9 一 17 台球悖论:台球从洞口 N 进

虫洞并从洞口 M 复出(图中画成灰色) ，出虫洞，经洞口 M 出洞并回到过去。它

洞时洞外时刻早于它的进洞时刻(例如早了恰好击中进洞前的自己并使之不能

半小时) ，它恰好击中进洞前的(较年轻的)进洞。

自己并改变其运动方向，使之不能到达洞口 N ，因而不会有台球从洞口 M 飞出

井击中自己。这同就母悖论有相同物理实质，都是回到过去并改变历史，从而造

成因果疑难。

从 4 维观点看来，时间旅行者的世界线是一条闭合的类时曲线，即图 9 - 16

的 rphh'qr。通常时空中的类时线当然不是闭合的，它总是从过去走向未来。图

9 一 16 是索恩挖空心思地构造的时空(但原则上可能存在) ，其中竟然存在闭合

类时线。就母悖论的提出反映这样一种信念:闭合类时线的存在使人们可以改

变过去(改变历史) ，从而带来因果性的严重疑难。然而许多物理学家认为并非

如此。斌母(台球)悖论只是人们想象的一个非自治过程，它的成因是没有考虑

到"未来"对"过去"同样会产生影响。(事实上，闭合类时线上任何两点中之一

点都可以认为另-点在自己的未来，因而可以影响对方。)许多物理学家相信任

何物理过程在逻辑上一定是自治的，相信所有过程都遵守如下原理:
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自洽性原理(Principle of self-consistency) 闭合类时线上任意两个事件都

以自治的方式互相影响(一定能自动调整到这种方式):每个事件只发生一次，

而且不会被改变。

只要接受这一原理，就可断定:①图9 - 17 的非自治台球运动不可能发生;

②在相同的台球初值(初位置和初速度)下应该存在自治解。果然，约定台球做

低速运动，利用牛顿力学(非相对论力学)的能量和动量守恒定律，索恩的两个

博士生通过计算的确找到了初值与图 9 -17 相同的自治解，而且共找到两个，分

别示于图 9 -18 的 (a) 和 (b) 。此二图与图 9 -17 的关键区别在于，图 9 -17 的

两球相碰是强烈的正面碰撞，它明显改变较年轻台球的轨道并使之不能进洞;而

图 9 - 18 的碰撞对较年轻台球的轨道只起到"微扰"作用。例如，在图 9-18(a)

中，白色台球在行进过程中忽然遇到从洞口 M 飞出的灰色台球，灰球只是从自

球的左后边缘轻轻擦过，自球仍可(沿着稍微改变了的轨道、以稍微不同的速

率)到达洞口 N ，当它穿过虫洞并从洞口 M 复出(成为灰球)时，位置和方向与图

9 -17 相较稍有不同，正是这种稍微的不同保证它只是从较年轻的自己(白球)

的左后边缘轻轻地擦过[详细计算见 Echeverria et al. (1991 ) ]。这显然是个自

治的运动过程。

M N M N

~飞
飞
飞
飞~飞

(a) 灰球在白球左后边缘轻轻擦过 (b) 灰球在自球右前边缘轻轻擦过

图 9 -18 台球运动的两个自治解(初值与图9 -17 相同)

物理学家诺维科夫讨论了某些更为复杂的非自洽过程[Novikov ( 1992 ) ] ,

下面是其中一例。一根 Y 形管以图 9-19(a) 的方式与虫洞的两个洞口相连，管

的内壁理想光滑，使管内的活塞得以无摩擦地运动。活塞从某一初值出发沿路

径 α 和 α'到达洞口 N ，穿过虫洞后从洞口 M 复出并回到过去，继续沿路径 β 运

动并赶在较年轻的自己到达前占领接头上挡住较年轻自己的去路，使之不能到

达洞口 N。这显然也是个非自治过程。但诺维科夫用计算证明的确存在初值相

同的自治解，物理图像见图 9-19(b): 活塞沿路径 α 走到接头 J 时恰与从洞口
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M 出来的较老的自己的前端相接触，由于受到较老活塞前端的摩擦而略有减

速，以这个较小的速率走过 α' ，从 N 进洞再从 M 复出。由于速率略小，它不能抢

先挡住较年轻自己的去路，只能用前端与它的侧面接触。这显然是个自治的运

动过程。

(a) 非自治运动情况 (b) 自洽运动情况

图 9 一 19 管内活塞穿过虫洞的两种运动情况(初值相同，都满足牛顿运动方程)

再来回顾台球悖论。刚才讲过，在相同的台球初值下不但存在非自洽解，而

且存在两个自治解。我们当然摒弃非自治解，但两个自治解的存在又提出了新

的问题。台球运动速率很低，牛顿力学当然适用。在牛顿力学中存在着初值决

定论①，即牛顿运动方程满足初值的解是唯一的o 然而现在却有两个满足相同

初值的自治解。自然要问:给定初值后，台球到底按哪个解运动?这是在承认存

在时间机器之后所遇到的崭新问题。更糟的是，索恩等后来发现台球的同一初

值竟允许无限多个自治解，图 9 -20 就是简单例子。该图的五个分图代表台球

在同一初值下的五种自洽运动过程，其中图(a) 不必解释，对图( b) 说明如下:台

球在向上走到 M 、N 连线时被从洞口 M 飞出的、较老的自己碰撞并到达洞口 N ，

穿越虫洞后从洞口 M 飞出并把较年轻的自己撞到洞口 N。对图 (c) 、 (d) 则可用

如下方式简述。

图 (c) :从最下端向上一一一碰(与年老)一一向右上一一洞口 N( 进) 洞

内(图中不显示卜一洞口 M( 出)-一洞外(向右下卜一碰(与年轻)一一向下

(永远)。

图( d) :从最下端向上一一碰(与年老)一一向右上一一洞口N( 进)-一洞

内一-一洞口 M( 出)一一洞外(向右)一-洞口N(再进)一一洞内一一洞口M(再

出)一一洞外(向右下)一一碰(与年轻卜一向下(永远)。

图 (d)无非是在图(c) 的基础上添加了用重点号标出的三步而已。由此就

① 这里不拟涉及有关混沌的问题。
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Me eN N

(a) (b)

(d)

图 9 -20 台球在同一初值下的5 种可能运动

N

(e)

MNMN

(c)

M

不难理解图 (e) ，它不过是在图 (d) 的基础上又一次添加三步。(就是说，在第三

次从洞口 M 出来后才去碰撞较年轻的自己。)由于这三步可以不断添加(可以

不断增加穿越虫洞的次数) ，不难相信这种初值下存在着无限多种自治运动情

况。类似地，满足图 9 - 18 的初值的自治情况也有无限多种。这是在没有闭合

类时线的时空中绝不可能出现的。只要承认存在时间机器，物理学家就必须回

答:在给定初值后，物理学能够告诉我们台球到底按哪一种方式运动吗?经典物

理学对此完全元能为力，但量子物理学却能给出答案。与经典物理学不同，量子

物理学对实验结果只做概率性的预言。索恩及其学生根据量子力学发现，在各

种可能路径(自治解)中，台球走哪条路径都有可能(都有非零的概率)。以图

9 一 18为例，两种运动情况[图( a) 和图( b) ]发生的概率各是48% ，而其他各种

可能路径(未在图中画出)的概率则要小得多。

9.3.3 物理学允许时间机器吗?

在索恩、诺维科夫等致力于研究各种自治解的同时，另-些物理学家(霍金

是突出代表)则从根本上质疑时间机器存在的可能性。霍金认为，即使量子物

理学允许奇异物存在，时间机器也不可能形成。关键在于真空中不断存在着电

磁场的涨落，简称电磁真空涨落(小节9. 2. 2 简介过真空涨落并说过它使奇异

物的存在成为可能)。假如，像王五那样，微弱的真空涨落也从洞口N 进入虫
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洞、从洞口 M 出洞并与"较年轻"的自己相遇，就会自我加强，如此反复地进

洞-一一出洞一一加强，最后就可能强大到足以破坏(摧毁)虫洞的程度。"成也

萧何败也萧何"真空涨落相当于奇异物，它使得可穿越虫洞的存在成为可能;

但也正是真空涨落反复进出虫洞而很可能毁掉时间机器!我们不免要问"真

空涨落是否一定毁灭时间机器俨然而，要回答这一问题，现在似乎还为时尚早，

因为只有量子引力论才有可能给出最终结论，而这一理论至今尚未创建成功。

与索恩、诺维科夫的研究路线相反，霍金早在 1992 年就在大量论证的基础

上提出了如下的猜想:

时序保护猜想 (chronology protection conjecture) 物理定律不允许闭合类

时线的存在(因而不会有时间机器)。

索恩后来也越来越觉得霍金可能是对的。但是，正如索恩[Thorne ( 1994 ) ]

所说的"量子 ~I 方将支闭能否成五昏时司机器的答索藏起来了"……"在扬理学

家保刻认识量子 ~I 沙发律之话，我何侬也不能肯定。"
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A.I 单位制基本知识

A. I.! 基本单位和导出单位

为了定量研究物理现象，必须对物理量进行测量。所谓测量，就是用一个与

被测的量同类的量与该量作比较。这个用以比较的量叫做单位。用某一单位测

某一量的结果是一个数，例如以m 为单位测百米跑道的长度得数为100。用不

同单位测同一量所得的数不同。若以cm 为单位测百米跑道的长度，得数为

10 000。一般地说，以 A 代表被测的量. AI 代表测量单位， αl 代表测得的数，则

A= αIAI 。

若以 α2 代表用单位 A2 测 A 所得的数，又有

A= α2 A 2 •

故

αIAI =α2A 2 • (A - I )

上式也可改写为

。

4
7
A叫

--n叫
一
叫

(A-I')

如果 α1<吨，就说单位AI 比 A2 大(都作为量)。于是，用不同单位测同一量时，

大单位得数小，小单位得数大。

物理规律是物理量之间关系的反映。既然选定单位后每个量可用一个数表

示，物理规律也就可用数的等式表示。(最狭义地说，数学就是研究数的关系的

学问。)反映物理规律的数的等式称为物理规律的数值表达式( numerical - value

equation) .式中每一字母代表用某一单位测该量所得的数。例如功的公式

w=fl (A-2)

中的 w 、 f及 l 可理解为用J 、N 及 m 为单位测量功、力和距离所得的数。

如果把上式的ω 、 f及 l 分别理解为功、力及位移等物理量本身，则上式成为
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量的等式 (quantity equation) ，它直接描述这 3 个量的关系。为了明确区分量和

数以及区分量的等式和数的等式，本小节分别以大、小写字母代表量和数，于是

数的等式 ω =fl 相应的量的等式为

W=FL o (A-2')

既然用不同单位测同一量得数不同，反映同一物理规律的数的等式就可能

由于单位的改变而改变。例如，如果力的单位由N 改为 dyn 而功和距离的单位

不变，式(A -2)就要改变。以fN 及 IdYll分别代表以 N 及 dyn 为单位测同一力F

(是个量)所得的数，由于

1 N =105 dyn , (这是个量的等式)

故由式 (A-I') 得

fN dv 电
一::..L二= 10- J

λyn N

E!P
fN =10 -5人"。

因为式 (A - 2) 中的 f是以 N 为单位测力所得的数，所以可更明确地表为

w =fNI 。

把儿= 10 -5fd

w =10 -5/'1,)0

就是说，若分别以上dyn 及 m 为单位测量功、力及距离等物理量，则它们之间的

数的关系应写成

w =10-γ Io (A - 3)

可见同一物理规律在不同单位选择下的数值表达式不同。但也不难相信，同一

规律的各个数值表达式之间的差别仅体现为一个附加因子①。若在表达式等号

右边补一个依赖于各量单位选择的比例系数k ， 则所得式子对任何单位都成立。

单位的选择本来是任意的，但若对每类量都任意选择一个单位("一盘散

沙" ) ，则物理规律数值表达式的比例系数可能复杂得难以记住。为使数值表达

式尽量简单，应该采用单位制。一个单位制由以下两个要素构成:

(1)选出几个最基本的量并独立地指定它们各自的单位。这些量叫做基本

量，这些单位叫做基本单位。

(2) 不是基本量的量叫做导出量，它们的单位叫做导出单位。

导出单位是由基本单位出发按下述方法逐一规定的:设欲规定导出量 A 的

单位，先找出一个把量 A 与基本量联系起来的物理规律，写出该规律的数值表

① 在等式含有不止一项的情况下，各项的附加!因子可以不同，故等号右边各项所补的 k 也可不同。



A.I 单位制基本知识 231

达式，指定表达式中的比例系数k =1，便规定了量 A 的导出单位。例如，国际单

位制的力学部分指定长度、质量和时间为基本量，指定 m 、 kg 和 s 为基本单位。

为规定导出量速度的导出单位，可利用速度与基本量(长度及时间)的关系的数

值表达式:

v=k 土。 (A - 4)

请特别注意其中各字母都代表数。上式对长度、时间和速度取任何单位的情况

都成立，不同单位选择的区别只体现在k 值的不同。指定上式的k =1 便得

(A - 5)

这一指定就意味着规定了速度的国际单位制单位:设一个做匀速直线运动的质

点在某一时间内走了某一距离，式中的t 和 l 分别代表以 s 和 m 为单位测量该时

间和距离所得的数。只有用适当单位测此速度，得数U 才恰好等于的。可见式

(A - 5) 的确规定了速度的单位。为了看出这个单位是怎样的一种速度，只需考

虑一个特例:设质点在 1 s 内走了 1m ，分别以 s 和 m 为单位测量质点运动的时

间及距离，得值便为 t = 1 及 l =1，代人式 (A - 5) 得 v = 1 ，说明这个质点的速度

正是由式 (A - 5) 定义的速度单位。可见，速度的国际单位制单位就是每 s 走

I m这样一种速度。

在许多情况下，导出量 A 与基本量的关系中还涉及另一些导出量，例如，设

导出量 A 与量 J 及 B 由某一物理规律联系起来，其中 J 是基本量而 B 是导出量，

这时应设法先通过 B 与基本量的联系规定 B 的单位，再在 A ，] 、B 的关系的数值

表达式中指定系数 k = I 来规定导出量 A 的导出单位。

用以定义导出单位的数值等式叫做该导出单位的定义式，例如式 (A - 5) 是

速度的国际单位制单位( m/s) 的定义式。请注意定义式是数的等式。定义式中

涉及的各量中除待定义单位的那个量外，其他各量的单位必须已经指定。

如果由某物理规律所联系的几个量的单位已经事先选定，这个规律的数值

表达式中的系数就不能再任意指定，而应囱实验测得。例如在 CGS 制中，长度、

质量和时间是基本量，力的导出单位已由牛顿定律

f=mα

规定(上式是力的 CGS 制单位的定义式) ，于是万有引力定律

中的系数 g 就不能再任意指定而只能由实验测得。

虽然物理规律的数学表达式既可看作数的等式又可看作量的等式，但有些
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公式(不是指物理规律的数学表达式)不能看作数的等式，例如

跑道长度=100 m = 10 000 em

就只能理解为量的等式，它表明100 m 和 10 000 em 这两个量相等。我们不能

写成

跑道长度= 100 =10 000 ,

因为 100 无论如何不等于 10 000 ，而跑道长度是一个量，它也不能与一个数(100

或 10 000) 相等。

笔者一贯偏爱和习惯于把物理规律的数学表达式看作数的等式，这是在五

十余年前受当时苏联作者赛纳的书[赛纳 (1959) ]的影响而逐渐形成的。该书

认为物理规律的数学表达式都是数的等式而不是量的等式。例如，书中第 3 页

明确写道"通常在公式中的-些符号并非是量份本身，而是-些数值，这些貌

值是表示这些量用任-单位来量度时由~.j止值。"笔者认为，数的等式最为清晰，

而量的等式则只有在刻意讲清之后才有明确含义。例如，数的等式 3 x 4 =12 中

乘号的含义是 3 的 4 倍，等式的含义是 3 的 4 倍等于 12 ;而量的等式 q =I x t 或

"库=安 x 秒"中的乘号是什么意思?该式又代表什么意义?总不能说代表"安

的秒倍等于库"这样一种毫无意义的"意义"吧!?因此，要使量的等式有明确意

义就先要对量的乘法等运算下定义。笔者尚未在文献中查到这类定义，但自己

已对此下了定义。由于该定义及其有关问题过于抽象和冗长，此处不拟介绍

(将另写长文发表) ，只想列出几个有用的结论:①物理规律的数值表达式不但

清晰，而且可以导出量纲分析的全套理论。赛纳(1959)就是这样做的。这是最

为清晰简洁的做法。②对量的运算刻意地下了定义后，物理规律的数学表达式

也可看做量的等式。③导出单位的定义式都是数的等式。当然，正如上面所

讲，一旦用它对导出单位下了定义，也可把它看作量的等式。

A. 1. 2 量纲式和量纲

为便于讲解，本小节采用对话形式，其中乙代表笔者。

甲 量纲到底是什么?是个量?是个数?还是别的什么东西?

乙 这是个很好的问题，问与不问、懂与不懂大有区别。由于导出单位由基

本单位通过定义式来定义，基本单位的改变自然会引起导出单位的改变。量纲

就是为描述导出单位随基本单位改变而改变的依从关系才引人的。

甲 但是，如果两个单位制连基本量都选得不同，"导出单位随基本单位的

改变而改变"又从何谈起! ?

乙 你问得太好了!所以谈到量纲时必须相对于一个单位制族而言。

甲 什么叫做单位制族?
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Z 两个单位制如果满足以下条件就称为同族的:①基本量选得相同;②各

导出单位的定义式在两制中相同。例如力学范畴内的国际单位制和 CGS 制是

同族的，因为它们都以长度、质量和时间为基本量，而且所有导出单位的定义式

都相同。但各量的单位在两制中都可以不同。

甲 我明白了。同族的两个单位制的最根本差别就是基本单位可以选得不

同，从而导出单位也就不同。

乙 所以就应特别关心导出单位如何随着基本单位的改变而改变。描述导

出单位随基本单位改变而改变的依从关系的等式叫做该导出量的量纲式。既然

国际单位制的力学部分以长度 L、质量 M 和时间 T 为基本量，任一力学量 A 在国

际单位制所在族的量纲式就可表为

dim A = LAMμT' , (A - 6)

其中正体大写字母L 、M 和 T 依次代表长度、质量和时间的新旧单位的比值(都

是数! ) ， λ 、 μ 、 T 称为量 A 在国际单位制所在族的量纲指数， dim A 称为量 A 在

国际单位制所在族的量纲( dimension) 。量纲指数全部为零的量称为量纲为一

的量(或无量纲量)。索性把式 (A - 6) 的 L 、 M 和 T 也称为三个基本量的量纲，

该式便可改写为

dim A = (dim L)A (dim M)μ(dim T) \ (A -6')

甲 我终于明白了:量纲是个数，代表该量的新旧单位的比值。

乙 很对。知道这一点固然重要，但更重要的是还要知道量纲式的根本作

用在于给出导出单位随基本单位的改变而改变的函数关系(依从关系)，基本量

的量纲 dim Ji 是自变数，导出量的量纲dim C 是因变数(函数)，函数关系是非常

简单的事单项式。当基本量选得不同时，同一导出量的量纲式自然不同。例如，

设有两族单位制，第一族以长度、质量和时间为基本量，第二族以长度、力和时间

为基本量，则导出量在第一族单位制中的量纲式为dim L , dim M 、 dim T 的幕单

项式，在第二族单位制中的量纲式为 dim L , dim F 、 dim T 的幕单项式。另一方

面，在基本量一样的前提下，如果导出单位的定义式不同(指实质上的不同) ，则

同一导出量的量纲式也会不同。可见，脱离(不明确)单位制族而侃侃而谈某量

的量纲是没有意义的，正如脱离参考系而谈速度没有意义那样。

甲 上述知识有什么用处?

乙 在此基础上就可以学好量纲分析理论，这对于定性和半定量地讨论物

理问题有非常重要的意义。关于量纲分析的理论及应用，我们将另写长文发表。

下面只给出两个非常简单实用的结论:

(1)等式中各项所代表的量必有相同的量纲。

根据这一性质，如果演算中出现一个等式，其等号两边量纲不等或式中某项
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与其他项量纲不等，则此式必错。这个方法有助于迅速发现演算中的某些错误。

(2) 超越函数符号(如sinJg 、 in 、 e 、…)下的变量一定是无量纲量。

此外，小节 A. 2. 2( 公式转换)也是量纲分析的应用实例之一。

A.2 几何单位制

A.2.1 几何单位制

几何制规定c=G=l ，其中 C 是用速度的几何制单位测量(真空)光速所得

的数，此数为 l 表明几何制以光速为速度单位。类似地， G = 1 表明几何制以(我

们宇宙的)引力常量为引力常量的单位。一个常见的问题是:几何制有几个基

本量?基本单位是什么?答案有一定灵活性，可根据需要采用不同的看法。

第一种看法认为几何制有三个基本量，即速度、引力常量和时间，基本单位

是:速度以(真空)光速为单位，引力常量以(我们宇宙的)引力常量为单位，时间

以 s 为单位。由此就可求得其他各量(视为导出量)的单位。

第二种看法认为几何制只有一个基本量，这是因为 c=g=l 表明时间、长度

和质量三者的单位只有一个可任意选择。这时可把这三个原本不同的量认同为

同一类量，认同的"钥匙"是把 1 s , 3 X 108
m 和 4 X 1035

kg 这三个量视为相等

(理由见稍后) ，即

ls=3x I0 8 m=4xl0 35 kg o (A-7)

从而使所有量要么没有单位(例如速度就没有单位)，要么以 s( 或 s 的若干次

方)为单位(例如加速度的单位是s - I )。

根据上述两种看法，几何单位制与国际单位制是不同族的单位制，不利于两

制之间的公式转换，于是还可采用第三种看法:①认为几何制有三个基本量，即

时间 T、长度 L 和质量 M( 与国际单位制相同) ，基本单位则是 TIL = I s 、 L几 =3 x

10
8
m 、M儿= 4 X 1035

kg( 理由见稍后)。②导出单位的定义式与国际单位制全

同 o 各量的单位在第一、三种看法中完全相同，但第三种看法保证几何单位制与

国际单位制是同族单位制。

现在说明把基本单位选为 T几= I s , L儿= 3 X 10 8
m 、 MJL =4 X 1035

kg 的理

由。几何单位制受到 c =g = 1 的约束，基本单位 T)L 、 LJL 和 MJL 只有一个可以任

取。为了简单，也为了与国际单位制尽量一致，当然取 T儿= l s。至于 LIL 和

M儿，则可由下面的计算求得。
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先求长度的几何制单位LJL 。由速度定义易得量纲关系:

dim L = (dim T) (dim V) • ( A - 8)

其中 dim L 代表长度的国际单位制单位与几何单位制单位的比值，就是说，若以

Lrn 和 L几分别代表长度的国际单位制和几何单位制单位，则

dim L==L国 /LJL ，

注意到式(A -8).得

LJL = L国/( dim L) = L国 (dim T) - I (dim V) - I 。

而

(A - 9)

(A-IO)

(A-II)
T国 Is.. ., VD<I I m/s 1

dim T=一一=二=1. dim V = 一旦=一一一.一一=一一
T IL l s '#JL3xI08m/S C国'

其中 C国= 3 X 10
8

代表用国际单位制单位测光速所得的数。式 (A-II) 代入式

(A-IO) 得出

几何单位制长度单位 λ=C国 ι= (3 x 108
) x I m = 3 x 10 8 m 0

(A - 12)

再求质量的几何制单位MJL。由 f=mα 及 f= gm l m2 // 可知质量的量纲

式为

dimM=(dim T) (dim V)3 (dim G)-I o (A-13)

再由 dim M =M国 /M JL 得

M凡 =M囡/(dimM)=M国 (dim T) -I(dim V) -3(dim G)o (A 一 14 )

其中的 dim G 可求之如下:

GI>J g Il l
dim G = 一立=二止 = r r~ • ~ _ II 0 ( A-IS )

t儿 g国 6.67xIO- II 。

将上式及式 (A 一 II )代人式 (A 一 14 )便得

几何单位制质量单位

cL M== (3 X 10
8

)3
MJL=- × l kg-4x l035kg。 (A 一 16 )6.67 x 10 - II 国 6. 67 x 10 - II ". "0-

A.2.2 几何单位制公式转换为国际单位制公式

本书由于使用几何单位制而使公式大为简化，但如果需要代人具体数值，最

好先转换为国际单位制形式。利用量纲分析可以完成这一任务。为此，对几何

单位制应该采用第三种看法，这时几何单位制与国际单位制就是同族单位制，区
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别只来自基本单位的不尽相同:

T国= 1 s , L国 =1 m , M国= 1 kg , ( A - 17a)

Tit 二 l s , i JL=3 × ltm=C国 m ， M几 =4 X 1035 kg o (A -17b)

(请特别注意上式中的C国= 3 X 10
8

是以国际单位制单位测光速所得的数)。下

面用三个例子介绍一种简便实用的转换方法[另一种方法见梁灿桦、周彬

(2006)附录 A] 。

例 1 已知洛伦兹变换(第一式)的几何单位制形式为t' = γ (t-vx) ， 求其

国际单位制形式。

解 为区分起见，给字母补注下标以表明它是用哪个单位制的单位测得的

数。例如， t几代表用几何单位制单位测时间所得的数。于是已知公式t' = γ ( t

- vx) 可以更明确地写成

t' 几 =γ (t几 -v几 Z几)。

注意到式(A-17) ，有 Z儿 Ix国=￡国 IX lL = 11旬，故

(A-18)

x" =X~/C
儿园'因'

(A - 19)

再由

国

puv//l=、
I
J

Sdmo
。

nu''AX句
3

，
，
飞
、

//
QJVm=

几

<VV//

国

<WV=
国

们
U

//

几

U (A - 20)

又得

v" =V~/C儿园'国
(A - 21)

所以

, 2
V n X n =V I'El X fE /C儿儿国因'国。 (A - 22)

另一方面，由 TJL =ls=T国又知 t JL = t国及 t~ = t~ ， 与式 (A - 22) 一同代人式 (A

- 18) 得出 =γ (tffil-vffilX 国 Ic~) ， 去掉下标便得洛伦兹变换(第一式)的国际单

位制形式:

t' = γ ( t - vxlc
2

) 0 [解毕]

例 2 已知 2 维闵氏线元的几何单位制形式为 d/ = - dt2 + dx2
，求其国际

单位制形式。

解把上式明确写成

ds~ = - dt~ + dx~ 。

由 t几 =t国及 z儿=耳目 Ic国[式 (A-19)J 得

d片L = d毡， dx~ = dx~1也。 (A - 24)

由式 (2 一 I - II )可知 d/ 与 dx
2

单位相同，故仿照式(A - 24) 又有 ds~ =
d也 Ic~ ， 与式 (A - 24) 一同代入式 (A - 23) 得 d也/cL=-dG+dGAL ，去掉下

(A - 23)
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标便得闵氏线元的国际单位制形式:

d/ = - e
2 dt2 + dx2

0

fJtJ 3 已知 2 维史瓦西线元的几何单位制形式为

d/ = - (I -芋)忡dωt叫 1 -芋rid旷r卢2

求其国际单位制形式。

解把上式明确写成
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[解毕]

(A - 25)
d 2/2MnII7MI-1
S 几 =-/1--_止 I dt凡+| l-74l drl 。

飞'儿'飞'几，

关键是要将MJl lr儿用 M闽 Ir国表出。由式(A-19)知 r几 =r国 Ie固，而

MiLIM国 =M国 IMiL = dim M = (dim T) (dim V) 3 (dim G) -I = G国 le~ ,

(A - 26)

[其中第三步用到式(A-13) ，第四步用到式(A - 20) 及式 (A-15)oJ 故

MiL = (G国/也 )M国。 (A - 27)

上式与 r儿 =r国 Ie国结合给出

MJl (G国/生 )M国 C国 M国
- - ，。

r n r日 /C r.o. r~ r
儿园'国 b国'但

去掉下标并仿照例 2 的做法，便得史瓦西线元的国际单位制形式:

df=-(l-?)(cdt)2+(l-?)-Id人

(A - 28)

[解毕]



习题答案

第 1 章

题 3 K'系相对于 K 系的速率为 0.5; K"系相对于 K 系的速率为 0.8 0

题 5 u' , =c/5 ， 叭 = u' =0 。

题 6 (a) 对牛顿力学u， = (I - II) V; 对狭义相对论 Lt.l =乒乓u。
1 - nv

( b) 对牛顿力学 U". =士C; 对狭义相对论 U.l =手Co

第 2 章

题 2 cls' = - clt' + clP' +ρ'clcp' + clz' 。

第 3 章

题 1 D=(T， -T 1 )12 。

题 2 见附图，由图易见观者 M'同样是先收到车头来光后收到

车尾来光。

题 5 待找的坐标变换为 T= 一 t -I , X = 妃 ， Y=y , Z=z。

3 章题 2 解用图

第 4 章

l2345678
题
题
题
题
题
题
题
题

£=1. 67 xlO- 7
S ,

7.5x lO- 9 s 。

6 s 。

《哩，、叮

T 1 =lO -. S , T , = I. 34 X 10 -. S 。

题 lO

(b) 甲钟 3 s ，乙钟 3 s ，丙钟 3.5 s 。

( a)A 钟 4 s , B 钟 5 s;(b)A 钟看见 B 钟指 3 s 。

(a)55; (b) A 钟看见 B 钟指一20 s 。

比 B 大(由直线段组成的折线不是测地线) 0

5/3 昼夜。

( a)← 10飞( b) L =2.5 n叫3
t 、V I + u

( a)4μs; (b)2. 5μs。题 II

题 12 (a)手=): ~~ (b) u = O. 6c B才~=2;
7

(c) u = O. 8e 时~=3 。
T



习题答案

题 13 At = 8 x 10 气。

题 14 2. 5 x 104
S -，。

题 15 ( a) v = O. 6c; (b) 9 x 10· m 。

第 5 章

题 I (a)3.7 x 10'4 kg; (b)6. 8 x 10-'2 。

题 2 (a)4.7 x 10- 14 kg; (b)4.7 x 10- 11

。

题 4 户j3cl2 。

题 5 质子静能= I. 5 x 10 - '0 J ，电子静能 =8.2 x 10-'4 J 。

题 6 u = 2.4 m/s 0

题 7 能量 E = 4.7 x 10 -10 J; 动量 p = l. 5 x 10 - ,. kg . 011 s;速率 u =0. 95c。

题 8 (a)u =0. 858;(b)u =0. 99999987 0

题 11 (a)E=5.3x lO- 1.J , p= l. 8xI0- 26 kgom/s; (b) 1. 7xI033个。
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索引

B

自矮星 7.2.2

臼洞 8.7.4

保时序 § 3. 6

北斗E星导航系统 § 8.6 开头

标准钟 § 3.2 开头

伯克霍夫定理 § 8.8

不变量 § 5.4 末

布兰斯-迪克(布迪)理论 § 6. 3 末段，

8.5.2

C

参考系 § 3. 2

测地偏离 § 6. 4

测地线 § 2. 5

测量形象 § 4. 4 开头

超大质量黑洞 § 7.5

超新星 7.2.4

潮沙加速度 § 6.4

潮沙力 § 6.4

车库佯谬 4. 1. 2

尺缩效应 4. 1. 1

虫洞第 9 章

初始设定 § 3. 2 注记 5

传播延迟方程式(8-6-2)

D

等效原理 § 6. 3 开头

爱因斯坦等效原理 § 6. 3 开头

弱等效原理 § 6. 3 开头

强等效原理 § 6. 3 末段

动量(守恒) § 5. 1

动能 § 5. 3

多普勒频移 4.2.4

F

负能轨道 § 7. 4

G

CPS §8.6

CPS 时间式(8-6-37)后

伽利略变换式(1 一 1 - 4)

改时序 § 3. 6

固有距离 § 8. 1

固有时 § 3.2 开头， § 3.4

观者 § 3. 2 开头

惯性观者(自由质点) § 3. 2 注记 5 后

非惯性观者 § 3. 2 注记 5 后

惯性质量 § 6.1 开头

惯性坐标时 § 3.4

惯性坐标系式(1-1-2)后， § 3. 2

光行差 [选读 4 -6]偏后

光锥面 § 3. 1 例 2 后

光子 § 3. 1 开头，5.8

光子的能量和动量式(5-8-1)

国际原子时间 式 (8 - 6 - 28) 后

H

哈勃空间望远镜 § 7. 5

核聚变 7.2.1

黑洞 § 7.3 ,8.7.4
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黑洞无毛定理 § 7.4

恒星晚期绸缩 § 8.9

恒星演化 § 7. 2

红巨星 7.2.1 偏后

红移因子 8.3.2

喉§9.1 例 2

J

索引

闵氏时空 § 2. 2 末

闵氏线元(几何) § 2. 2

N

能层 § 7.4

P

基准坐标系 § 3.1 开头

简并压 7.2.2

渐近平直(区) 图 8 一 13(a) ， §9.1 例 l

末，图 9 -7

渐近平直线元 § 8.1

结合能 § 5. 6

静界 § 7.4

静能 § 5.4

静态观者 § 8.1

静态球对称线元 § 8.1

静质量 § 5.1

绝对的 § 3. 7 开头

K

可穿越虫洞 9.2.2

克鲁斯科尔延拓 式 (8 - 7 - 25) 前，8.7.3

空间几何 § 8. J

L

霄达回波的时间延缓 8.5.4

类空(时、光)曲线式(2 -2 -3)后

类空(时、光)间隔式(3 -6 -4)后

类星体 § 7. 5 偏后

力§ 5.2

粒子 § 3.1 开头， § 5. 8

量子引力论 §7.3 ,9.2.2

洛伦兹变换式(1-3-1)

岛f

脉冲星 7.2.5

彭罗斯过程 § 7.4

平直空间(时空) § 2.4

Q

奇性(奇点) §7.3 ， 8.7.1 开头

奇异物 9.2.2 开头

钱德拉 X 射线天文卫星 § 7. 5

钱氏质量上限 7.2.2

嵌入图 § 9.1

球面线元(几何) § 2. 3 末

曲率(黎曼张量) § 2. 4

全球卫星定位系统 (CPS) §8.6

R

日全食 § 8.5

S

铠原子钟环球飞行 4.3.4

时间机器第9 章

时空 §1. 1 开头

时空(元)间隔式(2-1-8)

时空点 § I. 1 开头， § 2. 2 末

时空奇性(真奇性) 8.7. 1 开头

时序保护猜想 9.3.3

史瓦西半径 § 8.1 偏后

史瓦西时空 § 8.1

史瓦西时空的无限红移面 § 8.9 末

史瓦西时空的引力红移 式(8-9-10)

史瓦西真空解式(6-5-4) ， §8.1
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世界面 § 3. I 末段

世界线 § 3. I 开头

事件 § I. I 开头

视觉形象 § 4.4 开头

视界(事件视界) §7.3.8.7.4

我母悖论 9.3.2

守恒量 § 5.4 末

双子效应(佯谬) § 4. 3

水星近日点进动 § 8. 4

斯皮策空间望远镜 § 7.5

四种基本相互作用 § 7. I

T

特列尔转动 § 4.4

天鹅 X-I §7.5

天狼 A(B)星 7.2.2

天球 [选读 4 -6 ], §7.1 开头

同时面(线) § 3. I 注记 2

W

弯曲空间(时空) § 2.4

伪欧几何 § 2.3 开头

乌龟坐标式(8-7-8)后

X

X 射线星 § 7. 5

吸积盘 § 7.5

线元 § 2. I

相对的 § 3.7 开头

相对论速度变换式 式(1-3-3)

相对性原理 § I. I 开头， § 3. 2 注记 5 后，

§ 6. I 开头

校准曲线 § 3.5 末

星光偏转 § 8. 5

星内时空线元式(9-1-2)

庭团 § 7. I 开头

星系 p.1 开头

银河系 § 7.1 开头

河外星系 § 7. I 开头

星云 p.1 开头

星座 § 7.1 开头

Y

引力红移 8.3.2

引力势式(8 - 3 一 17) , (8 -6 -21)

引力收缩 7.2.1 开头

引力胡缩 7.2.3 开头

引力质量 § 6. I 开头

引力钟慢效应 8.3. I

诱导线元 § 2. 3 末. § 8. I

运动质量(相对论质量) §5.1. §5.5

Z

真空爱因斯坦方程 § 6. 5

真空涨落 9.2.2 开头

正电子 § 5. 4 偏后

织女星 § 9. 2 开头

直接观测(当时当地观测) § 3.2

直线 § 2.5 开头

质点 § 3. I 开头

质量亏损式(5 -6 -4)

质能动关系式式(5 -7 -4)

质能相当性 § 5. 5 开头

中心球(星核) 7.2. I 开头

中子星 7.2.3

钟馒效应

闵氏时空的钟馒效应 § 4. 2

弯曲时空的钟馒效应 8.3.1

钟同步操作 [选读 3 - 2] 前

祝融星 § 8.4

自治过程(非自治过程) 9.3.2

自治性原理 9.3.2

总能 § 5.4

走时率 § 3.2 注记 5
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最大延拓式(8 -7 - 29) 后

最简关联式(1-1-3)后

最一般的洛伦兹变换 式 (3-6-9)

最一般的伪转动 [选读 3 - 3]

坐标距离 § 8. 1

索引

坐标奇性 8.7.1 开头

坐标时间 § 8. 1 偏后

坐标域 8.7.1 开头

坐标钟 § 8. 1 偏后
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