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前言

《经典力学新讲》的核心目标是用现代的观点重新整理和澄清经典力学的理论结构，凸

显理论之美。这个讲义中的有些内容是我多年的教学积累，但促使我开始写这个新式讲义

的主要动机，却是物理学大师 Polyakov 关于现代经典力学课程的在线视频。读者也许可
以在我讲义的多处找到 Polyakov 的痕迹。

不过，本讲义并不是对 Polyakov 课程的跟随，讲义的理论逻辑和 Polyakov 的课程有
些根本性的不同，也和通常的理论力学教材（包括朗道的《力学》）有根本性的不同。比

方说，本讲义是将能量和哈密顿量作为第一概念，而不是将拉格朗日量作为第一概念，我

们对力这个概念的处理也是这样，是直接用能量随空间位置的变化来定义力，而不是将力

作为基本概念引入，总之，我试图将整个理论力学的大厦根基于能量和哈密顿量的概念之

上。当然，我并没有抛弃最小作用量原理（本讲义的第二章就是讲最小作用量原理），但

由于以哈密顿量为第一概念，我对最小作用量原理的处理也是由相空间的最小作用量原理

出发，导出通常的最小作用量原理（朗道的《力学》就是以这一最小作用量原理为出发点

的）。在这种处理中，勒让德变换将是一个自然而然的东西。

值得说明的是，在我看来，这么多年来没有人这样处理理论力学是一件很奇怪的事情。

原因有二，第一，哈密顿量由于直接对应能量，当然比拉格朗日量更物理也更好接受，这

样看的话通常先引入拉格朗日量，进而将哈密顿量定义为拉格朗日量的勒让德变换就是一

件不可思议的事情。从我的教学经验来看，学生往往既不理解为什么有这么一个奇怪的拉

格朗日量，也无从理解为什么突然要来这么一个勒让德变换，然后得出一个奇怪的哈密顿

量。更有甚者，很多学生学完理论力学之后依然觉得哈密顿量只是碰巧通常等于能量，而

不理解哈密顿量就是能量的物理描述，不理解如果你的哈密顿量不能完全描述能量，那要

么你就得在哈密顿量中加减一些项，要么就是你对能量的定义不合适，要修改的是你对能

量的定义。在我看来，正确的处理就是，先作为对能量的描述引入哈密顿量，再通过最小



8

作用量原理自然地勒让德变换到拉格朗日量。第二，从量子力学来看，量子系统会随时间

幺正演化，幺正演化的生成元自然定义了哈密顿算符，哈密顿算符就是能量算符，其本征

值就是能量（可见，哈密顿量不是碰巧等于能量，它描述的就是能量！）。无论是从实际的

量子力学课程来看，还是从量子力学幺正性来看，哈密顿算符无疑都应该是第一概念。当

然，量子力学有路径积分表述，但为了保证幺正性，人们也是需要从幺正演化算符和哈密

顿算符出发推导路径积分表述。值得强调的是，在这样的推导中，首先出现的也是相空间

作用量，然后你把动量先积掉，才导出通常的作用量，导出费曼的路径积分。这么看来，

量子力学的这个推理逻辑天然对应本讲义的逻辑，而不是通常理论力学教材那样建立理论

力学的逻辑。

本书采用诺特技巧（Noether’s trick）来处理诺特定理，当然这主要是因为诺特技巧
本身非常优雅。同时，由此不仅能给出诺特定理恐怕是最简单的证明，而且产生了一个从

作用量中得到守恒量的系统办法。

本书的另一个特色是介绍了外微分形式，并在第五章和第六章中将之应用到哈密顿力

学的详细讨论中。正因为如此我们才可以通过辛形式（或者说辛结构）串起哈密顿力学的

各个知识点，体现了哈密顿力学就是相空间的辛几何这一现代观点。

除此之外，我们还证明了哈密顿力学中一系列漂亮而重要的定理，包括诺特定理的重

新回顾，刘维尔定理，庞加莱回归定理，还有可积系统的刘维尔-阿诺德定理。尤其是对于
后面两个定理，许多经典力学教材是不作讨论或者不给出证明的。

相比于传统经典力学教材，在理论的应用性内容中，我们额外讨论了限制性三体问题，

讨论了什么是拉格朗日点。此外我们还跟着阿诺德的书给出了关于多自由度参数共振的一

个精妙讨论。

由于是草稿版，讲义中有一些插图是手绘的，还有一些插图直接取自网络或者是从其

它资料里面截图出来的，文中并没有全部一一说明，后续版本会逐渐改过来。



1. 哈密顿力学初步

本章初步介绍哈密顿正则方程，并详细讨论力的概念如何定义，势能与力的关系，以

及保守力有何特性。同时本章也详细讨论了势能曲线，并利用它讨论了一个重要的关于无

磨损摩擦的物理模型，独立振子模型。最后，本章也为读者讲述了微分形式这一重要数学

方法的初步知识。特别是阐述了 3 维矢量分析中的斯托克斯公式和高斯定理如何统一成一
个漂亮的公式！



10 Chapter 1. 哈密顿力学初步

1.1 势能与力

1.1.1 能量与力

这本书要讲述的是力学，那么什么是力？学过牛顿运动定律的读者会回答力是物体运

动状态改变的原因。不过，在现代物理中，我们并不这样定义力，这时候，力不再是一个

最基本的概念，能量才是，力的概念是通过粒子间相互作用的能量来定义的，大体来说，

力是相互作用能量随着粒子空间位置变化的剧烈程度。

从这个定义可以看出，对于粒子我们才能谈它受到的力，如果是场，比方说电磁场，

由于它并不具有一个位置坐标，而是空间分布，所以我们就不能定义受力这一概念，但是

场的相互作用能量始终是有定义的。

那么，什么是能量呢？通常的回答是，能量是做功的本领，但是为了定义功，我们又

需要先定义力，这不符合我们这里采用的逻辑，我们这里是把能量而不是力作为第一概念

的。能量是什么呢？这在现代物理中有直接定义，不过我们想将相关的讨论放在后面的章

节中，暂时让我们不加定义地接受能量的概念。当然，我们还得接受能量的转化和守恒定

律，根据这条定律，我们暂时可以含糊地说，能量是一种具有多种表现形式的东西，能量

的这些不同形式可以相互转化，但是，对于一个孤立系统，能量的总量保持不变。

因此，力是相互作用能量随粒子空间位置的变化，不过，为了把这个概念进一步精确

化，很多时候我们需要势能的概念。势能就是一种相互作用能量，通常它和粒子的运动速

度无关，只和粒子的空间位置有关。假设一个粒子受某个外力场作用，则它和这个外力场

之间就有相互作用势能，可以用函数 V (x)来表示。比方说，地面附近一个高度为 z的物体

处于地球的重力场中，它和地球相互作用的势能为 V (x) = mgz。再比方说，两个质点之间

的万有引力势能为 V (x) =−G m1m2
r ，两个点电荷之间的库伦相互作用势能为 V (x) = e1e2

4πε0r。

这些势能的表达式是如何得到的呢？回答是，最初都是从实验中归纳出来的，不过在现代

物理中，我们往往可以通过研究场的规律来推导出它们，通过电磁场的麦克斯威方程可以

得出点电荷之间的库伦相互作用势能，通过研究引力场的爱因斯坦方程可以得出万有引力

势能。

现在，假设我们知道了一个粒子与外力场的相互作用能量，也就是势能 V (x), 则这个
粒子受到的力 F 将由下式定义

F ·dx =−dV (x), (1.1)

或者也可以写作

F =−∂V
∂x

=−∇V =−(
∂V
∂x

,
∂V
∂y

,
∂V
∂ z

). (1.2)

这些式子中额外的那个负号是为了使得牛顿运动定律的形式或者机械能的表达式与通常

的约定一致而引入的。

从上面两个式子可以看出，即使给势能函数 V (x) 加上一个任意的常数，力的定义也
将保持不变。实际上，在非相对论物理中，能量的定义本来就可以相差一个常数，因为在

非相对论物理中，我们只能测量能量的差值，而无法测量能量的绝对值。能量定义的这个
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不定常数反映在势能函数中，就是势能函数可以相差一个常数，为了确定这个常数，我们

需要人为地选定一个空间位置，称之为势能参考点，令粒子在这个点处的势能为零。

1.1.2 哈密顿正则方程

利用上面关于力的定义，我们就可以将牛顿运动定律重写为

dp
dt

= F =−∂V
∂x

. (1.3)

其中 p 为粒子的动量，其定义为

dx
dt

=
p
m
, (1.4)

这里 m 为粒子的质量。

假设我们定义物理量 H(x,p) = p2

2m +V (x), 并将 x 和 p 看成是两个相互独立的变量，
则很容易验证上面关于牛顿运动定律的两个方程 (1.3)、(1.4) 可以重写成一种非常对称、
非常漂亮的形式

dp
dt

=−∂H
∂x

,
dx
dt

=
∂H
∂p

. (1.5)

由这两个方程，我们将有

dH
dt

=
∂H
∂x

· dx
dt

+
∂H
∂p

· dp
dt

=
∂H
∂x

· ∂H
∂p

− ∂H
∂p

· ∂H
∂x

= 0. (1.6)

也即是说，H 是一个守恒量。实际上，H 就是粒子的总能量，p2

2m 是动能，V (x) 是势能，H

是动能势能的总和。因此，除了重写了牛顿定律之外，我们刚才只不过是证明了能量守恒

定律。

(1.5)式也称作哈密顿正则方程，很显然，它和牛顿运动定律相互等价。物理量 H(x,p)
也称作哈密顿量。值得强调的是，作为一个物理量，哈密顿量代表的是粒子的总能量，但

作为一个数学表达式，H(x,p) 得是将坐标 x 和动量 p 作为相互独立的变量表达出来的能
量，因此作为一个表达式，哈密顿量 H 与 1

2 m
(dx

dt

)2
+V (x) 是不同的。

哈密顿正则方程很容易推广到多粒子情形，这时候系统的相互作用势能一般来说依赖

于每一个粒子的位置坐标，表示为函数 V (x1,x2, ...,xN)。比方说，两粒子系统的万有引力

势能为 V (x1,x2) =−G m1m2
|x1−x2|。多粒子系统的哈密顿量同样代表总能量，是每个粒子的动能

与系统的相互作用势能之和，写成

H = ∑
i

p2
i

2mi
+V (x1,x2, ...,xN). (1.7)

可见，这时候哈密顿量依然以粒子坐标和动量为独立变量，不过是以每一个粒子的坐标和

动量为独立变量。相应的，多粒子体系的哈密顿正则方程为

dpi

dt
=−∂H

∂xi
,

dxi

dt
=

∂H
∂pi

. (1.8)
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为了验证这个方程等价于多粒子体系的牛顿运动定律，我们需要注意到现在第 i 个粒子的

受力 Fi 由下式定义

∑
i

Fi ·dxi =−dV ⇔ Fi =−∂V
∂xi

. (1.9)

完全类似于单粒子情形，读者也可以证明多粒子体系的能量守恒定律。

以上关于多粒子哈密顿正则方程的讨论演示了现代物理研究一个物理系统的基本方

法：即首先我们找到系统的基本力学变量，这在多粒子系统中就是所有的 xi,pi，在场论系

统中就是场位形和场的正则动量 (读者可以先跳过关于场论系统的这句话); 其次，利用这
些基本力学变量写出系统的哈密顿量，也就是写出系统总能量的表达式; 最后，写出形如
(1.8) 式的哈密顿正则方程。

所以，在现代物理中，力不是最基本的，哈密顿量才是，相应的，牛顿运动定律也不

是最基本的，哈密顿正则方程才是。当然，对于单粒子和多粒子系统，正如我们已经看到

的，这时候哈密顿正则方程和牛顿运动定律的 F = ma 完全等价。哈密顿正则方程的好处

是给力学设定了一个一般性的框架，使得我们的力学体系不仅可以研究粒子，还可以研究

自旋系统，研究场等等。

哈密顿正则方程当然也有其局限，那就是它不能包括所有的力学系统。能被哈密顿正

则方程描述的力学系统称之为哈密顿系统，它包括几乎所有的基本物理系统。但是，有一

些力不属于自然界中的基本力，这时候相应的力学系统可能就不能用哈密顿正则方程来描

述，比方说，摩擦力就不是基本力，如果我们关心摩擦力的表现，那相应的方程就不能是

哈密顿正则方程。然而，即使对于摩擦力，从现代物理学的眼光来看，我们更关心的也是

其本质为何，即如何从基本物理的角度理解摩擦力的起源，而这时候哈密顿正则方程又有

用武之地了，后文我们会进一步考察摩擦力的物理模型。

1.1.3 势能曲线

作为例子，下面我们来分析一下单粒子的一维运动。这时候粒子的坐标为 x，相应的

动量为 p。粒子的势能可以表示成一个单变量函数 V (x), 我们可以以 x 为横坐标，以 V 为

纵坐标，画出势能函数 V (x) 的曲线，如图 (1.1) 所示，这一曲线就是所谓的势能曲线。
给定能量 E，由于能量守恒，粒子运动到任何 x 处其总能量将都是 E，我们可以画一

条水平线表示它，如图 (1.1) 中虚线所示。根据能量守恒 E = p2

2m +V (x), 动能 p2/(2m) 总

大于等于零，由此可见，粒子的可能运动区域必定满足

E ≥V (x), (1.10)

如图 (1.1) 中的 (−∞,xa]∪ [xb,xc]∪ [xd ,+∞)。很显然，由于中间间隔的能量小山包 (称之为
势垒) 是运动禁区，所以 (−∞,xa]、[xb,xc]、[xd ,+∞) 这三个可能运动区域是相互隔绝的。

我们来分析一下粒子在 [xb,xc]区间上的运动。假定粒子从 xb 点出发，在这一点上，粒

子的全部能量都是势能，动能为零，因此初速度等于零。由于 xb 点左侧的势垒将粒子挡

住了，所以粒子只能向右边运动，这时候它的势能逐渐减少，动能逐渐增加，因此粒子会

运动得越来越快，当粒子到达 [xb,xc] 区间上势能曲线的最低点时，其势能达到最小，动能



1.1 势能与力 13

Figure 1.1: 势能曲线

达到最大，粒子的运动速度达到最大。此后，由于惯性，粒子继续向右边运动，但这时候

势能在逐渐增加，因此动能会逐渐减小，粒子会逐渐减速。当达到 xc 点时，所有的动能都

转化为了势能，粒子的速度将会减为零。由于 xc 的右边又是势垒，所以在 xc 点的粒子只

能掉头往回跑，经过加速阶段和减速阶段，粒子最终将回到 xb 点。此后，粒子将重复上面

的运动过程。所以，粒子实际上是在 [xb,xc] 区间上作周期性来回运动。

但是，对于 (−∞,xa] 运动区间，假设粒子从 −∞ 处出发往右边运动，则它会一直运动
到 xa 处，然后被 xa 右边的势垒挡住，从而掉头，然后一直往左边跑，一直跑到无穷远。

但是，−∞ 处不再有势垒使得粒子再次掉头了！所以，粒子在 (−∞,xa] 区间上的运动并没

有周期性来回运动。同样，由于右边没有足够高的势垒挡住粒子，[xd ,+∞) 区间上的运动

也是类似的。我们称 (−∞,xa] 区间和 [xd ,+∞) 区间上的这种运动为散射，它描述无穷远处
的入射粒子被势垒散射回去的过程。相反，我们称 [xb,xc] 区间上的运动为束缚运动，相应
的运动轨道为束缚轨道，因为这时粒子被束缚在一个势能的小山谷 (称为势阱) 中，无法
跑到无穷远处去。很显然，散射不是一种束缚运动。

根据哈密顿正则方程的精神，我们将 x, p 看成两个独立变量，以 x 为横坐标，p 为纵

坐标所构成的两维空间，就称为粒子的相空间，粒子在相空间中按照哈密顿正则方程演化。
粒子在相空间中的运动轨迹就称为相空间轨道。在我们这个例子中，相空间轨道显然由能

量守恒方程给出，即满足

E =
p2

2m
+V (x). (1.11)

我们可以示意性地画出 (−∞,xa]、[xb,xc]、[xd ,+∞) 这三个运动区间的相空间轨道，如图

(1.2) 所示。很明显，这里的束缚轨道正好是闭合轨道1，而散射运动则对应非闭合轨道。

在现在的例子中，相空间轨道主要由其守恒能量 E 刻画，不同的能量对应不同的相空

间轨道，我们可以示意性地画出不同 E 值的相空间轨道，如图 (1.3) 所示。
利用相空间轨道，我们很容易得出 [xb,xc] 区间周期运动的周期公式，记周期为 T，显

然它依赖于守恒能量 E, 可以写作 T (E), 利用哈密顿正则方程 dx
dt =

∂H
∂ p = p

m , 我们很容易积

1这个结论不能推广到一般情形，在非一维运动中，束缚轨道不一定是闭合轨道。
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Figure 1.2: 给定能量 E 的相空间轨道。

Figure 1.3: 不同能量的相空间轨道。

分得出

T (E) =
∮

E
dt =

∮
E

m
p

dx, (1.12)

式中的积分沿着能量为 E 的闭合相空间轨道进行。或者我们也可以代入相空间轨道的方

程 (1.11), 即代入 p =
√

2m(E −V (x))，进而将这个周期公式写成

T (E) =
∮

E

m√
2m(E −V (x))

dx. (1.13)

另一方面，我们很容易计算闭合相空间轨道所包围的相空间面积，通常记作 2πI(E)，

很显然

2πI(E) =
∮

E
pdx =

∮
E

√
2m(E −V (x))dx. (1.14)

由于粒子总是沿着相空间轨道在“演化”，每一条相空间轨道在时间演化下都是不变的，因

此 I(E) 作为沿着闭合轨道积分的结果当然也是不变的，即 I(E) 是一个守恒量，实际上，
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上面的公式告诉我们，它只依赖于守恒能量 E。从 (1.14) 这个式子出发，再利用上面的周
期公式 (1.13), 我们很容易得到

∂ I(E)
∂E

=
1

2π

∮
E

∂
∂E

√
2m(E −V (x))dx =

T (E)
2π

. (1.15)

或者也可以反过来，将系统能量 E 看成是相轨道包围“面积”I 的函数，然后利用周期运

动的角频率 ω = 2π/T , 进而将上面这个公式改写成

∂E
∂ I

= ω(I). (1.16)

这里只是对一维运动推导出这个结果，后面我们会把它推广到更一般的所谓可积系统的情

形。

上面的结果 (1.16) 在量子物理的建立过程中起过重要的作用。根据玻尔的定态假设，
一个作束缚运动的粒子，其能量是量子化的，能量的每一个量子化值称为能级，我们不妨

记第 n 能级的能量为 En。根据定态跃迁假设，粒子从第 n 能级往下跃迁到第 n−1 能级，

会放出一个角频率为 ω 的光子，根据爱因斯坦的光量子学说，这个光子的能量将为 h̄ω,
由能量守恒，我们将有 En −En−1 = h̄ω，当量子数 n 很大时，我们可以将这个方程近似写

成

∂En

∂n
= h̄ω. (1.17)

将上式与前面的 (1.16) 式比较，我们可以知道，当 n 很大时，应该有

I = nh̄. (1.18)

这就是玻尔-索末菲量子化条件。
特别的，我们可以考察所谓的一维线性谐振子，也就是一个弹簧，它的弹性势能当

然是 V (x) = 1
2 kx2，x 为弹簧的伸长量，k 为弹簧的劲度系数。通常人们会引入一个参数

ω =
√

k/m(ω 的含义我们马上会看到)，进而将弹性势能写成

V (x) =
1
2

mω2x2. (1.19)

从而相空间轨道是一个椭圆，满足方程

p2

2m
+

1
2

mω2x2 = E ⇔ x2

( 2E
mω2 )

+
p2

2mE
= 1. (1.20)

利用椭圆的面积公式，我们容易得到相空间轨道包围的面积为 2πE/ω，进而有

2πI = 2πE/ω ⇔ E = Iω. (1.21)

与前面的 (1.16) 式比较就可以知道，ω 正是这个弹簧振子振动的角频率。
如果我们将玻尔-索末菲量子化条件代入 (1.21) 式，就可以得到一维线性谐振子的量

子化能级

E = nh̄ω. (1.22)
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谐振子的这一量子化能级最早是普朗克在推导其黑体辐射的普朗克公式时假设的，就是著

名的能量量子化假设，正是这个假设引入了量子的概念。谐振子能级的第一个完全量子力

学的正确推导由海森堡给出，当时是作为他的矩阵力学的第一个应用。

从 (1.22) 式容易知道，谐振子能级有一个重要的特点，即假设 E1 = n1h̄ω 是系统的一
个能级，E2 = n2h̄ω 也是系统的能级，则 E1 +E2 = (n1 +n2)h̄ω 也必定是系统的一个能级。
即是说，谐振子能谱具有某种可加性。这一性质正好和粒子性吻合，假设系统的某个能态

对应一个粒子，其能量为 E1，另有一个能态对应粒子 E2，则这两个粒子同时存在时的能

态就具有能量 E1 +E2，也即是说，粒子系统的能谱也具有某种可加性。这两者的吻合并

非某种巧合，因为在量子场论中，粒子是场的激发态，而自由场的行为正好如同一些谐振

子。实际上，两者的吻合反过来从物理上 (而不是从数学推导上) 解释了为什么自由量子
场可以看成是多自由度的谐振子。

1.2 无磨损摩擦的一个物理模型

前面我们提到，摩擦力起作用的力学系统不是一个哈密顿系统。然而，我们也说了，

摩擦力不是一种基本力，它只是一种宏观表现，是有其微观机制的。对于理解摩擦力的微

观机制而言，哈密顿系统的势能和势能曲线概念可能又会很重要。当然，实际中的摩擦力

很复杂，机制也很复杂，这里我们主要讨论无磨损摩擦的一个简化物理模型，通常叫作独

立振子模型2。

在讨论独立振子模型之前，我们简单地讨论一下稳定平衡和不稳定平衡的概念。首先，

粒子在平衡位置受力为零，而力又是势能对空间位置的偏导，受力为零就意味着这个偏导

等于零，这对应于势能函数的极值位置，所以平衡位置就是势能函数的极值位置。但是，
极值有极大值和极小值之分，稳定平衡位置就是势能函数的极小值位置，这时候你将粒子

从平衡位置偏离一点，它的势能就会升高，所以达成这种偏离需要一定量的能量输入，无

限小的扰动不能使粒子偏离平衡位置，所以是稳定平衡。不稳定平衡则与之相反，是势能

函数的极大值位置，因此任意小的偏离都能使粒子的势能降低，使粒子偏离平衡位置不需

要能量输入，即是说，任意扰动都能使得粒子偏离得越来越远，因此是不稳定平衡。从势

能曲线来说，图 (1.4) 中的左图粒子就处在稳定平衡位置，而右图的粒子就处在不稳定平
衡位置。

下面回到关于摩擦力的独立振子模型。摩擦力是一种耗散力，它会将机械能耗散为热

能，要解释摩擦力的机制关键就是要解释能量是怎么耗散掉的。不妨考察 A, B 两块固体，

它们沿着一个平整的接触面相对滑动，我们称这个接触面为界面。为了清楚地论述能量耗

散的机制，我们不妨假设系统处在一个零温环境中，因此任何无规则热运动的能量都能迅

速地被环境吸收掉。

2G. M. McClelland and J. N. Glosli, in Ref ”Fundamentals of Friction”, edited by I. L. Singer and H.
M. Pollock (Kluwer, Dordrecht, 1992)，p. 405.
知乎上贾明子老师的一篇有趣回答将我引导到了这个重要的物理模型，在此向贾明子老师表示感谢。贾明子

回答的链接是

https://www.zhihu.com/question/384020347/answer/1585610578
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Figure 1.4: 稳定平衡和不稳定平衡。

所谓的独立振子模型，其关键是一个关于界面两边的固体原子结构的模型，如图 (1.5)
所示。我们假定 B 固体在界面附近是一些独立的原子，它们通过相互独立的弹簧振子 (可

Figure 1.5: 独立振子模型

以理解为化学键) 连接到 B 的其余部分。而 A 固体在界面附近则是一些固定在固体上的

规则排布的原子。现在，假定 B 固体固定，我们很缓慢地往右边，也就是 x 方向，推动 A

固体，使得两者相对滑动。

为了理解这个相对滑动过程，我们将注意力集中在 B 界面上的某个特定原子 B0，如

图 (1.6) 所示。B0 受到弹簧的弹力，因此有一个弹性势能 (作为其水平位置 x 的函数)，我
们记为 VBB = 1

2 kBBx2。但是，B0 和 A 界面上规则排布的原子之间有排斥相互作用，相应的

势能我们记为 VAB。显然 VAB 在界面上每一个 A 原子位置都有一个峰值，如图 (1.6)(a) 图
中的曲线 VAB 所示。因此，B0 原子的总势能为这两者的叠加，记为 VS =VBB +VAB，其势

能曲线如图 (1.6)(a) 所示。很显然，随着固体 A 往右边滑动，势能曲线 VS 的形状会连续

地变化，如图 (1.6) 所示。
我们注意到图 (1.6)(b),(c),(d) 中势能曲线 VS 有两个局部极小，B0 原子最初待在右边

的那个极小位置。假定固体 A 滑动得足够缓慢，那 A 往右边滑动的过程就不会激起 B0 原

子的振动，B0 就会一直待在右边的极小中。但是，从 (b) 到 (d), 右边这个极小的势能从
比左边的极小更小，变成了比左边的极小更大。即是说，从 (b) 到 (d)，VS 的整体最小位

置从右边那个极小处切换到了左边。在图 (b) 中原子待在整体最小位置，因此它是“稳定”
的，但在图 (d) 中整体最小切换到了左边，这样待在右边极小位置的原子就没有那么稳定
了，这时候，只要稍微再推动一下固体 A(即图中从 (d) 到 (e) 的过程), 就能使得右边的这
个极小变平，从而待在右边的 B0 就会自发地掉落到左边的整体最小中，释放出来的势能

将会转化为动能，使得连接 B0 的弹簧振动起来，这个振动将传向 B 固体的其余部分，最

终变成热能耗散掉。这就是摩擦力耗散能量的一个最简单机制。
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Figure 1.6: 独立振子模型

很显然，在上面的机制中，出现摩擦力的根本原因在于 VS 出现了两个相互切换的极

小，如果 VS 始终只有一个极小，那就不会有摩擦力。特别的，从图 (1.6) 可以看得很清楚，
VS 有两个极小的这一要求等价于 (c) 图位置时 VS 有两个极小，这也就是说，等价于在这

个位置处 VS 曲线中间要出现一个极大，即在势能曲线正中间要满足

0 >
∂ 2VS

∂x2 =
∂ 2VBB

∂x2 +
∂ 2VAB

∂x2 = kBB +
∂ 2VAB

∂x2 . (1.23)

这是独立振子模型中出现摩擦力的基本判据，如果这个条件被破坏，那 A、B 间的摩擦力

就可能消失，出现超滑现象。

1.3 微分形式

前面我们用势能对位置的偏导给出了力的定义，这一定义抓住了自然界中基本相互作

用力的本质，我们也看到，满足这一定义的力学系统自动是一个哈密顿系统，因此这样的

定义对于理解自然界的基本规律来说非常有用。然而，这一定义却不能包括日常生活中的

所有力，比如说，它不能包括宏观表现出来的摩擦力。实际上，这样定义出来的力常常也

称之为保守力，而日常生活中的力有一些是非保守力，摩擦力就是非保守力，那么保守力
有什么特性呢？这一节我们来回答这一问题。但本节更重要的一个目的是介绍一种重要的

数学方法，称之为微分形式。
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1.3.1 微分形式

微分形式是人们在研究多变量微积分的时候引入的，不妨让我们从两变量微积分开

始。假设有一个二元函数 f (x,y)，我们要研究它的二重积分

A =
∫ ∫

D
f (x,y)dxdy, (1.24)

D 表示积分区域。假设为了计算这个积分的方便，我们要做如下变量代换 (坐标变换)x = x(x′,y′)

y = y(x′,y′)
(1.25)

(x′,y′) 为另外一组变量 (另外一组坐标)。则坐标变换以后积分 A 就变成

A =
∫ ∫

f (x,y)| ∂ (x,y)
∂ (x′,y′)

|dx′dy′, (1.26)

式中 | ∂ (x,y)
∂ (x′,y′) |=

∂x
∂x′

∂y
∂y′ −

∂x
∂y′

∂y
∂x′ 为坐标变换的雅可比行列式。即是说，坐标变换以后被积函

数要多乘上一个雅可比行列式。

关于二元函数积分坐标变换这一结果的证明可以参看任何一本多变量微积分的教材。

这里我们想介绍一种巧妙的代数办法来快速导出这一结果。我们将上面二元函数积分的积

分微元 dxdy 重写为 dx∧dy，当这样写的时候我们实际上给 dx, dy 规定了一种巧妙的代数

乘法，乘号写作 ∧，通常称之为外积，称相应的代数为外代数，这种代数乘法满足

dx∧dy =−dy∧dx. (1.27)

即是说，外积不满足乘法交换律，交换以后会多出一个负号，有时候称之为反交换。由于

反交换，我们显然有

dx∧dx =−dx∧dx = 0, dy∧dy =−dy∧dy = 0. (1.28)

有了这个外代数以后，上面二元函数积分的积分微元在坐标变换下就会有

dx∧dy = (
∂x
∂x′

dx′+
∂x
∂y′

dy′)∧ (
∂y
∂x′

dx′+
∂y
∂y′

dy′)

=
∂x
∂x′

∂y
∂y′

dx′∧dy′+
∂x
∂y′

∂y
∂x′

dy′∧dx′

= (
∂x
∂x′

∂y
∂y′

− ∂x
∂y′

∂y
∂x′

)dx′∧dy′

= | ∂ (x,y)
∂ (x′,y′)

|dx′∧dy′. (1.29)

上面的推导过程利用了 dx′∧ dx′ = dy′∧ dy′ = 0。从推导的结果很容易看到，利用外代数，

二元函数积分坐标变换多出来的雅可比行列式自动出现了。

以上的结果很容易推广到 n元函数积分，这时候同样只要将 n重积分微元 dx1dx2...dxn

理解为外代数 dx1 ∧dx2 ∧ ...∧dxn, 它们满足

dxi ∧dx j =−dx j ∧dxi, (1.30)
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则坐标变换下多出来的雅可比行列式就会自动出现。我们将被积函数 f (x1,x2, ...,xn) 和

dx1 ∧dx2 ∧ ...∧dxn 乘在一起称为一个 n 重微分形式，简称 n 形式，记为 ω,

ω = f (x1,x2, ...,xn)dx1 ∧dx2 ∧ ...∧dxn. (1.31)

则 n 元函数的 n 重积分实际上就是对 n 形式 ω 的积分，记为

A =
∫

ω. (1.32)

这里有两点值得说明：第一，以后我们往往将多重积分的积分号简单地记为
∫
，然后

根据上下文确定它是几重积分。第二，上面我们是用上指标来区分不同的变量，下指标我

们一会儿也要用到，读者需要注意上、下指标的区别。

对于 n 个变量的情形，我们可以推广 n 形式的概念，定义 k-形式 α，即 k 重微分形

式 α，0 ≤ k ≤ n, α 的定义是

α =
1
k!

αi1i2...ik dxi1 ∧dxi2 ∧ ...∧dxik . (1.33)

这里每一个指标的取值都是从 1 到 n，而且我们既使用了上指标又使用了下指标，这里就

有一个所谓的求和约定，即默认对一个表达式中同时作为上指标和下指标出现的那些指标
进行求和，从 1 求到 n，而省略掉求和号。我们称 (1.33) 式中的 αi1i2...ik 为 k 形式 α 的一
个分量。由于外代数的反交换性质，很显然 (1.33) 式中的 k 个指标 i1, i2, ..., ik 取值必须两

两不同，否则对 α 的贡献将为零。特别的，这意味着，n-形式是最高重的非零形式，任何
k > n 的 k 形式都必定为零，因为这时候它的 k 个指标取值必定会出现重复，不可能两两

不同。

不妨以 2-形式为例进行进一步的考察。这时候 α 的表达式是 α = 1
2 αi jdxi ∧dx j。如果

αi j 的两个指标对称，即 αi j = α ji，则我们就有

αi jdxi ∧dx j = α jidxi ∧dx j =−α jidx j ∧dxi =−αi jdxi ∧dx j, (1.34)

式中第 3 个等号是将求和指标 i, j 重命名了一下 (这不影响求和结果)。即是说，这时候有
α =−α，从而 α = 0。由此可见，对于任何 αi j，其关于 i, j 对称的部分对于 2 形式 α 的
贡献都必定为零，有贡献的是 i, j 指标反对称的部分。所以，我们可以自然地要求 αi j 关

于指标 i, j 反对称，即满足 α ji =−αi j。推广到任意的 k 形式则有，我们可以自然地要求

k 形式的分量 αi1i2...ik 关于 k 个下指标两两反对称，称之为全反对称。

对于 3 维空间这种只有 3 个变量的情形。仅有 0,1,2,3 四种非零的微分形式。0 形式
就是一个 3 元的标量函数 f (x,y,z)。由于反对称性，3-形式只有一个独立的非零分量，即
f (x,y,z)dx∧dy∧dz，所以，去掉微元 dx∧dy∧dz，3-形式其实和 0-形式标量函数是等价的。

1-形式可以写成 a1dx+a2dy+a3dz，其三个分量 (a1,a2,a3) 刚好构成一个 3 维空间的
矢量场，也可以记作 a(x)，所以 3 维空间的 1-形式又可以写作

a1dx+a2dy+a3dz = a(x) ·dx. (1.35)
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3 维空间的 2-形式可以写成

a =
1
2

ai j(x)dxi ∧dx j = a12dx∧dy+a23dy∧dz+a31dz∧dx. (1.36)

很显然，它也只有 3 个独立的非零分量，假设我们记 a12 = b3, a23 = b1, a31 = b2, 并且定
义映射 dx∧dy → dz, dy∧dz → dx, dz∧dx → dy(注意指标 1,2,3 以及微分 dx,dy,dz 各自的

轮换)，则有

a12dx∧dy+a23dy∧dz+a31dz∧dx → b1dx+b2dy+b3dz. (1.37)

可见，3 维空间 2 形式和 1 形式之间能够建立 1-1 对映。因此，2-形式的 3 个独立非零分
量 (a23,a31,a12) = (b1,b2,b3) = b 刚好构成一个 3 维空间矢量。

同时，上面这个对映也告诉我们，(dy∧dz,dz∧dx,dx∧dy) 也完全类似于一个 3 维空
间的矢量微元，通常将之定义为面积元矢量 dS,

dS = (dy∧dz,dz∧dx,dx∧dy). (1.38)

利用面积元矢量，我们就可以将三维空间的 2-形式写成

a =
1
2

ai j(x)dxi ∧dx j = b ·dS. (1.39)

类似于前面 0,3 形式以及 1,2 形式之间的对映关系可以推广到 n 维空间，在 k-形式和
n− k 形式之间建立 1-1 对映关系，这种对映数学家常常称之为霍奇 (Hodge) 对偶。

1.3.2 外微分与斯托克斯公式

对于微分形式，我们可以定义一种很巧妙的微分运算，称作外微分。为了看清楚外微

分如何定义，我们不妨先考察 2 维空间 (以 x,y 为坐标) 中的 1 形式 a = axdx+aydy，我

们定义 a 的外微分 da 为

da = dax ∧dx+day ∧dy, (1.40)

很显然这样定义的外微分是微分运算和外代数运算的结合体。我们来看一下 da 等于什么

da = dax ∧dx+day ∧dy

= (∂xaxdx+∂yaxdy)∧dx+(∂xaydx+∂yaydy)∧dy

= ∂yaxdy∧dx+∂xaydx∧dy

= (∂xay −∂yax)dx∧dy, (1.41)

式中 ∂i =
∂

∂xi。从计算结果很容易看出来，da 只有一个分量，即 (∂xay −∂yax)，而它刚好是

两维矢量 a 的旋度。
另一方面，我们知道 2 维空间有所谓的格林公式，即∮

∂D
(axdx+aydy) =

∫
D
(∂xay −∂yax)dxdy, (1.42)
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式中 ∂D 为 2 维空间中的一条闭合回路，D 是这条回路所包围的区域。现在，利用上面的

外微分运算，显然可以将格林公式用微分形式重写成∫
∂D

a =
∫

D
da. (1.43)

这里 ∂D 前面的 ∂ 符号不是表示偏导，而是表示取 D 的边界。

下面我们来考察 3 维空间 1 形式 a = a ·dx = axdx+aydy+azdz 的外微分 da，其定义

同样是

da = dax ∧dx+day ∧dy+daz ∧dz. (1.44)

经过与两维情形完全类似的计算，我们可以得到

da = (∂xay −∂yax)dx∧dy+(∂yaz −∂zay)dy∧dz+(∂zax −∂xaz)dz∧dx.

这当然是一个 3 维空间中的 2 形式，这个计算结果清楚地告诉我们，da 的 3 个独立分量
刚好够成矢量 a 的旋度 ∇×a。从而我们就能把刚才对 da 的计算结果重写成

da = (∇×a) ·dS. (1.45)

再一次，我们看到，外微分自动给出了 3 维空间的旋度运算。
另一方面，我们知道，3 维空间有斯托克斯公式，∮

∂D
a ·dx =

∫
D
(∇×a) ·dS (1.46)

式中 ∂D 表示 3 维空间的一条闭合回路，D 是以这条回路为边界的一张曲面。现在，利用

刚才从外微分运算中得到的结果，我们就能将这个公式用微分形式写成∫
∂D

a =
∫

D
da. (1.47)

看，形式上这个式子和 2 维格林公式的微分形式完全一样！
下面考察 3 维空间中 2 形式 a = a12dx∧dy+a23dy∧dz+a31dz∧dx 的外微分 da，其

定义同样是，

da = da12 ∧dx∧dy+da23 ∧dy∧dz+da31 ∧dz∧dx. (1.48)

完全类似上面我们进行过了的计算，可以得到

da = (∂3a12 +∂1a23 +∂2a31)dx∧dy∧dz. (1.49)

利用上一小节的定义 (a23,a31,a12) = (b1,b2,b3) = b, 我们可以把这个结果重写成

da = (∂1b1 +∂2b2 +∂3b3)dx∧dy∧dz = (∇ ·b)dx∧dy∧dz. (1.50)

很显然这是一个 3-形式。从这里我们也看到，外微分也能给出 3 维矢量的散度。
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另一方面，我们知道 3 维空间有所谓的高斯定理，它告诉我们∮
∂V

b ·dS =
∫

V
(∇ ·b)dV, (1.51)

式中 3 维体积元 dV = dxdydz，∂V 为 3 维空间中的一个闭合曲面，V 为其包围的 3 维区
域。很明显，利用上面关于 2 形式的外微分，以及上一小节的 (1.39) 式，我们可以用 2-形
式 a 将高斯定理重写为 ∫

∂V
a =

∫
V

da. (1.52)

又一次，我们得到了与 (1.47) 式形式完全类似的公式。
实际上，我们完全可以将 (1.47) 式和 (1.52) 式综合写成∫

∂D
α =

∫
D

dα, (1.53)

式中 α 表示 3 维空间中的一个 k−1 形式，D 表示 3 维空间中一个以 ∂D 为边界的 k 维

曲面 (因此 ∂D 是 k−1 维的，而 dα 则是一个 k-形式)。k = 2 时，它就是斯托克斯公式，

k = 3 时它就是高斯定理。可见，利用外微分运算，我们可以将矢量分析中那些著名的公

式和定理统一起来。

不仅如此，我们还可以将上面的结果推广到 n 维空间，对于 n 维空间的一个 k−1 形

式 α = 1
(k−1)! αi1i2...ik−1dxi1 ∧dxi2 ∧ ...∧dxik−1，我们可以一般性地定义其外微分 dα 为

dα =
1

(k−1)!
(∂ jαi1i2...ik−1)dx j ∧dxi1 ∧dxi2 ∧ ...∧dxik−1 . (1.54)

显然，dα 是一个 k 形式。可以证明 (请参考相关数学书)，我们将依然有 (1.53) 式！和前
面的唯一区别是，现在，它不再限于 3 维空间中了，因此 k 也不限于小于等于 3 了，而
是 k ≤ n。正因为如此，人们通常称 (1.53) 式为广义的斯托克斯公式，或者有时候就简称
为斯托克斯公式。

外微分有一个非常优雅而重要的性质，即对任何微分形式进行两次外微分，结果恒等

于零，通常将这个结果简写成

d2 = 0. (1.55)

它的含义就是对于任何 k−1 形式 α, 必有

d2α = d(dα) = 0. (1.56)

这个结果的证明非常简单，按照外微分的定义

d2α =
1

(k−1)!
(∂i∂ jαi1i2...ik−1)dxi ∧dx j ∧dxi1 ∧dxi2 ∧ ...∧dxik−1 . (1.57)

显然这是一个 k+ 1 形式，但是这个 k+ 1 形式的分量 ∂i∂ jαi1i2...ik−1 关于 i, j 指标恒对称，

而不是反对称，按照我们前面的分析，这就意味着这个 k+1 形式等于零，从而就完成了

证明。
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下面介绍两个常用概念。首先，一个微分形式 α，如果它的外微分等于零，即 dα = 0，

我们就称它为闭形式。其次，一个微分形式 α，如果它是另一个微分形式 β 的外微分，即
有 α = dβ，我们就称这样的 α 为一个恰当形式。根据性质 (1.55)，很显然，任何恰当形
式都必定是闭形式！反过来，闭形式却不一定是恰当形式，闭形式什么时候是恰当形式什

么时候不是，这往往和空间的拓扑有关系，是所谓的 de Rahm 上同调研究的内容，不过，
这超出本书的范围了。

1.3.3 保守力的特性

微分形式的语言在我们后面的章节中还有重要的应用，不过现在还是让我们用它来研

究一下保守力的特性吧。

让我们先回顾一下前面给出的保守力的定义

∑
i

Fi ·dxi =−dV. (1.58)

为了将这个定义写得更漂亮一点，我们引入指标 µ = 1,2,3, ...,3N，令它的前 3 个分量表
示第 1个粒子的三个直角坐标分量，次 3个分量表示第 2个粒子的三个直角坐标分量，依
次类推，直到最后 3 个分量代表第 N 个粒子的三个直角坐标分量。从而我们可以将上面

这个保守力的定义式重写成

Fµdxµ =−dV (x1, ...,x3N). (1.59)

当然，在这个式子中我们用了求和约定。我们可以称这样定义出来的 Fµdxµ 为力 1 形式，
简记为 F , 即 F = Fµdxµ , 则上面这个保守力的定义式告诉了我们，保守力 1 形式是一个恰
当形式，满足

F =−dV, (1.60)

势能 V 是一个标量函数，也就是 0 形式，也称作势能 0 形式。则由恰当形式必定是闭形
式的数学定理，我们立马知道

dF = 0. (1.61)

根据外微分的定义，我们很容易计算 dF(下面的 ∂µ = ∂
∂xµ )，

dF = (∂µFν)dxµ ∧dxν =
[1

2
(∂µFν −∂νFµ)+

1
2
(∂µFν +∂νFµ)

]
dxµ ∧dxν . (1.62)

根据微分形式分量表达的指标对称部分没有贡献，我们立马有

dF =
1
2
(∂µFν −∂νFµ)dxµ ∧dxν . (1.63)

因此 dF = 0 就等价于

∂µFν −∂νFµ = 0. (1.64)
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特别的，对于单个质点的情形 (指标只能取 1,2,3)，读者容易知道，上面这个结果其实就
是力矢量 F 的旋度等于零，即

∇×F = 0. (1.65)

另一方面，注意到力 1 形式 F 是 3N 维坐标空间的 1 形式，我们可以在 3N 维坐标空

间取一条闭合回路 ∂D, ∂D 是 3N 维坐标空间中某个 2 维曲面 D 的边界，则由斯托克斯

公式，我们有 ∫
∂D

F =
∫

D
dF = 0. (1.66)

即是说，保守力 1 形式在坐标空间任何闭合回路上的积分都等于零。人们通常称力 1 形式
在某条路径上的积分为功，因此这个结果就相当于说，保守力在任何闭合回路上所做的功
恒为零！

由此我们容易知道，摩擦力必定不是保守力，因为在摩擦力的作用下将粒子沿着闭合

回路运动一圈，摩擦力是要做非零的负功的，正是这个负功将机械能耗散为了热量。





2. 最小作用量原理

本章是经典力学的核心章节之一。本章我们将引入相空间的最小作用量原理，并证明

它与哈密顿正则方程等价。我们也会从相空间的最小作用量原理导出坐标空间的最小作用

量原理，并引入拉格朗日量的概念。最后，我们将通过引入广义坐标和广义动量，讲述如

何将这两章发展起来的理论框架应用于约束系统。

在数学方法上，本章将通过费马原理引入泛函和变分，讲述变分法和泛函导数的基本

思想，推导变分法中的欧拉-拉格朗日方程。
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2.1 物理学的局部视角与全局视角

上一章我们引入了相空间，我们说粒子在相空间中按照哈密顿正则方程演化，对于单

粒子这个方程是

dp
dt

=−∂H
∂x

,
dx
dt

=
∂H
∂p

. (2.1)

这一章我们将介绍一种表面看起来完全不同的观点，叫做最小作用量原理 (principle of
least action)。按照最小作用量原理，粒子在相空间中不是按照哈密顿正则方程这样的微
分方程演化，粒子是按“代价”最小的相空间路径演化。即是说，粒子的演化路径有无穷

多种可能性，每一条可能的演化路径都要付出一个相应的“代价”，而粒子的真实演化路

径是所有可能路径中“代价”最小的那条，严格一点说应该是“代价”取极值的那条（更
严格地说应该是“代价”取驻值的那条，但是驻值这个概念比较微妙，本书中为了使得读
者更好理解，我们统一称作极值）。每一条路径的“代价”就叫做这条路径的作用量，记为
S, 它由下式给出

S[x(t),p(t)] =
∫ [

p · ẋ−H(x,p)
]
dt. (2.2)

式中时间 t 的函数 (x(t),p(t)) 代表一条任意给定的相空间路径，注意，这条路径无须满
足哈密顿正则方程 1，因为它只是一条可能路径，不一定是粒子的真实演化路径。记号

S[x(t),p(t)] 是为了强调，作用量依赖于路径，每一条路径都有一个相应的作用量值，我们
可以把作用量看成是路径的函数，路径是这种函数的自变量，很显然，路径这种自变量不

同于通常微积分教科书里的自变量，因为它本身是一个函数，是 t 的函数。这种以函数为

自变量的函数就称作泛函！所以作用量是路径的泛函，由 (2.2) 式给出。

很显然，最小作用量原理看起来与哈密顿正则方程完全不同，结果却可以证明，这两

种描述粒子在相空间中如何演化的方式物理上完全等价。哈密顿正则方程是一种局部视角

的描述方式，每一个时刻都只需用到当前相点 (相空间点) 局部邻域内的信息，因为微分
方程中的求导运算只涉及邻域。而最小作用量原理是一种全局视角的描述方式，需要知道

每一条可能路径的作用量这种全局信息。奇妙的是，这两种不同视角在物理上却是等价的。

人们有时候将微分方程这样的局部视角称作蚂蚁视角 (蚂蚁太小，每一只蚂蚁都只能看到
一个很小的邻域)，而将最小作用量原理这样的全局视角称作上帝视角。看待物理的蚂蚁
视角源自于牛顿，正是牛顿想到用微分方程来描述物理规律。而上帝视角则源自于几何光

学中的费马原理，然后经过莫培督 (Maupertuis) 和哈密顿等人推广到力学里来。实际上，
最小作用量原理有时候也称作哈密顿原理。不可思议的是，我们可以用这样两种完全不同

的视角来看待同样的物理。

不仅如此，这种局部视角和全局视角也都可以延伸到量子物理中，在量子力学中，局

部视角大致会导致算符描述，而全局视角会导致路径积分描述。

1因此，一般来说没有 p = mẋ! 这个关系只在真实路径上成立。
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2.2 从费马原理到变分法

既然最小作用量原理源自费马原理的推广，不妨让我们先来回顾一下费马原理。当然，

这一节更主要的目的是引入变分法这种处理最小作用量原理的数学方法。

2.2.1 费马原理

1657 年，业余数学王子费马在古希腊数学家希罗 (Hero of Alexandria) 的最短路径原
理基础上提出，光走时间最短的路径，这就是几何光学的费马原理。假设真空中的光速为

c，介质的折射率为 n(x), 相邻两点之间的距离为 dl = |dx|，则费马原理说的是，给定初末
两点，光走时间 t 最小的路径，

t =
∫ dl

v
=

1
c

∫
n(x)|dx|. (2.3)

式中 v = c/n 为介质中的光速，式中的积分沿着光的路径进行。可以证明，从费马原理出

发，能够导出几何光学的所有定律，包括光的反射定律、折射定律，以及透镜成像的规律

等等。具体的证明可以参见《费恩曼物理学讲义》第一卷，第 26，27 章。由于 c 是 (2.3)
式中除以的一个整体常数，所以费马原理也可以等价地说成是，光走光程最短的路径，光

程 S 为

S =
∫

n(x)|dx|. (2.4)

为了说明数学上该如何处理费马原理，不妨考虑一种特殊情况，设光线在 x− y 平面

内运动，再设折射率仅仅依赖于 y 坐标，则光程的表达式为

S =
∫

n(y)|dx|=
∫

n(y)
√
(dx)2 +(dy)2

=
∫

n(y)

√
1+(

dy
dx

)2dx

=
∫

n(y)
√

1+(y′)2dx. (2.5)

式中 y′ = dy
dx，在上式的最后两步中我们用函数 y(x) 来描写光在 x− y 平面上的可能路径。

另外，由于光线的起末两点是给定的，假设起点的 x 坐标为 a，y 坐标为 ya，终点的 x 坐

标为 b, y 坐标为 yb，则这意味着光的任何可能路径 y(x) 都以这两点为端点，即满足

y(a) = ya, y(b) = yb fixed (2.6)

根据费马原理，光真实所走的路径 yc(x) 应该是所有满足 (2.6) 式的两端固定的函数 y(x)

中，使得 (2.5) 式给出的光程 S[y(x)] 取极小值的那一个特定函数，如图 (2.1) 所示。光程
S 依赖于可能路径 y(x), 是路径 y(x) 的泛函，所以记作 S[y(x)]。问题是，怎么找到这个特

定函数呢？

从 (2.5)式可以看出，光程 S的被积函数的表达式既依赖于 y(x)，又依赖于 y′(x)。我们

不妨抽象一步，将这个被积表达式写成 L(y,y′)，在这个特定问题中 L(y,y′) = n(y)
√

1+(y′)2，
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Figure 2.1: 光的路径

但是下文的讨论将不限于这一特定的 L 函数。所以我们要做的就是在所有两端由 (2.6) 式
给出的函数 y(x) 中，找出使得下面的表达式 S[y(x)] 取极值的那个特定函数，

S[y(x)] =
∫ b

a
dxL(y,y′). (2.7)

这就把费马原理变成了一个纯粹的数学问题，这个数学问题最早是欧拉和拉格朗日解决

的。欧拉和拉格朗日所发展的方法就是我们即将介绍的变分法，它的本质其实就是多变量

微分，只不过这个多变量是多到无穷个实变数！

2.2.2 变分和泛函导数

为了更好地理解变分法，让我们回顾一下多变量求导和微分。假设有多变量函数

S(y1,y2, ....)，这里自变量 yi 就是普通的实变数。假设我们要求这个函数的极值，显然

这个极值由偏导等于零给出，即 ∂S
∂yi

= 0, i = 1,2, ...。函数的偏导如何定义呢？一种定义方

法是通过微分，即将

dS = S(y1 +dy1,y2 +dy2, ....)−S(y1,y2, ...), (2.8)

展开到各无穷小量 dyi, i = 1,2, ... 的一阶，一阶无穷小量前面的展开系数就是 ∂S
∂yi
，即是说，

我们有

dS(y1,y2, ...) = ∑
i

∂S
∂yi

dyi. (2.9)

因此多变量函数的极值条件是

dS = 0. (2.10)

也即是说，当且仅当在自变量的无穷小改变之下函数值保持不变时，函数才取到极值。

下面我们做两个很平凡的操作：第一，考虑到自变量很多，我们把函数 S(y1,y2, ....)重

记为 S[yi], 当然这里的 i 不是一个固定的指标，而是要取遍所有的自变量。第二，我们把

各自变量的指标 i 改写成 x，则按照刚才的记号，这个多变量函数就应该记为 S[yx], 而上
面的两个方程 (2.8) 和 (2.9) 就应该重写成

dS[yx] = S[yx +dyx]−S[yx], dS[yx] = ∑
x

∂S
∂yx

dyx. (2.11)
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以上还是多变量求导和微分，下面是关键的一步，我们设想自变量如此之多，以至于

将这些自变量放在一起它们布满了连续的 x 轴。换言之，我们假设上面的指标 x 是一个连

续指标。就微积分的实质而言连续指标和离散指标并没有什么不同，但在数学形式上的确

有些不同，比方说对离散变量的求和过渡到连续情形那就应该变成积分。为了强调连续指

标的不同，我们将 (2.11) 式中所有的微分号 (包括偏导符号) 换一种写法，写成 δ (其本质
含义依然是一阶无穷小), 然后将求和变成积分。这样一来，(2.11) 式就变成了

δS[yx] = S[yx +δyx]−S[yx], δS[yx] =
∫

dx
δS
δyx

δyx. (2.12)

下面是最后一步，既然 x 是连续指标，yx 当然也可以看成是 x 的一个函数，重写为

y(x)。即是说，连续多个自变量刚好可以看成是以函数 y(x) 为自变量，而刚才的记号 S[yx]

也就成了 S[y(x)]，它表示 S 是依赖于未定函数 y(x) 的，是以未定函数 y(x) 为自变量的某

种“函数”，我们知道，这也就是泛函。而 (2.12) 式中的第一个方程也就变成了，

δS[y(x)] = S[y(x)+δy(x)]−S[y(x)], (2.13)

这称作泛函的变分，按照定义它要展开到无穷小函数 δy(x) 的一阶项。这个式子的含义就

是，当作为自变量的函数 y(x) 发生无穷小改变 δy(x) 时，泛函 S[y(x)] 的改变量。当然，通

过上面的叙述过程我们也看到，变分和普通的微分本质是一样的，只不过现在的自变量按

照普通的实变数来理解有连续统的无穷多个。当然，现在函数求极值的方程 (2.10) 也就变
成了泛函取极值的方程，

δS[y(x)] = 0. (2.14)

即是说，泛函取极值时，泛函的值在自变量函数的无穷小改变下保持不变。

同样的，(2.12) 式中的第二个方程现在就变成了

δS[y(x)] =
∫

dx
δS

δy(x)
δy(x). (2.15)

式中无穷小量 δy(x) 前面的系数 δS
δy(x) 就叫做泛函导数，很显然，它和普通导数本质完全

一样，只不过现在的自变量按照普通的实变数来理解有连续统的无穷多个。而上面式子中

对 x 的积分本质不过就是对所有的变量求和。

既然变分的本质其实就是微分，那它当然也满足微分的那些规则，比方说莱布尼兹法

则，即假设 f ,g 为两个关于 y(x) 的泛函，则

δ ( f g) = (δ f )g+ f (δg). (2.16)

但是变分并不是普通的微分，普通的微分和积分是对变量 x 进行的，而 x 在变分中不过是

一个指标，真正的变量是 y(x) = yx, 变分是对 yx 进行的。这就产生了一些新的东西，因为

我们当然可以同时对指标 x 进行普通的微分和积分，由于这些操作是作用在指标上，它当

然和对 yx 本身的“微分”(即变分) 操作可交换顺序。由此我们知道，变分可以和普通的
微分与积分交换顺序！
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最简单的关于 y(x) 的泛函就是 y(x) 本身，具体来说，我们将 y(x) 理解为函数 y 在某

个特定 x 处的取值，它当然依赖于函数 y 本身，所以是一个泛函。对这个泛函进行变分，

即有

δy(x) =
∫

dx′δ (x− x′)δy(x′), (2.17)

式中 δ (x− x′) 为狄拉克的 δ 函数 (参见数理方法的书)。将这个结果与泛函导数的定义式
(2.15) 比较容易知道

δy(x)
δy(x′)

= δ (x− x′). (2.18)

我们想用这个例子说明泛函导数的计算都是怎么进行的，这个例子说明，除了可以应用泛

函导数对应的求导规则 (比如链式法则) 之外，往往都是通过变分进行的。

2.2.3 欧拉-拉格朗日方程

下面回到我们在费马原理的例子中提出来的变分问题，我们要求的是下面泛函的极值

S[y(x)] =
∫ b

a
dxL(y,y′). (2.19)

当然，这里有一个额外的限制条件，即所有可能函数 y(x) 在 a,b 两端都是固定的，也即是

说，当我们对 y(x) 进行变分时，这两端要固定不变，即

δy(a) = δy(b) = 0. (2.20)

上面我们说过，泛函取极值的条件是变分等于零，由此我们就可以解出费马原理提出的变

分问题。下面我们来看这个过程具体如何进行。

首先我们注意到 L(y,y′) 关于 y 和 y′ 是普通的函数关系，因此按照变分的定义，我们

有

δL(y,y′) = L(y+δy,y′+δy′)−L(y,y′)

=
∂L
∂y

δy+
∂L
∂y′

δy′

=
∂L
∂y

δy+
∂L
∂y′

(δy)′. (2.21)

最后一个等号我们利用了变分可以和普通的求导交换顺序。由此我们有

δS[y(x)] =
∫ b

a
dxδL(y,y′)

=
∫ b

a
dx
[∂L

∂y
δy+

∂L
∂y′

(δy)′
]

=
∫ b

a
dx
[∂L

∂y
δy+

d
dx

( ∂L
∂y′

δy
)
− d

dx

( ∂L
∂y′

)
δy
]

=
∫ b

a
dx

d
dx

( ∂L
∂y′

δy
)
+
∫ b

a
dx
[∂L

∂y
− d

dx

( ∂L
∂y′

)]
δy

=
∂L
∂y′

δy|ba +
∫ b

a
dx
[∂L

∂y
− d

dx

( ∂L
∂y′

)]
δy

=
∫ b

a
dx
[∂L

∂y
− d

dx

( ∂L
∂y′

)]
δy. (2.22)
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式中第三个等号我们利用了通常的分部积分，最后一个等号我们利用了 y(x) 的两端固定，

即利用了 (2.20) 式。所以由泛函取极值的条件 δS = 0，我们可以导出

δS =
∫ b

a
dx
[∂L

∂y
− d

dx

( ∂L
∂y′

)]
δy = 0. (2.23)

但是，变分 δy(x) 作为一个普通函数来看的话是一个取无穷小函数值但是函数形式任意的

函数，对于任意函数都有上式成立的话，那当且仅当

δS
δy(x)

=
∂L
∂y

− d
dx

( ∂L
∂y′

)
= 0. (2.24)

这就是著名的欧拉-拉格朗日方程。通过上面的推导我们知道，使得泛函取极值的那个特定
函数 yc(x)必然要满足这个欧拉-拉格朗日方程，反过来也一样，满足欧拉-拉格朗日方程的
函数必然使得泛函 S[y(x)] 取极值。

比方说，对于前面费马原理中提到的特定函数 L(y,y′) = n(y)
√

1+(y′)2，我们代入欧

拉-拉格朗日方程，就可以导出光的路径所要满足的方程，即

dn
dy

√
1+(y′)2 − d

dx

(
n(y)

y′√
1+(y′)2

)
= 0.

⇒(1+(y′)2)
dn
dy

−n(y)y′′ = 0. (2.25)

进而容易验证必有 (不要试图去推导，反过来验证比较简单)

d
dx

( n(y)√
1+(y′)2

)
= 0 ⇔ n(y)√

1+(y′)2
=C. (2.26)

其中 C 为常数。剩下的就是求解最后这个一阶微分方程，不过这不是我们这里关心的问

题。考察一个最简单的特殊情况吧，假设光线是在真空中传播，从而 n(y) = 1。这时候上

面最后的方程告诉我们

y′ = k ⇔ y = kx+a, (2.27)

式中 k,a 均为常数。可见，这时候光走的正是一条直线！不仅如此，随着折射率函数 n(y)

的不同，我们还可以得到最速降线和悬链线等等。

但是，我们刚才处理的是一个特殊的费马原理问题，对于一般的费马原理问题，光程

函数由 (2.4) 式给出。为了将这一问题转化为一个变分问题，我们引入参数 s 来将光的路

径参数化，从而得到光程泛函 S[x(s)],

S[x(s)] =
∫ s f

si

n(x)|dx
ds

|ds. (2.28)

我们要做的就是用变分法求解这个泛函的极值，同样，这里要求所有可能路径的端点是固

定的，即在起末两端有

δx(si) = δx(s f ) = 0. (2.29)
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我们发现，上面这个极值问题的泛函 S[x(s)] 具有如下结构

S[x(s)] =
∫ s f

si

dsL(x, ẋ), (2.30)

式中 ẋ = dx
ds , 函数 L(x, ẋ) = n(x)|ẋ|。很显然，这个泛函和我们刚才在推导欧拉-拉格朗日方

程时处理的泛函具有完全类似的结构，只要将刚才的 x 替换成这里的 s，将之前的 y(x) 替

换成这里的 x(s) 就可以了。所以我们有完全类似的欧拉-拉格朗日方程，

∂L
∂x

− d
ds

(∂L
∂ ẋ

)
= 0. (2.31)

2.3 相空间的最小作用量原理

我们知道所谓的相空间，就是粒子的位置坐标和动量放在一起所构成的空间，对于单

粒子体系，相空间就是 (x,p) 空间，粒子在相空间中按照哈密顿正则方程演化。然而最小
作用量原理提供了一种看起来完全不同的观点，它说，粒子在相空间的真实演化路径是所

有可能路径中使得作用量 S 取极值的那条路径，作用量 S 由下式给出

S[x(t),p(t)] =
∫ t f

ti

[
p · ẋ−H(x,p)

]
dt. (2.32)

读者很容易看到，这个泛函极值问题具有 S[x(t),p(t)] =
∫ t f

ti dtL(x,p, ẋ) 的结构，看起
来这正好是欧拉-拉格朗日方程能够处理的泛函极值问题。当然，需要我们将前面推导欧
拉-拉格朗日方程时的 x 替换成这里的 t，将 y(x) 替换成这里的 (x(t),p(t))。事实上，如果
直接代欧拉-拉格朗日方程的话的确也能得到正确结果，我们会发现这时候欧拉-拉格朗日
方程正好给出了哈密顿正则方程。但这样做实际上掩盖了一个微妙的问题。

问题就是，最小作用量原理的这个泛函极值问题实际上和费马原理那一类泛函极值问

题有一点微妙的区别，那就是，在这里可能的相空间路径 (x(t),p(t)) 的两个端点不能完全
固定！实际上，如果我们任意固定 ti 处的起端和 t f 处的末端，任意指定这两端的 x 和 p，
那这个泛函极值问题将是无解的。基本原因在于，前面欧拉-拉格朗日方程给出的都是二
阶微分方程，而在这里这个泛函极值路径所要满足的哈密顿正则方程则是一组一阶微分方

程，要确定这样的一阶微分方程的解我们只能要么给定它在起端 (即初始时) 的值，要么
给定它在末端的值，而不能同时任意指定它的初始值和末尾值！当然，在这里，完全固定

起端或者完全固定末端都不是我们的正确选择，正确的做法是固定起末两端的 x 坐标，但
是，完全不限制这两端的 p 坐标，也就是只要求

δx(ti) = δx(t f ) = 0. (2.33)

即是说，在现在的泛函极值问题中，可能的相空间路径如图 (2.2) 所示。

为了说明以上处理的确能解决问题，我们不妨按照变分法的步骤具体推导一下，由变
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Figure 2.2: 可能的相空间路径。注意时间 t 我们没有画出。

分法

δS[x(t),p(t)] =
∫ t f

ti

[
δp · ẋ+p ·δ ẋ−δH(x,p)

]
dt.

=
∫ t f

ti

[
δp · ẋ+ d

dt

(
p ·δx

)
− ṗ ·δx−δH(x,p)

]
dt

= p ·δx|t f
ti +

∫ t f

ti

[
δp · ẋ− ṗ ·δx−δH(x,p)

]
dt

=
∫ t f

ti

[
δp · ẋ− ṗ ·δx− ∂H

∂x
·δx− ∂H

∂p
·δp

]
dt

=
∫ t f

ti

[(
ẋ− ∂H

∂p

)
·δp−

(
ṗ+

∂H
∂x

)
·δx
]
dt (2.34)

最后由泛函极值方程 δS = 0，就能得到

δS
δp(t)

= ẋ− ∂H
∂p

= 0,
δS

δx(t)
=−

(
ṗ+

∂H
∂x

)
= 0. (2.35)

当然，这正是哈密顿正则方程，即是说，使得作用量取极值的相空间路径正是满足哈密顿

正则方程的路径。由此我们就证明了，最小作用量原理这种看起来完全不同的全局视角，

其结果和力学规律的微分方程视角完全等价！值得提醒读者的是，对于一般的哈密顿系统，

动量 p 与速度 ẋ 之间的关系将不一定是 p = mẋ，两者的关系应该由以上哈密顿正则方程
的第一个方程 ẋ = ∂H

∂p 去确定。

人们很容易将上面的最小作用量原理推广到多粒子情形。假设有 N 个粒子，每个粒

子 3 个坐标，因此共有 3N 个坐标，我们可以用指标 µ = 1,2, ....,3N 来区分它们，相应的

位置坐标就标记为 xµ，动量坐标就标记为 pµ (注意动量是下指标，位置是上指标)，利用
上下指标的求和约定，就可以把多粒子的相空间作用量写成

S[x(t), p(t)] =
∫ t f

ti
dt
[
pµ ẋµ −H(x, p)

]
. (2.36)

式中 H(x, p) 是 H(x1, ...,x3N , p1, ..., p3N) 的简记符号，S[x(t), p(t)] 也是作类似理解。

完全类似的变分，就能得出多粒子情形的哈密顿正则方程，如下

ẋµ =
∂H
∂ pµ

, ṗµ =− ∂H
∂xµ . (2.37)
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注意这两个式子等号左右两边的指标对应关系，即，对一个上指标的量求导，其结果相当

于一个下指标的量，而对一个下指标的量求导，其结果则相当于一个上指标的量。

所以，只要写出相空间作用量，我们就能得到哈密顿正则方程，但是从相空间作用量

的一般表达式可以知道，写出具体的作用量关键在于写出具体的哈密顿量，一个系统的哈

密顿量怎么写呢？简单来说就是所有对系统能量有贡献的都要包括进哈密顿量。不过，也

有很多系统，人们甚至无法判断有哪些项对系统能量有贡献，这时候想写出哈密顿量并不

容易，因此写出相空间作用量的具体形式当然也不容易。好在，马上我们会介绍一个坐标

空间 (或者说位形空间) 的最小作用量原理，它里面用到的作用量是表达在坐标空间的作
用量，这时候，人们往往可以根据系统所满足的对称性直接写出它的具体表达式 (即是说，
对称性限制作用量)，有了这个作用量在坐标空间的表达式，随之就能得到运动微分方程，
甚至还能反过来得到系统哈密顿量的表达式。关于这些内容，我们会在后面有关对称性的

章节中具体讨论。

下面的一个问题是，作为一个物理量，作用量的量纲是什么？回答很简单，作用量的
量纲等于能量量纲乘以时间量纲，或者也可以说等于动量量纲乘以长度量纲。简言之，作
用量与角动量同量纲。为了看清楚这一点，只需注意到作用量等于 pẋ−H 对时间的积分，

pẋ 和能量同量纲，而哈密顿量当然是能量量纲，所以 pẋ−H 也是能量量纲，再对时间积

分，就是能量量纲乘以时间量纲。

推广到显含 t 情形

到此为止，我们所有的讨论都限于封闭系统，它的总能量是守恒的。但是，我们也很

容易将相关的讨论推广到非封闭系统，这时候总可以把所关心的系统和与它相互作用着的

其它部分看成一个整体，而这个整体当然是一个封闭系统，因此前面所有的讨论对这个整

体都成立。现在，假设我们已经了解了其它部分的运动情况，而将注意力集中在所关心的

系统上，这时候那些其它部分的力学变量就可以看成是一些已知的随时间变化的参数。由

于有了这些含时参数，我们就需要假设哈密顿量 H 可能显含时间，即是说，系统之外其

它部分的运动使得系统的能量随时间变化了！

但非封闭系统除了使得哈密顿量显含时间之外，它并不会改变相空间作用量的一般结

构，从而由最小作用量原理，我们依然有哈密顿正则方程。当然，这时候 dH
dt = ∂H

∂ t ̸= 0，因

此一般来说系统的能量是不守恒的。

2.4 坐标空间的最小作用量原理

前面我们介绍了相空间的最小作用量原理，但是，通常人们在谈最小作用量原理时，

指的其实是坐标空间的最小作用量原理！现在让我们来介绍它。值得强调的是，坐标空间

的最小作用量原理并不是一个新的假定，实际上，它可以从相空间的最小作用量原理推导

出来。

2.4.1 最小作用量原理与拉格朗日方程

为了理解如何从相空间的最小作用量原理走向坐标空间的最小作用量原理，我们来看

一个二元函数求极值问题。假设我们要求一个二元函数 S(x,y) 的极值，则需要求解下面两
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个方程

∂S
∂x

= 0,
∂S
∂y

= 0. (2.38)

我们当然可以同时求解这两个方程，但是，等价的，也可以先求解 ∂S
∂y = 0，得到一个关系式

y = ϕ(x)，然后将这个关系式代入原来的二元函数 S(x,y) 中，得到一个一元函数 S(x,ϕ(x))，
然后再求解这个一元函数的极值，

dS
dx

=
∂S
∂x

+
∂S
∂y

∂ϕ
∂x

= 0. (2.39)

读者很容易证明，也很容易理解，这两种不同方法得出来的结果是一样的。

下面我们以单粒子情形为例，说明以上思路如何可以导出坐标空间的最小作用量原

理。我们的出发点是相空间的最小作用量原理，即求泛函 S[x(t),p(t)] 的极值，我们知道，
这其实就是要求解下面两个方程

δS
δx(t)

= 0,
δS

δp(t)
= 0. (2.40)

前面处理相空间最小作用量原理时 [(2.35) 式]，我们是同时给出这两个方程，设想人们会
同时求解它们。现在，按照上一段的思路，我们先求解第二个方程，即

δS
δp(t)

= ẋ− ∂H
∂p

= 0. (2.41)

假设由这个方程解出了一个 p(t)关于 x(t)的泛函表达式 (注意 ẋ(t)也是一个 x(t)的泛函)，
比方说 p(t) = ϕ [x(t)], 则当将这个泛函关系代入原来的相空间作用量 S[x(t),p(t)] 时，得到
的 S[x(t),ϕ [x(t)]]就是所谓的坐标空间作用量泛函。剩下只要将这个坐标空间作用量泛函对
坐标 x(t) 变分求极值就可以了！这个求解坐标空间作用量泛函的极值问题，就叫做坐标空
间的最小作用量原理。值得说明的是，通常我们将这个坐标空间作用量泛函 S[x(t),ϕ [x(t)]]
记为 S[x(t)]，希望读者不要和原来的相空间作用量泛函 S[x(t),p(t)] 混淆。
为了将问题看得更清楚一点，我们注意到，原来的相空间作用量泛函具有 S[x(t),p(t)] =∫

dtL(x,p, ẋ) 的结构，其中

L(x,p, ẋ) = p · ẋ−H(x,p). (2.42)

我们注意到，方程 (2.41) 实际上就是求这个函数 L(x,p, ẋ) 关于变量 p 的极值，不妨定义
一个新的函数，记为 L(x, ẋ)(希望读者不要和原来的 L(x,p, ẋ) 混淆)

L(x, ẋ) = extrempL(x,p, ẋ) = extremp
[
p · ẋ−H(x,p)

]
. (2.43)

则很明显，新的坐标空间作用量泛函 S[x(t)] 其实就是

S[x(t)] =
∫ t f

ti
L(x, ẋ)dt. (2.44)

式中 L(x, ẋ) 由 (2.43) 式给出，它有一个专门的名称，叫做拉格朗日量。所谓坐标空间最
小作用量原理，其实就是求泛函 S[x(t)] 在坐标空间的极值路径，当然在变分时我们要求

δx(ti) = δx(t f ) = 0. (2.45)
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从前面关于二元函数极值问题的讨论中容易知道，这个坐标空间的最小作用量原理和原来
的相空间最小作用量原理是等价的！

(2.43) 式给出的这个从哈密顿量 H(x,p) 得出拉格朗日量 L(x, ẋ) 的过程称之为勒让德
变换，反过来可以证明，哈密顿量 H(x,p) 也是拉格朗日量 L(x, ẋ) 的勒让德变换，即

extremẋ
[
p · ẋ−L(x, ẋ)

]
= H(x,p). (2.46)

证明过程如下，

extremẋ
[
p · ẋ−L(x, ẋ)

]
=extremẋ

[
p · ẋ− extremp′

[
p′ · ẋ−H(x,p′)

]]
=extremẋextremp′

[
(p−p′) · ẋ+H(x,p′)

]
=extremp′,ẋ

[
(p−p′) · ẋ+H(x,p′)

]
=H(x,p). (2.47)

所以，拉格朗日量和哈密顿量互为对方的勒让德变换。

比方说，对于我们熟知的最简单的单粒子哈密顿量 H(x,p) = p2

2m +V (x)，由 ẋ = ∂H
∂p =

p/m, 我们容易解出 p = mẋ，从而根据勒让德变换 (2.43)，容易得到单粒子的拉格朗日量

L(x, ẋ) = extremp
[
p · ẋ− p2

2m
−V (x)

]
=

1
2

mẋ2 −V (x). (2.48)

我们发现这个拉格朗日量碰巧等于动能减去势能 (这个结论也可以推广到多粒子情形)。因
此相应的坐标空间作用量泛函就是

S[x(t)] =
∫ t f

ti
dt
[1

2
mẋ2 −V (x)

]
. (2.49)

很显然的是，坐标空间的最小作用量原理完全可以用前面导出来的欧拉-拉格朗日方
程来处理，从而有

∂L
∂x

− d
dt

(∂L
∂ ẋ
)
= 0. (2.50)

这就是所谓的拉格朗日力学的欧拉-拉格朗日方程，式中的 L 就是拉格朗日量 L(x, ẋ), 因此
这个方程通常也称为拉格朗日方程！比方说，对于单粒子拉格朗日量 L(x, ẋ) = 1

2 mẋ2−V (x),
拉格朗日方程给出来的是

m
d2x
dt2 =−∂V

∂x
. (2.51)

这正是牛顿运动定律！所以我们看到，坐标空间的最小作用量原理能够正确地给出牛顿运

动定律。

最后，读者容易明白的是，只要像以前一样适当地引入指标，那上面关于单粒子情形

的所有讨论都可以容易地推广到多粒子情形，我们将这个推广留给读者自己去操作。
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2.4.2 发现洛伦兹力

既然坐标空间的最小作用量原理和相空间的最小作用量原理等价，我们为什么还要专

门讨论它呢？而且某种意义上甚至它的重要性还要超过相空间的最小作用量原理。这是因

为，有时候推广拉格朗日量比直接写哈密顿量要简单，下面举一个例子说明。

我们知道，单粒子最简单的拉格朗日量是 L = 1
2 mẋ2−V (x), 它关于速度是一个二次型，

人们禁不止想问，如果在拉格朗日量中加上一个速度的一次方项会怎么样呢？最简单的尝

试是设这一项为
∫

dtA · ẋ, 其中 A为一个常矢量，但事实上，这一项不会产生任何结果，原
因在于它显然是一个全微分项，积分以后就成了 A · (x(t f )− x(ti))，但是 x(t) 在两个端点
是固定的，所以变分的时候多出来的这一项贡献实际为零，因此不会产生任何影响。

那么，如果假设 A 依赖于 x 会怎么样呢？这时候拉格朗日量就是

L =
1
2

mẋ2 +A(x) · ẋ−V (x). (2.52)

当然，我们可以使用拉格朗日方程来看清中间这一项的影响。但在最小作用量原理的使用

中，有时候直接求作用量的变分并令其等于零，这和利用拉格朗日方程是一样方便的，这

里我们想用这个例子说明这一点。这时候作用量 S[x(t)] 为

S[x(t)] =
∫ t f

ti
dt
[1

2
mẋ2 +A(x) · ẋ−V (x)

]
=
∫ t f

ti
dt
[1

2
mẋ2 −V (x)

]
+
∫

A j(x) ·dx j. (2.53)

这里我们使用了矢量的分量形式，也使用了求和约定。下面要做的就是对这个作用量进行

变分，前两项的变分是通常的，我们直接写出结果 (用分量形式)，我们将注意力集中在新
加的这一项上，从而有 (令 ∂i =

∂
∂xi )

δS =−
∫ t f

ti
dt
[
mẍi +∂iV (x)

]
δxi +δ

∫
A j ·dx j

=−
∫ t f

ti
dt
[
mẍi +∂iV (x)

]
δxi +

∫ (
∂iA jδxidx j +Aidδxi)

=−
∫ t f

ti
dt
[
mẍi +∂iV (x)

]
δxi +

∫
d(Aiδxi)+

∫ (
∂iA jδxidx j −dAiδxi)

=−
∫ t f

ti
dt
[
mẍi +∂iV (x)

]
δxi +

∫ (
∂iA j −∂ jAi

)
dx jδxi

=−
∫ t f

ti
dt
[
mẍi +∂iV (x)−Fi jẋ j]δxi. (2.54)

式中 Fi j = ∂iA j − ∂ jAi, 式中第 4 个等号利用了路径两端固定从而全微分项积出来实际为
零。最小作用量原理告诉我们，δS = 0，由此可以得到

δS
δxi(t)

=−
[
mẍi +∂iV (x)−Fi jẋ j]= 0

⇒ mẍi =−∂iV (x)+Fi jẋ j. (2.55)

我们看到，在拉格朗日量中多加上这一项，其效果就是，牛顿定律右边多了一个力

Fi jẋ j, 这个力初看起来很陌生，实际上，它正可以代表洛伦兹力！为了看清楚这一点，我
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们注意到 Fi j = ∂iA j − ∂ jAi, 很容易看出，它实际上就是对矢量场 A 求旋度的分量式写法，
比如 ∂xAy − ∂yAx 其实就是 (∇×A)z。因此，Fi j 和磁场强度 B 的分量形式是一一对应的，
人们可以使用所谓的列维-席维塔符号 εi jk，将这两者之间的对应关系写成 Fi j = εi jkBk。这

里 εi jk 关于三个指标是全反对称的，即任意两个指标交换顺序都会出一个负号 (因此当三
个指标中有两个取值一样时就会得到 0)，比如说 ε jik =−εi jk，并且 ε123 = 1。

利用 Fi j = εi jkBk，我们就可以将 (2.55) 式重写成

mẍi =−∂iV (x)+ εi jkẋ jBk. (2.56)

读者容易验证，这个式子的矢量形式正是

mẍ =−∇V + ẋ×B. (2.57)

这和洛伦兹力的表达式已经几乎一样了。为了得到完全正确的洛伦兹力，只需将拉格朗日

量中的 A 替换成 qA(q 是粒子的电荷), 并将这个 A 理解为所谓的矢量势就可以了。矢量
势和磁场 B 的关系是 B = ∇×A。

所以，只要在拉格朗日量中做一点小小的动作，那么最小作用量原理就能自动导出洛

伦兹力，我们就这样“发现”了洛伦兹力！描述洛伦兹力的正确拉格朗日量是

L(x, ẋ) =
1
2

mẋ2 +qA(x) · ẋ−V (x). (2.58)

为了将它勒让德变换得到哈密顿量，我们需要求

∂
∂ ẋ
[
p · ẋ−L(x, ẋ)

]
= 0 ⇔ p =

∂L
∂ ẋ

(2.59)

将拉格朗日量 (2.58) 代进去, 可以得到

p =
∂L
∂ ẋ

= mẋ+qA. (2.60)

(注意，对于一般的力学系统，动量 p 与速度 ẋ 之间的关系并不天然是 p = mẋ，这里就是
一个例子。) 由此可以反解出 ẋ = (p−qA)/m，进而可以算出

H(x,p) = extremẋ
[
p · ẋ−L(x, ẋ)

]
=

(p−qA)2

2m
+V (x). (2.61)

这就是带电粒子在磁场中的哈密顿量。很明显，直接猜这个哈密顿量的表达式要比刚才对

拉格朗日量进行的小动作难多了！这个例子清楚地说明了，有时候从拉格朗日量以及坐标

空间的最小作用量原理出发，比从哈密顿量出发要容易一些！

2.4.3 最小作用量原理能够导出任何方程吗？

一个自然的疑问是，是否只要合适地选取拉格朗日量，最小作用量原理就能导出任何

方程？如果是这样的话，那最小作用量原理本身就不包含任何信息，那我们还不如直接关

心运动微分方程。好在，答案是否定的，实际上最小作用量原理能够导出来的方程相当特
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殊，而经典物理系统的一个特殊之处正在于，它的运动微分方程可以由最小作用量原理导

出。

最小作用量原理导不出什么呢？以一维运动为例，可以证明没有作用量能使下式成立

δS
δx(t)

= ẋ(t). (2.62)

读者不妨取不同的作用量泛函 S[x(t)] 试验一下，就能说服自己这个结论是成立的。证明也

很简单，我们对上面这个式子再求一次泛函导数，有

δ 2S
δx(t ′)δx(t)

=
δ ẋ(t)
δx(t ′)

=
d
dt

( δx(t)
δx(t ′)

)
=

d
dt

δ (t − t ′). (2.63)

上式最左边不过就是二阶导数，二阶导数可以交换求导顺序，因此它关于 t, t ′ 对称。但是，

上式最右边的 d
dt δ (t − t ′) 当交换 t 和 t ′ 时将成为

d
dt ′

δ (t ′− t) =− d
dt

δ (t ′− t) =− d
dt

δ (t − t ′). (2.64)

即是说，最右边的式子关于 t, t ′ 是反对称的。这就相互矛盾了，这就说明 (2.62) 不可能成
立

2.4.4 真实路径的作用量是否取极小值？

下面我们来讨论一下，所谓的最小作用量之说是否真有其事，换言之，是否真实路径

的作用量是取极小值？

回答是否定的。真实路径的作用量只是作用量的“极值”，不一定是极小值，也不一

定是极大值，实际上在所有可能路径所构成的无穷维空间中，真实路径的作用量通常只是

作用量泛函的稳定值，或者说驻定值，Saddle point value。
至于为什么是驻值而不是极小值，以及什么是驻值，下面我仅仅只讨论一个例子。在

我看来，这例子足够清楚地说明了问题。

考虑一维谐振子，其作用量是

S =
∫ t2

t1

m
2
(
ẋ2 −ω2x2)dt. (2.65)

将这个作用量在真实路径附近进行二阶变分，根据最小作用量原理，一阶变分等于零，而

二阶变分很容易算出来是

δ 2S =
∫ t2

t1

m
2
[
(δ ẋ)2 −ω2(δx)2]dt. (2.66)

式中 δx 在路径的两端 (即 t1、t2 时刻) 等于零。作用量是否取极小值就看二阶变分是否大
于零，如果二阶变分大于零，那作用量就是极小值。

由于 δx 在 t1、t2 时刻等于零, 所以可以作正弦级数展开：

δx(t) = ε ∑
n

an sin(ωn(t − t1)), 式中ωn =
nπ

t2 − t1
(2.67)
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式中 ε 为无穷小量。无穷维向量 (a1,a2, ...,an, ...) 可以看作是路径空间 (即所有可能 δx(t)

的空间）的坐标，真实路径位于这个无穷维向量空间的原点 (0,0, ...,0, ...)。根据 δx(t) 的

这一式子，进而可以算得

δ ẋ(t) = ε ∑
n

anωn cos(ωn(t − t1)). (2.68)

代入 δ 2S 的表达式，利用三角函数的正交性，不难得到

δ 2S = ε2 m
4
(t2 − t1)∑

n
a2

n(ω2
n −ω2). (2.69)

此式当 ω1 > ω 从而所有 ωn > ω, 即 π
t2−t1

> 2π
T , 即 t2 − t1 < T

2 时为正 (T 为谐振子的周

期)，即作用量取极小值。而当此条件不满足时，ω2
n −ω2 就会有些为负，从而使得 δ 2S 依

赖于展开系数 an 的选择而可正可负，从而作用量就不是取极小值，而是取鞍点值，Saddle
point value。所谓的鞍点，即是指在所有可能路径的无穷维空间中，真实路径是这空间中
的这么“一个点”，它沿着某些方向变动，作用量是极小，而沿着另一些方向变动，作用量

则是取极大，犹如一个马鞍的鞍点。

上面的例子清楚地说明了，对于任何多粒子系统，当 t2−t1足够小 (在上例中是 t2−t1 <
T
2 )，从而真实路径足够短时，作用量的确是取极小值。但是，对于比较长的真实路径，作
用量通常只是取鞍点值，也就是驻值。

2.5 广义坐标和广义动量

前面我们看到了，最小作用量原理 (无论是相空间的还是坐标空间的) 以及与之等价
的哈密顿正则方程或者拉格朗日方程，均可以统一处理单粒子情形和多粒子情形，形式上

唯一的改动无非是指标的取值范围在单粒子情形是 1,2,3，而在多粒子情形是 1,2, ...,3N。

但统一处理单粒子和多粒子仅仅只是我们这两章介绍的力学框架的优点之一，这一框架的

另一个重要优点是使得我们不限于直角坐标，而可以使用任何坐标。这种对坐标的使用自

由也使得我们可以方便地处理一大类约束系统。

理想约束与广义坐标

所谓的约束系统，就是这样的 N 粒子系统，它的 3N 个坐标之间并不相互独立，而是

要满足一定的约束条件2。比方说，两维平面内一个约束在圆环 x2 + y2 = R2 上的粒子，它

的 x,y 坐标就不相互独立。由于这些变量不相互独立，所以当我们利用最小作用量原理进

行变分的时候，各变量的变分也就不相互独立，从而就无法直接得出通常的哈密顿正则方

程或者拉格朗日方程。

因此，一般来说，约束系统的处理很复杂，但是有一大类约束系统，称之为理想约束

系统，处理起来却很方便。值得说明的是，当对系统的约束光滑，从而不存在摩擦力时，

很多约束系统都是理想约束系统。一般地，理想约束系统就是这样的约束系统，它的约束

力对系统所有可能的满足约束条件的运动 (不管它是否真实发生) 均不做功！从而只要不

2这实际上只包括了所谓的完整约束 (holonomic constriant) 系统，实际的约束系统比这还要复杂。
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破坏约束条件，那约束力对这一系统的能量就没有贡献，也就是对哈密顿量没有贡献，从

而我们就可以根本不去管约束力。这时候就可以使用这两章所发展起来的力学处理框架。

不仅如此，对于理想约束系统，我们还可以不使用直角坐标，而是使用一些描述系统

的独立变量为坐标，比方说，对于约束在圆环 x2 + y2 = R2 上的粒子，我们可以不使用直

角坐标，而是使用角度 θ 作为独立坐标。描述理想约束系统的这些独立变量就叫做广义坐
标！独立变量的个数就叫做系统的自由度数。使用广义坐标的好处就在于，它们是自动满
足约束条件的独立变量，这样就无需在问题的求解中额外再把约束条件强加进来。如此一

来，在处理最小作用量原理时，对这些独立变量的变分就是相互独立的，这样就能够根据

最小作用量原理写出哈密顿正则方程或者拉格朗日方程了。

与广义坐标对应的概念叫广义动量，它的定义要复杂一些，下面我们首先从相空间出

发来给出定义，然后再讨论如何从位形空间以及拉格朗日量出发定义它。

直接从相空间出发

为了定义广义动量，我们首先注意到一个 N 粒子系统的相空间作用量为

S =
∫

dt
[
pµ ẋµ −H(x, p)

]
=
∫

pµdxµ −
∫

Hdt. (2.70)

注意第二行这个表达式，它的第二项很简单，就是哈密顿量对时间的积分，我们主要关心

前一项，它是一个 1-形式 pµdxµ 沿着相空间路径的积分。这个 1-形式对于决定哈密顿正
则方程无疑是至关重要的，因此它有一个专门的名称，叫做辛势，记作 Θ,

Θ = pµdxµ . (2.71)

以上是用通常的坐标表达问题，因此 µ = 1,2, ...,3N。但是通常坐标的坏处是，它们可

能不相互独立。为此，我们转用广义坐标，假设这个系统有 s 个独立的广义坐标 (自由度
数是 s)，记作 qa,a = 1,2, ...s。则，为了保证哈密顿正则方程在广义坐标中看起来形式也一

样 (注意，当存在约束时，由于通常坐标的各变量不相互独立，所以其实并没有对于它们
的哈密顿正则方程)，我们要求辛势 Θ 在广义坐标中也有和通常坐标完全类似的形式，具
体来说，我们要求

Θ = pµdxµ = padqa. (2.72)

上面表达式中的 pa(虽然我们用的是与 pµ 几乎相同的符号，但请读者不要把这两者搞混)
就是广义动量。即是说，广义动量可以通过通常的动量 pµ 经由下面的坐标变换得来

pa = pµ
∂xµ

∂qa . (2.73)

很明显，利用广义坐标和广义动量，我们可以将相空间的作用量写成

S =
∫

dt
[
paq̇a −H(q, p)

]
. (2.74)
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利用相空间的最小作用量原理，对广义坐标 q 和广义动量 p 进行变分，就能得到最一般

的哈密顿正则方程
dqa

dt
=

∂H
∂ pa

,
d pa

dt
=− ∂H

∂qa . (2.75)

显然，它和通常坐标中的哈密顿正则方程有完全类似的形式，区别在于，如果存在约束的

话，那这时候实际上没有通常坐标的哈密顿正则方程。

如果没有约束，那广义坐标和广义动量不过是相空间的一组不同坐标系。但是如果有

约束，那通常的坐标和通常的动量由于不相互独立，它们就不够成系统的相空间，相反，

这时候系统的相空间是指广义坐标和广义动量的空间。显然，系统在相空间中依然按照哈

密顿正则方程进行演化。

不妨举一个例子，还是那个约束在圆环 x2 + y2 = R2 上的粒子。取广义坐标为角度 θ ,
它和直接坐标的关系是

x = Rcos(θ), y = Rsin(θ). (2.76)

将辛势 Θ 分别在两种坐标中表达，即有

Θ = pxdx+ pydy = pθ dθ

⇒ pθ = [−px sin(θ)+ py cos(θ)]R (2.77)

再利用动量沿着圆周的法向分量为零，即

px cos(θ)+ py sin(θ) = 0. (2.78)

即可以推出

⇒ p2 = p2
θ/R2.

读者容易验证 pθ 其实刚好是粒子环绕圆环的角动量 (所以广义动量不一定是通常的动量，
它甚至可以是角动量)。我们也容易将粒子的哈密顿量用广义坐标和广义动量表达出来，

H =
p2

2m
+V =

p2
θ

2mR2 +V (θ). (2.79)

进而可以写出这个例子的哈密顿正则方程

θ̇ =
∂H
∂ pθ

=
pθ

mR2

ṗθ =−∂H
∂θ

=−∂V
∂θ

. (2.80)

θ 和 pθ 的空间就是这个例子的相空间。θ 的取值范围是一个圆周，构成这个例子的
广义坐标空间，记为 S1，pθ 的取值范围是 −∞ 到 +∞，也就是取遍实数轴，记为 R1。通

常我们把广义坐标空间 S1 画在平面上，再把广义动量空间 R1 画在垂直于这个平面的轴

上。很显然，如此一来，上面这个例子的相空间就是以 S1 为底，以 R1 为高的一个无穷

长圆柱面，记为 S1 ×R1。数学家常常称这个相空间为 S1 的余切丛，并记为 T ∗S1，当然

T ∗S1 = S1 ×R1，不过，我们不用管数学家们引入的这些奇怪名词。值得注意的是，这个例

子告诉我们，一个哈密顿系统的相空间不一定是通常的欧几里德空间。
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从位形空间出发

如果我们是从拉格朗日量以及坐标空间最小作用量原理出发处理问题，那情况就更简

单，这时候只要先写出直角坐标中的拉格朗日量 (通常是动能减去势能)，然后再坐标变换
成广义坐标就可以了。用广义坐标来表达的拉格朗日量通常记作 L(q, q̇), 这里 q 这样的符

号只是一个抽象的记号，实际上它代表所有作为独立变量的广义坐标 qa。广义坐标的空间

也叫做系统的位形空间，而函数组 {qa(t),a = 1,2, ...,s} 就代表位形空间的一条路径。相应
的坐标空间的最小作用量原理就成了位形空间的最小作用量原理，作用量 S[q(t)] 为

S[q(t)] =
∫

dtL(q, q̇). (2.81)

对位形空间的路径 q(t) 进行变分，就能够得到熟知的拉格朗日方程

∂L
∂qa −

d
dt

( ∂L
∂ q̇a

)
= 0. (2.82)

同样，我们可以对拉格朗日量 L(q, q̇)进行勒让德变换，进而得到哈密顿量 H(q, p)。具

体来说，

H(q, p) = extrem{q̇a}
[
pbq̇b −L(q, q̇)

]
. (2.83)

显然，为了进行这个勒让德变换，需要求解

∂
∂ q̇a

[
pbq̇b −L(q, q̇)

]
= 0 ⇒ pa =

∂L
∂ q̇a . (2.84)

我们正是把后面这个式子当作从拉格朗日量出发对广义动量的定义。

下面以双摆为例来说明广义坐标表达下的拉格朗日方程如何方便我们求解力学问题

的。所谓的双摆，就是两个质量分别为 m1,m2 的质点，用长度分别为 l1, l2 的轻杆连起来

所组成的系统，如图 (2.3) 所示。假设连接处光滑且可自由活动，那这就是一个理想约束
系统。这个系统如果直接用受力分析来处理，那还是比较复杂的。但用广义坐标和拉格朗

Figure 2.3: 双摆

日方程处理起来就很方便。
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为此，我们引入图 (2.3) 中的两个广义坐标 θ1,θ2。很显然，第一个质点的动能 T1 和

势能 V1(重力势能) 分别为

T1 =
1
2

m1l2
1 θ̇ 2

1 , V1 =−m1gl1 cos(θ1). (2.85)

为了求出第二个质点的动能，我们假设系统在 x−y 平面内摆动，x 轴水平向右，y 轴竖直

向下。则第二个质点的坐标 (x2,y2) 可以表示为

x2 = l1 sin(θ1)+ l2 sin(θ2), y2 = l1 cos(θ1)+ l2 cos(θ2). (2.86)

则容易求出质点 2 的动能 T2 为

T2 =
1
2

m2(ẋ2
2 + ẏ2

2)

=
1
2

m2
(
l2
1 θ̇ 2

1 + l2
2 θ̇ 2

2 +2l1l2 cos(θ1 −θ2)θ̇1θ̇2
)
. (2.87)

质点 2 的重力势能 V2 为

V2 =−m2gy2 =−m2g(l1 cos(θ1)+ l2 cos(θ2)). (2.88)

由此可以写出整个系统的拉格朗日量 (等于总动能减去总势能)

L =
1
2
(m1 +m2)l2

1 θ̇ 2
1 +

1
2

m2l2
2 θ̇ 2

2 +m2l1l2 cos(θ1 −θ2)θ̇1θ̇2

+(m1 +m2)gl1 cos(θ1)+m2gl2 cos(θ2). (2.89)

代入下面的拉格朗日方程，就可以得到系统的运动微分方程

∂L
∂θ1

− d
dt

( ∂L
∂ θ̇1

)
= 0,

∂L
∂θ2

− d
dt

( ∂L
∂ θ̇2

)
= 0. (2.90)

不过，这是一个相当复杂的系统，实际上，当能量大到一定程度时，这个系统的运动是混

沌的！
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设想你在一艘太空飞船里，离所有的星星都很远，船窗密闭，你看不到外面，也无法

接收外界的信息，并且假设推进器已经不向外喷射物质了，总之，假设你和飞船成了一个

真正的封闭系统。不过，只要局限于飞船之内，你可以做任何事情。请问，你是否能判断

飞船在太空中的坐标，飞船的朝向，以及飞船是否在飞行？

答案当然是不能，你的这种不能就是物理定律的对称性。简言之，物理定律的对称性，

就是对某些物理性质的无法辨测性。伽利略最早领悟了对称性在物理学中的重要性，伽利

略的这种领悟后来被爱因斯坦发扬光大，最终成为现代物理学的基石。那么，为什么无法

辨测呢？你为什么无法辨测飞船的坐标和方向呢？原因在于，即使把飞船平移一段距离并

旋转一个角度，飞船之内的你也无法觉察到任何的不同。即是说，这种无法辨测性起因于

你可以对系统进行一些操作，但操作前后你归纳出来的物理定律完全一样，有完全一样的

数学形式。所以，物理定律的对称性其实就是物理定律的形式在操作前后的不变性。

关于物理定律的对称性的这一定义与几何对称性是一致的。比如，当我们说圆有很大

的对称性时，我们指的是，圆的几何图形在绕圆心旋转任意角的操作下保持不变。当我们

说人体外观左右对称时 (并不严格)，我们指的是将人体沿着中线左右对调，人体外观保持
不变。

3.1 对称性与守恒定律

3.1.1 对称性就是作用量的不变性

前面的章节中我们讲了经典物理学的基本原理，最小作用量原理，上面又定义了何为

物理定律的对称性，下面我们将这两者结合起来。结合对称性与最小作用量原理的关键在
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于，根据最小作用量原理，基本力学定律由作用量的变分等于零给出。当然，这个作用量

可以是相空间作用量，也可以是坐标空间作用量，不过，相对来说用坐标空间的作用量来

分析对称性更加方便，因此本章将集中于此。而在相空间中分析对称性需要的准备知识就

稍微多一些，我们将推迟到后面的章节中进行。

所谓的某系统有一个对称性，我们是指 (为了公式简洁起见，我们省略广义坐标上面
的分量指标)：首先，系统按照某条物理路径 q(t) 在位形空间中演化，这条物理路径满足

基本方程 δS[q(t)] = 0。其次，假设在对称操作的作用之下，原来的 q(t) 演化路径变换成

了新的路径 q̃(t) = F(q(t))。所谓的对称操作，我们是指这条新的路径满足同样形式的基本

方程 δS[q̃(t)] = 0。即，对于对称操作作用前后的两条路径 q(t) 和 q̃(t) = F(q(t)), 有

δS[q(t)] = 0 ⇔ δS[q̃(t)] = 0. (3.1)

很显然，满足这一要求的最直接方式是

S[q̃(t)] = S[q(t)]. (3.2)

即是说，在对称操作的作用下，作用量泛函保持不变，对称性就是作用量的不变性。

3.1.2 诺特定理

对称性可以分成两类，像镜像对称这样的只包含有限个不同操作的对称性，称为离散

对称性。像空间旋转这样的对称性称为连续对称性，因为它有无穷多不同的对称操作 (这
里即是旋转操作)，这些对称操作依赖于某些连续的参数 (在这里就是旋转角度)。本章主
要考察连续对称性。原因之一在于，连续对称性出人意料地和所谓的守恒定律密切相关，

可以证明，每一种连续对称性都对应一条守恒定律，这就是著名的诺特定理。

诺特定理的证明并不复杂，下面我们给出一个绝妙的证明。我不知道这个证明应该归

功于谁，我自己最早是从温伯格的量子场论书中学的，但我也在好几个大师的书或者课程

中或多或少见过这个证明的关键想法。

值得说明的是，下面的证明也有一定的局限性，即它假设了对称操作不改变时间 t。不

过，即使将一般情形包括进来证明的关键也还是类似的，只是如果想一般性地写出来那就

要复杂一些。为了让读者看清楚证明的关键，这里先处理简化情形，然后，我们将在下一

节中用对时间平移对称性的讨论说清楚如何推广到更一般情形。

假设系统有某种连续对称性 (即是说，系统的作用量在这样的连续操作之下保持不
变)，记为 G(θ)，θ 就是这种对称性所依赖的连续参数，θ = 0 表示对称操作还来不及加

上，即表示不进行任何操作，也称恒等操作。下面考虑参数 θ = ε 的无穷小对称操作, ε 为
无穷小量。假设在此对称操作之下，时间 t 保持不变，但 q 变为 q̃

q(t)→ q̃(t) = q(t)+ εF(q(t)), (3.3)

式中 F(q(t)) 为某个表达式，它的形式取决于对称操作的具体定义。则根据对称性的定义，

作用量泛函将在此对称操作下保持不变，即

δS = S[q̃(t)]−S[q(t)] =
∫

dtL(q̃, ˙̃q)−
∫

dtL(q, q̇) = 0. (3.4)
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下面是关键的证明技巧。前面的 ε 是一个无穷小常数，现在，设想我们将这个无穷小
常数变成一个关于 t 的任意函数 ε(t) (函数值为无穷小量)，并要求在路径的起末两端 (分
别对应时间 ti 和 t f )，这个函数取值为零，即

ε(ti) = ε(t f ) = 0. (3.5)

我们考虑修改的变换

q(t)→ q̃(t) = q(t)+ ε(t)F(q(t)),

即 δq = q̃(t)−q(t) = ε(t)F(q(t)). (3.6)

当然，现在因为 ε(t) 不再是对称变换参数 (对称变换参数不依赖于 t)，所以这个变换并不
是一个对称性，因此不能保持作用量不变，但是如果 ε(t) 变回常数函数，那作用量将是不
变的。这就意味着，在 (3.6) 的变换下，作用量的改变量必然具有如下形式

δS =
∫ t f

ti
dt
(
L(q̃, ˙̃q)−L(q, q̇)

)
=
∫ t f

ti
dtQ(q, q̇)ε̇(t). (3.7)

式中 Q(q, q̇) 为某个表达式。我们简单解释一下为什么是这样，原因有三：第一，作用量

是某个函数 (拉格朗日量) 对时间的积分，所以作用量的改变量必然具有时间积分的形式。
第二，拉格朗日量中只含有 q(t) 的一阶导数，因此作用量的改变量中最多只含有 ε(t) 的
一阶导数。第三，将作用量的改变量计算到一阶无穷小项，那这个改变量必然不能含 ε(t)，
因为这样的项在 ε(t) 变回常数函数时不能变成零。所以这个改变量的一阶小量只能含 ε̇
(因此当 ε(t) 变回常数函数时自动得到零)。综上，我们必有表达式 (3.7)。

以上都是数学技巧，下面是整个证明的物理部分。上面讨论中的路径 q(t) 是任意路

径，不必是真实演化路径。现在，假设我们取 q(t) 为真实的物理演化路径，那最小作用量

原理将告诉我们，对于任何两端固定的无穷小改变 (变分)，将有 δS = 0。(3.6) 正是这样
的一个两端固定的无穷小变分，因此这就意味着，对于真实的物理路径 q(t)，(3.7) 式得出
的作用量改变量必定恒为零，即

δS =
∫ t f

ti
dtQ(q, q̇)ε̇(t) = 0. (3.8)

将上式分部积分，就可以得到

δS =−
∫ t f

ti
dtQ̇(q, q̇)ε(t) = 0. (3.9)

但是，ε(t) 的函数形式是任意的，因此这就说明，对于物理路径 q(t)，我们有

dQ
dt

= 0. (3.10)

即 Q(q, q̇)为一个守恒量！可见，相应于每一个连续的对称性，都必定存在一个守恒量，这，

就是诺特定理！

值得强调的是，以上诺特定理的证明过程也给我们指出了一条如何找到守恒量 Q(q, q̇)

的道路，我们下面的物理讨论都基于这一道路。
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3.1.3 动量守恒、角动量守恒、能量守恒

动量守恒、角动量守恒、还有能量守恒，这是最为人们熟知的守恒定律，也是最为基

本的物理学定律之一。这些定律为什么如此基本呢？按照诺特定理的精神，原因应该在于

导致这些守恒定律的对称性很基本，那么它们分别是什么对称性呢？结果表明，动量守恒

是所谓的空间平移不变性的结果，角动量守恒是空间旋转不变性的结果，它们也就是本章

一开始所谈的宇宙飞船位置坐标和空间方向的无法辨测性。而能量守恒则是时间平移不变

性的结果，所谓的时间平移不变性也就是时间的零点是人们任意规定的，无法通过物理定

律辨测时间的零点，因为明天做实验将和今天做实验得到同样的规律。

空间平移对称性与动量守恒

我们先来讨论空间平移对称性和动量守恒。考虑一个多粒子系统，记其拉格朗日量为

L(xi, ẋi)(L(x1, ...,xN , ẋ1, ..., ẋN) 的简记)，因此系统的作用量为 S =
∫

dtL(xi, ẋi)。假设系统具

有空间平移不变性，即在如下坐标平移下，作用量保持不变

xi → x̃i = xi +a. (3.11)

很显然，这里作用量保持不变其实就相当于拉格朗日量在坐标平移下保持不变，即有 L(xi+

a, ẋi) = L(xi, ẋi)。考察无穷小平移，即取平移量 a = ε 为无穷小量，从而有

0 = δL = L(xi + ε, ẋi)−L(xi, ẋi) = ε ·∑
j

∂L
∂x j

. (3.12)

下面使用关键技巧，即将无穷小参数 ε 变成 ε(t)，即考察

xi → x̃i = xi + ε(t).⇔ δxi = ε(t). (3.13)

从而容易计算出作用量的改变量，有

δS =
∫

dtδL =
∫

dt
[
∑

j

∂L
∂x j

·δx j +∑
j

∂L
∂ ẋ j

δ ẋ j
]

=
∫

dt
[
∑

j

∂L
∂x j

· ε +∑
j

∂L
∂ ẋ j

· ε̇
]

(3.14)

利用平移不变性的 (3.12) 式，即有

δS =
∫

dt
(
∑

j

∂L
∂ ẋ j

)
· ε̇. (3.15)

根据上一节关于诺特定理的证明容易知道，上式说明
(

∑ j
∂L
∂ ẋ j

)
是守恒量。根据上一章关于

勒让德变换的讨论， ∂L
∂ ẋ j
就是第 j 个粒子的动量 p j, 即 p j =

∂L
∂ ẋ j
。所以，守恒的正是系统的

总动量 p

p = ∑
j

p j. (3.16)

所以空间平移不变性会导致系统的总动量守恒！
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空间旋转不变性与角动量守恒

下面讨论旋转不变性和角动量守恒。这一次我们考察单粒子情形 (推广到多粒子情形
是直接了当的)，不过，我们假设这个粒子在 d 维空间中运动 (即不限于通常的 3 维空
间)。这里依然采用直角坐标，从而粒子的位置矢量 x = (x1,x2, ...,xd), 我们将各分量记为
xα ,α = 1,2, ...,d。这里采用了上指标来标识各直角坐标分量，但其实对于欧氏空间的直角

坐标，用上指标还是下指标并没有区别，即有 xα = xα。

首先需要研究一下如何处理 d 维空间中的空间旋转，核心是如何处理无穷小旋转 (因
为诺特定理的关键在于无穷小旋转)。记无穷小旋转操作之下，坐标的改变量为 δxα，很显

然，δxα 应该与原来的矢量 {xα} 成线性关系 (因为一个矢量在无穷小旋转之下改变多少
显然是正比于原来的矢量的)，我们设

δxα = εαβ xβ . (3.17)

这里使用了求和约定，式中的 εαβ 为刻画旋转的无穷小量。很明显，空间旋转不会改变一

个矢量的长度，从而 δ (x2) = 0，即有

0 = δ (x2)/2 = x ·δx = xαδxα = εαβ xαxβ . (3.18)

注意到 xαxβ 关于指标 α,β 对称，所以满足上式的唯一可能性是，εαβ 关于两个指标反对

称 1，即

εαβ =−εβα . (3.19)

所以，d 维空间中独立的无穷小旋转有 d(d −1)/2 个，对于 d = 3 的三维空间，独立的无

穷小旋转数目刚好是 3！
因此，在无穷小旋转操作之下，我们有

δxα = εαβ xβ , δ ẋα = εαβ ẋβ . (3.20)

如果系统具有旋转不变性，从而在上面的无穷小旋转之下拉格朗日量保持不变，即有

δL(x, ẋ) = 0。

下面将 εαβ 变成 εαβ (t)，那现在 δ ẋα 就会多出一项，变成 (注意我们说过，上下指标
其实没有区别)

δ ẋα = εαβ ẋβ + ε̇αβ xβ . (3.21)

从而现在拉格朗日量就不再是不变了，其改变量会多出一个非零项，变成

δL =
∂L
∂ ẋβ ε̇βαxα = pβ xα ε̇βα

=−1
2
(
xα pβ − xβ pα

)
ε̇αβ . (3.22)

1因为反对称和对称乘在一起才等于零，证明如下：设 Aαβ 关于两指标反对称，Bαβ 关于两指标对称，即

Aαβ =−Aβα , Bαβ = Bβα。则有 Aαβ Bαβ =−Aβα Bαβ =−Aβα Bβα =−Aαβ Bαβ , 从而 Aαβ Bαβ = 0。以上推导

的最后一步是重命名了一下指标。
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式中已经利用了动量的定义式 pβ = ∂L
∂ ẋβ。当然，现在作用量也不是不变的，而是会改变为

δS =−1
2

∫
dt
(
xα pβ − xβ pα

)
ε̇αβ (3.23)

根据上一节诺特定理证明的有关讨论可以知道，上式意味着 xα pβ − xβ pα 是一个守恒量,
习惯上记为 Jαβ ,

Jαβ = xα pβ − xβ pα . (3.24)

从而 d 维空间的旋转不变性意味着存在 d(d−1)/2 个守恒量，为 Jαβ，这些守恒量就

是所谓的角动量。如果推广到多粒子情形，那守恒的就是总角动量。为了看清楚 Jαβ 的确

是角动量，我们取 d = 3，这时候有 3 个守恒量，分别为

J12 = xpy − ypx, J23 = ypz − zpy, J31 = zpx − xpz. (3.25)

显然这正是通常的角动量，通常分别记作 J3,J1,J2。利用上一章引入的列维-西维塔记号
ε i jk (请不要和上文的各无穷小量混淆), 我们可以将 3 维空间角动量这两种写法之间的关
系写为

Ji =
1
2

ε i jkJ jk. (3.26)

不过，很显然，高维空间的角动量只能记为 Jαβ。

时间平移对称性与能量守恒

我们知道，封闭系统的能量守恒，这条守恒定律源自于哪种对称性呢？结果表明能量

守恒源自于封闭系统所具有的时间平移不变性，即你是今天观测这个系统还是明天观测这

个系统得到的物理规律是一样的。从作用量和拉格朗日量来看的话，时间平移不变性来源

于拉格朗日量不显含时间 t，从而在 t → t̃ = t +a 的时间平移下 (相当于将整个系统往过去
方向移动了 a，所以其时间坐标增加了 a)，我们有 q(t)→ q̃(t) = q(̃t)，从而

S[q(t)] =
∫ t f

ti
dtL(q(t), q̇(t))→

S[q(̃t)] =
∫ t f −a

ti−a
dtL(q(̃t),

d
dt

q(̃t)) =
∫ t f

ti
dt̃L(q(̃t), q̇(̃t))

=
∫ t f

ti
dtL(q(t), q̇(t)) = S[q(t)],

式中最后一个等号只是将 t̃ 重命名为了 t。可见，正因为 L(q, q̇) 不显含 t，所以作用量在

时间平移下保持不变。对于开放系统，通常拉格朗日量是要显含 t 的，即要写成 L(q, q̇, t)，

这时候当然就没有时间平移不变性了。

下面考虑无穷小时间平移，并且和前面一样，将无穷小参数变为 ε(t), 即考虑如下时
间变换

t → t̃(t) = t + ε(t), (3.27)



3.1 对称性与守恒定律 53

注意 t̃ 为 t 的函数。现在，变换以后的作用量 S[q(̃t)] 为

S[q(̃t)] =
∫

dtL(q(̃t),
d
dt

q(̃t)) =
∫

dt̃
(dt

dt̃

)
L
(

q(̃t),(
dt̃
dt
)q̇(̃t)

)
=
∫

dt̃
( 1

1+ ε̇
)
L
(

q(̃t),(1+ ε̇)q̇(̃t)
)

=
∫

dt̃L(q(̃t), q̇(̃t)))−
∫

dt̃
(
ε̇
)
L
(

q(̃t), q̇(̃t)
)
+
∫

dt̃
∂L

∂
(
q̇(̃t)

) q̇(̃t)
(
ε̇
)

=
∫

dtL(q(t), q̇(t)))+
∫

dt
[ ∂L

∂
(
q̇(t)

) q̇(t)−L(q(t), q̇(t))
]
ε̇, (3.28)

式中最后一行是将变量 t̃ 重命名成了 t。从上面计算可以得到，变换前后作用量的改变量

为

δS = S[q(̃t)]−S[q(t)] =
∫

dt
[∂L

∂ q̇
q̇−L(q, q̇)

]
ε̇. (3.29)

完全类似于上一节证明诺特定理时的推理可以知道，上式意味着存在下面的守恒量

E(q, q̇) =
∂L
∂ q̇

q̇−L(q, q̇). (3.30)

上面的推导过程忽略了广义坐标的指标，如果恢复指标，那守恒量 E(q, q̇) 的表达式就将

是

E(q, q̇) =
∂L
∂ q̇a q̇a −L(q, q̇) (3.31)

很明显，如果我们利用 pa =
∂L
∂ q̇a 将这个守恒量中的变量 q̇a 用广义动量 pa 来表示，那这

个守恒量就正是哈密顿量 H(q, p)。这说明，与时间平移对称性对应的守恒量 E(q, q̇) 在物

理上就代表能量。所以，时间平移对称性意味着能量守恒！

上面这个将时间平移对称性和能量守恒定律联系起来的推导过程正好完善了我们上

一小节对诺特定理的证明。因为这里涉及到的对称性正好是需要将时间 t 变换为 t̃ 的那种

对称性，而上面的推导正好可以说明在这种情形下如何处理关于诺特定理的证明。

以上关于能量守恒定律的证明看起来有些不必要的复杂。但是，这一证明的好处是，

它最具有诺特定理的精神，这同样也是我们关于动量守恒以及角动量守恒的讨论过程的优

点，正因为如此，以上关于这些守恒定律的讨论过程完全可以平行地照搬到场论中。而且，

由于现在的物理系统比场要简单一些，所以这里的讨论可以写得更加清晰，从而更能凸显

诺特定理相关推理和推导的本质，我想，读者日后学习量子场论时回头再来看这里的推导

一定更能领悟这一推导的巧妙。

举例

不妨举一例子。上一章在讲费马原理时我们引入过这样一个光程泛函 S[y(x)]=
∫

dxL(y,y′),
式中

L(y,y′) = n(y)
√

1+(y′)2. (3.32)



54 Chapter 3. 对称性

显然，从数学上来说，这个例子的变量 x就相当于我们上面的 t,函数 y(x)就相当于上面的

q(t)。如此来看的话，这个例子显然也有“时间”平移不变性，即光程泛函在 x → x̃ = x+a

的变换下不变。因此这个例子也有一个“守恒能量”，为

E(y,y′) =
∂L
∂y′

y′−L(y,y′) =− n(y)√
1+(y′)2

. (3.33)

也即是说，E(y,y′)是一个不依赖于 x的积分常数，称之为欧拉-拉格朗日方程的首积分。显
然，这正是我们上一章中找到了的那个首积分。

3.1.4 宇宙的总能量是零

既然已经讲到费马原理的例子，不妨让我们看一下最一般的光程泛函 S[x(s)] 有什么
对称性，又会导致什么守恒定律。这里,

S[x(s)] =
∫

n(x)|dx
ds

|ds. (3.34)

很明显，这里有参数 s 的平移不变性。即在 s → s̃ = s+a 的变换下，S[x(s)] 保持不变。因
此按照前面关于能量守恒的处理可以知道，必定存在一个守恒的“能量”E(x(s), ẋ(s))。

下面要做的就是找到 E(x(s), ẋ(s)) 的表达式。为此，考察如下无穷小变换

s → s̃(s) = s+ ε(s), (3.35)

这里 s̃ 是原参数 s 的函数。在此变换之下，S[x(s)] 将变换为

S[x(s)]→ S[x(s̃)] =
∫

n
(
x(s̃)

)
| d
ds

x(s̃)|ds

=
∫

n
(
x(s̃)

)
| d
ds̃

x(s̃)|ds̃

=
∫

n
(
x(s)

)
| d
ds

x(s)|ds = S[x(s)]. (3.36)

式中最后一行是将变量 s̃ 重命名为 s。我们发现，即使在这种修改以后的无穷小变换下，

S[x(s)] 仍然不变！事实上，上面的推导过程和 s̃(s) 的具体形式没有多大关系，也即是说，

其实 S[x(s)] 在相当任意的 s → s̃(s) 这种重新参数化之下都会保持不变，S[x(s)] 具有关于 s

的重参数不变性！它意味着，在与“时间平移”有关的 (3.35) 变换下，S[x(s)] 的改变量将
是零，我们写作

0 = δS = S[x(s̃)]−S[x(s)] =
∫

ds
(

0
)
· ε̇(s). (3.37)

因此，这也即是说，“守恒能量”E(x(s), ẋ(s)) 其实为零，即

E(x(s), ẋ(s)) = 0. (3.38)

从这个例子我们学到的就是，如果一个物理系统的作用量不仅在时间平移下保持不

变，而且实际上在 t → t̃(t) 的任意时间重参数化之下都保持不变。那这个物理系统的总能

量将不仅守恒，而且实际上这个总能量必定等于零！宇宙就是一个这样的系统，对宇宙作
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用量有贡献的包括引力场和物质场，是广义相对论的一个作用量，它具有所谓的微分同胚

不变性，特别的，它具有 t → t̃(t) 的时间微分同胚不变性。因此，根据上面的推理，宇宙

的总能量必定是零。这是因为，引力势能是负的，而物质场的能量是正的，正负抵消刚好

得到零！

但是，上面的论证有一个漏洞，那就是宇宙毕竟是一个场论系统，不是一个点粒子系

统，而场是一种空间分布。这使得当我们对场论系统进行类似上面那样的推导时，系统的

渐近空间边界需要额外的特殊对待，要加上边界条件，它使得即使体内的时间有重参数不

变性，这种重参数不变性也不能延展到渐近边界上去，这样一来渐近空间边界上就可能对

总能量产生贡献。所以，如果宇宙在空间上有渐近边界，那它的总能量就不一定是零。不

过，现在人们更倾向于认为宇宙在空间上并没有渐近边界，所以，总能量还是零，至少我

们倾向于这么认为。

3.1.5 * 伽利略不变性

在本章的一开始我们设想了一艘在太空中孤独地飞行的宇宙飞船，我们说了，飞船中

的人不仅不能辨测空间坐标和方向，他也不能辨测自己是否在飞行。也即是说，可以给飞

船一个任意常数速度 v，使得 x → x+vt，而飞船中的人不会辨测到任何异常。

x → x+vt, (3.39)

就是所谓的伽利略变换，它将一个惯性系变换到另外一个相对它以速度 v 匀速飞行的惯性
系。伽利略告诉我们，这种变换不会带来力学规律的变化，一切惯性系都是平权的。这种

力学规律的伽利略变换不变性就是所谓的相对性原理。那么，伽利略不变性能给出什么守

恒定律呢？

为了回答这个问题，我们首先构造一个具体的多粒子作用量，如下

S[x(t)] =
∫

dt
[1

2 ∑
i

miẋ2
i −∑

i< j
V (xi −x j)

]
. (3.40)

但是，这个作用量在 xi → x̃i = xi +vt 的伽利略变换下并非不变，而是会变化为

S[x(t)]→ S[x̃(t)] =
∫ t f

ti
dt
[1

2 ∑
i

mi(ẋi +v)2 −∑
i< j

V (xi −x j)
]

= S[x(t)]+
∫ t f

ti
dt
[
∑

i
miẋi ·v

]
+

1
2

mv2(t f − ti)

= S[x(t)]+∑
i

mi
[
xi(t f )−xi(ti)

]
·v+ 1

2
mv2(t f − ti).

式中 m = ∑i mi 为系统的总质量。我们发现，作用量在伽利略变换下多出来了两项。但是，

多出来的这两项仅仅影响路径的起末两个端点，而在应用最小作用量原理时这两个端点却

是固定的，因此多出来的这两项不会对变分产生任何影响。也即是说，虽然作用量并非伽

利略不变，但是 δS = 0 的运动微分方程却是伽利略不变的。所以，这里虽然需要略微推广

一下我们关于对称性的定义，但伽利略变换的确是我们所构造的这个力学系统的对称性。
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下面我们考察无穷小伽利略变换，即设变换速度 v = ε。和前面一样，我们令 ε 为依
赖于时间 t 的任意无穷小函数，记为 ε(t)。即是说，我们考虑如下变换

xi → x̃i = xi + ε(t)t. (3.41)

在这个变换的作用下，作用量 S[x(t)] 变换为

S[x(t)]→ S[x̃(t)] =
∫ t f

ti
dt
[1

2 ∑
i

mi(ẋi + ε + ε̇t)2 −∑
i< j

V (xi −x j)
]

= S[x(t)]+
∫ t f

ti
dt
[
∑

i
miẋi

]
· ε(t)+

∫ t f

ti
dt
[
∑

i
miẋi

]
t · ε̇

对第二行中间那项分部积分，就可以得到

δS = S[x̃(t)]−S[x(t)]

=−
∫ t f

ti
dt
[
∑

i
mixi

]
· ε̇ +

∫ t f

ti
dt
[
∑

i
miẋi

]
t · ε̇

=
∫ t f

ti
dt
[(

∑
i

miẋi
)
t −∑

i
mixi

]
· ε̇. (3.42)

上面这个式子意味着，
(

∑i miẋi
)
t −∑i mixi 是守恒量，不妨记为 K。很显然 ∑i miẋi 就

是系统的总动量 p, p = ∑i miẋi。由于伽利略不变的系统一定具有空间平移不变性，所以这

个总动量 p 本身就是守恒量。另外，我们可以引入质心坐标 xc，从而有 ∑i mixi = mxc。因

此守恒量 K 其实就是

K = pt −mxc. (3.43)

不过，K 守恒其实是显然的，因为 dK
dt = p−m dxc

dt = 0 显然成立，我们上面推导的关键不

过是指出这个守恒量和伽利略对称性密切相关。

3.2 对称性决定作用量

到现在为止，我们应该已经比较清楚作用量的重要性了，有了作用量的具体表达式，

利用最小作用量原理就能得出运动微分方程。有了作用量里的拉格朗日量，经过勒让德变

换就是得到描述系统能量的哈密顿量。更一般的，作用量的不变性意味着物理定律的对称

性。总之，从作用量出发讨论物理问题非常简洁，也非常方便。问题是，如何写出一个物

理系统的作用量呢？回答是，基本靠猜。其实，牛顿运动定律也是猜的，麦克斯威方程组

也是猜的，从根本上来说，要得到一个物理系统的运动微分方程，我们都是靠猜。而面对

一个全新的物理系统，猜它的作用量可比猜运动微分方程容易多了！我想，上一章我们关

于洛伦兹力的讨论足以说明这一点。

更何况，通常来说物理学家猜作用量可不是漫无目的的，物理学家们作猜测时有一些

基本的原则，其中最重要的就是根据对称性。只要我们能预先猜测出一个物理系统的对称

性，那这些对称性往往就能决定 (至少是极大地限制) 作用量的形式，这是因为，作用量必
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须得在对称变换下保持不变，作用量泛函不是一个任意的泛函，而是一种具有对称性的特

殊泛函。

在非相对论物理中对称性对作用量有所限制，但这个限制还不够强，这就是为什么爱

因斯坦之前的物理学很少谈对称性的原因。但是，相对论有很大的不同，相对论意味着一

种很强的时空对称性。相对论不变性再结合一些其它的对称性，往往就能决定作用量。所

以杨振宁先生曾经说：“对称性决定相互作用”，指的就是对称性往往能决定作用量。为了

给读者示例对称性如何决定作用量，下面我们从相对论不变性开始谈起。

3.2.1 相对论不变性

本小节讨论相对论不变性，这里我们合适地选取时间的单位，使得光速 c = 1。因此

质量的量纲 (记为 [m]) 和能量量纲 (记为 [E]) 相同, 因为 [m] = [mc2] = [E]。同样，时间的

量纲和空间长度的量纲也相同。

如大家知道的，爱因斯坦基于两条基本的原理建立起了整个狭义相对论。这两条基本

原理分别是：1. 相对性原理。即物理定律在所有的惯性系中有相同的形式。这当然是伽利
略相对性原理的简单推广。2. 光速不变原理。即在任何给定的惯性系中，光速 c 总是一样

的，并与光源的运动无关。

现在让我们考虑两个惯性系，分别称为 S 系和 S′ 系，假定同一个事件在这两个参考

系中的时空坐标分别是 (t,x,y,z) 和 (t ′,x′,y′.z′)。那么根据相对性原理，我们可以知道，这

两个参考系之间的坐标变换一定是一个线性变换。这是因为，麦克斯韦方程作为一组特定

的物理学定律必须在这两个参考系中取相同的形式，而麦克斯韦方程是一组关于时间和空

间坐标的一阶偏微分方程，它如果要保持形式不变的话，除非两组时空坐标之间的变换是

线性变换才可能。

另外，根据光速不变原理我们可以知道，在从 S 系到 S′ 系的变换中，t ′ 不仅依赖于

原来的时间坐标 t，而且还一定同时依赖于原来的空间坐标 x(与牛顿的绝对时间观念是完
全不同的)。这是因为，根据光速不变原理，在 S 系中不同地点同时发生的两个事件在 S′

看来是不同时的，这就是所谓的同时的相对性。

间隔不变性

现在，设想在 S 系中，从 (t,x,y,z) 点发出一束光到达 (t +dt,x+dx,y+dy,z+dz) 点，

由于 c = 1，显然我们有

−dt2 +dx2 +dy2 +dz2 = 0. (3.44)

根据光速不变原理，同样的两个事件在 S′ 系看来也得满足

−dt ′2 +dx′2 +dy′2 +dz′2 = 0. (3.45)

换言之，两个邻近的事件在两个参考系中的时空坐标必得满足一个约束关系，即当 (3.44)

成立时必有 (3.45) 成立，反之亦然。又由于相对性原理所告诉我们的，两参考系之间的坐

标变换是线性变换，因此，对任意的两个邻近事件，我们必有

−dt ′2 +dx′2 +dy′2 +dz′2 = D(v)(−dt2 +dx2 +dy2 +dz2), (3.46)
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式中 v 是 S′ 系相对于 S 系的速度。同样的，由于 S 与 S′ 地位平等，如果从 S′ 变换到 S，

我们就有

−dt2 +dx2 +dy2 +dz2 = D(−v)(−dt ′2 +dx′2 +dy′2 +dz′2). (3.47)

换言之，我们必有 D(−v)D(v) = 1。又由于空间的各向同性可知，D 对相对速度 v 的依赖
只能是依赖于其大小 v，而必定和其方向无关，因此我们必定有 D(−v) = D(v) = D(v)。因

此，(D(v))2 = 1，即 D(v) =±1。又由于 D(v) 是 v 的连续函数，而且 D(0) = 1(对应 S 和

S′ 变成同一个参考系)，因此我们必有 D(v) = 1。因此，对于任意两个邻近事件我们必有

−dt ′2 +dx′2 +dy′2 +dz′2 =−dt2 +dx2 +dy2 +dz2. (3.48)

通常将 −dt2+dx2+dy2+dz2 称为两个邻近事件的时空间隔，简称间隔，并记为 −dτ2，

即

−dτ2 =−dt2 +dx2 +dy2 +dz2 =−dt2 +dx2. (3.49)

用这个记号，方程 (3.48) 就可以简记成

dτ ′2 = dτ2, (3.50)

称为两个事件的间隔不变性。假如有一个粒子从 (t,x,y,z) 运动到 (t + dt,x+ dx,y+ dy,z+

dz)，那么其间隔 dτ2 就等于一个固定在粒子上的钟在这个过程中所走过的时间的平方 (因
为在粒子本身的参考系中这个钟的空间坐标改变量为零)，所以这时候 dτ 就是这个钟走过
的时间，称为粒子的固有时2。

人们通常约定 t = x0,x = x1,y = x2,z = x3 这样就把四个时空坐标统一地记成了 xµ ,µ =

0,1,2,3. 利用这个记号，我们就可以将间隔的计算公式重写为

−dτ2 = ηµνdxµdxν , (3.51)

式中我们默认了求和约定 (后文也都默认求和约定)，而 ηµν 为，−η00 =η11 =η22 =η33 = 1,
其它指标分量都等于零。ηµν 称为四维闵可夫斯基时空的度规张量，所谓的闵可夫斯基时

空指的就是狭义相对论中的平直时空。值得注意的是，ηµν 关于它的两个指标是对称的，

即满足 ηµν = ηνµ。

dxµ 这样的四维时空的上指标量就称为四矢量，一个一般的四矢量可以记为 Aµ。但

是，我们也可以利用 ηµν 将 Aµ 的指标降下来，即约定

Aµ = ηµνAν . (3.52)

反过来，人们还会引入一个 ηµν , 它同样满足 −η00 = η11 = η22 = η33 = 1, 其它指标分量
都等于零。利用 ηµν 我们也可以反过来将 Aµ 的指标升上去，即约定

Aµ = ηµνAν . (3.53)
2从这里的讨论读者可以看到，间隔的定义和是否有粒子运动无关，而固有时的定义却依赖于一个运动的粒

子。因此，这是两个不同的概念，人们常常用不同的记号表示它们。
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人们也可以定义两个四矢量 Aµ ,Bµ 之间的内积，记为 A ·B，其定义为

A ·B = AµBµ = AµBµ = ηµνAµBν . (3.54)

两个四矢量的内积是参考系变换不变的，称为洛伦兹标量。

洛伦兹变换

狭义相对论中，两个参考系之间的时空坐标变换称作洛伦兹变换，根据前面所说，它

是一个保持间隔不变性的线性变换，通常写成

x′µ = Λµ
ν xν , (3.55)

式中 Λµ
ν 构成变换矩阵 Λ 的分量形式。

下面我们来构造一个具体的洛伦兹变换。为此，让我们考虑一种特殊情况，假如 S′ 系

沿着 S 系的 x 轴正方向以匀速 v 运动。假设我们这么选取 S′ 的坐标轴，以使得初始时两

个坐标系的坐标轴完全重合。这样一来，由于两坐标系的相对运动只发生在 x 方向上，与

y,z 方向无关，所以显然有 y′ = y,z′ = z。因此，我们只需要考虑事件的 t 坐标和 x 坐标在

参考系变换下如何变换，为此不妨暂时忽略间隔公式 (3.49) 中的 y,z 坐标，进而将间隔公

式简化为

−dτ2 =−dt2 +dx2 = dx+dx−, (3.56)

式中 x+ = x+ t,x− = x− t。间隔不变性告诉我们，参考系变换以后的 x+′
= x′+ t ′,x−′

=

x′− t ′ 必然满足 dx+′dx−′
= dx+dx−。显然这就意味着必定有某个参数 ω 使得 x+′

= e−ωx+,
x−′

= eωx−, 即有

x′ = cosh(ω)x− sinh(ω)t, (3.57)

t ′ =−sinh(ω)x+ cosh(ω)t. (3.58)

考虑 S′ 系的坐标原点 x′ = 0，它在 S 中的运动速度为 v, 因此我们有 tanh(ω) = v，利用双

曲函数的相关公式，容易得到 cosh(ω) = 1/
√

1− v2,sinh(ω) = v/
√

1− v2, 也即是说，x, t 坐

标的变换公式为

t ′ =
t − vx√
1− v2

, (3.59)

x′ =
x− vt√
1− v2

, (3.60)

再加上前面的 y′ = y,z′ = z，这四个式子就是最常用的一组洛伦兹变换。

3.2.2 相对论粒子的作用量

相对论不变性告诉我们，相对论粒子的作用量得是洛伦兹变换不变的！唯一的和粒子

坐标有关的这种不变量就是粒子的固有时 dτ。所以，粒子的作用量必定正比于 dτ 沿着粒
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子运动路径的积分。固有时具有时间量纲，而作用量的量纲为能量量纲乘以时间量纲，刚

好粒子质量 m 是能量量纲，从而我们知道，相对论粒子的作用量必定可以写成

S[x(s)] =−m
∫

dτ =−m
∫

ds

√
−ηµν

dxµ

ds
dxν

ds
. (3.61)

式中 s为粒子运动路径的参数，第一个式子的负号有多个理解角度，这里我们想指出的是，

有了这个负号，这个作用量的非相对论极限才会对，请读者在待会儿我们讨论非相对论极

限时留心。

值得指出的是，上述作用量 (3.61) 显然具有重参数不变性，即在 s → s̃(s) 的参数变换

下保持不变。这意味着我们可以在一定意义上任意选择参数 s。最常见的选择有两种，第

一种是，取 s = τ，即取固有时本身为路径的参数，从而作用量 (3.61) 可以写成

S[x(τ)] =−m
∫

dτ =−m
∫

dτ
√
−ηµν

dxµ

dτ
dxν

dτ
. (3.62)

第二种选择是取 s = x0 = t，即取通常的时间坐标为参数，这时候注意到

dτ2 = dt2 −dx2 = dt2(1−v2). (3.63)

式中 v = dx
dt 是粒子的速度。从而就可以将作用量 (3.61) 写成

S[x(t)] =−m
∫

dt
√

1−v2. (3.64)

假设粒子的运动速度远低于光速，即 v ≪ 1，那这时候就可以利用关于 v2 的泰勒展开将相

对论的作用量 (3.64) 近似成

S =−m
∫

dt +
∫

dt
1
2

mv2 + ... (3.65)

省略号表示 v2 的高阶项。很显然，除了相差一个对变分没有影响的常数项 −m
∫

dt 之外，

这个近似作用量正是非相对论的自由粒子的作用量!
另外，上述相对论粒子作用量显然具有 xµ → x̃µ = xµ +aµ(aµ 为常矢量) 的时空坐标

平移不变性。不妨以固有时参数的 (3.62) 来进一步讨论。为了考察这一时空平移对称性所
对应的守恒量，我们考虑如下无穷小变换

xµ → x̃µ = xµ + εµ(τ)⇔ δxµ = εµ(τ). (3.66)

在此变换下，作用量的改变量为

δS =−m
∫

δ (dτ) =−m
∫ 1

2
δ (dτ2)

dτ

= m
∫ 1

2
δ (ηµνdxµdxν)/dτ

= m
∫ dxµ

dτ
ηµνδ (dxν)

= m
∫

dτ
(dxµ

dτ
)
ε̇µ . (3.67)
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这意味着与时空坐标平移对应的守恒量是 m dxµ

dτ ，记作 pµ ,

pµ = m
dxµ

dτ
. (3.68)

利用固有时 τ 和坐标时 t 之间的关系式 (3.63) 容易得出

p0 =
m√

1−v2
, p =

mv√
1−v2

. (3.69)

另一方面，我们知道，时间坐标平移对应能量守恒，空间坐标平移对应动量守恒。因此 p0

就是相对论粒子的能量，p 就是相对论粒子的动量。这两者一起构成了一个四矢量 pµ，称

作四动量。很容易看出，四动量满足如下关系

−pµ pµ = (p0)2 −p2 = m2. (3.70)

如果允许引入一个辅助性的力学变量 e(s)，那我们还可以将作用量 (3.61) 写成一个更
加顺眼的形式，

S[e(s),x(s)] =
1
2

∫
ds
(

e−1ηµν
dxµ

ds
dxν

ds
− em2

)
. (3.71)

为了证明这个作用量与前面的 (3.61) 相等价，人们只要首先利用下式消去辅助力学变量
e(s) 即可

δS
δe(s)

= 0. (3.72)

这个过程就和我们上一章从相空间最小作用量原理推导坐标空间最小作用量原理时所做

的类似。

3.2.3 与电磁场的耦合

上一小节所讨论的只不过是一个自由的相对论粒子。而实际的相对论粒子会和诸如引

力场或者电磁场这样的基本力场发生相互作用，如何写出一个包含了相互作用的作用量

呢？这一小节我们以电荷为 q 的带电粒子与电磁场的相互作用为例来说明这一点。要点依

然是通过考虑对称性，不过，这时候我们要考虑的是电磁场的规范对称性。

正如上一章涉及过的，在电动力学中，我们会引入所谓的矢量势 A, 它和电势 ϕ 一起
构成了一个四矢量 Aµ，它的定义是 A0 = ϕ ,Ai = Ai(i = 1,2,3)。但是 Aµ 本身不是物理的，

真正物理上可测量的是电场强度 E 和磁场强度 B, 这两者可以统一成一个两指标的所谓二
阶反对称张量 Fµν , 具体来说即是 Fi0 = Ei, Fi j = εi jkBk(i, j = 1,2,3)，其中 Fi j 我们已经在

上一章碰到过了。Fµν 与 Aµ 的关系是

Fµν = ∂µAν −∂νAµ , (3.73)

式中 ∂µ = ∂
∂xµ。

从 Fµν 的关系式 (3.73) 可以看出，它在如下变换下保持不变

Aµ → Aµ +∂µε. (3.74)
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式中 ε(x) 为时空坐标 xµ 的任意函数。这个变换就称之为电磁场的规范变换，从这个变换

可以知道，Aµ 本身不是物理的，因为不同的相差一个规范变换的 Aµ 描述了同样的电磁场

强度。

我们也可以用微分形式的语言，将四矢量 Aµ 写成四维时空上的电磁场 1-形式 A,

A = Aµdxµ . (3.75)

用这套微分形式的语言，规范变换其实就是如下变换

A → A+dε. (3.76)

带电粒子和电磁场相互作用，它的作用量也得在这个规范变换下保持不变，这就是所谓的

规范对称性。

为了满足规范对称性，我们当然可以只用 Fµν 来和带电粒子相耦合，因为它是规范不

变的。但我们同时还要求作用量具有洛伦兹不变性，也就是说作用量得是一个洛伦兹标量，

因此不能有没被内积掉的指标存在。Fµν 关于两个下标反对称，因此最简单的洛伦兹标量

Fµν
dxµ

ds
dxν

ds 实际上等于零。用 Fµν 构造出来的最简单非零洛伦兹标量是 FµνFµν，很显然它

是电磁场场强的二次方项，如果电磁场不是非常强，那它就是一个二阶小量，那这样的项

实际上贡献就非常小，因此可以从带电粒子的作用量中忽略！

看起来好像没什么不可忽略的既规范不变又洛伦兹不变的项可以加到相对论粒子的

作用量中去！这当然有问题，因为带电粒子显然和电磁场有不可忽略的相互作用。仔细思

考以后我们可能会发现下面这一项

+q
∫ b

a
A. (3.77)

它就是电磁场 1-形式沿着带电粒子时空运动路径的积分, 式中我们假设这条路径起于 a 点

终止于 b 点。这一项显然是洛伦兹不变的，那它规范不变吗？很明显不是，因为在规范变

换 (3.76) 的作用下，它会变为

q
∫ b

a
A → q

∫ b

a
A+q

∫ b

a
dε (3.78)

但是，我们发现多出来的部分是一个全微分，它完全取决于路径的两个端点，即

q
∫ b

a
dε = q

(
ε(b)− ε(a)

)
. (3.79)

而我们早就知道，在使用最小作用量原理时，路径的两个端点是固定不变的，因此规范变

换下多出来的这一项对变分完全没有贡献。即是说，虽然给作用量加上的这一项 (3.77) 不
是规范不变的，但是，由它导出来的运动微分方程却是规范不变的！所以，(3.77) 这一项
实际上符合要求！

因此，我们可以写出相对论性带电粒子完整的作用量，为

S[x(s)] =−m
∫

dτ +q
∫

A

=−m
∫

ds

√
−ηµν

dxµ

ds
dxν

ds
+q

∫
dsAµ

dxµ

ds
. (3.80)
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如果将参数 s 取成坐标时 t, 并考虑 v ≪ 1 的非相对论极限，那上式就可以近似成

S[x(t)] =−m
∫

dt +
∫

dt
[1

2
mv2 −qϕ +qA ·v

]
+ ... (3.81)

显然，除了前面那个无关紧要的常数项外，这个作用量正是我们上一章纯粹碰运气猜出来

的带电粒子的作用量。但是现在，在一定的意义上我们是通过对称性的考虑推导出了它！

3.2.4 对称性决定一切？

相对论不变性加上规范不变性不仅可以决定带电粒子的作用量，它也可以决定电磁场

本身的作用量，从而也就决定了电磁场的麦克斯威方程。电磁场的规范对称性后来被杨振

宁和米尔斯所推广，变成所谓的非阿贝尔规范对称性。最后人们发现，某种非阿贝尔规范

对称性决定了强相互作用，而另一种非阿贝尔规范对称性决定了弱相互作用。不仅如此，

爱因斯坦的另外一个伟大发现就是，万有引力定律也遵循某种奇妙的“对称性”，这种“对

称性”既决定了处于引力场中的粒子的作用量，也决定了引力场本身的作用量，从而也就

决定了引力场本身的爱因斯坦方程。

到此为止，我们可以说，自然界中的四种基本相互作用，电磁相互作用、弱相互作用、

强相互作用、以及万有引力相互作用，它们的作用量都是由对称性所决定的。对称性是否

决定了一切呢？这个问题我们无法回答，不过我们可以回顾一下，决定了万有引力规律的

是何种对称性，并谈谈今天人们对自然界的对称性又有什么新的猜测。

万有引力和惯性力之间的对称性

爱因斯坦曾经向别人讲述过他所谓的“这辈子最幸福的想法”，他说 (大意)：有一天
他坐在专利局里，思考如何推广他的狭义相对论，使之能自洽地包含万有引力3。突然，他

想到一个人在电梯里随着电梯自由下落的情形。爱因斯坦仿佛可以切身地体会到这个人感

受到的失重，他意识到，在这个自由下落的人看来，地球重力不存在了，因为它被加速运

动的惯性力抵消了！爱因斯坦抓住了这个念头的关键点，即是说，惯性力可以抵消万有引

力，即是说，惯性力和万有引力其实是不可区分的！

这就是万有引力所遵循的奇妙对称性。根据这种对称性，对于一个在外太空加速运动

的人而言，他会感受到一个加速运动的惯性力，但是，假设他不能向外看，不知道飞船在

加速，他完全可以认为自己是在一个引力场中。所以伽利略发现，只要不向外看，飞船的

速度就是不可辨测的，而爱因斯坦进一步发现，飞船的加速度也是不可辨测的，因为它等

效于一个引力场！

当然，这里有一个微妙的关键，即惯性力和万有引力之间的这种等价性只对局限在一

个局部小区域 (比如一部电梯) 之内的观察者才成立。即是说，万有引力的这种奇妙对称
性是一种局域对称性 (和电磁场的规范对称性有点类似)。爱因斯坦称他发现的这种万有引
力的局域对称性为等效原理，意即，局域而言，惯性力和万有引力等效。

3那时候人们只知道电磁力和万有引力，强相互作用力和弱相互作用力还没发现。电磁力天然与狭义相对论

自洽，但是牛顿的万有引力理论是一种超距作用力，即是说牛顿认为万有引力的传播不需要时间，这和狭义

相对论所说的相互作用的传播速度不能超过光速矛盾了！



64 Chapter 3. 对称性

将等效原理所描述的这种对称性和狭义相对论不变性结合起来，就能决定万有引力场

的作用量，也就是所谓的希尔伯特-爱因斯坦作用量。对这个作用量应用最小作用量原理，
就能导出引力场的爱因斯坦方程。而这一整个理论就是著名的广义相对论。

玻色子与费米子的对称性？

我们已经看到了对称性的神奇力量。人们当然想继续延伸这种力量的作用范围，使之

无远弗届。在现代物理中，对称性观念的最重要推广也许要算超对称。读者也许知道，自

然界中的基本粒子可以分成两大类，即费米子和玻色子，像电子这样的粒子就是费米子，

而像光子这样的粒子就是玻色子。费米子和玻色子性质截然不同，两者在物理理论中的作

用也不一样。然而，超对称说，也许费米子与玻色子之间也存在着一种对称性，也许每一

个玻色子都有一个费米子伴侣，反之也一样，也许玻色子和费米子在理论中的作用是平等

的。

当然，超对称依然是一个猜测，目前还没有被实验所验证。但是，物理学家们的确构造

出了很多具有超对称性的理论模型，这些模型中有些能解决现代物理中一些重大的难题。

不仅如此，超对称的理论模型由于具有更大的对称性，因此理论的性质也会更好，所以常

常成为人们求解物理问题以及发展物理想法的玩具模型，当前数学物理研究的一个重要方

向就是研究各种超对称场论模型。我们这里无法用简单的几句话描绘出超对称的美妙，因

为这需要在量子场论中才能看清楚。



4. 两体问题和受限三体问题

前面几章初步发展了经典力学的理论框架，下面当然要用这个框架来处理具体问题。

因此这一章我们将研究如何求解两体问题以及一类特殊的三体问题。需要说明的是，这一

章的内容我想不出什么与众不同的讲述方式。但是作为一本正经的经典力学书，不讲这些

内容无论如何是不行的。因此，这一章的处理可能和已有的理论力学书或讲义没有太大不

同。

4.1 两体问题

太阳系的九大行星如何运动呢？这问题其实非常复杂，答案是未知的。因为这是一个

多体问题，而这样的多体问题并没有一般性的解析解。不过我们知道，太阳的质量比行星

大很多，任何行星主要是受太阳的万有引力，其它行星的影响往往可以忽略。如此一来，

行星的运动问题就变成了一个只需考虑这颗行星本身和太阳的相互作用的两体问题。开普

勒告诉我们，行星相对太阳是在作椭圆轨道运动。几百年前的牛顿和我们一样也知道这个

结论，但是，牛顿面临的难题是，如何用理论推理得出行星必定作椭圆轨道运动，这就是

所谓的开普勒问题，本章的核心之一就是要解决这一问题。

假设有两个质点，质量分别为 m1,m2，位置矢量分别为 x1,x2。两质点间有相互作用

势能，它仅仅依赖于两质点间的距离 |x1 −x2|，记为 V (|x1 −x2|), 则这个系统的拉格朗日
量可以写成

L =
1
2

m1ẋ2
1 +

1
2

m2ẋ2
2 −V (|x1 −x2|). (4.1)
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很显然，这个系统有空间平移不变性，因此总动量守恒，即是说系统的质心作匀速直线运

动。因此，我们可以在质心参考系中考察问题。不妨设 x1, x2 为两质点在这个质心系中的

位置矢量，从而有

m1x1 +m2x2 = 0, (4.2)

另外，我们再引入相对坐标 x，

x1 −x2 = x. (4.3)

由这两个方程容易解出

x1 =
m2

m1 +m2
x =

m
m1

x, x2 =− m1

m1 +m2
x =− m

m2
x. (4.4)

式中 m 称为约化质量，其定义为

m =
m1m2

m1 +m2
⇔ 1

m
=

1
m1

+
1

m2
. (4.5)

将 x1,x2 的表达式代入系统的拉格朗日量 (4.1)，就可以将这个拉格朗日量在质心系中简化
为

L(x, ẋ) =
1
2

mẋ2 −V (|x|). (4.6)

这样一来，就把原来的两体问题约化成了一个单体问题，不过，这个单体的质量是约化质

量 m, 其位置矢量为原来两个质点的相对位置 x。

很明显，(4.6) 式不显含时间，从而必有能量守恒！另外，(4.6) 式显然在 x 的空间旋
转之下保持不变，因此有角动量守恒，记这个守恒的角动量为 J, J = x×p。从矢量叉乘的
性质容易知道，J 必定始终和位置矢量 x 相垂直。而 J 是守恒的，它指向三维空间的一个
固定方向，因此 x 必定始终和这个固定方向垂直，如此一来，x 只能处于与这个方向垂直
的平面上。即是说，这个约化的单体运动必定是平面运动。

我们可以在这个运动平面上取极坐标，从而将 dx2 写成，dx2 = dr2 + r2dϕ 2，进而就

可以将拉格朗日量 (4.6) 在极坐标中写成

L(r, ṙ, ϕ̇) =
1
2

m(ṙ2 + r2ϕ̇ 2)−V (r). (4.7)

这个拉格朗日量显然不依赖于 ϕ，即在 ϕ → ϕ +a 下保持不变 (由于 ϕ 是极角，因此这其
实就是旋转不变), 因此按照上一章关于对称性与守恒量的处理容易知道， ∂L

∂ ϕ̇ 必定是守恒

量。和旋转对称性对应的守恒量当然就是上面的角动量，这里记为 J，即

J =
∂L
∂ ϕ̇

= mr2ϕ̇ (4.8)

是守恒量。
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4.2 中心力场

4.2.1 中心力场的一般讨论

上一节出现的力场 V (r) 就是中心力场，即是说，中心力场其实就是势能函数仅仅依

赖于径向坐标 r，从而具有空间旋转不变性的力场，r = 0 的坐标原点就是力心。上一节其

实就是将两体问题约化为了一个在中心力场中运动的单体问题。我们已经看到，这样一个

系统的角动量 J = mr2ϕ̇ 是守恒的，另外系统的能量也是守恒的，即

E =
1
2

m(ṙ2 + r2ϕ̇ 2)+V (r) =
1
2

mṙ2 +V (r)+
J2

2mr2 (4.9)

是一个常数。

中心力场的角动量守恒其实和著名的开普勒第二定律是一回事。根据开普勒第二定

律，行星的掠面速度 (即行星在单位时间内扫过的面积) 是一个常数，记行星扫过的面积
为 A，即有

dA
dt

=
1
2
|x×dx|/dt =

1
2
|x×v| (4.10)

是一个常数。但是很显然，

dA
dt

=
1
2
|x×v|= 1

2
|x×mv|/m =

J
2m

, (4.11)

所以这正是角动量守恒。

所以中心力场真正需要仔细处理的其实是径向运动，即 r 如何随时间 t 演化。从 (4.9)
式容易看出，假设我们定义

Veff(r) =V (r)+
J2

2mr2 , (4.12)

(其中 J2

2mr2 称为离心势能)，那么这一径向运动问题其实就是在有效势能 Veff(r)中运动的一

维问题。r 就是这个一维运动的坐标，而这个“一维运动”粒子的守恒能量为

E =
1
2

mṙ2 +Veff(r). (4.13)

从这个式子很容易得到

dr
dt

=

√
2
m

[
E −Veff(r)

]
, (4.14)

积分就可以得出 r(t)。而由角动量守恒，我们又有

dϕ
dt

=
J

mr2 , (4.15)

进一步积分就能得出 ϕ(t)，到此为止，原则上我们就可以完全解出中心力场问题了。
但是，很多时候我们更关心的其实是粒子的运动轨道。为此我们消去 (4.14)式和 (4.15)

式中的 dt，进而可以知道中心力场中粒子的轨道 r(ϕ) 由下面的积分给出

ϕ = ϕ0 +
∫ r

dr′
(J/r′2)√

2m[E −Veff(r′)]
. (4.16)
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很显然，只要知道了 Veff(r)，就能求出粒子的运动轨道。

为此我们来研究一下 (4.12) 式定义的有效势能 Veff(r)。首先很明显，由于离心势能在

r → 0 时趋于 +∞, 因此只要 V (r) 在 r → 0 时不趋于 −∞ 或者趋于 −∞ 的速度不够快，那
Veff(r) 就会满足

r → 0 : Veff(r)→+∞. (4.17)

另外，合理的势能当然会随着 r →+∞ 而衰减为零，所以 Veff(r) 也应该满足，

r →+∞ : Veff(r)→ 0. (4.18)

满足这两个要求的典型 Veff(r) 曲线如图 (4.1) 所示。图中能量水平线 E 和势能曲线的交点

Figure 4.1: 有效势能曲线。

rmin 和 rmax 对应 ṙ = 0，粒子的运动束缚在 r ∈ [rmin,rmax] 的区间上。rmin 和 rmax 分别对应

中心势场中粒子运动的近心点和远心点。但是从图中也可以看到，如果粒子的能量 E 过

大，那 rmax 点就不存在了，这时候粒子就不再做束缚运动，而是可以跑到无穷远处去了。

即使对于图 (4.1) 中所示的束缚运动，粒子的运动轨道一般也不闭合，而是如图 (4.2)
所示的那样，在半径区间为 [rmin,rmax] 的一个环形区域内不断进动。从公式 (4.16) 可以知
道，粒子半径每次从 rmax 变到 rmin 然后再回到 rmax, 它的矢径都会扫过一个 ∆ϕ 角，

∆ϕ = 2
∫ rmax

rmin

dr
(J/r2)√

2m[E −Veff(r)]
. (4.19)

从图 (4.2) 中可以看出，这个角度通常并不等于 2π，它和 2π 的差值就是所谓的近心点在
一周之内的进动角。通常来说这个进动角并不等于零。关于进动角的近似计算，请读者参

看朗道《力学》第三章的习题。

公式 (4.16) 中的平方根在近心点和远心点处改变符号，因此，如果将力心到近心点
(或者远心点) 的方向选为极轴，ϕ 角从这里开始算起，则很显然，在这个极轴的两侧，对
于同一 r 值，ϕ 角的区别仅仅在于正负号不同。也即是说，有心力场中粒子的轨道关于这
一从力心到近心点的轴是对称的。

什么情况下会出现闭合轨道呢？有一个伯特兰定理 (Bertrand Theorem) 说：只有两
类中心力场，其中一切束缚运动都是闭合轨道，第一类是 V (r) =− k

r，第二类是 V (r) = kr2，
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Figure 4.2: 不闭合的轨道。图片来自朗道《力学》。

这里系数 k > 0。第二类其实就是所谓的三维谐振子，而很幸运的是，万有引力属于第一

类，正因为如此行星绕太阳才是一个闭合轨道。(注意，伯特兰定理并没有排除其它势能函
数在某些特定情况下也可能出现闭合轨道。)

实际上，对于万有引力情形，行星的轨道不仅是闭合轨道，而且开普勒第一定律告诉

我们，它还是椭圆轨道。怎么证明这是一个椭圆轨道呢？这就是我们下面要求解的开普勒

问题。

4.2.2 开普勒问题

吸引力

求解开普勒问题的关键就在于对于 V (r) = − k
r 的引力势能计算出公式 (4.16) 中的积

分。这时候有效势能 Veff(r) 为，

Veff(r) =−k
r
+

J2

2mr2 , (4.20)

这正好属于前面讨论过的典型势能曲线。而我们要计算的就是

ϕ = ϕ0 +
∫ r

dr′
(J/r′2)√

2m[E + k
r′ −

J2

2mr′2 ]
, (4.21)

为此, 进行 r′ = 1
u 的变量代换，得积分

ϕ = ϕ0 −
∫ 1/r

du
1√

2mE/J2 +u2mk/J2 −u2

= ϕ0 −
∫ 1/r

du
1√

m2k2e2/J4 − (u−mk/J2)2

= ϕ0 + arccos
[1

e
(

p
r
−1)

]
(4.22)

式中

e =

√
1+

2EJ2

mk2 , p =
J2

mk
. (4.23)
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由此即有

p
r
= 1+ ecos(ϕ −ϕ0). (4.24)

这是以力心为焦点的二次曲线的极坐标方程，e 就是所谓的离心率。从 (4.23) 式可知，这
个离心率依赖于粒子的总能量 E, 当 E > 0 时，e > 1, 这时候 (4.24) 描述的是一条双曲线，
它说明粒子沿着双曲线的一支运动，这显然不是束缚运动。当 E = 0 时，e = 1, (4.24) 描
述的是一条抛物线，这也不是束缚运动。有意思的是 E < 0 情形，这时候 e < 1，(4.24) 描
述的是椭圆，很明显这是束缚轨道，它也正是我们想要证明的，行星绕太阳做椭圆轨道运

动。

如果以力心到近日点的方向为极坐标的极轴，则方程 (4.24) 可以进一步简化成

p
r
= 1+ ecos(ϕ). (4.25)

对于椭圆轨道，从 (4.25) 式很容易看出，近心点和远心点分别为

rmin =
p

1+ e
, rmax =

p
1− e

. (4.26)

由 rmin + rmax = 2a, 可以求出椭圆的半长轴 a，为

a =
p

1− e2 =
k

2|E|
. (4.27)

可见，半长轴仅仅依赖于系统的总能量 E 和角动量 J 无关。由 b =
√

a2 − c2 = a
√

1− e2 可

以进一步求出半短轴，和 a 不同，它既依赖于 E 又依赖于 J。

下面我们来证明开普勒第三定律。为此我们首先计算椭圆的面积

A = πab = πa2
√

1− e2 = π p2(1− e2)−3/2

= π p
1
2 (

p
1− e2 )

3/2 = π
J

(mk)
1
2

a3/2. (4.28)

另一方面，行星的掠面速度等于 1
2 r2ϕ̇ = J

2m。将椭圆面积除以掠面速度，就得到行星运动

的周期 T

T = 2π
√

m
k

a3/2. (4.29)

注意到对于万有引力，k = GMm(M 为太阳质量)，代入上式即得 T = 2π
√

1
GM a3/2，这正是

开普勒第三定律 1。

1实际比这要稍微复杂一点，其实我们的 m 是约化质量，假设记太阳质量为 M = m1，行星质量为 m2, 那么
其实 k = Gm1m2, 而 m = m1m2

m1+m2
, 所以结果其实应该是 T = 2π

√
1

G(m1+m2)
a3/2。但是，注意到 m1 ≫ m2，所以

近似有 T = 2π
√

1
GM a3/2。
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排斥力

但是，如果两个质点之间的中心力场不是一个吸引力，而是排斥力 (比如同性带电粒
子之间的库伦排斥力)，即 V (r) = k

r (k > 0), 那情况会略微有些不同。这时候有效势能为

Veff(r) =
k
r
+

J2

2mr2 , (4.30)

这个势能恒大于零，从而必有系统总能量 E > 0。另外，与前面吸引力情形同样的算积分，

现在将会有

p
r
=−1+ ecos(ϕ). (4.31)

式中 e, p 依然由 (4.23) 式给出。由于现在 E 必定大于零，从而必有 e > 1，从而 (4.31) 描
述的必定是双曲线，粒子沿着双曲线的一支运动，只不过，现在力心位于这一支的外焦点

上。当然，这种情况粒子的运动必定是无界的，不可能是束缚运动。近心点 rmin 为

rmin =
p

e−1
= a+ c = a(1+ e). (4.32)

拉普拉斯-龙格-楞次矢量

前面说过，闭合轨道是非常特殊的，那么为什么行星绕太阳运动的轨道是一个闭合的

椭圆轨道呢？伯特兰定理告诉我们，这是因为 V (r) =−k/r 这种形式的势能的特殊性。那

这种势能特殊在哪儿呢？回答是，这种 1/r 形式的势能不仅有空间旋转对称性，它还有更

高的隐藏的对称性，通常称作动力学对称性。这种动力学对称性的存在意味着除了角动量

守恒以外，系统还有额外的守恒量。这个额外的守恒量就是所谓的拉普拉斯-龙格-楞次矢
量，记为 R，它的定义是

R = v×J− k
x
r
. (4.33)

为了证明 R 的确是守恒量，我们进行如下计算 (注意角动量是守恒的)
d
dt

(v×J) = v̇×J =−k
1
m

x
r3 ×J =−k

1
r3 x× (x×v)

=−k
1
r3

[
(x · ẋ)x− (x2)ẋ

]
=−k

1
r3

[
(rṙ)x− r2ẋ

]
= k
[
− x

r2 ṙ+
ẋ
r

]
= k

d
dt

(x
r

)
. (4.34)

从计算结果很明显可以看出 R 是守恒量。
实际上，R 始终从力心指向近心点。为了看出这一点，我们选取 R 方向为极轴，从而

x ·R = r|R|cosϕ . (4.35)

另一方面，x ·R = x · (v×J)−k x2

r = (x×v) ·J−kr = J2

m −kr。结合上面的式子，就可以得到

J2

m
− kr = r|R|cos(ϕ)⇔ J2

mk
/r = 1+

|R|
k

cos(ϕ). (4.36)

很显然，最后这个式子正是椭圆轨道的 (4.25) 式。这个推导过程说明了两件事情：第一，
由于 (4.25) 式正是以力心到近心点的方向为极轴，所以这说明了 R 的确指向近心点。第
二，它说明了闭合的椭圆轨道的确来源于额外的这个守恒量。
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4.2.3 散射问题

开普勒问题更关心的是束缚轨道，散射问题则关心的是散射运动。这时候我们以一个

粒子为散射粒子，另外一个粒子为靶粒子，我们要考察的是散射粒子相对于靶粒子的运动。

我们知道，对于这一相对运动而言，只需要取质心参考系并将散射粒子质量取成约化质量

m，则两体散射问题就约化成了一个单体问题。这时候可以将靶粒子的位置看成是“固定

不动”的力心，初始时散射粒子从无穷远处朝着靶粒子入射，受靶粒子产生的中心力场作

用以后，最后又以一个偏转角 θ 飞到无穷远处去 (设 r →+∞ 时 V (r)→ 0)，如图 (4.3) 所
示。和所有的中心力场问题一样，散射过程当然也有能量守恒和角动量守恒，不过人们通

常用粒子在无穷远处的速度 v0 以及入射粒子的瞄准距离 b 来刻画这两个守恒量。所谓的

瞄准距离，就是力心 O 到入射粒子初动量 v0 方向的垂直距离，如图 (4.3) 所示。很明显，
能量 E 以及角动量 J 与 v0,b 的关系为

E =
1
2

mv2
0, J = mv0b. (4.37)

Figure 4.3: 散射

前面说过，对于这样的中心力场问题，粒子的运动轨道关于从力心到近心点的轴线

(即图 (4.3) 中的 OA 线) 对称。如果记散射粒子轨道的两条渐近线与此轴线的夹角为 ϕ0，

则很显然，粒子散射后的偏转角 (也叫散射角)θ 满足

θ = π −2ϕ0. (4.38)

从前面关于中心力场的一般讨论容易知道，ϕ0 可以由下式算出

ϕ0 =
∫ ∞

rmin

dr
(J/r2)√

2m[E −Veff(r)]
=
∫ ∞

rmin

(b/r2)dr√
1−2V (r)/(mv2

0)−b2/r2
. (4.39)

由这两个式子原则上就能算出散射角 θ 对入射粒子速度 v0 以及瞄准距离 b 的依赖关系。

通过实验测量验证这个依赖关系就能验证我们的理论，特别是能得到很多关于中心力场

V (r) 的信息。

卢瑟福通过他的 α 粒子散射实验最早表明了散射问题的重要性，卢瑟福的工作不仅
是建立正确的原子模型的基础，而且在一定意义上它也是整个粒子物理的开端。不过，卢
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瑟福不是直接去测量 θ 与 v0,b 的关系，而是引入了一个全新的更容易测量的量，这就是

散射截面。

具体来说，就是考虑一束 (而不是单独的一个) 同样速度的入射粒子，它们的瞄准距
离不同且均匀分布，然后测量单位时间有多少粒子被散射到 θ 方向的单位立体角内。很显
然，如果入射粒子越多，那散射的就会越多，散射粒子数一定正比于入射粒子流强 I (也就
是单位时间单位横截面积上的入射粒子数)，因此为了抓住真正物理的信息，实验上测的是
散射粒子数与入射流强 I 的比值。如果记单位时间散射到 θ 方向的立体角 dΩ = 2π sinθdθ
之内 (整个立体角形成一个环绕水平方向的空心圆锥) 的粒子数为 dN，那实验上测的就是

下面这个量

dσ =
dN
I
. (4.40)

很容易看出，这个量有面积的量纲，所以叫微分散射截面。

散射角 θ 是瞄准距离 b的函数，两者一一对应。假设空心圆锥立体角 dΩ = 2π sinθdθ
对应瞄准距离 [b,b+ db]，即是说瞄准距离在这个区间之内的入射粒子都被散射到圆锥立

体角 dΩ = 2π sinθdθ 中了。则很显然，这样的入射粒子构成一个以 b 为内径 b+db 为外

径的面积为 2πbdb 的圆环，从而 dN = I(2πbdb)，从而

dσ = 2πbdb = 2πb(θ)| db
dθ

|dθ =
b(θ)
sinθ

| db
dθ

|dΩ, (4.41)

式中的绝对值符号来源于 b(θ) 通常是一个减函数，而我们定义的微分散射截面始终是正
的。很显然，只要知道了 b 和 θ 之间的函数关系，就能算出微分散射截面。反过来，测量
微分散射截面就可以间接验证 b 和 θ 之间的函数关系。

卢瑟福公式

假设散射粒子和靶粒子之间的力场为库伦排斥力场，V (r) = k
r (k > 0)，α 粒子和原子

核的散射正是这种情形。则我们容易算出公式 (4.39) 中的积分，为

ϕ0 = arccos

 k
mv2

0b√
1+( k

mv2
0b)

2

 . (4.42)

从而即有

b2 =
( k

mv2
0

)2 tan2 ϕ0. (4.43)

根据 (4.38) 式，即有

b2 =
( k

mv2
0

)2 cot2
(θ

2
)
. (4.44)

将这个式子两边微分，并代入微分散射截面的公式 (4.41)，就可以得到

dσ =
( k

2mv2
0

)2 1
sin4 (θ

2

)dΩ. (4.45)
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这就是著名的卢瑟福公式。

然而，我们知道，对于 α 粒子这样的微观粒子，正确的描述应该是用量子力学。因此
上面用经典物理推导出来的卢瑟福公式并不能保证一定对。但是，这里碰巧的是，量子力

学推导出来的结果和上面经典物理的结果完全一样。这种巧合正是因为 1/r 这种类型的势

场是特殊的，有隐藏着的更高对称性。

4.3 受限三体问题和拉格朗日点

前两节通过将两体问题约化为单体问题，再通过能量守恒和角动量守恒，我们已经完

全求解出了两体问题。按照道理来说，下面要研究的自然应该是三体问题，即三个质量分

别为 m1,m2,m3 的质点通过万有引力相互作用的问题。但是三体问题是数学和天文学中著

名的难题，庞加莱等人曾经证明过，一般性的三体问题不存在解析解。所以人们自然想到

研究某种极端简化后的三体问题，具体来说即是研究三体中的某一体质量相比来说非常小

(因此其引力场可以忽略) 的情形，即

m1 ≫ m3, m2 ≫ m3. (4.46)

这就是所谓的受限三体问题，或者有时候也称作限制性三体问题。

在实际应用中，受限三体问题非常重要，因为比方说，太阳-地球-月亮就可以看成这
样的一个受限三体系统，因为月亮的质量相对很小。另外，人们常常将航天器发射到日地

系统或者地月系统中，这时候航天器和日地系统或者和地月系统一起也构成了受限三体系

统。然而，即使对于受限三体问题，一般性的求解也非常困难，事实上，1889 年庞加莱正
是在研究受限三体问题时，首次发现了动力系统中的混沌。所以下面我们也不是要一般性

地求解受限三体问题，而是将注意力集中于受限三体问题的一个重要概念，叫做拉格朗日

点。

从上面的论述可以知道，受限三体问题就是 m1 和 m2 这两个大质量的物体形成两体

运动，然后 m3 在这个两体的引力场中运动的问题。m3 质量很小，因此对 m1,m2 的反作

用可以忽略。这里进一步考虑一种简单情形，我们假设，m1,m2 绕着它们的质心做匀速率

圆轨道运动，两者的旋转角速度为 ω，很显然它满足

mω2R = G
m1m2

R2 , (4.47)

式中 m 为约化质量，R 为 m1,m2 两者之间的距离。由上式即有

ω2 =
G(m1 +m2)

R3 . (4.48)

另外，由前面关于两体问题的分析可以知道，m1,m2 与质心的距离 r1,r2 分别为

r1 =
m
m1

R, r2 =
m
m2

R. (4.49)

下面进一步简化问题，假设 m3 的运动限制在 m1,m2 的旋转平面上。为了分析 m3 的

具体运动，我们取 m1,m2 的质心为原点，取旋转平面为 x− y 平面，取参考系 (坐标系)
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Figure 4.4: m1,m2 所构成的旋转参考系。

在这个平面上以角速度 ω 旋转，并让 m1,m2 位于这个旋转参考系的 x 轴上，如图 (4.4)
所示。记 m3 相对这个旋转参考系的速度为 v′ = (ẋ, ẏ)，它在这个旋转参考系中的坐标为

x = (x,y)，则 m3 相对静止惯性系的速度 v 应该等于 v′ 再加上参考系旋转的速度 ω × x，
即

v = v′+ω ×x. (4.50)

从而 m3 的拉格朗日量 L 为

L =
1
2

m3
(
v′+ω ×x

)2 −V

=
1
2

m3v′2 +m3v′ · (ω ×x)−
[
V − 1

2
m3(ω ×x)2]

=
1
2

m3(ẋ2 + ẏ2)+m3ω(xẏ− yẋ)−Veff. (4.51)

式中有效势能 Veff 的定义为

Veff =V − 1
2

m3(ω ×x)2 =V − 1
2

m3ω2(x2 + y2), (4.52)

其中的第二项代表的是离心势能。而 V 代表的是 m3 受 m1,m2 的万有引力势能，即

V =−G
m1m3

r13
−G

m2m3

r23
, (4.53)

式中

r2
13 = (x+

m
m1

R)2 + y2, r2
23 = (x− m

m2
R)2 + y2. (4.54)

利用拉格朗日方程容易得出 m3 在旋转参考系中的运动微分方程，为

m3ẍ−2m3ω ẏ =−∂Veff
∂x

m3ÿ+2m3ω ẋ =−∂Veff
∂y

. (4.55)
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上述方程左边的第二项代表的就是所谓的科里奥利力。这组方程的一般性求解不是一件容

易的事情，下面我们考虑它的平衡解，即 ẋ = ẏ = ẍ = ÿ = 0 的解。相应的解就是所谓的拉

格朗日点，显然它们相应于有效势能的极值点，满足如下方程

0 =
∂Veff
∂x

= Gm1m3
x+Rm/m1

r3
13

+Gm2m3
x−Rm/m2

r3
23

−m3ω2x

0 =
∂Veff
∂y

= Gm1m3
y

r3
13

+Gm2m3
y

r3
23

−m3ω2y. (4.56)

下面要做的就是求解方程 (4.56)。首先求 y = 0 的解，这时候 (4.56) 式的第二个方程
自动满足，而第一个方程相当于

ω2x = Gm1
x+Rm/m1

|x+Rm/m1|3
+Gm2

x−Rm/m2

|x−Rm/m2|3
. (4.57)

这个方程有三个解，图 (4.5) 分别画出了这个方程左边和右边的函数曲线，从交点可以清
楚地看到这三个解。也即是说，在 m1,m2 的连线上有三个拉格朗日点，分别位于 m1 的左

Figure 4.5: y= 0对应的 x的三个解。图片来自 David Tong的在线讲义 classical dynamics.

侧、m2 的右侧、以及 m1,m2 的中间，记为 L3,L2,L1。这三个拉格朗日点最早是欧拉发现

的。

下面求方程 (4.56)y ̸= 0 的解。这时候由 (4.56) 的第二个方程可以得到

G
m2

r3
23

= ω2 −G
m1

r3
13
. (4.58)

代入 (4.56) 的第一个方程，就可以得到

ω2 =
G(m1 +m2)

r3
13

=
G(m1 +m2)

r3
23

. (4.59)

与前面的 (4.48) 式比较，即有

r13 = r23 = R. (4.60)

即 m3 要和 m1,m2 构成等边三角形，显然，有两个点满足这样的要求，分别记为 L4,L5。这

就是拉格朗日发现的两个拉格朗日点。

所以，总共有五个不同的拉格朗日点，其分布如图 (4.6)所示。研究表明，L1,L2,L3 这
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Figure 4.6: 五个不同的拉格朗日点。

三个拉格朗日点是不稳定平衡点，而只要 m2 远远小于 m1，那么由于科里奥利力的存在，

L4,L5 这两个拉格朗日点将是稳定平衡点。

所有的拉格朗日点都很有用。比如，L1,L2,L3 这三个拉格朗日点虽然不稳定，但是

在它们附近的航天器只需要很小的能量消耗就能回复到平衡点附近。在日地系统中 (地
球为 m2)，由于距离地球比较近，L1 这个拉格朗日点常被用来放置太阳观测卫星，例

如 NASA(美国国家航空航天局)1997 年发射的先进成分探测器 (Advanced Composition
Explorer，ACE)，就在 L1 点运行。NASA 和 ESA(欧洲空间局) 联合发射的太阳和日光层
探测器 (Solar and Heliospheric Observatory，SOHO) 同样在日地系统的 L1 处运行。日地

系统的 L2 点同样离地球比较近，因此也被 NASA 和 ESA 用来放置太空天文台。宇宙学
领域两颗著名的用于探测微波背景辐射的探测器，WMAP 和 PLANCK 就被放置在日地
系统的 L2 处。类似的，地月系统的这三个拉格朗日点也很有用，比如，2018 年中国发射
的登月探测器玉兔二号就利用了地月系统中 (月球为 m2，地球为 m1) 的 L2 点来实现其在

月背时和地球的中继通信。

太阳和行星系统的 L4,L5 点天然是稳定平衡点，因此可以想见，这两个位置会吸引很

多小行星。这些小行星通常被称为特洛伊星体。据统计，日木系统的 L4,L5 位置有几千颗

这样的小行星。同样，地月系统的 L4,L5 点也是稳定平衡点，不令人意外，这两个位置被

观测到吸引有星际尘埃。





5. 再谈哈密顿力学

本章讲述哈密顿力学的系统理论，内容包括泊松括号，正则变换，以及哈密顿-雅可比
方程。这一章和通常教材的不同在于，处理方式更为现代，语言也更为现代，因此更有利

于读者日后阅读现代文献。

这一章中包含了一些漂亮的定理，包括诺特定理的重新回顾，刘维尔定理，还有庞加

莱回归定理。只要不是单纯的数学定理，而是理论力学框架中的结论，我们都给出了证明，

并且我采用的都是一些在我看来最为简洁优雅的证明。
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5.1 泊松括号

5.1.1 辛结构

前面的章节中我们引入了哈密顿正则方程，它是一组关于粒子如何在广义坐标和广义

动量所构成的相空间中演化的一阶常微分方程，其形式是

q̇a =
∂H
∂ pa

, ṗa =− ∂H
∂qa . (5.1)

式中假设系统有 n 个自由度，从而指标 a = 1,2, ...,n。我们看到，广义坐标 q 和广义动量

p 在哈密顿正则方程中地位非常平等，正因为如此，人们也常将 qa, pa 称为一对正则变量，

同时也称广义坐标为正则坐标，称广义动量为正则动量。但是我们也看到，正则坐标的方

程和正则动量的方程相差了一个负号！这个负号从哪儿来的呢？
为了理解哈密顿正则方程中这个额外负号的来源，我们可以回想一下相空间的最小作

用量原理，我们知道，哈密顿正则方程的形式是由相空间作用量决定的，而这个作用量除

了取决于哈密顿量之外，还有一项就是取决于辛势 Θ = padqa(默认对 a 求和)。哈密顿正
则方程中的负号显然和哈密顿量没什么关系，所以它必定来源于辛势 Θ。但是，辛势的表
达式 Θ = padqa 中 p,q 甚至都不完全平等，为了让这两者更平等一点，我们不妨考察 Θ
的外微分，称之为辛形式，记为 ω，它的具体定义是

ω = dΘ = d pa ∧dqa. (5.2)

辛形式 ω 是一个 2-形式，而且由于它是辛势的外微分，所以是一个恰当形式，从而
当然也一定是闭形式，即满足

dω = 0. (5.3)

辛形式 ω 关于正则坐标和正则动量非常对称，但是，由于 dqa ∧ d pa = −d pa ∧ dqa, 所以
q, p 互换的时候正好会多出一个负号。这其实就是哈密顿正则方程中额外的那个负号的来

源。辛形式对于哈密顿正则系统非常重要，原因在于，它是相空间的一个基本结构，因此

带有辛形式 ω 的相空间就称之为定义了辛结构的相空间。
既然 q, p 地位平等，都是相空间的坐标，我们不妨把它们写得更平等一点。具体来说，

即引入 2n 维相空间的坐标 x = (x1,x2, ....x2n)T = (q1, ...,qn, p1, ..., pn)
T，式中 T 表示转置操

作，所以 x 是一个具有 2n 个分量的列矢量，注意它不是三维坐标矢量，请读者注意根据
上下文区分 x 这个符号的含义。x 的各分量我们记为 xi, i = 1,2, ...,2n，前 n 个 i 指标代表

正则坐标 q，后 n 个 i 指标代表正则动量 p。

有了更为对称的相空间坐标 x 之后，我们就可以把辛形式重新表示为

ω = d pa ∧dqa ≡ 1
2

ωi jdxi ∧dx j. (5.4)

式中和本章的所有地方一样使用了求和约定，对于重复指标 a，约定从 1 到 n 求和，对于

重复指标 i, j 则约定从 1 到 2n 求和。我们可以把辛形式在坐标 x 中的分量 ωi j 理解为一

个 2n×2n 矩阵的第 i 行第 j 列，很明显这个矩阵 (记为 J−1) 为，

J−1 = (ωi j) =

(
0n×n −1n×n

1n×n 0n×n

)
. (5.5)
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这是一个反对称矩阵，满足 ω ji =−ωi j。式中 1n×n 表示 n×n 的单位矩阵。J−1 的逆矩阵

当然就记为 J(请不要和角动量相混淆)，很容易看出 J =−J−1，为

J = (ω i j) =

(
0n×n 1n×n

−1n×n 0n×n

)
, (5.6)

这里我们已经把 J 的第 i 行第 j 列记为 ω i j，即有

ωi jω jk = δ k
i , ω i jω jk = δ i

k. (5.7)

式中 δ i
j 表示单位矩阵的第 i 行第 j 列，即 i = j 时，δ i

j = 1，i ̸= j 时，δ i
j = 0。

很容易验证，有了上面由辛形式导出的矩阵 J，我们就可以将哈密顿正则方程重写为

ẋi = ω i j∂ jH, (5.8)

式中 ∂ j =
∂

∂x j。或者写成矩阵形式

ẋ = J
∂H
∂x

. (5.9)

哈密顿正则方程的这种形式完美地解释了额外的那个负号如何来源于相空间的辛结构。

5.1.2 泊松括号

哈密顿力学如何刻画物理量呢？回答是，很简单，任何物理量都是相空间中的函数，

具有 A(q, p) 这样的形式 (这里 q, p 只是示意性的符号，分别代表所有的正则坐标和所有

的正则动量)，或者也可以用相空间的 x 坐标，写作更抽象的 A(x)。那么随着粒子在相空
间中演化，物理量该如何演化呢？为了回答这个问题，我们进行下面的推导

dA
dt

=
∂A
∂qa q̇a +

∂A
∂ pa

ṗa =
∂A
∂qa

∂H
∂ pa

− ∂A
∂ pa

∂H
∂qa . (5.10)

人们通常将上面最后的表达式记为 [A,H]，称之为泊松括号。即是说，泊松括号的定义为

[A,B] =
∂A
∂qa

∂B
∂ pa

− ∂A
∂ pa

∂B
∂qa . (5.11)

很明显，我们也可以利用前面引入的 x 坐标以及 ω i j，进而将这个定义式写为

[A,B] =
∂A
∂xi ω i j ∂B

∂x j = (∂iA)ω i j(∂ jB). (5.12)

利用泊松括号，就可以将物理量如何随时间演化的方程写成

dA
dt

= [A,H]. (5.13)

特别的，我们可以将哈密顿正则方程写成

q̇a = [qa,H], ṗa = [pa,H]. (5.14)
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或者更简洁地写成

ẋ = [x,H]. (5.15)

上面考察的是最常见的，表达式本身不显含时间的物理量，如果推广到显含时间的情

形，即表达式具有 A(q, p, t) 的形式，则物理量的演化方程就要推广成

dA
dt

=
∂A
∂ t

+[A,H]. (5.16)

按照泊松括号的定义，人们很容易计算出如下基本泊松括号

[qa,qb] = [pa, pb] = 0, [qa, pb] = δ a
b . (5.17)

或者也可以用更抽象的 x 坐标，写成

[xi,x j] = ω i j. (5.18)

利用这个基本泊松括号，我们也可以将泊松括号的定义式 (5.12) 重写成

[A,B] = (∂iA)(∂ jB)[xi,x j]. (5.19)

从这里可以看到，泊松括号的定义其实就是普通的偏导运算加上基本变量 x 的泊松括号。
可以证明，泊松括号有如下性质：

• [A,B] =−[B,A]。

• 线性性，即 [A,c1B1 + c2B2] = c1[A,B1]+ c2[A,B2]，式中 A,B1,B2 为三个任意物理量，

c1,c2 为两个任意常数。

• 莱布尼兹法则，即 [A,BC] = [A,B]C+B[A,C]。

• 雅可比恒等式，即 [A, [B,C]]+ [B, [C,A]]+ [C, [A,B]] = 0。注意这个式子中的 A,B,C 是

轮换的。

以上，1,2 两条性质比较显然。3,4 两条性质需要证明。首先看性质 3，为了证明它，
我们注意到，根据泊松括号的定义式 (5.12)，[A,B] 可以看作是对函数 B 的特定偏导运算

(当然也可以看作对 A 的偏导运算)，因为 [A,B] 具有 (Ai∂i)B 的形式, 式中系数 Ai 与 A 有

关，具体可以从定义式 (5.12) 中读出来。我们记偏导算符 Ai∂i = LA，则

LAB = [A,B] = (Ai∂i)B. (5.20)

而性质 3 其实就是偏导算符的莱布尼兹法则，即 LA(BC) = (LAB)C+B(LAC)。

下面证明性质 4，即证明雅可比恒等式。为此我们注意到，对于任何一个物理量来说，
每将它进行一次泊松括号就相当于对它进行一次偏导运算。因此 [B,C] 既是 B 的一阶偏导

项，也是 C的一阶偏导项，而 [A, [B,C]]很容易看清是 B的二阶偏导项与 C的二阶偏导项之

和。同样 [B, [C,A]]是 C 的二阶偏导项与 A的二阶偏导项之和，而 [C, [A,B]]则是 A的二阶

偏导项与 B的二阶偏导项之和。即是说，雅可比恒等式 [A, [B,C]]+[B, [C,A]]+[C, [A,B]] = 0

左边三项全部展开算出来的每一项必定要么是 A 的二阶偏导项，要么是 B 或 C 的二
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阶偏导项，即雅可比恒等式的左边是 A,B,C 的二阶偏导项之和。下面我们证明，表达式

[A, [B,C]]+ [B, [C,A]]+ [C, [A,B]] 中关于 A,B,C 的二阶偏导项均是零，很显然，如果完成了
这一证明，那就必定有雅可比恒等式。

这个证明并不难，举例来说，要证明 C 的二阶偏导项为零，我们只需注意，[C, [A,B]]

显然是关于 C 的一阶偏导 (C 只进行了一次泊松括号运算)，因此可以不用管，剩下的两项
显然有

[A, [B,C]]+ [B, [C,A]] = [A, [B,C]]− [B, [A,C]]

=LALBC−LBLAC =
(
LALB −LBLA

)
C. (5.21)

但是，
(
LALB −LBLA

)
其实是一阶偏导运算，原因在于

LALB −LBLA = (Ai∂i)(B j∂ j)− (Bi∂i)(A j∂ j)

=
[
Ai(∂iB j)−Bi(∂iA j)

]
∂ j. (5.22)

所以 [A, [B,C]]+ [B, [C,A]] 其实也是关于 C 的一阶偏导项。因此雅可比恒等式左边关于 C

的二阶偏导项其实为零，由于 A,B,C 的轮换性质，我们同样可以证明，关于 A,B 的二阶

偏导项也是零，如此就完成了整个证明！

利用雅可比恒等式，我们有

d
dt

(
[A,B]

)
= [[A,B],H] =−[[B,H],A]− [[H,A],B]

=[[A,H],B]+ [A, [B,H]] = [
d
dt

A,B]+ [A,
d
dt

B]. (5.23)

也即是

d
dt

(
[A,B]

)
= [

d
dt

A,B]+ [A,
d
dt

B]. (5.24)

如果物理量显含时间，那我们还可以在泊松括号的性质中增加一条，性质 5， ∂
∂ t

(
[A,B]

)
=

[ ∂
∂ t A,B]+ [A, ∂

∂ t B]。这条性质并不难证明，这里留给读者作练习。结合这条性质和雅可比恒

等式就可以看出，对于物理量显含时间的情形，依然有 (5.24) 式。
如果某个物理量 A 满足 d

dt A = 0，它当然就是一个守恒量。因此根据 (5.24) 式可以知
道，如果 A 是一个守恒量，B 也是一个守恒量，那么它们的泊松括号 [A,B] 将是一个新的

守恒量。另外，从物理量的时间演化方程 (5.13) 容易知道，对于一个不显含时间的物理量
A 来说，它是守恒量的充要条件是

[A,H] = 0. (5.25)

如果两个物理量的泊松括号等于零，人们就称这两个物理量泊松对易。因此，不显含时间
的物理量成为守恒量的充要条件是，与哈密顿量泊松对易！

在量子力学中，物理量都是算符 (或者说矩阵)，这时候两个物理量的泊松括号就变成
了算符的对易子，它的定义甚至比泊松括号更为简单。对于两个算符 (可以按照矩阵来理
解)Â, B̂, 其对易子就是 [Â, B̂] = ÂB̂− B̂Â。不难证明，算符对易子满足泊松括号的所有那些



84 Chapter 5. 再谈哈密顿力学

性质，甚至更简单，读者有兴趣的话不妨试着证明一下算符对易子的雅可比恒等式 (提示：
直接按定义展开证明)。算符对易子和泊松括号的这种相似性并非偶然，它说明，经典物
理和量子物理是有联系的，经典物理可以看成量子物理在普朗克常数 h̄ → 0 时的极限。的

确，可以证明，在 h̄ → 0 时算符对易子自动就会给出经典物理的泊松括号。

下面利用泊松括号的性质算一个例子，算角动量的泊松括号。为了避免混淆，这里我

们将三维空间位置矢量记为 r，r = (x,y,z)。根据角动量的定义 J = r×p, 可以知道它的分
量形式

J1 = ypz − zpy, J2 = zpx − xpz, J3 = xpy − ypx. (5.26)

从而易有

[J1,J2] = [ypz − zpy,zpx − xpz]

= [ypz,zpx]+ [zpy,xpz]− [ypz,xpz]− [zpy,zpx]

= y[pz,z]px + x[z, pz]py = xpy − ypx = J3. (5.27)

上面的计算过程利用了泊松括号的性质以及基本泊松括号。类似的，也可以算得

[J1,J2] = J3, [J2,J3] = J1, [J3,J1] = J2. (5.28)

习惯上，人们常常利用列维-西维塔符号，将这个结果概括成

[Ji,J j] = εi jkJk. (5.29)

从这个计算可以知道，如果一个系统的 J1,J2 均守恒，那么它的 J3 也必定守恒。另外，利

用上面的结果，也不难证明

[J2,Ji] = 0. (5.30)

5.1.3 涡旋的运动

前面处理的哈密顿系统都是一些通常的单粒子或者多粒子系统，但是哈密顿系统的适

用范围比这要广泛得多。这一节我们将表明，两维平面流体中多个涡旋所构成的系统是一

个哈密顿系统，而且对于这个哈密顿系统而言，涡旋运动的正则坐标和正则动量天然就是

一回事。

考察一种平面流体 (我们用 x = (x,y)表示两维平面的坐标)，假设其中有一个涡旋，涡
旋中心位于坐标原点，简称有一个位于坐标原点的涡旋。当这样说时，我们指的是流体围

绕着坐标原点在打转，或者说流速场像图 (5.1) 中所示的那样分布。更精确地说，位于坐
标原点的涡旋指的是，流速场 v = (vx,vy) 的旋度满足，

∂xvy −∂yvx = 2πγδ (x), (5.31)

式中 δ (x) = δ (x)δ (y) 为两维平面的狄拉克 δ 函数，而式中的常数 γ 用于表示这个涡旋的
强度。
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Figure 5.1: 位于坐标原点的一个涡旋。

换言之，位于原点的涡旋指的是这样一种速度场分布，它的旋度在坐标原点处是无穷

大，而在其它地方都是零。因此将速度场围绕着半径为 r = |x| 的圆周 C 积分，将有∮
C

(
vxdx+ vydy

)
=
∫

D

(
∂xvy −∂yvx

)
dx∧dy

= 2πγ
∫

D
δ (x)dx∧dy = 2πγ . (5.32)

式中 D 表示圆周 C 所包围的区域，式中的推导用了斯托克斯公式。

很容易验证，满足要求 (即满足 (5.31) 式和 (5.32) 式) 的速度场为，

vx =−γ
y
r2 , vy = γ

x
r2 . (5.33)

假设有一个质点跟随这个位于原点的涡旋运动，那它的运动方程当然就是

ẋ = vx =−γ
y

|x|2
, ẏ = vy = γ

x
|x|2

. (5.34)

下面假设有两个涡旋，分别位于 x1 = (x1,y1) 和 x2 = (x2,y2)，强度分别为 γ1 和 γ2，并

且每一个涡旋都跟随着另一个的速度场运动。那么我们就有方程

ẋ1 =−γ2
y1 − y2

|x1 −x2|2
, ẏ1 = γ2

x1 − x2

|x1 −x2|2

ẋ2 =−γ1
y2 − y1

|x2 −x1|2
, ẏ2 = γ1

x2 − x1

|x2 −x1|2
. (5.35)

但是，速度场是可以矢量叠加的，因此如果有多个涡旋，那每一个涡旋都将跟着所有

其它涡旋共同产生的速度场而运动！这样一来，我们就可以将上面的方程推广到多个涡旋

的情形，记第 i 个涡旋的位置为 xi = (xi,yi), 即有

ẋi =−∑
j ̸=i

γ j
yi − y j

|xi −x j|2
, ẏi = ∑

j ̸=i
γ j

xi − x j

|xi −x j|2
. (5.36)

方程 (5.36)所描述的这个多涡旋系统实际上是一个哈密顿正则系统。其相空间就是多
涡旋的位形空间，即 {x1,x2, ...,xn} 所构成的空间。相空间的辛形式可以定义为

ω = ∑
i

γidyi ∧dxi. (5.37)

这里有两点说明：第一，将 ω 定义成 ∑i γidyi ∧dxi 而不是 ∑i γidxi ∧dyi，这并不是一件重

要的事情，因为它仅仅是一种约定。第二，(5.37) 给出的并不是辛形式的标准形式，为了
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得到标准形式，我们只需重新定义一下变量，具体来说即是令 px,i = γiyi，进而将 (5.37) 式
写成 ω = ∑i d px,i ∧dxi。请注意，在相差一个系数的意义上，yi 坐标其实是正则动量 px,i。

有了辛形式 ω 以后，我们就很容易写出基本泊松括号

[xi,y j] = γ−1
i δi j. (5.38)

进而就可以计算任何两个物理量的泊松括号

[A,B] = ∑
i

1
γi

(
∂A
∂xi

∂B
∂yi

− ∂A
∂yi

∂B
∂xi

)
. (5.39)

证明 (5.36) 构成哈密顿正则系统的另一个关键是定义如下哈密顿量

H =−1
2 ∑

i< j
γiγ j log |xi −x j|2. (5.40)

有了这个哈密顿量以后，读者不难证明，(5.36) 式可以由如下哈密顿正则方程给出

ẋi = [xi,H] = γ−1
i

∂H
∂yi

ẏi = [yi,H] =−γ−1
i

∂H
∂xi

. (5.41)

因此，多个涡旋所构成的动力系统 (5.36) 的确是一个哈密顿正则系统。
不难证明，下面这两个物理量 Px,Py 与 (5.40)式给出的哈密顿量泊松对易 (即 [Px,H] =

[Py,H] = 0)，从而是守恒量，

Px = ∑
i

px,i = ∑
i

γiyi, Py = ∑
i

py,i =−∑
i

γixi. (5.42)

(请注意，px,i 和 py,i 任何一个都能看作正则动量，但两者不能同时都看作正则动量。) 从
这两个守恒量的定义容易看出，它们其实就是两个分量的总动量。不过，Px,Py 两者之间可

不泊松对易，容易算得，它们的泊松括号实际上是，[Px,Py] = ∑i γi, 结果是一个常数，当然
也是一个守恒量。

不仅如此，我们还可以证明，如下定义的总角动量 L也是一个守恒量 (即满足 [L,H] =

0),

L =
1
2 ∑

i

(
xi py,i − yi px,i

)
=−1

2 ∑
i

γi
(
x2

i + y2
i
)
. (5.43)

之所以这个角动量的定义多除了 2，是因为在现在的系统中，每个变量都是双重的，既可
以当成正则坐标，也可以当成正则动量，这样当我们按通常的方式定义角动量时，就把这

些变量重复考虑了两次。

不难验证，守恒量 L 和守恒量 Px,Py 之间满足如下代数关系，

[L,Px] = Py, [L,Py] =−Px. (5.44)

由此可以进一步得到，L 和守恒量 P2 = P2
x +P2

y 泊松对易。因此，再加上哈密顿量本身这

个守恒量，我们就得到了三个两两泊松对易的守恒量，即 H,L,P2。这三个守恒量使得 2个
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涡旋以及 3 个涡旋的系统都是所谓的可积系统 (关于可积系统的讨论我们放到了下一章)。
但是，4 个以及 4 个以上涡旋的系统就不再是可积系统了，实际上，这时候的系统是混沌
的1。

5.2 正则变换

本节将要讲述哈密顿正则系统的一个核心概念，叫做正则变换，它是一种保持相空间

辛结构的数学变换。关于正则变换有两种不同的观点，一是，将之看作描述同一个物理系

统的两组不同相空间坐标，即看成相空间的一类保持辛结构的坐标变换。另一种观点是，

将正则变换看作相空间到其自身的一对一映射 (称之为微分同胚)，这种映射会将一个相空
间点映射为另一个不同的相空间点，因此它会将系统的一个物理状态映射为另一个状态，

类似的，这种映射也要保持辛结构。在数学上，这两种观点完全等价，它们可以看成是源
自于对相空间辛结构的两种不同理解方式，但是，不同的观点会带来对正则变换物理内涵

的不同思考，而且由于这两种思考各有其方便之处，所以我们分开介绍它们。

5.2.1 正则变换作为相空间坐标变换

首先讨论正则变换的第一种观点。上一节我们看到，相空间有坐标 x = (q, p)(q, p均是

示意性的写法)，人们自然想到对相空间进行一个坐标变换，变到 x′ 坐标。但是，如果这种
坐标变换过于任意，那 x′ 就可能没有正则坐标和正则动量的结构，即是说新坐标下无法分
别定义正则坐标和正则动量，这就不是物理上我们想要的。所谓的正则变换，大体来说就

是对相空间坐标变换进行一定的限制，使得变换以后的新坐标 x′ 依然可以写成 x′ = (q′, p′)

的形式，这就是所谓的保持辛结构。

具体来说，辛形式 ω 作为一个微分形式，它本身当然不依赖于坐标系，因此在任何新
坐标 x′ 下都必然有

ω =
1
2

ωi jdxi ∧dx j =
1
2

ω ′
mndx′m ∧dx′n. (5.45)

式中 ω ′
mn 为辛形式在新坐标下的分量。利用 ωi jdxi ∧dx j = ωi j

∂xi

∂x′m
∂x j

∂x′n dx′m ∧dx′n，与上面的

式子比较，就能得出 ω ′
mn 应该为

ω ′
mn = ωi j

∂xi

∂x′m
∂x j

∂x′n
. (5.46)

问题是，上一节我们已经看到，ωi j 不是任意的，它是前面给出过的特定矩阵 J−1 的第 i

行第 j 列。但如果这种相空间的坐标变换过于任意的话，那 (5.46) 式给出来的 ω ′
mn 就不

可能依然是矩阵 J−1 的第 m 行第 n 列了。如此一来就无法保持正则坐标和正则动量的定

义了 (因为 J−1 的形式正是由于有正则坐标和正则动量才有的)，为了保持正则坐标和正则
动量始终有定义，我们要求 ω ′

mn = ωmn。即要求坐标变换满足

ωmn = ωi j
∂xi

∂x′m
∂x j

∂x′n
. (5.47)

1更多的讨论请参阅，H. Aref,“Integrable, Chaotic, and Turbulent Vortex Motion in Two-Dimensional
Flows”, Ann. Rev. Fluid Mech. 15 345 (1983).
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这就叫保持相空间的辛结构！

为了看清楚保持辛结构的条件 (5.47) 有什么重要的含义，我们将 ∂xi

∂x′m 定义成一个矩

阵 D 的第 i 行第 m 列，记为 Di
m = ∂xi

∂x′m , 则不难看出条件 (5.47) 相当于如下矩阵方程

DT J−1D = J−1. (5.48)

式中 DT 表示矩阵 D 的转置矩阵。将上面这个矩阵方程两边求逆，即有

(D−1)J(D−1)T = J. (5.49)

由于 ∂xi

∂x′m
∂x′m
∂x j = ∂xi

∂x j = δ i
j，所以 D−1 的第 m 行第 j 列就是 ∂x′m

∂x j , 因此我们可以将矩阵方程
(5.49) 重写为

∂x′m

∂xi ω i j ∂x′n

∂x j = ωmn ⇔ ∂ix′mω i j∂ jx′n = ωmn. (5.50)

根据上一节关于泊松括号的定义可以知道，这个结果其实就是

[x′m,x′n]x = ωmn. (5.51)

式中我们给泊松括号加上了下角标 x，这是为了强调我们是用老正则变量 x 来定义的泊松
括号。我们当然也可以用新正则变量 x′ 来定义泊松括号，显然就有 [x′m,x′n]x′ = ωmn，将

这个式子和上面导出的式子比较，即有

[x′m,x′n]x = ωmn = [x′m,x′n]x′ . (5.52)

可见，相空间坐标变换保持辛结构的要求其实就等价于保持基本泊松括号不变。
进一步，从泊松括号的性质可以知道，如果基本泊松括号在坐标变换下保持不变，那

我们计算任何两个物理量的泊松括号时，是用新坐标来计算还是用老坐标来计算就是一样

的了，即

[A,B]x = [A,B]x′ . (5.53)

即是说，物理量的泊松括号在正则变换下是不变的！特别的，我们将有

ẋ′ = [x′,H]x = [x′,H]x′ = J
∂H
∂x′

. (5.54)

这也即是说，哈密顿正则方程的数学结构在正则变换下将保持不变！
但是，值得特别强调的是，哈密顿正则方程的数学结构虽然在正则变换下保持不变，

但作为常微分方程，两种不同坐标下的哈密顿正则方程其实是不同的方程，有不同的常微

分方程形式。这是因为，哈密顿量 H 作为原来变量 x 的函数，和作为变量代换后新变量
x′ 的函数，这两者其实是不同的！只不过由于它们描写的是同一个物理量，所以我们才用
了同样的符号 H。如果要强调哈密顿量的数学表达式的话，那我们应该用一个新的函数

H ′(x′) 来表示新坐标下的哈密顿量，当然由于它和老坐标 x 下的 H(x) 描写同一个量，所
以有

H ′(x′) = H(x). (5.55)

也即是说，正则变换其实改变了哈密顿量的函数形式，从而改变了动力学方程作为微分方

程的形式，因此，正则变换一般来说并不是一种对称性！
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5.2.2 正则变换作为相空间的微分同胚映射

现在来讨论正则变换的第二种观点，这种观点将正则变换看成是相空间到其自身的一

种连续映射，并且它是可逆的，称作相空间的微分同胚 2。不妨将这种微分同胚映射记为

g, 它会将相空间的 x 点映射为 x′ 点，即

g : x → x′. (5.56)

在这一映射的作用下，x 点描述的物理状态就映射为 x′ 点描述的物理状态，因此，物理量
A 作为相空间点的函数 A(x)，在微分同胚映射的作用下，其函数形式也要改变，设改变以
后的函数为 A′(x), 记为 g∗ : A → A′，g∗ 表示微分同胚映射对物理量的作用。很显然，映射

以后 x′ 点的物理量值其实来自于映射之前的 x 点，所以必有

A′(x′) = A(x). (5.57)

很显然，这就是上一小节以哈密顿量为例得到的 (5.55) 式。
不过，正则变换并非任意的微分同胚映射，而是保持辛结构的微分同胚映射。为了说

清楚这一点，我们考察微分同胚映射对辛形式 ω 的作用，记为 g∗ : ω → ω ′。由于 ω =
1
2 ωi jdxi ∧dx j，ωi j 是常数系数因此在映射下保持不变，由此可知，必有

ω → ω ′ =
1
2

ωi jdx′i ∧dx′ j. (5.58)

所谓的保持辛结构，即要求辛形式在映射前后保持不变，即

g∗ : ω → ω ′ = ω. (5.59)

由此即有 ωmndx′m ∧dx′n = ωi jdxi ∧dx j, 也即是

ωmn = ωi j
∂xi

∂x′m
∂x j

∂x′n
. (5.60)

这正是上一小节所得到的保持辛结构的条件 (5.47)。
到此为止，我们已经清楚地看到，关于正则变换的这第二种观点虽然看起来与第一种

观点不同，但它们在数学上其实完全等价。

我们当然可以将上面的核心结果用更物理的 (q, p)坐标写出来，这时候，ω = d pa∧dqa,
因此 ω ′ = d p′a ∧dq′a, 因此保持辛结构的要求 (5.59) 就相当于

d p′a ∧dq′a = d pa ∧dqa ⇔ dΘ′ = dΘ. (5.61)

式中 Θ′ = p′adq′a 是正则变换以后的辛势。

上面的结果意味着 d(Θ−Θ′) = 0。即正则变换前后的辛势之差是一个闭形式。前面讲

微分形式的时候我们说过，恰当形式必定是闭形式，但是反过来，闭形式不一定是恰当形

式。但是，如果只关心空间的局部区域，而不关心空间整体，那就有一个重要的庞加莱引

2微分同胚的严格数学定义比这要复杂抽象一些，感兴趣的读者请参阅拓扑学方面的数学书。
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理说，局部上反过来也对，闭形式局部上也必定是恰当形式。甚至在理论力学的应用中，
这一庞加莱引理成立的相空间局部常常能延展为整个相空间。因此，我们有

Θ−Θ′ = dF ⇔ padqa − p′adq′a = dF. (5.62)

式中，F 为相空间的某个函数。这一段的讨论告诉我们，如果某个相空间的微分同胚映射
满足 (5.62)，那它必定是正则变换。并且反过来常常也对！

5.2.3 无穷小正则变换与诺特定理

现在，假设某个正则变换将相空间点 x 变到和它邻近的 x′, 即 x′ 与 x 的差值为无穷
小量，称为无穷小正则变换。为了考察无穷小正则变换，不妨设

qa → q′a = qa + εQa(q, p), pa → p′a = pa + εPa(q, p). (5.63)

式中 ε 为无穷小量，Qa,Pa 均为相空间的函数 (请注意本书符号与其它教材的不同)。我们
要解决的问题是，满足什么条件才能让上面这个无穷小映射变成一个正则变换？

上一小节的知识告诉我们，条件就是

d p′a ∧dq′a −d pa ∧dqa = 0. (5.64)

代入上面的无穷小映射 (5.63)，并展开到一阶无穷小，即有(
dPa ∧dqa +d pa ∧dQa)ε = 0. (5.65)

由此即有

0 = dPb ∧dqb +d pa ∧dQa

=
∂Pb

∂qa dqa ∧dqb +
∂Pb

∂ pa
d pa ∧dqb +

∂Qa

∂qb d pa ∧dqb +
∂Qa

∂ pb
d pa ∧d pb

=
1
2

(
∂Pb

∂qa −
∂Pa

∂qb

)
dqa ∧dqb +

1
2

(
∂Qa

∂ pb
− ∂Qb

∂ pa

)
d pa ∧d pb

+

(
∂Pb

∂ pa
+

∂Qa

∂qb

)
d pa ∧dqb. (5.66)

由此即可得到 Qa,Pa 必须满足的方程

∂Pb

∂qa −
∂Pa

∂qb = 0

∂Qa

∂ pb
− ∂Qb

∂ pa
= 0

∂Pb

∂ pa
+

∂Qa

∂qb = 0. (5.67)

这三个方程看起来复杂，实际上它们的通解非常简单，不难验证，下面为它们的通解

Qa =
∂G
∂ pa

, Pa =− ∂G
∂qa . (5.68)
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式中 G 为某个任意的相空间函数。即是说，如果无穷小映射 (5.63) 具有 (5.68) 的形式, 那
它就是一个无穷小正则变换，称之为由物理量 G(q, p) 生成的无穷小正则变换。

举一个简单的例子，假设取 G = pc, 则由 (5.68) 式可以得到，Qa = δ a
c , Pa = 0。从而

G 生成的无穷小正则变换为

qa → qa + εδ a
c , pa → pa. (5.69)

即是说，正则动量 pc 可以生成正则坐标 qc 的无穷小平移。

人们常常记无穷小正则变换前后正则坐标的改变量为 δqa = q′a −qa, 记正则动量的改
变量为 δ pa = p′a − pa, 则根据 (5.63) 式和 (5.68) 式，我们有

δqa = ε
∂G
∂ pa

, δ pa =−ε
∂G
∂qa . (5.70)

按照这一节一直在使用的关于正则变换的第二种观点，无穷小正则变换前后，物理量的函

数形式也必然发生了无穷小改变，通常定义 A(q, p) 的无穷小改变为

δA = A(q′, p′)−A′(q′, p′) = A(q′, p′)−A(q, p). (5.71)

代入 (5.70) 式，可以算得这个无穷小改变量为

δA =
∂A
∂qa δqa +

∂A
∂ pa

δ pa

= ε
(

∂A
∂qa

∂G
∂ pa

− ∂A
∂ pa

∂G
∂qa

)
= ε[A,G]. (5.72)

以上的讨论促使我们进一步考察一个正则变换的单参簇，

qa → q′a(q, p,λ ), pa → p′a(q, p,λ ), (5.73)

λ 为这一簇正则变换的参数，满足 q′a(q, p,λ = 0) = qa, p′a(q, p,λ = 0) = pa。显然，随着参

数 λ 的连续变动，这簇正则变换会在相空间中画出一条以 λ 为参数的路径，路径上任何
两个相差无穷小量 dλ 的点都是用无穷小正则变换连接起来的。因此，根据上面关于无穷
小正则变换的 (5.70) 式，我们容易得到

dq′a

dλ
=

∂G
∂ p′a

,
d p′a
dλ

=− ∂G
∂q′a

, (5.74)

式中 G(q′, p′,λ ) 称为这个正则变换单参簇的生成元！习惯上，人们会省略变量上的撇号，
将上面的方程写成

dqa

dλ
=

∂G
∂ pa

,
d pa

dλ
=− ∂G

∂qa . (5.75)

人们常常将 (dqa

dλ , d pa
dλ ) 想像成某种在相空间中随参数 λ 而变化的流动，由于 G 是整个相空

间上的函数，所以这种流动在相空间的每一点都有定义，因此 (dqa

dλ , d pa
dλ ) 就形成相空间的
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一个流速场。进而，上面的方程 (5.75) 就称为由生成元 G 生成的相流。如果我们使用更
抽象的相空间坐标 x = (q, p), 那就可以将上面的相流方程 (5.75) 重写成

dxi

dλ
= ω i j∂ jG. (5.76)

dxi

dλ 就是 G 生成的相流的流速场，可以记作 vi
G, 即 vi

G = dxi

dλ = ω i j∂ jG。

特别的，我们可以取参数 λ 为时间 t, 取生成元 G 为哈密顿量 H, 那么上面的相流方
程 (5.75) 就变成了标准的哈密顿正则方程。正因为如此，人们常常称哈密顿量为时间演
化的生成元。由于哈密顿量描述的就是系统能量，因此这就给出了物理系统能量的一般定

义，即，时间演化的生成元描述系统的能量。通过这一段的论述我们也知道了，系统在相
空间的时间演化过程实际上是一个持续进行的正则变换，是以时间为参数的正则变换单参

簇。因此，时间演化过程保持相空间的辛结构。
进一步，假设我们有两个正则变换的单参簇，分别由 G1 和 G2 生成，相应的参数分

别记为 λ1,λ2, 则利用相流方程以及 ωi jω jm = δ m
n , 可以算得

ωi jvi
G1

v j
G2

= ωi j
dxi

dλ1

dx j

dλ2
= (∂mG2)ωmn(∂nG1) = [G2,G1]. (5.77)

这个结果本章用不到，但是下一章会用到。数学家们喜欢记左边的 ωi jvi
G1

v j
G2

= ω(vG1 ,vG2),
称为辛形式在速度场 vi

G1
,v j

G2
上的值。这样一来，上面的结果就可以重写为

ω(vG1 ,vG2) = [G2,G1]. (5.78)

它告诉我们，辛形式在两个速度场上的值，可以由生成这些速度场的物理量的泊松括号算

出。

诺特定理

原则上正则变换可以是任何保持辛结构的数学变换。不过，对一个物理系统进行的物

理操作 (比如将系统旋转一个角度) 常常在相空间诱导出一个正则变换。这是因为，对系
统的物理操作会将一个物理状态变到另一个物理状态，从而在相空间诱导出一个微分同胚

映射，而且由于物理操作之后系统依然是一个哈密顿正则系统，满足同样的哈密顿正则方

程，所以这一诱导出来的微分同胚映射必定是一个正则变换。特别的，如果物理操作本身

依赖于一个连续参数 (比如旋转操作中的旋转角度)，那它就会在相空间诱导出一个正则变
换的单参簇，这时候我们就称这个单参簇的生成元为相应物理操作的生成元。比如，前面

我们已经看到，正则动量就是对相应正则坐标的平移操作的生成元。
再比如说，对于一个在 x− y 平面上运动的粒子，我们可以对系统进行绕原点的旋转

操作。实际上，这一旋转操作的生成元就是角动量 J = xpy − ypx。这是因为，J 可以生成

如下无穷小正则变换

δx = ε[x,J] = ε[x,xpy − ypx] =−εy,

δy = ε[y,J] = ε[y,xpy − ypx] = εx,

δ px = ε[px,J] = ε[px,xpy − ypx] =−ε py,

δ py = ε[py,J] = ε[py,xpy − ypx] = ε px. (5.79)
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不难看出，这正是绕原点的无穷小旋转，ε 为旋转角度。所以，角动量是旋转操作的生成
元。

以上所谈是任意的连续物理操作。但是，如果这一连续操作本身是一个对称操作，即

在操作前后系统的运动微分方程保持形式不变。那就会有更进一步的结论，也就是诺特定

理，它说，这时候这一对称操作的生成元必定是守恒量。证明非常简单，对称操作由于要
保持运动微分方程 (由哈密顿正则方程给出) 的形式不变，因此必定要保持哈密顿量的函
数表达式 H(q, p) 不变3，设对称操作的生成元为 G，从而即有

0 = δH = ε[H,G]⇔ [H,G] = 0. (5.80)

进而根据物理量 G 的时间演化方程，有

dG
dt

= [G,H] = 0. (5.81)

因此，G 必定是守恒量。诺特定理得证。

在前面第三章中，我们在最小作用量原理的框架中证明过诺特定理。以上我们又在相

空间中，在哈密顿正则系统的框架中再次证明了诺特定理。不同的理论框架能够让我们看

清诺特定理的不同侧面，从而增加对这一深刻结论的理解。

不妨举一个简单的例子。考察一个在 x− y 平面上运动的粒子，假设系统处在一个中

心力场中，势能为 V (r) =V (
√

x2 + y2), 从而系统的哈密顿量为

H =
1

2m

(
p2

x + p2
y
)
+V (

√
x2 + y2). (5.82)

很显然，这个哈密顿量是旋转不变的，因此根据诺特定理，必定有旋转操作的生成元 J =

xpy − ypx 守恒，即角动量守恒。

再比方说，在上一节关于涡旋运动的讨论中，我们曾经得出，系统的总动量 Px,Py，以

及总角动量 L, 这三者均守恒。现在我们看到，原因就在于，Px,Py 是平移操作的生成元，L

是旋转操作的生成元，而涡旋系统的哈密顿量既平移不变，又旋转不变。所以，Px,Py,L 的

守恒其实是诺特定理的必然结论。

5.2.4 刘维尔定理和庞加莱回归定理

刘维尔定理

前面说过，物理系统在相空间的时间演化过程可以看成一种相空间流动，记相空间坐

标为 x，那么这种流动的流速 ẋ 由哈密顿正则方程 ẋ = [x,H] 给出。而且这一流动过程可

以看成是一种持续进行的正则变换。进一步，我们可以考察所有可能初始状态的演化过程，

由于每一个初始状态对应一个相空间点，因此所有可能相空间点的“流动”就构成了一种

相空间“流体”。刘维尔定理说的就是，这种相空间“流体”是一种不可压缩“流体”。

3这里考察的是不显含时间的对称操作，即其生成元不显含时间。对于显含时间的情形，情况会比较复杂一

些，虽然诺特定理依然是成立的。不过，不显含时间的情形推理更为简洁，且更能抓住论证的本质，而显含时

间的情况又比较少见，所以我们就不作讨论了。
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具体来说就是，假设初始 t = 0 时刻在相空间任取一个区域 D0, 假设这个区域随时间
演化到 t 时刻变成了区域 Dt , 即 D0 内的点在 t 时刻“流到”了 Dt。则刘维尔定理说，这

种流动的体积不可压缩，即 Dt 的体积等于 D0 的体积，记为

Vol(Dt) = Vol(D0). (5.83)

如图 (5.2) 所示，区域 Dt 相对于 D0 可以发生很大的形变，但是体积不变。

Figure 5.2: Vol(Dt) = Vol(D0).

为了证明刘维尔定理，我们首先仔细看一下相空间体积元的定义。以一个 2 · 2 = 4

维相空间为例，相空间体积元 Ω 可以定义为 Ω = d p1dq1d p2dq2，用微分形式来写即是

Ω = d p1 ∧dq1 ∧d p2 ∧dq2。而容易验证的是，

d p1 ∧dq1 ∧d p2 ∧dq2

=
1
2
(
d p1 ∧dq1 +d p2 ∧dq2)∧ (d p1 ∧dq1 +d p2 ∧dq2)

=
1
2!

ω∧2. (5.84)

式中 ω 为辛形式，ω∧2 定义为 ω∧2 ≡ ω ∧ω。推广到 2n维相空间的一般情形，我们可以定

义相空间体积元为 Ω = d p1dq1d p2dq2....d pndqn，写成微分形式即是 Ω = d p1 ∧dq1 ∧d p2 ∧
dq2....∧d pn ∧dqn。同样可以证明，有

Ω =
1
n!

ω∧n. (5.85)

式中 ω∧n 代表将 ω 用外积 ∧ 自乘 n 次。

(5.85) 式告诉我们，相空间体积元唯一由辛形式 ω 决定。而辛形式 ω 在正则变换的
微分同胚映射下是保持不变的 (即，正则变换保持辛结构)！所以，相空间体积元，进而任
何区域的相空间体积，都在正则变换的微分同胚映射下保持不变，简称相空间体积在正则
变换下保持不变。进一步，物理系统的时间演化也是一种正则变换，因此，相空间体积在
时间演化下保持不变。这就证明了刘维尔定理。

[插入一个注记：体积元 Ω 在正则变换下保持不变的一个推论是，正则变换的雅可比
行列式 | ∂x′

∂x | 等于 1，即

|∂x′

∂x
|= 1. (5.86)
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这是因为，体积元在坐标变换下会多出一个雅可比行列式，如果体积元保持不变，那就说

明这个行列式等于 1.]
同样的论证也可以用于相空间的任何 2k(k ≤ n)维曲面 S2k,其“面积元”定义为 1

k! ω
∧k。

我们同样有：随时间演化的 S2k，其“面积”将保持不变！

特别的，在相空间任取一条闭合回路 C，让 C 随着时间演化，考察辛势 Θ 沿着这条
闭合回路的积分 IC = 1

2π
∮

C Θ, 由于∮
C

Θ =
∫

S2

dΘ =
∫

S2

ω. (5.87)

式中 S2 为回路 C 所包围的区域。从上面的推导易知，IC 将在时间演化下保持不变！

很显然，以上的所有结果不仅对时间演化生成的相流成立，而且对任何正则变换单参

簇的相流都成立！

庞加莱回归定理

设想你有一盒气体，初始时气体分子处于盒子的左侧，右侧是真空，中间用挡板隔开，

如图 (5.3) 所示。然后你撤去中间的挡板，气体当然就扩散到右边。但是，庞加莱说，只
要你等待的时间足够长，那总有一个时刻，气体会自动回归到左侧，如图 (5.3) 所示。你

Figure 5.3: 盒中气体的庞加莱回归，如右图。图片来自 David Tong, Classical Mechanics,
以下两幅图也是一样.

说，庞加莱肯定错了，因为这违反了热力学第二定律。但是庞加莱说，热力学第二定律首

先要取热力学极限，即取气体分子数目 N → ∞, 而庞加莱回归的时间 t ∝ tN
c (tc > 1 是某个

特征量)，因此如果你首先取 N → ∞，那庞加莱回归就看不到了，因为这时候 t → ∞。所以
庞加莱回归其实不违法热力学第二定律，对一个宏观系统，它的庞加莱回归时间远比宇宙

年龄更长，所以实际上观测不到。

庞加莱回归其实是一个数学定理，是可以证明的！为了证明这个定理，首先要给我们

的物理系统加上一个限制条件，即它的实际相空间得是有限的。上面盒子中的气体就满足
这个条件，这是因为，首先，盒子限制了气体的空间坐标，使之有限。其次，气体的总能

量是守恒的，是一个常数，因此这就限制了气体分子的动量。每一个气体分子的坐标和动

量均有限，那所有气体分子在相空间等能量面上的 6N −1 维相空间当然也有限。

庞加莱回归定理说的是：对于一个相空间有限的哈密顿正则系统，任意取定一个相空
间初始点 x0，则对于它的任意邻域 D0, 必定存在一个点 x′0 ∈ D0, 它将在有限时间内回归
D0。简单地说就是，只要等待的时间足够长，那么系统总可以回归到和初态任意接近的状

态。
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定理的证明如下：取定一个有限的时间步长 τ, 然后演化初始区域 D0，每次演化一

个时间步长 τ，直至无穷。从而就可以得到一系列的区域, 记第 k 步演化的区域为 Dk，

k = 0,1,2, ...,∞。刘维尔定理告诉我们

Vol(Dk) = Vol(D0), for any k. (5.88)

由此可知，必定存在某对整数 k 和 k′(不妨设 k′ > k)，使得

Dk ∩Dk′ ̸= 0, (5.89)

这里 0表示空集。如图 (5.4)左图所示。因为否则的话，就说明所有的一系列 Dk 中任何两

个都不相交。由于 Vol(Dk) 有限，那这将意味着 Vol(⋃∞
k=0 Dk) = ∞。但这是不可能的，因

为整个相空间有限。

Figure 5.4: 庞加莱回归定理的证明.

记上面的 Dk ∩Dk′ 为 Dk′,k, 则

Dk′,k = Dk ∩Dk′ ̸= 0. (5.90)

但是时间演化过程所导致的微分同胚映射是可逆的。现在，将上面的结果从第 k′ 步开始

往回映射 k 步，即有

Dk′−k,0 = D0 ∩Dk′−k ̸= 0, (5.91)

如图 (5.4) 右图所示。因此，Dk′−k,0 中的点在第 k′− k 步回归了！这就完成了庞加莱回归

定理的证明。

5.2.5 生成函数与哈密顿正则方程

这一小节的核心目标有两个，一是稍微推广一下前面讨论的正则变换，二是讨论如何

构造具体的正则变换。

生成函数

先看如何构造正则变换。前面第 (5.2.2) 小节的 (5.62) 式已经得出，一个变换为正则
变换的充分 (常常是充要) 条件是满足下式

padqa − p′adq′a = dF. (5.92)
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式中 F 为相空间的函数。现在，假设我们取 F 为某类函数，记为 F1(q,q′), 即 F 是 q 和

q′ 的函数，这里符号 q 代表所有的 q 坐标，q′ 代表所有的 q′ 坐标。则 (5.92) 式就给出

padqa − p′adq′a = dF1

⇒padqa − p′adq′a =
∂F1

∂qa dqa +
∂F1

∂q′a
dq′a. (5.93)

很显然，只要取

pa =
∂F1

∂qa (q,q
′) − p′a =

∂F1

∂q′a
(q,q′) (5.94)

就能得到一组 (q, p) 和 (q′, p′) 之间的坐标变换，由于它自动满足 (5.92) 式，所以显然是
正则变换。即是说，我们只要选择不同的 F1(q,q′) 函数，就能根据 (5.94) 式得到各种不同
的正则变换，函数 F1(q,q′) 因此称为正则变换的第一类生成函数。

不妨举一个简单的例子。考虑一个单自由度的系统，因此相空间为 2 维，由 q, p 描

述。很明显，下面这个坐标变换是正则变换

q′ = p, p′ =−q. (5.95)

不难验证，这个正则变换可以由第一类生成函数 F1 = qq′ 生成。

下面我们把 (5.92) 式改写成

padqa +q′ad p′a = d(F + p′aq′a) = dF2. (5.96)

则很容易看出，只要选 F2 为 q, p′ 的函数，就能根据下式得到正则变换

pa =
∂F2

∂qa (q, p′) q′a =
∂F2

∂ p′a
(q, p′). (5.97)

F2(q, p′) 因此称为正则变换的第二类生成函数。

很显然，我们也可以构造第三、第四类生成函数，如下

F3(p,q′) :取 qa =−∂F3

∂ pa
(p,q′), p′a =− ∂F3

∂q′a
(p,q′)

F4(p, p′) :取 qa =−∂F4

∂ pa
(p, p′), q′a =

∂F4

∂ p′a
(p, p′). (5.98)

值得指出的是，这四类生成函数并没有穷尽所有的可能性，比方说，对于一个 2 ·2 = 4

维相空间，下面正则变换就不能由以上四类生成函数生成

q′1 = q1, q′2 = p2, p′1 = p1, p′2 =−q2. (5.99)

实际上，它要由一种混合型 (第一类和第二类混合) 生成函数生成，具体的生成函数为
q1 p′1 +q2q′2。
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正则变换与哈密顿正则方程再讨论

我们知道，正则变换以后，新的正则变量 x′ = (q′, p′)也满足哈密顿正则方程。实际上，

(5.92) 式可以发展成一种证明这一结论的不同方法。为此，我们将 (5.92) 式凑成如下形式

padqa −Hdt = p′adq′a −Hdt +dF. (5.100)

然后我们将这个式子两边分别沿着时间积分，从初始的 ti 积到末尾的 t f，即∫ t f

ti

[
padqa −Hdt

]
=
∫ t f

ti

[
p′adq′a −Hdt

]
+
∫ t f

ti
dF, (5.101)

可以看到，左边是老正则变量所描述的相空间作用量，右边是新正则变量所描述的相空间

作用量加上一个多出来的全微分项。多出来的全微分项当然只在积分的上下限有贡献，也

就是只在相空间路径的两个端点上有贡献，可以称之为端点项。如果我们先忽略这个端点

项，那很显然，(5.101) 式左边变分等于零就等价于右边变分等于零。左边变分等于零给出
的是老正则变量下的哈密顿正则方程，右边变分等于零给出的当然就是新正则变量下的哈

密顿正则方程。这样我们的证明就完成了。

但是，端点项得小心处理。因为前面第二章讲相空间最小作用量原理时我们说过，相

空间路径端点的 q 坐标是固定的，但是 p 坐标不能固定。这样看来，变分时端点项的变

分就不一定是零。这个问题是这样处理的 (稍微有些微妙)：首先，注意到任何变分都是
对相空间中一条试探路径的无穷小变动。因此，我们可以不限定这些试探路径在端点处

的 p 坐标，但与此同时要求对任何试探路径的无穷小变动在路径两端取零，即不仅要求

δq(ti) = δq(t f ) = 0，也要求 δ p(ti) = δ p(t f ) = 0(虽然 p(ti), p(t f ) 本身不固定)。总之，因为
我们用最小作用量原理是这么用的：先选一条试探路径，然后在这条试探路径附近作无穷

小变分，看作用量的改变量是否为零，如果是，那开始的试探路径就是真实路径。所以我

当然可以要求每一条试探路径端点处的 δ p = 0，同时不同的试探路径又可以取不同的 p

端点，也就是 p 端点并不固定。因此，这样处理的话，端点项的变分就是零，从而的确可

以忽略，上一段的论证也就没有漏洞了。

到此为止，我们所讨论的主要是不显含时间的正则变换，即正则变量的变换函数关系

x′(x) 中不显含时间。如果想将我们的讨论应用到显含时间的情形，即应用到 x′(x, t) 的情
形，那就应该将前面所有的微分表达式理解为瞬时进行的，即不对时间变量 t 微分。比如
(5.92) 式中的微分就应该作此理解。不过，对于这种显含 t 的情形就无法证明变换后的系

统依然满足同样的哈密顿正则方程了 (因为在这种情况下，考虑时间演化时，x′(x, t) 要对
t 求偏导)。不过，可以证明，只要不取变换后的哈密顿量为原来的 H, 而是重新选取一个
合适的哈密顿量 (记为 K) (它不仅函数表达式与 H 不同，而且是不同的物理量)，那变换
后的系统也将满足哈密顿正则方程。

证明如下：首先我们引入一个 K, 对 K 的要求是使得下式成立

padqa −Hdt = p′adq′a −Kdt +dF, (5.102)

注意，这里的微分是对所有的变量进行，包括对 t 进行微分，而式中的 F 一般来说也显含

t。换言之，为了使得 (5.102) 式依然满足正则变换的条件 (5.92)，我们应该这样选择 K，
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即使得它刚好抵消 (5.102) 式中关于 t 的偏微分 4。容易看出，如果将式中的 F 取成第一

类生成函数 F1(q,q′, t)，那 K 即是

K = H +
∂F1

∂ t
. (5.103)

下面，从 (5.102)式出发，完全类似于上面利用相空间最小作用量原理的证明过程，就
可以得到，变换以后的系统满足如下哈密顿正则方程

q̇′a =
∂K
∂ p′a

, ṗ′a =− ∂K
∂q′a

. (5.104)

即是说，在这种情况中，K 就是变换以后的哈密顿量。

5.3 哈密顿-雅可比方程

5.3.1 哈密顿-雅可比方程

我们知道，给定 q 坐标在相空间的起点和终点，给定连接两点的一条相空间路径(
q(t ′), p(t ′)

)
, 我们就可以计算相空间作用量

S[q(t ′), p(t ′)] =
∫ t

0

[
pa(t ′)dqa(t ′)−H(q(t ′), p(t ′))dt ′

]
. (5.105)

这里已经假设 0 时刻为起始时刻，t 为末尾时刻。不妨进一步假设 0 时刻和末尾 t 时刻的

q 坐标分别为 q0 和 q, 即

qa(0) = qa
0, qa(t) = qa. (5.106)

注意，我们并没有预先给定起末两端的 p 坐标。

现在，假设我们考察的这条路径是一条满足哈密顿正则方程的路径，即使作用量取极

值的路径。我们计算这条路径的作用量，很显然，这个作用量依赖于预先给定的起末坐标 q0

和 q(起末两端的 p坐标是自动被哈密顿正则方程决定的)。也即是说，extrem[q(t ′),p(t ′)]S[q(t ′), p(t ′)]

定义了一个依赖于 t,q0,q 的函数，记为 S(q0,q, t)，

S(q0,q, t) = extrem[q(t ′),p(t ′)]S[q(t
′), p(t ′)]. (5.107)

为了研究函数 S(q0,q, t)，我们假设末端的 q 发生了一个无穷小变动 δq, 极值路径当
然会跟着发生一个无穷小改变，但很显然，

δS(q0,q, t) = extremδS[q(t ′), p(t ′)]

=
∫ t

0
d(paδqa)+ extrem

∫ t

0
dt ′
[(

q̇a − ∂H
∂ pa

)
δ pa −

(
ṗa +

∂H
∂qa

)
δqa].

=pa(t)δqa(t) = pa(t)δqa. (5.108)

由此就可以得到，

pa(t) =
∂S
∂qa (q0,q, t). (5.109)

4注意，由于 q′ = q′(q, p, t)，所以 dq′ 中其实也包含对 t 的偏微分。
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有了这个关系以后再回顾作用量泛函的表达式 (5.105)，就可以发现，

∂S
∂ t

(q0,q, t) =−H(q, p). (5.110)

结合 (5.109) 式和 (5.110) 式，就可以得到函数 S(q0,q, t) 所满足的偏微分方程

∂S
∂ t

+H(q,
∂S
∂q

, t) = 0. (5.111)

这就是哈密顿-雅可比方程，式中我们已经允许了哈密顿量显含时间 t (这对上面的推导没
有任何影响)。很显然，哈密顿-雅可比方程不能完全决定函数 S, 至少我们可以给 S 加上一

个任意的常数，这个任意常数对于讨论并不重要，所以下面我们都忽略它。

下面将推理逻辑反过来，假设我们从哈密顿-雅可比方程出发，我们想求解这个偏微分
方程。那上面的推理过程就告诉我们，如何通过考虑一条起于 q0，t 时刻到达 q 的极值路

径，并计算这条路径的作用量泛函，来构造出哈密顿-雅可比方程方程的解。在这种构造方
式中，起始点 q0 可以看成是积分常数。这一构造过程也告诉我们，如果极值路径 (也称作
物理路径，或经典路径) 可以解析求解 (允许用积分来表达)，那就能得到哈密顿-雅可比方
程的形如 S(q0,q, t) 的解析解。

但是，S(q0,q, t) 只是哈密顿-雅可比方程的一类解。而且实际上，我们通常无法求出
其解析形式。进一步，对一个 n 自由度的系统，如果能找到哈密顿-雅可比方程的一类形
如 S(α,q, t) 的解析解 (允许用积分来表达)，其中 α 代表 αa(a = 1,2, ...,n)，为积分常数
(类比于前面的 q0)。那这样的系统就称作可积系统。后面我们将证明，这 n 个积分常数

αa(a = 1,2, ...,n) 其实是系统的 n 个泊松对易的独立守恒量。反过来，如果一个哈密顿力

学系统有 n 个泊松对易的独立守恒量，那我们就能用这些守恒量构造出哈密顿-雅可比方
程的一类形如 S(α,q, t) 的解析解。所以，存在 n 个泊松对易的独立守恒量是一个哈密顿

力学系统成为一个可积系统的充要条件，下一章我们会进一步讨论这个问题。

一般地，假设找到了哈密顿-雅可比方程的一个解 S(q, t)，则根据 (5.109) 式，我们就
能得到粒子正则动量与正则坐标的函数关系，将之代入哈密顿正则方程的第一个方程 (如
下)，就能解出粒子在位形空间的运动路径，

q̇a =
∂H
∂ pa

|p= ∂S
∂q
. (5.112)

显然，这种求解运动路径的方法最后只需求解 n 个一阶常微分方程，而不是求解 n 个二阶

常微分方程，这当然大大简化了问题。然而 (5.112) 解出来的路径真是粒子的经典路径吗？
为了证明这一点，我们需要进一步验证哈密顿正则方程的第二个方程也是满足的。证明如

下，首先

ṗa =
d
dt

(
∂S
∂qa

)
=

∂ 2S
∂ t∂qa +

∂ 2S
∂qb∂qa q̇b. (5.113)
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其次，将哈密顿雅可比方程 (5.111) 对 q 求偏导，有

∂ 2S
∂ t∂qa +

∂H
∂qa |p= ∂S

∂q
+

∂H
∂ pb

|p= ∂S
∂q

∂ 2S
∂qb∂qa = 0

⇒ ∂ 2S
∂ t∂qa +

∂H
∂qa |p= ∂S

∂q
+ q̇b ∂ 2S

∂qb∂qa = 0.

⇒ ∂ 2S
∂ t∂qa + q̇b ∂ 2S

∂qb∂qa =− ∂H
∂qa |p= ∂S

∂q
. (5.114)

将最后的结果与上面那个式子比较，就可以得到，ṗa =− ∂H
∂qa，证明因此就完成了。

假设哈密顿量不显含时间，则有能量守恒，记这个守恒量为 E, 哈密顿-雅可比方程当
然有依赖于这个守恒量的解，定义

S(E,q, t) =W (E,q)−Et. (5.115)

将这个定义代入哈密顿雅可比方程，就可以得到

H(q,
∂W
∂q

) = E. (5.116)

我们只需求解这个偏微分方程，就能得到原来的哈密顿-雅可比方程的一类解，这类解的
特点是，利用它反过来求解出的粒子运动路径都有同样的能量 E。W (E,q) 也常常简记为

W (q)，人们有时候称之为哈密顿主函数。

5.3.2 可积系统

上一小节我们说过，如果系统有一个守恒量 α，相应的哈密顿-雅可比方程就有一类
依赖于这个守恒量的解，S(α,q, t), 从偏微分方程求解的角度来看，α 就是这类解的积分常
数。特别的，对于 n 自由度的可积系统，人们能找到 n 个相互泊松对易 (待会儿就能看到
泊松对易的要求怎么来的) 的独立守恒量 αa,a = 1,2, ...,n。相应的也能找到哈密顿-雅可比
方程的具有 n 个积分常数的解析解，记为 S(α,q, t) (这里 α 代表 αa,a = 1,2, ...,n)。

可积系统之所以称作可积系统，是因为可以进一步得出粒子运动路径的解析解 (用积
分和隐函数表达出来)。下面我们来证明这个结论。
假设找到了哈密顿-雅可比方程的一类含 n 个积分常数的解析解，记为 S(α,q, t)，写

得更清楚一点就是 S(α1, ...,αn,q1, ...,qn, t)。我们可以将 αa,a = 1,2, ..,n 看作是正则变换以

后新的 q 坐标，进而考虑 (q, p) 到 (α,β ) 的正则变换，其中 β 代表 βa,a = 1,2, ..,n 为正

则变换以后新的正则动量。我们将哈密顿-雅可比方程的解 S(α,q, t) 取作正则变换的第一

类生成函数。很明显，这是一种显含时间的正则变换，变换以后的哈密顿量 K 为

K = H +
∂S
∂ t

. (5.117)

根据哈密顿雅可比方程，我们有

K = 0. (5.118)

进而由变换以后的哈密顿正则方程，可以知道

α̇a = 0, β̇a = 0. (5.119)
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即变换以后的正则坐标 αa 的确是守恒量，而且因为它们都是正则坐标，所以泊松对易！
变换以后的正则动量 βa 也是守恒量，不过，由于正则动量和正则坐标的泊松括号不是零，

所以它们与 αa 并不泊松对易，实际上，对它们的更好解释是，将之看成初始条件。

由第一类生成函数的知识可以知道

βa =− ∂S
∂αa . (5.120)

解这组式子就能得到位形空间的运动路径 qa(t)(作为 α,β 的函数)。进一步，无论是由前
面的 (5.109) 式，还是由第一类生成函数的知识，我们都有

pa =
∂S
∂qa . (5.121)

这一组方程就进一步决定了函数 pa(t)。可见，可积系统粒子运动路径的解析解是可以得

到的。

5.3.3 举例：哈密顿雅可比方程求解中心力场问题

中心力场问题其实就是一个可积系统。因为这个系统的自由度数为 3，而它也存在 3
个相互泊松对易的守恒量，即 H,J2,Jz，这里 J 是系统的角动量，Jz 是它的 z 分量。J2,Jz

这两者与 H 泊松对易是因为系统具有旋转对称性，而 [J2,Jz] = 0 我们前面在讲泊松括号

的时候提到过。下面我们来看如何从哈密顿-雅可比方程得到中心力场问题的解析解。
首先，由于角动量守恒，粒子必定作平面运动，进而可以将自由度数降低为 2。我们

取粒子的运动平面为 x− y 平面，因此可以写出系统的哈密顿量

H =
1

2m

(
p2

x + p2
y
)
+V (r). (5.122)

其次，在 x− y 平面上取极坐标 x = r cosθ , y = r sinθ。利用辛势在两种坐标系中的不同
表达，我们有

pxdx+ pydy = prdr+ pθ dθ . (5.123)

由此即得 pr = px cosθ + py sinθ , pθ/r =−px sinθ + py cosθ . 进而可以得到

p2
x + p2

y = p2
r +

p2
θ

r2 . (5.124)

从而可以将哈密顿量在极坐标中写成

H =
1

2m

(
p2

r +
p2

θ
r2

)
+V (r). (5.125)

当然，人们也可以通过先写出极坐标中的拉格朗日量，再进行勒让德变换的方式得到上面

的式子。

由于能量守恒，我们可以设

S(q, t) =W (r,θ)−Et. (5.126)



5.3 哈密顿-雅可比方程 103

进而由 (5.116) 式，即有

1
2m

[(∂W
∂ r

)2
+

1
r2

(∂W
∂θ
)2
]
+V (r) = E.

⇔ r2
[

2m
[
E −V (r)

]
−
(∂W

∂ r

)2
]
=
(∂W

∂θ
)2
. (5.127)

很明显，我们可以用分离变量的方式解上面的方程，即设

W (r,θ) =W1(r)+W2(θ). (5.128)

代入 (5.127) 即有

r2
[

2m
[
E −V (r)

]
−
(∂W1

∂ r

)2
]
=
(∂W2

∂θ
)2
, (5.129)

方程的左边只依赖于 r, 而方程的右边只依赖于 θ，左右要相等，那只能是都等于一个常数
(由于右边是完全平方，所以是一个大于零的常数)，设这个常数为 J2，从而有

dW1

dr
=

√
2m
[
E −V (r)

]
− J2

r2

dW2

dθ
= J. (5.130)

将这个式子积分，即有

W1(r) =
∫

dr

√
2m
[
E −V (r)

]
− J2

r2

W2(θ) = Jθ . (5.131)

因此即有

S =
∫

dr

√
2m
[
E −V (r)

]
− J2

r2 + Jθ −Et. (5.132)

式中我们已经忽略了不重要的相加常数。

从 (5.130) 的第二个式子可以清楚地看到，pθ = ∂S
∂θ = ∂W2

∂θ = J 为守恒量，这就是角

动量，另一个守恒量就是能量 E。它们也是哈密顿-雅可比方程的两个积分常数，不妨记
α1 = E,α2 = J。则根据上一小节的理论，我们还有下面两个运动积分

β1 =− ∂S
∂E

= t −
∫

dr
m√

2m
[
E −V (r)

]
− J2

r2

,

β2 =−∂S
∂J

=
∫

dr
J/r2√

2m
[
E −V (r)

]
− J2

r2

−θ . (5.133)

实际上，人们通常记 β1 = t0 为初始时刻，记 −β2 = θ0 为初始角度。这样，我们就完全解

出了中心力场问题。人们可以将这里的结果和第四章中的相应结果进行比较，两者是完全

一致的。





6. 哈密顿系统中的规则与混沌

前面我们讲过对称性与守恒定律的关系，也说明过对称性如何决定系统的作用量。其

实，对称性还强烈地限制着哈密顿力学系统的动力学行为。一个系统的对称性越高，其动

力学行为就越呈现出规则性，而对称性的降低就可能导致混沌。相反，一个系统的行为越

表现出规则性往往就意味着它有越高的对称性，不过这个对称性可能是隐藏的。

另一方面，连续对称性总是对应着守恒量，也就是与哈密顿量泊松对易的物理量1。因

此，如果一个力学系统有越多的守恒量，其动力学行为就会越规则，而守恒量的不足也是

力学系统呈现混沌行为的必要条件。本章我们将从最规则的力学系统 (也就是所谓的可积
系统) 出发，逐步探讨哈密顿力学系统如何从规则过渡到混沌。

6.1 最规则的哈密顿系统-可积系统

动力学行为最规则的哈密顿系统是所谓的可积系统，也称作刘维尔可积系统。这个概

念上一章已经引入了，假设我们考察的是一个 n 自由度的哈密顿系统，那么可积的定义

是，存在 n 个泊松对易的独立守恒量，不妨记这些守恒量为 Ga,a = 1,2,3...,n，它们满足

[H,Ga] = 0。所谓泊松对易即满足

[Ga,Gb] = 0, (6.1)

而所谓独立即满足

dG1 ∧dG2 ∧ ...∧dGn ̸= 0. (6.2)
1假设不显含时间。
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对于 2n 维相空间，不可能有超过 n 个相互独立且泊松对易的守恒量。由于哈密顿量 H 本

身也是守恒量2，而且它和所有 Ga 均泊松对易，因此这意味着 H 不是独立的，而必然是

Ga 的函数。实际上，后面将看到，H 完全由这些 Ga 决定，不再依赖于更多的独立变量。

6.1.1 不变环面

由于 Ga 是守恒量，因此系统在相空间的运动轨道一定会被限制在 Ga,a = 1,2, ...,n 取

常数值的 n维超曲面上，不同的取值就将相空间分层成不同的超曲面，不妨记 Ga = ga,a =

1,2, ...,n 的那一层超曲面为 Mg。可以证明，如果 Mg 连通且有限 (用数学术语来说即紧
致)，那它一定可以参数化为 n 维环面 Tn = S1 ×S1 × ...×S1, 即 Mg = Tn，称作相空间的

不变环面，不变的意思是，系统始终在这个环面上运动。图 (6.1) 中所示的就是一个两维
环面 T2。

Figure 6.1: 相空间的不变环面。图片来自 Tom W.B. Kibble and Frank H. Berkshire,
Classical Mechanics(下图同)。

为了证明上一段的这个结论，我们引入相空间坐标 x = (q, p), 并以 xi, i = 1,2, ...,2n 来

表示它的各分量。很显然，等 Ga 面Mg 的法向就是 Ga 的梯度方向，即有 ∂Ga
∂x ,a = 1,2, ..,n

均垂直于 Mg。另一方面，我们取 Ga,a = 1,2, ..,n 为生成元，让它们在相空间生成相流，

并记相应的相流参数为 λ a，即有相流方程

dxi

dλ a = vi
Ga

= ω i j∂ jGa, (6.3)

式中 vi
Ga
表示相应相流的速度场。很显然，总共有 n个这样的相流，并且由于 Ga,a= 1,2, ..,n

相互独立，所以这些相流的速度场是线性独立的。另外，

vi
Gb

∂iGa = (∂iGa)ω i j(∂ jGb) = [Ga,Gb] = 0, (6.4)

即这些相流的流动方向均与 Ga 的梯度方向相垂直！从而也即是说，这些相流均是沿着曲

面Mg 流动的。当这 n个线性独立相流流遍 n维超曲面Mg 时，它们的参数 λ a,a= 1,2, ..,n

就给出了Mg 的一种坐标。而这些相流是可以一直持续下去的，它们并没有边界。因此要

么这组 n 维参数 (λ 1,λ 2, ...,λ n) 的取值范围都是 (−∞,+∞), 从而相当于一个 n 维空间 Rn,

2我们仅考虑 H 不显含 t 的情形。



6.1 最规则的哈密顿系统-可积系统 107

要么，如果每个参数的取值都有限的话，那每一个参数的取值范围都只能是在一个圆周 S1

上，从而相当于一个 n 维环面 Tn, 而这正是我们想要证明的结论。比如图 (6.1) 中所画的
两维环面 T2 上的坐标网就是由相流参数组 (λ 1,λ 2) 所参数化的。如此就完成了整个证明。

Tn 由 n 个圆周作笛卡尔积而成，每一个圆周对应一个拓扑独立的非平凡回路，即不

可以通过连续形变相互过渡也不可以连续收缩为一点的回路，因此 Tn 上有 n 个拓扑独

立的非平凡回路，不妨记为 Ca,a = 1,2, ...,n。假设 Mg = Tn, 则系统就在这个 n 维环面

上运动，它在每一个独立回路 Ca 方向都是周期性的，但是整个完整的相轨道却不一定是

闭合轨道，因为这里有两种不同的可能性。为了弄清楚问题，我们记系统在 Ca 方向的运

动周期为 Ta，从而它在这个方向的角频率为 ωa =
2π
Ta
。仔细考虑一下不难明白，如果任何

两个方向的角频率之比 ωa/ωb 都是整数比，则各个方向的运动一定有公共的周期，从而

整个系统一定作周期性的运动，从而一定是闭合轨道，图 (6.2) 中左图所画的就是这种情
形。但是，如果这些角频率之比都是无理数，那就没有公共的周期，也没有闭合轨道，实

际上，这时候系统的相轨道最终将密密布满整个 Tn, 称作相轨道遍历整个不变环面，图
(6.2) 中右图所画的就是这种情形。一般来说，对于具有角频率 ω⃗ = (ω1,ω2, ...,ωn) 的不变

Figure 6.2: 不变环面上的相轨道。

环面, 它不能被相应相轨道遍历的充要条件是，存在一组整数 m⃗ = (m1,m2, ...,mn) ̸= 0, 使
得 ω⃗ · m⃗ = m1ω1 +m2ω2 + ...+mnωn = 0。这个条件称之为共振条件，满足共振条件的不变

环面就是所谓的共振环面。

6.1.2 另一个刘维尔定理

刘维尔定理： 可积系统的相空间运动可以通过积分法求解。
类似的结论上一章我们其实证明过，但那个证明假定了能找到哈密顿-雅可比方程的

一组解析解。下面要给出的证明完全不依赖于这个假定，相反，我们可以用证明得出的哈

密顿正则方程的解析解构造出相应哈密顿-雅可比方程的解析解，如何构造已经在上一章
讲过了。

下面我们来证明这个刘维尔定理。证明的关键在于找到一组正则变换，将相空间坐标

由原来的 x = (q, p) 变换为 x′ = (ψ,G)，式中 G 代表所有相互泊松对易的守恒量 Ga，它们

是新的正则动量，ψ 代表新的正则坐标 ψa,a = 1,2, ...,n。如果我们成功地做到这一步，那

这首先证明了哈密顿量 H 只能依赖于守恒量 G, 不能依赖于 ψ，这是因为 0 = [H,Ga]x =



108 Chapter 6. 哈密顿系统中的规则与混沌

[H,Ga]x′ =
∂H
∂ψa，即 ∂H

∂ψa = 0。其次，如果我们成功找到这样的正则变换，则

Ġa = [Ga,H] = 0, ψ̇a = [ψa,H] =
∂H
∂Ga

= Ωa, (6.5)

式中 Ωa 定义为 ∂H
∂Ga
，是一些仅仅依赖于 G 的量。从而我们就可以得到系统的运动在这组

新正则变量下的解

Ga(t) = Ga(0), ψa(t) = ψa(0)+ tΩa. (6.6)

将这组解变换回去，就能得到原来正则变量 (q, p) 下的解。如果这组正则变换可以用某个

积分表达式来生成，那我们就证明了能通过积分法得到系统在原变量 (q, p) 下的解析解。

这样就完成了想要的证明。

为了构造这组正则变换，我们注意到系统的运动总是限制在某层超曲面 Mg 上，而

Mg 由 Ga(q, p) = ga 确定，因此我们可以反解出 pa 作为 g,q的函数，记为 pa(g,q)。下面在

Mg 上任意选定一个参考点 q0，并在Mg 上考察一条从 q0 到 q的路径，然后将 pa(g,q)dqa

沿着这条路径积分3。很明显，如果积分的结果与具体的路径无关，而只与起末两点位置

有关，那这个积分就定义了一个函数 F(G,q)，

F(G,q) =
∫ q

q0

pa(g,q)dqa. (6.7)

很显然，这个函数满足

pa =
∂F
∂qa , (6.8)

因此我们将之取为正则变换的第二类生成函数，进而将 Ga 看作新的正则动量，并定义新

的正则坐标为，

ψa =
∂F
∂Ga

. (6.9)

这样，所需的正则变换就构造出来了。唯一还需要证明的就是 (6.7) 式的积分的确与具体
路径无关！

要证明积分和路径无关，只需证明在 Mg 的闭合回路4上的积分等于零 (请读者自己
思考一下为什么是这样？)，即证明

∮
padqa|Mg = 0。但是 padqa 就是辛势 Θ，因此就是要

证明
∮

Θ|Mg = 0。根据斯托克斯公式，这就是要证明

∮
Θ|Mg =

∫
dΘ|Mg =

∫
ω|Mg = 0. (6.10)

3本章同样使用求和约定。
4假设它可以连续收缩成到 q0 点
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为此只需证明，辛形式限制在 Mg 上等于零，即 ω|Mg = 0。这个证明如下，

ω|Mg =
1
2

ωi j
dxi

dλ a
dx j

dλ b dλ a ∧dλ b

=
1
2

ωi jvi
Ga

v j
Gb

dλ a ∧dλ b

=
1
2

ω(vGa ,vGb)dλ a ∧dλ b

=
1
2
[Gb,Ga]dλ a ∧dλ b = 0. (6.11)

上面的推导过程使用了上一章讲相流时推导的相关公式。到此为止就完成了整个刘维尔定

理的证明。

6.1.3 作用-角变量

如果可积系统的运动有限，从而其Mg = Tn，那就可以选择一组非常有用的正则变量，

称之为作用-角变量。其中作用变量通常记为 Ia,a = 1,2, ..,n，是一组互相泊松对易的守恒

量，它和原来的守恒量 G 互为函数关系。Ia 常常作为正则动量，与之对应的正则坐标记为

θ a，称作角变量。可积系统的哈密顿量只是作用变量 I 的函数，记为 H(I)。

作用变量的定义相应于不变环面 Tn 上的非平凡回路，对于每一个独立非平凡回路 Ca，

可以定义相应的 Ia 如下

Ia =
∮

Ca

Θ
2π

=
∮

Ca

pbdqb

2π
, (6.12)

由于 Mg = Tn 由原守恒量 G 定义，因此这样定义的 Ia 显然是 G 的函数。进而我们也可

以将不变环面刻画成 Ia,a = 1,2, ...,n 取常数值的超曲面，即 Ia(q, p) = fa 的超曲面，不同

的 f 值就将整个相空间分层成不同的不变环面。比如，第一章讲势能曲线的时候，实际上

我们已经初步接触过一维情形下的作用变量，在一维运动的情形中，相空间是两维的，而

不变环面也是一维的，就是一条闭合的相轨道，这时候作用变量就是这条相轨道包围的面

积除以 2π，具体细节读者不妨往回翻看一下。
为了定义角变量 θ a，我们仿照对刘维尔定理的证明过程，首先通过反解 Ia(q, p) =

fa,a = 1,2, ...,n 得出 pa = pa( f ,q)，进而引入正则变换的第二类生成函数 F(I,q), 定义如下

F(I,q) =
∫ q

q0

pa(I,q)dqa. (6.13)

进而即有

pa =
∂F
∂qa , θ a =

∂F
∂ Ia

. (6.14)

θ a 之所以称作角变量，是因为它在回路 Ca 上以 2π 为周期，而在其它 b ̸= a 的回路 Cb 上

周期是零，即满足 ∮
Cb

dθ a

2π
= δ a

b. (6.15)
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证明如下， ∮
Cb

dθ a =
∮

Cb

∂ 2F
∂qc∂ Ia

dqc

=
∂

∂ Ia

∮
Cb

∂F
∂qc dqc =

∂
∂ Ia

∮
Cb

pcdqc

= (2π)
∂ Ib

∂ Ia
= (2π)δ a

b. (6.16)

类似于前面对刘维尔定理的讨论，作用变量和角变量满足的哈密顿正则方程为

İa = 0, θ̇ a =
∂H
∂ Ia

= ωa(I), (6.17)

式中 ωa(I) 定义为 ∂H
∂ Ia
，为系统在 Ca 方向上运动的角频率。不仅如此，而且第一章谈到的

玻尔-索末菲量子化条件也可以推广为

Ia = nah̄, (6.18)

式中 na 为非负整数，是一个标记量子状态的量子数。假设我们以作用变量和角变量为相

空间的坐标，那玻尔-索末菲量子化条件将带来一个直观的相空间图像，对于一维运动情
形，它意味着相空间沿着 θ 轴可以划分成一个个长为 2π 的区间，而沿着 I 轴可以划分

成一个个长为 h̄ 的区间，这样就可以将整个相空间分成一些宽为 2π，高为 h̄, 从而面积为
2π h̄，的小格子，称之为相格。玻尔-索末菲量子化条件告诉我们，每一个相格对应一个量
子状态。推广到 n 自由度情形即是，相空间可以划分成一些体积为 (2π h̄)n 的相格，每一

个相格对应一个量子状态。

6.1.4 开普勒问题和两维谐振子问题

开普勒问题

前面的章节中求解过粒子在中心力场 V (r) =− k
r (k > 0) 中运动的问题，也就是所谓的

开普勒问题。我们知道，这个问题可以化简为一个平面运动问题，相应的哈密顿量为

H =
p2

r

2m
+

p2
θ

2mr2 −
k
r
. (6.19)

其中 pθ 就是角动量，有时候也记为 J，它当然是一个守恒量，因此 pθ 与 H 泊松对易。所

以，我们有两个相互泊松对易的守恒量，H 和 pθ，而这又是一个两自由度的两维运动问

题，所以它构成一个可积系统。我们可以选取 H, pθ 为正则动量 (两者看成相互独立)，相
应的两个正则坐标分别记为 ψH ,ψθ。很明显

ψ̇H =
∂H
∂H

= 1, ψ̇θ = 0. (6.20)

由此即知道 ψH = t − t0，ψθ 为常数。

如果我们想进一步求出 r,θ 如何随时间演化，那根据刘维尔定理的证明过程，就需要
将守恒量 H, pθ 以及相应的两个正则坐标 ψH ,ψθ 正则变换回去。这个正则变换的生成函
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数 (第二类生成函数)F(H, pθ ,r,θ) 为

F(H, pθ ,r,θ) =
∫ (

prdr+ pθ dθ
)

=
∫

dr

√
2m
(
H −

p2
θ

2mr2 +
k
r

)
+ pθ θ . (6.21)

这个生成函数按照下式生成正则变换

t − t0 = ψH =
∂F
∂H

=
∫

dr
m√

2m
(
H − p2

θ
2mr2 +

k
r

)
ψθ =

∂F
∂ pθ

=−
∫

dr
pθ/r2√

2m
(
H − p2

θ
2mr2 +

k
r

) +θ (6.22)

这里的 ψθ 就可以理解为初始角度 θ0。读者可以将这个结果与第四章第五章的相应结果进

行比较，不同的方法结论是完全一致的。

下面我们看看如何用作用-角变量处理开普勒问题。对于束缚运动 (符合运动区域有限
的条件)，开普勒问题的两个作用变量 I1, I2 分别为

I2 =
∮ pθ dθ

2π
= pθ

I1 =
∮ prdr

2π
=

1
2π

∮
dr

√
2m
(
H −

p2
θ

2mr2 +
k
r

)
=

1
π

∫ rmax

rmin

dr

√
2m
(
H −

p2
θ

2mr2 +
k
r

)
. (6.23)

式中对 r 的回路积分表示从下限 rmin 积到上限 rmax，然后再积回下限 rmin。rmin,rmax 由

pr = 0 确定，从而是方程 H − p2
θ

2mr2 +
k
r = 0 的两个根，两根之和以及两根之积分别为

rmin + rmax =− k
H
, rminrmax =−

p2
θ

2mH
. (6.24)

由此也可以知道，必有总能量 H < 0。为了进一步算出 I1 表达式中的积分，我们可以利用

如下公式

∫ rmax

rmin

dr
√(

1− rmin

r

)(rmax

r
−1
)
=

π
2
(rmin + rmax)−π

√
rminrmax. (6.25)

利用这些结果，不难算出

I1 =−I2 + k
√

m
−2H

. (6.26)

进而即有

H =− mk2

2(I1 + I2)2 = E. (6.27)
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从上面的结果容易得到 ω1 =
∂H
∂ I1

= ∂H
∂ I2

= ω2, 以及

ω1 = ω2 =
mk2

(I1 + I2)3 =
m
k

(
− 2E

m

)3/2
. (6.28)

这说明两件事情：第一，由于 ω1/ω2 = 1 是一个有理数，这说明粒子的运动是一个周期运

动，特别的，运动轨道是闭合轨道。第二，周期 T = 2π
ω1

= (2π)km1/2
(
−2E

)−3/2, 这正是开
普勒第三定律，这是因为半长轴 a = k

(
−2E

)−1, 所以 T = (2π)
√m

k a3/2。

两维谐振子问题

下面再考察一个例子，即一个两维谐振子，其哈密顿量为

H =
1
2
(

p2
1 +ω2

1 q2
1 + p2

2 +ω2
2 q2

2
)
. (6.29)

很显然系统 1,2 两个分量的哈密顿量都是守恒量，而且相互泊松对易，分别记为 H1,H2，

H1 =
1
2

(
p2

1+ω2
1 q2

1
)
, H2 =

1
2

(
p2

2+ω2
2 q2

2
)
。同样很明显的是，H1 = E1 给出的是相空间 (q1, p1)

平面上的一个椭圆，椭圆在拓扑上当然等同于圆周 S1。同样 H2 = E2 也是 (q2, p2) 平面上

的椭圆，也拓扑等价于 S1，所以系统的运动正是限制在这两个 S1 的笛卡尔积上，这也就

是相空间的不变环面 T2 = S1 × S1。所以这个系统当然是一个可积系统，人们不难按照求

解可积分系统的一般办法得出系统的解析解。不过，我们这里真正想讨论的是如何构造这

个系统的作用-角变量。
人们当然可以按照构造作用-角变量的一般方法找到这个系统的作用-角变量，但这

不是最快捷的方法。对于这个系统而言最快捷的方法就是先找到参数化两个独立 S1 的

角变量，然而通过正则变换进一步找到与角变量对应的作用变量。具体来说，对于 H1 =
1
2

(
p2

1 +ω2
1 q2

1
)
= E1 的椭圆，我们可以定义相空间的坐标变换

p1 = ρ1 cosθ1, ω1q1 = ρ1 sinθ1, (6.30)

式中 θ1 正是参数化这个椭圆的角变量，但满足 ρ2
1 = 2E1 的 ρ1 却不一定是相应的作用

变量，因为上面的变换只是相空间的坐标变换，却不一定是正则变换。同样，对于 H2 =
1
2

(
p2

2 +ω2
2 q2

2
)
= E2 的椭圆，我们也可以定义相空间的坐标变换

p2 = ρ2 cosθ2, ω2q2 = ρ2 sinθ2, (6.31)

式中 θ2 也是一个角变量。

找到作用变量的关键是找到以上面两个角变量 θ1,θ2 为正则坐标的正则变换，而找到

正则变换的关键则是要求相空间的坐标变换保持辛结构。为此我们进行如下计算

ω = d p1 ∧dq1 +d p2 ∧dq2

=
1

ω1
ρ1dρ1 ∧dθ1 +

1
ω2

ρ2dρ2 ∧dθ2

= d
( 1

2ω1
ρ2

1
)
∧dθ1 +d

( 1
2ω2

ρ2
2
)
∧dθ2. (6.32)
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从这个计算可以知道，只需令 I1 =
1

2ω1
ρ2

1 , I2 =
1

2ω2
ρ2

2 , 就会有

ω = d p1 ∧dq1 +d p2 ∧dq2 = dI1 ∧dθ1 +dI2 ∧dθ2. (6.33)

这正是正则变换的保辛结构条件。也即是说，上面定义的 I1, I2 正是我们要找的作用变量。

不妨将作用-角变量与原来变量之间的正则变换关系明显地写出来，

p1 =
√

2I1ω1 cosθ1, q1 =

√
2I1

ω1
sinθ1,

p2 =
√

2I2ω2 cosθ2, q2 =

√
2I2

ω2
sinθ2. (6.34)

很显然，H1 = I1ω1, H2 = I2ω2，从而

H = I1ω1 + I2ω2. (6.35)

利用作用-角变量的哈密顿正则方程，我们容易得到

θ̇1 =
∂H
∂ I1

= ω1, θ̇2 =
∂H
∂ I2

= ω2. (6.36)

从而即有 θ1 = ω1t +φ1, θ2 = ω2t +φ2, 代回 (6.34) 式就可以得到原来的变量 q1,q2, p1, p2

的解。

6.1.5 绝热不变量

作用变量还有一重身份，就是作为所谓的绝热不变量。为了讲清楚这个问题，我们考

虑一个一维系统，假设其势能曲线将系统约束在一个有限的区间上作周期运动，从而其相

空间的不变环面就是一条相空间闭合回路 C，拓扑上等价于 S1。

进一步，再假设势能函数依赖于某个控制参数 λ，记为 V (q,λ )，因此系统的哈密顿量
为

H =
p2

2m
+V (q,λ ). (6.37)

现在，假设我们以几乎恒定的速率缓慢地调节参数 λ，即让 λ 以几乎恒定的速率随时间缓
慢变化, 记为 λ (t)，那这就变成了一个显含时间 t 的系统，能量 E 因此不再守恒，而是也

依赖于时间，记为 E(t)。很显然，如果参数 λ 相对于系统的运动周期来说变化得足够缓
慢，那系统将依然近似作周期运动，但是它的各个物理量 (比如能量) 都将同时随时间缓
慢变化。所谓的绝热不变量，指的就是这样一个特殊物理量，它在参数的缓慢调节下保持

不变！下面我们将证明，作用变量 I = 1
2π
∮

pdq 就是一个绝热不变量。

首先，注意到在每一个瞬时均有 E = p2

2m +V (q,λ ), 从而

p =
√

2m
[
E −V (q,λ )

]
= p(q,E,λ ), (6.38)

即我们将 E 和 λ 看成两个独立变量，并用它们表达出动量 p。从而作用变量 I = 1
2π
∮

pdq

也是 E,λ 的函数，记为 I(E,λ )。随着参数的缓慢调节，E 和 λ 都将随时间缓慢变化，但
是，这两者的变化并不相互独立，而是满足

Ė =
∂H
∂ t

=
∂H
∂λ

λ̇ . (6.39)



114 Chapter 6. 哈密顿系统中的规则与混沌

这使得这两种变化对作用变量 I 的贡献正好相互抵消，从而使 I 绝热不变。下面我们就是

要证明这一点。

为此，我们进行如下计算

İ =
∂ I
∂E

Ė +
∂ I
∂λ

λ̇ =

(
∂ I
∂E

∂H
∂λ

+
∂ I
∂λ

)
λ̇ . (6.40)

根据第一章关于势能曲线的相关讨论可以知道，

∂ I
∂E

=
T
2π

, (6.41)

式中 T 为系统的运动周期。另一方面，我们也有

∂ I
∂λ

=
1

2π
∂

∂λ

∮
pdq =

1
2π

∮ ∂ p
∂λ

dq

=
1

2π

∫ T

0

∂ p
∂λ

dq
dt

dt =
1

2π

∫ T

0

∂ p
∂λ

∂H
∂ p

dt. (6.42)

为了算出 ∂ p
∂λ，我们将 p= p(q,E,λ )的表达式代入哈密顿量 H(q, p,λ )，并将等式 H(q, p,λ )=

E 对独立变量 λ 求导，即有

∂H
∂λ

+
∂H
∂ p

∂ p
∂λ

= 0. (6.43)

将这个结果代入 (6.42) 式即有

∂ I
∂λ

=− 1
2π

∫ T

0

∂H
∂λ

dt. (6.44)

将这个结果和 (6.41) 式一起代入 (6.40) 式，即得

İ =
(

T
∂H
∂λ

−
∫ T

0

∂H
∂λ

dt
)

λ̇
2π

. (6.45)

我们看到，右边的两项已经接近了，并且呈现出抵消的趋势，但是，两者还是有点差别。

下一步，我们将 (6.45) 式对一个运动周期求平均。任何一个物理量 A(t,λ ) 的周期平
均记为 A，定义如下

A =
1
T

∫ T

0
dtA(t,λ ). (6.46)

很明显，如果我们考察 İ，那右边的两项就正好抵消了！从而即有

İ = 0. (6.47)

从这个结果也容易得到

I(t +T ) = I(t). (6.48)

也即是说，对于足够缓慢的参数调节来说，作用变量最多是以运动周期为周期的函数，或
者说作用变量在一个周期之内的平均变化率为零，这才是前面我们说作用变量是绝热不变
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量的精确含义。注意到相对于参数变化的时间尺度而言，运动周期 T 是非常短的，因此这

其实是说，作用变量在参数变化的时间尺度上近似不变。

以一维运动的谐振子为例，其哈密顿量为 H = Iω，因此即使谐振子的频率 ω 随时间
缓慢变化，谐振子能量 E 与 ω 的比值 E/ω 也近似保持不变。
实际上，历史上在从经典力学到量子力学的过渡过程中，人们首先注意到了作用变量

的绝热不变性，即注意到作用变量在参数的缓慢变化下保持不变的性质，这使得人们自然

假设它是一个量子化的量 (因为量子化的量不能连续变化，从而自然在参数的连续变化下
保持不变)，由此人们才提出作用变量的玻尔-索末菲量子化条件。

6.2 近可积系统与混沌系统

近可积系统与 KAM 定理

前面已经看到，对于有限区域内的运动，可积系统的相空间分层成不同的不变环面

Tn，并且我们可以将 Tn 的坐标取作角变量 θ = (θ 1,θ 2, ...,θ n)，将不同层的不变环面对应

不同的作用变量 I = (I1, I2, ..., In)。即是说，我们可以用作用-角变量来描述可积系统，在这
一描述下系统的哈密顿量仅为作用变量的函数。

假设我们有一个可积系统 H0(I)，现在我们给它加上一个微扰，使得整个系统的哈密

顿量变成

H(I,θ) = H0(I)+ εH1(I,θ), (6.49)

式中 ε 代表一个小量，H1(I,θ) 代表扰动，它不仅依赖于原来的作用变量同时还依赖于原
来的角变量。这个扰动以后的系统就是一个近可积系统。

起初人们认为，扰动会破坏可积系统的不变环面，使得原来 n 维不变环面上的相轨道

在扰动后弥漫到整个 2n− 1 维等能量曲面 (注意，哈密顿系统的能量守恒)。但是，1954
年 Kolmogorov 在世界数学家大会上指出：非退化的可积系统在上述扰动之后，虽然某些
不变环面会被扰动破坏掉 (称为共振环面)，但所谓满足强非共振条件的不变环面 (这种不
变环面占大多数) 仍然会被保存下来。也就是说近可积系统整个相空间中大部分的相轨道
依然是非常规则的！这个发现后来被 Arnold 和 Moser 分别给予了严格的证明，这就是著
名的 KAM 定理。
证明 KAM 定理的基本办法是某种改进的牛顿迭代法。粗略地说，就是找一系列的正

则变换对扰动后得到的近可积系统进行步步变换，使之越来越靠近一个可积系统 (只要对
大部分相空间区域能做到这一点就行)。问题是，这个迭代展开在分母上依赖于 ω⃗ · m⃗，⃗ω 就
是原来不变环面的角频率，⃗m是任何形如 (m1,m2, ...,mn)的整数组。因此这个展开对于共振

环面 (即存在某个 m⃗ ̸= 0使得 ω⃗ · m⃗ = 0的不变环面)是不收敛的。不仅如此，对于任何不变
环面，实际上人们总可以选择 m⃗，使得 ω⃗ ·m⃗任意接近零，因此看起来这个迭代展开对于任何
不变环面都不收敛，这就是所谓的“小分母”困难。Arnold和Moser正是利用改进的牛顿迭
代法解决了“小分母”问题，证明对于满足所谓强非共振条件的不变环面，改进后的迭代展

开收敛，从而证明了 KAM定理。对具体证明过程感兴趣的读者，可以阅读 Jurgen Poschel
的文章 A Lecture on the Classical KAM Theorem，https://arxiv.org/abs/0908.2234v1。
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在那些不变环面被扰动破坏的相空间区域，随着不变环面的破坏可能发生两件事情：

第一，系统的相空间轨迹可能会与邻近轨迹发生剧烈的甚至随时间指数增长的偏离，从而

导致对初始条件的极端敏感性和混沌行为。第二，它可能使得系统演化缺乏可预测性。即

使我们处理的是严格的确定性系统，它也可能产生有效的随机输出，从而使得系统丧失可

预测性。

太阳系是否稳定呢？这个大问题曾经引发大量的工作，直到 KAM 定理提供一个也许
肯定的回答。太阳系是一个多体问题，具有明显的层次性，其行星与行星之间的相互作用

比行星与太阳之间的相互作用要弱得多，可以看成是一个微扰。而行星与太阳的相互作用

则是一个可积系统，其解就是开普勒的椭圆轨道。因此太阳系是一个近可积系统，KAM
定理可以适用，由于这个原因，该系统的大体结构是稳健的！但是，我们并不能非常确定

目前的太阳系处在相空间的稳定区域。

混沌系统

假设我们考察的既不是可积系统，又不是近可积系统，而是一个一般性的哈密顿系统，

其泊松对易的守恒量的数目少于自由度数目 n，甚至当自由度数目 n 很大时大大少于 n，

比方说只有一个守恒量，即能量。那这时候系统的动力学行为往往不再规则，而是常常会

表现出混沌。

前面的章节中，我们讨论过不少这样的系统，这里不妨简单回顾一下。首先，第二章

的最后，我们讨论过双摆系统，那是一个两自由度的系统，但是它只有一个守恒量，即能

量。我们说过，当能量足够大时这个系统会表现出混沌行为。其次，第四章我们讨论过受

限三体问题，我们说过庞加莱正是在研究受限三体问题时发现混沌的。具体到第四章中对

受限三体问题的那个简化模型，它显然是一个两自由度系统，但是只有能量这一个守恒量，

因此出现混沌行为也不奇怪。至于一般性的三体问题，显然它有 9 个自由度，但是守恒量
只有能量、总动量 (三个分量)、还有总角动量 (三个分量)，共 7 个守恒量，而且相互泊松
对易的守恒量实际上只有四个，所以当然一般会展现出混沌行为。最后，第五章中我们考

察过两维平面上的涡旋系统，我们只找到 3 个相互泊松对易的守恒量，所以对于 3 个涡旋
的情形，那是一个可积系统，但是 4 个和 4 个以上涡旋的运动则通常是混沌的。



7. 振动

本章将研究两类振动问题，其一是力学系统在其稳定平衡位置附近的微小振动，其二

是一个振动的力学系统在参数的周期性变化下发生的失稳现象，即所谓的参数共振。我们

将主要使用拉格朗日框架分析小振动问题，而主要使用哈密顿力学框架分析参数共振问

题。

7.1 小振动

对于一个处于稳定平衡状态的力学系统，给它一个小扰动，它就会在平衡位置附近来

回振动，这就是小振动。正如我们即将证明的，小振动是可积的，而且只要合适地选取系

统的广义坐标，小振动可以化简成 n 个独立谐振子的简谐振动，n 就是系统的自由度数。

7.1.1 小振动的拉格朗日量

为了研究小振动，我们假设系统的动能 T 具有如下一般形式，

T =
1
2

mab(q)q̇aq̇b, (7.1)

这里 qa 为系统的广义坐标，式中的 mab(q) 关于两个下标对称，即满足 mab(q) = mba(q)，

而且我们使用了求和约定 (后文也一样)。从而系统的拉格朗日量 L 可以写成

L =
1
2

mab(q)q̇aq̇b −V (q), (7.2)

V (q) 表示势能。
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不失一般性的，我们假设 qa = 0 为系统的稳定平衡位置，根据第一章中的相关讨论可

以知道，它也就是势能 V (q) 的极小值位置。要研究的就是 qa = 0 附近的小振动，为此可

以将上面的拉格朗日量 (7.2) 在 q = 0 处泰勒展开，将展开量 qa 看成小量，进而保留到这

个小量的二阶，即有

L =
1
2

mab(0)q̇aq̇b −V (0)− ∂V
∂qa |q=0qa − 1

2
∂ 2V

∂qa∂qb |q=0qaqb + ... (7.3)

在这个式子中，首先，V (0) 是一个常数，对于拉格朗日量来说无关紧要，因此可以忽略。

其次，动能一定大于等于零，从而 mab(0) 是一个对称的正定矩阵, 不妨简记作 mab，当然

这样写出来的是矩阵元形式，相应的 n×n 矩阵可以记为 M。再次，由于 q = 0 为平衡位

置，也就是势能的极值位置，从而必有 ∂V
∂qa |q=0 = 0。最后，假设记 ∂ 2V

∂qa∂qb |q=0 = kab, 则由
于势能的这个极值是极小值，所以 kab 也必定是对称正定矩阵，同样这写的是矩阵元形式，

相应的矩阵记为 K。综上所述，我们就能将小振动的拉格朗日量近似成，

L =
1
2

mabq̇aq̇b − 1
2

kabqaqb (7.4)

假设引入坐标列矢量 q = (q1,q2, ...,qn)T，T 代表矩阵转置，则也可以将上述拉格朗日量写

成

L =
1
2

q̇T Mq̇− 1
2

qT Kq. (7.5)

7.1.2 简正坐标的存在性

这一小节我们将证明，可以合适地选取广义坐标进而将小振动的拉格朗日量 (7.4) 和
(7.5) 化简成 n 个独立简谐振子的拉格朗日量。

注意到 (7.5) 式中的矩阵 M,K 均是对称正定矩阵，我们可以引用关于对称矩阵的一

个引理。引理：任何实对称矩阵都可以正交变换为对角矩阵。即，对于任意实对称矩阵 B，

必定存在正交矩阵1R，使得

B = RT DR, (7.6)

式中 D 是对角矩阵，其各对角元就是对称矩阵 B 的各本征值，如果 B 同时为正定矩阵，

那这些对角元必定都大于零。关于这个引理的证明，请参阅线性代数教材。

推论：对于任何正定的实对称矩阵 B，必定存在可逆矩阵 C，使得

B =CTC. (7.7)

证明非常简单，只要根据上面的引理取 C = D
1
2 R 即可。由于假定 B 正定，所以对角矩阵

D 也正定，从而可逆，从而 C 的逆矩阵即是 C−1 = RT D− 1
2。

下面我们将上述引理和推论应用于小振动的研究。首先，注意到 (7.5) 式中的 M 为正

定对称矩阵，从而根据上面的推论知，必定存在可逆矩阵 C，使得 M =CTC，进而可以将

(7.5) 式写成

L =
1
2

q̇TCTCq̇− 1
2

qT Kq. (7.8)

1所谓的正交矩阵 R, 即满足 RT R = RRT = 1 的矩阵，这里 1 表示单位矩阵。
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下面引入新的广义坐标 q′，

q =C−1q′. (7.9)

从而即有

L =
1
2

q̇′T q̇′− 1
2

q′TC−1T
KC−1q′. (7.10)

很显然，式中的 C−1T KC−1 依然是正定对称矩阵，不妨记 C−1T KC−1 = K′，则根据上面的

引理，必定存在正交矩阵 R，使得 K′ = RT DR, 这里 D 为正定的对角矩阵。从而 (7.10) 式
可以写成

L =
1
2

q̇′T q̇′− 1
2

q′T RT DRq′. (7.11)

引入最终的广义坐标 Q = (Q1,Q2, ...,Qn)
T ,

Q = Rq′, (7.12)

从而即有

L =
1
2

Q̇T Q̇− 1
2

QT DQ. (7.13)

最后将正定对角矩阵写成 D = diag{ω2
1 , ...,ω2

n}, 即可以得到

L =
n

∑
α=1

1
2
(
Q̇2

α −ω2
αQ2

α
)
. (7.14)

最后的这个表达式我们没有使用求和约定，很明显，这正是 n 个独立简谐振子的拉格朗日

量，ωα 就是这些谐振子的角频率。到此为止就完成了本节的证明。

值得说明的是，(7.14) 式中的广义坐标 Qα ,α = 1,2, ..,n 就是所谓的简正坐标，角频率

ωα 就是所谓的简正频率。

假设引入与简正坐标对应的广义动量 Pα = ∂L
∂ Q̇α

= Q̇α , 则我们很容易通过勒让德变换
得到与 (7.14) 式相应的哈密顿量，为

H = ∑
α

1
2
(
P2

α +ω2
αQ2

α
)
. (7.15)

很显然，这个系统存在 n个相互泊松对易的守恒量，为 Hα = 1
2

(
P2

α +ω2
αQ2

α
)
, α = 1,2, ...,n，

从而这就是一个可积系统。但 (7.15) 式不过是小振动问题在合适正则变量下的表述形式，
从而这也就证明小振动是可积的。

7.1.3 如何寻找简正坐标

上一小节只是证明了简正坐标的存在性，那里的方法并不是我们实际寻找简正坐标的

方法。为了实际寻找简正坐标，我们回到最初的小振动拉格朗日量 (7.4) 和 (7.5)。从 (7.4)
式利用拉格朗日方程，可以得到一组关于 qa(t) 的运动微分方程，

mabq̈b + kabqb = 0. (7.16)
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写成矩阵形式，即

Mq̈+Kq = 0. (7.17)

我们知道，简正坐标总是在做简单的简谐振动，因此为了寻找简正坐标，我们试着寻求方

程 (7.17) 形如下式的解

q(t) = acos(ωt +φ), (7.18)

式中常数 a 为一个 n 维列矢量。

将 (7.18) 式代入 (7.17) 式即可得到

(
−ω2M+K

)
a = 0. (7.19)

这是一个关于列矢量 a的线性方程组，这个方程组存在非零解的充要条件是矩阵
(
−ω2M+

K
)
不可逆，也就是说，它的行列式要等于零，从而可得 ω2 需满足的方程，即

det
(
−ω2M+K

)
= 0. (7.20)

这个方程有 n 个解，不妨记为 ω2
α ,α = 1,2, ...,n。与 ω2

α 对应的列矢量 a 我们记作 a(α)，即(
−ω2

αM+K
)
a(α) = 0. (7.21)

可以证明 ω2
α 一定大于零 (从而 ωα 都是实数)，证明如下：我们用行矢量 aT

(α) 从左边

乘到方程 (7.21) 上，进而即可得

ω2
α =

aT
(α)Ka(α)

aT
(α)Ma(α)

, (7.22)

注意到 K 和 M 均为对称正定矩阵，即 aT
(α)Ka(α) > 0, aT

(α)Ma(α) > 0，从而即可得

ω2
α > 0. (7.23)

证明完成。

为了简化分析，下面进一步假设 n 个 ω2
α 两两不同。由此即可证明

aT
(β )Ma(α) = 0, for any α ̸= β . (7.24)

为了证明这个结论，我们将方程 (7.21) 转置一下 (注意 M 和 K 均为对称矩阵)，得到

−ω2
(β )a

T
(β )M+aT

(β )K = 0. (7.25)

下面用 aT
(β ) 左乘 (7.21) 式，用 a(α) 右乘 (7.25) 式，然后将这两个结果相减，即可得

(
ω2
(β )−ω2

(α)

)
aT
(β )Ma(α) = 0. (7.26)
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很明显，若 α ̸= β，即有 (7.24) 式。进一步若记 aT
(α)Ma(α) = mα，则我们也可以将最终的

结果写成如下形式

aT
(β )Ma(α) = mαδαβ . (7.27)

式中的 δαβ 就是所谓的克龙内克符号。利用这个结果，再将 aT
(β ) 左乘 (7.21) 式，又可以

得到

aT
(β )Ka(α) = mαω2

αδαβ . (7.28)

下面我们引入新的广义坐标 Qα ,α = 1,2, ..,n, 其定义为

q =
n

∑
α=1

a(α)Qα . (7.29)

将这个式子代入小振动拉格朗日量 (7.5) 中，并利用关系式 (7.27) 和 (7.28), 即可以得到

L = ∑
α

1
2
(
mαQ̇2

α −mαω2
αQ2

α
)

(7.30)

这正是 n 个独立谐振子的拉格朗日量。这就说明，新的广义坐标 Qα ,α = 1,2, ..,n 其实就

是简正坐标。当然，(7.30)式和上一小节定义简正坐标时标准的 (7.14)式还略微有些区别，
但这个区别其实无关紧要，因为人们很容易通过将

√
mαQα 重新定义为 Qα，进而将 (7.30)

式变为标准的 (7.14) 式。
简正坐标作简谐振动，从而 Qα(t) = cα cos(ωαt +φα), 这种运动也称为简正模式，相

应的振动频率 ωα 就称为简正频率。进而可以由 (7.29) 式得到原坐标 q(t) 的运动，

q(t) =
n

∑
α=1

a(α)cα cos(ωαt +φα). (7.31)

我们可以将列矢量 a(α) 的各分量记为 ai
(α), i = 1,2, ...,n, 进而将 ai

(α) 看成某个 n×n 矩

阵 A 的第 i 行第 α 列, 即 A = (ai
(α))，A 通常称为模态矩阵 (modal matrix)。如此一来就

可以将简正坐标的式子 (7.29) 重写成

q = AQ, (7.32)

式中 Q = (Q1, ...,Qn)
T 为简正坐标的列矢量。反过来也有

Q = A−1q. (7.33)

7.1.4 举例

双摆

第二章最后介绍过双摆，其拉格朗日量为

L =
1
2
(m1 +m2)l2

1 θ̇ 2
1 +

1
2

m2l2
2 θ̇ 2

2 +m2l1l2 cos(θ1 −θ2)θ̇1θ̇2

+(m1 +m2)gl1 cos(θ1)+m2gl2 cos(θ2). (7.34)
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下面我们简化一下问题，设 m1 = m2 = m, l1 = l2 = l，从而双摆的拉格朗日量可以简化为

L = ml2θ̇ 2
1 +

1
2

ml2θ̇ 2
2 +ml2 cos(θ1 −θ2)θ̇1θ̇2 +2mgl cosθ1 +mgl cosθ2. (7.35)

显然，θ1 = θ2 = 0 为系统的稳定平衡位置。为了研究小振动，我们在这个平衡位置附近将

上述拉格朗日量对小量 θ1,θ2 泰勒展开到二阶，即有

L = ml2θ̇ 2
1 +

1
2

ml2θ̇ 2
2 +ml2θ̇1θ̇2 −mglθ 2

1 −
1
2

mglθ 2
2 . (7.36)

利用拉格朗日方程即可以得到小振动的运动微分方程

2ml2θ̈1 +ml2θ̈2 +2mglθ1 = 0

ml2θ̈2 +ml2θ̈1 +mglθ2 = 0. (7.37)

引入广义坐标列矢量 θ = (θ1,θ2)
T , 就可以将这组方程写成(

2 1

1 1

)
θ̈ +

g
l

(
2 0

0 1

)
θ = 0. (7.38)

为了找到简正坐标和简正模式，我们需要求解相应的本征方程[
−ω2

(
2 1

1 1

)
+

g
l

(
2 0

0 1

)]
a = 0. (7.39)

解得一组解为 ω2
1 = (2−

√
2)(g

l ), 相应的 a(1) = (1,
√

2)T，另一组解为 ω2
2 = (2+

√
2)(g

l ), 相
应的 a(2) = (1,−

√
2)T。从而可以得到模态矩阵 A，为

A =

(
1 1
√

2 −
√

2

)
(7.40)

从而简正坐标为 (
Q1

Q2

)
=

1
2

(
1

√
2

2

1 −
√

2
2

)(
θ1

θ2

)
. (7.41)

当然那个整体的 1
2 因子并不重要。

7.2 参数共振

7.2.1 现象与问题

参数共振就是通过周期性地改变系统的参数而产生的共振现象。日常生活中人们在荡

秋千时可以观察到这种现象。如图 (7.1) 所示，荡秋千的人可以通过适时地作出下蹲和起
立的动作来把秋千荡得越来越高。具体来说，每次秋千摆到最高位置时，人要迅速蹲下，

使重心降低，如图 (7.1) 中的第 1，3 幅图，而秋千通过平衡位置时，人又要迅速起立，使
重心升高，如图 (7.1) 中的第 2 幅图。这样，秋千来回荡一次，整个系统的重心就呈周期
性地上升和下降两次，系统重心的运动轨迹可以绘成图 (7.1) 中的最后一幅图。
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Figure 7.1: 荡秋千时的参数共振。图片来自网络。

很显然，重心的位置决定的是秋千的有效摆长，假设记秋千的固有频率 ω0 =
√

g
l0
，则

上述过程相当于以 2ω0 的频率周期性改变秋千的有效摆长 l。问题是，这种共振是如何发

生的呢？特别是，为什么人的蹲起频率得是秋千频率的两倍呢？另外，秋千基本上是单自

由度的力学系统，多自由度力学系统有没有参数共振现象呢？

7.2.2 参数共振的一般性分析

为了一般性地分析参数共振现象，我们考察一个 n 自由度系统，以列矢量 x 表示其相
空间坐标，x = (q1, ...,qn, p1, ..., pn)

T , T 表示矩阵转置，并笼统地以 xi, i = 1,2, ...,2n 表示 x
的各个分量。假设系统的哈密顿量为

H =
1
2

Bi jxix j =
1
2

xT Bx, (7.42)

式中系统的参数 Bi j 构成一个 2n×2n的对称矩阵，记为 B。由于能量总大于零，即 H > 0,
因此一般来说我们要求 B 是一个正定矩阵。进一步假设这些参数依赖于时间并按照周期
T 变化，即

Bi j(t +T ) = Bi j(t), (7.43)

或者也可以写作 B(t +T ) = B(t)。这类系统的最简单例子就是一个频率周期性变化的谐振
子，这时候 H = 1

2

(
p2 +ω2q2

)
, ω2(t +T ) = ω2(t)。

上述系统的哈密顿正则方程为

ẋi = ω i j∂ jH = ω i jB jk(t)xk. (7.44)

数学家弗洛凯最早研究了这类参数随时间周期性变化的一阶微分方程组，这就是所谓的弗

洛凯理论 (Floquet theory)。我们注意到，对于这类方程，若 xi(t)为其解，则 x′i(t) = xi(t+T )

同样为其解。由于这是一组一阶线性微分方程，它的解空间必定为一个线性空间，因此这

就意味着，xi(t +T ) 必定为 xi(t) 的线性变换，即必定存在矩阵 Si
j 使得

xi(t +T ) = Si
jx

j(t). (7.45)

进一步，由于方程 (7.44) 是一个哈密顿正则方程，从而根据第五章的知识可以知道，xi(t)

的时间演化本身是正则变换，从而 xi(t +T ) 与 xi(t) 之间的线性变换必定同时是正则变换。
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记矩阵 S 的第 i 行第 j 列为 Si
j，那么怎么算出变换矩阵 S 呢？方法之一是在 t = 0

时刻取方程 (7.44) 2n 个线性无关的初始条件 xi
( j)(0), j = 1,2, ..,2n 为

xi
( j)(0) = δ i

j, (7.46)

然后解出它们演化到 T 时刻的值 xi
( j)(T )，则由于

xi
( j)(T ) = Si

kxk
( j)(0) = Si

j, (7.47)

因此这组 T 时刻的值正好给出矩阵 Si
j。

矩阵 S 的重要性在于，它决定了方程 (7.44) 解的长时间行为。这是因为, 根据 (7.45)
我们有

x(t +T ) = Sx(t)⇒ x(NT ) = SNx(0), (7.48)

很显然，只要取足够大的 N 就能从上式得到解的长时间行为。实际上，对于一个一般性

的解，其长时行为取决于矩阵 S 模长最大的本征值 2。为了看清楚这个结论，我们记 S 的

2n 个本征值为 λα ,α = 1,2, ...2n, 相应的本征矢量为 ai
α，不妨假设 |λ1| ≥ |λ2| ≥ ...≥ |λ2n|。

现在将解 x(t) 在 t = 0 时刻的初始值 x(0) 展开为 2n 个本征矢量 ai
α 的线性组合，即

xi(0) = ∑α cαai
α , 则有

x(NT ) = SNx(0)⇒ xi(NT ) = ∑
α

cαλ N
α ai

α . (7.49)

很显然，当 N → ∞ 时，必有

xi(NT ) = ∑
α

cαλ N
α ai

α → c1λ N
1 ai

1 + ..., (7.50)

从而矩阵 S 模长最大的本征值 λ1 和相应的本征矢量决定了方程 (7.44) 解的长时间行为。
特别的，如果模长最大的本征值 λ1 满足 |λ1|> 1，则 |λ N

1 | 在 N → ∞ 时将随着 N 指

数增长，从而方程 (7.44) 的一般解将在长时间上随时间指数增长，我们称这样的解为不稳
定解，称相应的系统为不稳定系统。反之，如果 |λ1| ≤ 1，则方程 (7.44) 的任何解都不会
随着时间指数增长，我们称这些解为稳定解，称这样的系统为稳定系统。所谓的参数共振，
就是指那些在参数的周期性变化下不稳定的系统。尤其我们要研究什么情况下一个没有发
生参数共振的稳定系统，在参数扰动之下产生参数共振，变成不稳定系统的现象。具体来
说，就是要研究在什么情形下，一个由哈密顿量 (7.42) 描述的稳定系统，在给参数 Bi j(t)

加上某种保持周期 T 不变的小扰动后，会产生参数共振变成不稳定系统。由于参数的保

周期小扰动仅仅只能对矩阵 S 产生微扰，不会使得 |λ1|< 1 突变到 |λ1|> 1，因此很显然

这种使得稳定系统失稳的情形，只可能发生在扰动最大模长本征值 |λ1|= 1 的系统时。

另一方面，由于线性变换 (7.45) 同时是正则变换，而正则变换必须保持辛结构，即满
足

ωi j
∂x′i

∂xm
∂x′ j

∂xn = ωmn, (7.51)

2为简单起见，我们假设矩阵 S 可以对角化。
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从而即可以得到

ωi jSi
mS j

n = ωmn ⇔ ST JS = J, (7.52)

满足这个式子的矩阵 S 就称作辛矩阵。由于辛矩阵 S 是 xi(t +T ) 与 xi(t) 之间的正则变换

的雅可比矩阵，根据第五章证明刘维尔定理时得到的附带结果可以知道，它的行列式必为

1，即

det(S) = 1. (7.53)

另外，根据第五章中矩阵 J 的定义式也容易直接算得

det(J) = 1. (7.54)

为了研究何时会发生参数共振，有必要研究一下辛矩阵的本征值集合 (称为本征谱)
有什么特点。为此我们考察辛矩阵 S 的特征多项式 p(λ ) = det(S−λ ·1)，式中 1 表示单位

矩阵。由 (7.52) 式以及 J2 =−1(根据定义直接验证) 可得，S =−JST −1J，从而

p(λ ) = det(S−λ ·1) = det(−JST −1
J+ JλJ)

= det(−ST −1
+λ ·1) = det(−1+λS)

= λ 2n det(S− 1
λ
·1) = λ 2n p(1/λ ). (7.55)

上述推导中应用了 det(S) = det(J) = 1，以及 det(AT ) = det(A) 这些事实。由推导的结果可

知，若 p(λ ) = 0 则必有 p(1/λ ) = 0，反之依然。这就说明，S 的本征值成对出现，若 λ 为
本征值，则 1/λ 也必定为本征值。另外，S 为一实矩阵，因此若 λ 为本征值，则 λ 也必
为其本征值，这里 λ 表示 λ 的复数共轭。

因此，矩阵 S 的本征值必定四个一组地出现，分别为

λ ,λ ,1/λ ,1/λ . (7.56)

在复平面上，这四个本征值关于实轴和关于单位圆周均对称3，如图 (7.2) 所示。但是本征

Figure 7.2: 辛矩阵的本征值分布。图片来自阿诺德《经典力学的数学方法》

3所谓关于单位圆周对称是指 λ 和 1/λ 成对出现。
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值分布在单位圆周上的情形例外，这时候由于 λ = 1/λ ,λ = 1/λ，所以本征值实际上是两
个一对出现，而没有四个一组，这一对为 λ ,λ。同样，本征值分布在实轴上的情形也例外，
这时候本征值也只成对，为 λ ,1/λ。具体分布情形如图 (7.2) 所示。

但是根据前面关于系统稳定性的讨论可以知道，S 的本征值中只要有一个不在单位圆
周上，则系统必定不稳定。为了看清楚这一点，不妨设本征值 λ 不在单位圆周上，则很显
然，本征值 λ 和 1/λ 中必定有一个落在圆外，另一个落在圆内，落在圆外的那个本征值
模长当然大于 1，从而这就说明，最大模长本征值的模长必定大于 1，从而系统必定不稳
定。这也说明，对于稳定系统，其 S 的本征值必定全都分布在单位圆周之上。

定理：若矩阵 S 的 2n 个本征值各不相同，而且都分布在单位圆周上，则系统必定稳
定，而且在对参数的保持周期 T 不变的小扰动下也依然保持稳定。

Figure 7.3: 稳定的本征值分布。图片来自阿诺德《经典力学的数学方法》

证明：首先，单位圆周上的本征值当然满足模长等于 1，从而系统必定稳定，真正需
要证明的是它在对参数的扰动下依然保持稳定。具体证明如下，如图 (7.3) 所示，由于 2n

个本征值各不相同，所以我们可以把它们分别包含在 2n 个不相交的邻域内，且让这些邻

域关于单位圆周和实轴均对称。现在，设想对系统的参数进行一个保周期 T 的微扰，从而

相当于将矩阵 S 作一个微扰，变为 S′。很显然，只要扰动足够小，则 S′ 的本征值必定依

然分布在那 2n 个不相交邻域内。实际上 S′ 的所有本征值必定依然分布在单位圆周上。因

为否则，假设有一个本征值 λ ′ 不在单位圆周上，例如位于圆外，则根据上面关于辛矩阵

本征值分布的讨论可以知道，必定还有一个成对的本征值 1/λ ′ 位于同一邻域的圆内部分。

这样，这个邻域内扰动之前的一个本征值在扰动之后就变成了两个，这就意味着 S′ 的不

同本征值数大于 2n。但这是不可能的，因为 S′ 依然为 2n×2n 矩阵，它最多只能有 2n 个

不同本征值。这就证明了 S′ 的所有本征值必定分布在单位圆周之上，从而对参数进行扰

动之后系统依然保持稳定！这就完成了证明。

上面的定理说明，当我们扰动稳定系统的参数时，相应矩阵 S 的本征值只有在撞上另
一个本征值时才可能成对地离开单位圆周 (如图 (7.4))，当然，这时与这一对本征值复共
轭的本征值对也同时相撞并成对离开单位圆周。这时候就会使得原来稳定的系统产生参数
共振，变成不稳定系统。
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Figure 7.4: 本征值相撞离开单位圆周。图片来自阿诺德《经典力学的数学方法》

7.2.3 单自由度系统的参数共振

这一小节我们将对 n = 1 的单自由度系统的参数共振进行更细致的分析。待分析的系

统为一个频率参数周期性变化的谐振子，其哈密顿量为

H =
1
2
[
p2 +ω2(t)q2], (7.57)

其中角频率参数 ω(t) 满足 ω2(t +T ) = ω2(t)，T 为参数变化的周期，我们记 ωp =
2π
T 为

参数变化的角频率。很显然，这个系统的相空间为 2 维，相空间坐标 x = (q, p)T，因此矩

阵 S 是一个 2×2 矩阵。系统的哈密顿正则方程为

q̇ = p, ṗ =−ω(t)q. (7.58)

这个方程就是一个变频谐振子的微分方程。为了求出矩阵 S，我们取两个线性无关的初始

值 x(1)(0) = (1,0)T , x(2)(0) = (0,1)T，进而根据 (7.47) 式，矩阵 S 由下式给出

S =

(
x1
(1)(T ) x1

(2)(T )

x2
(1)(T ) x2

(2)(T )

)
. (7.59)

由于这里 S 为 2×2 矩阵，所以它只有两个本征值 λ1,λ2，根据上一小节的分析，这

两个本征值必定构成一对。由于不能够凑成四个一组，所以这一对本征值的分布只有两种

可能性，要么关于实轴对称地 (即互为复共轭) 分布在单位圆周上，要么关于单位圆周对
称地分布在实轴上，如图 (7.5) 所示。当这一对本征值分布在实轴上时，我们有

Figure 7.5: 单自由度系统 S 矩阵本征值分布。

|Tr(S)|= |λ1 +λ2|= |λ1 +
1
λ1

|> 2, (7.60)
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式中 Tr(S) 表示矩阵 S 的迹。根据上一小节的一般性分析，这时候系统不稳定，有参数共

振。当这一对本征值分布在单位圆周上时，我们可以记 λ1 = eiα , 则 λ2 = λ 1 = e−iα , 则

|Tr(S)|= |λ1 +λ2|= |eiα + e−iα |= 2|cosα| ≤ 2, (7.61)

根据上一小节的分析，这时候系统是稳定的。而且，当 eiα ̸= e−iα 时，即 |Tr(S)|< 2时，由

于两个本征值不同，所以根据上一小节的分析，系统在参数的保持周期 T 不变的扰动下

将依然保持稳定，从而即使在扰动之下也不会产生参数共振。稳定系统在扰动之下失稳的

情形发生在 eiα = e−iα 时，即发生在 λ1 = λ2 =±1 的两本征值碰撞时，很显然这等价于

|Tr(S)|= 2. (7.62)

失稳就发生在将这种临界系统的本征值扰动到脱离单位圆周时。

为了分析得更具体一些，我们不妨假设 (7.57) 式给出的哈密顿量中的 ω2(t) 为

ω2(t) = ω2
0
[
1+ ε cos(ωpt)

]
, (7.63)

式中 ωp =
2π
T 为 ω2(t) 变化的角频率。并且假设我们仅仅只考察通过变动 ω0 和 ε 的方式

扰动 ω2(t)。我们可以在 ω0 − ε 平面上示意性地画出 |Tr(S)|< 2 和 |Tr(S)|> 2 的区域，也

就是系统的稳定区和不稳定区 (也就是参数共振的区域)，如图 (7.6) 所示。两个区域的交
界线就表示 |Tr(S)|= 2 的临界系统。

Figure 7.6: ω0 −ε 平面上的稳定区和参数共振区。阴影部分表示参数共振区。图中横坐标
实际上应该是 ω0/ωp, ωp 是固定的。图片来自阿诺德《经典力学的数学方法》。

从图 (7.6) 中我们看到，整个水平轴都是一些被临界点隔开的稳定区域。这实际上是
这么确定的：首先，我们在 (7.63) 式中取 ε = 0(对应水平轴)。这时候要求解的哈密顿正
则方程就是

q̇ = p, ṗ =−ω0q. (7.64)

其通解为

q(t) = c1 cos(ω0t)+ c2 sin(ω0t)

p(t) =−c1ω0 sin(ω0t)+ c2ω0 cos(ω0t) (7.65)
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对于初值 x(1)(0) = (1,0)T，容易解出

x(1)(T ) =
(

cos(2πω0/ωp),−ω0 sin(2πω0/ωp)
)T

. (7.66)

对于初值 x(2)(0) = (0,1)T，容易解出

x(2)(T ) =
(

sin(2πω0/ωp)/ω0,cos(2πω0/ωp)
)T

. (7.67)

从而矩阵 S 为

S =

(
cos(2πω0/ωp)

1
ω0

sin(2πω0/ωp)

−ω0 sin(2πω0/ωp) cos(2πω0/ωp)

)
. (7.68)

进而可以得到

|Tr(S)|= 2|cos(2πω0/ωp)| ≤ 2. (7.69)

可见，ω0 − ε 平面的水平轴上只有稳定区域，而 |Tr(S)|= 2 的临界点满足

ω0/ωp =
k
2
. (7.70)

式中 k 为正整数。特别的，ωp = 2ω0 为最简单的临界点，这时候只要稍微扰动 ε 就会产
生参数共振。这正好解释了本节一开始提出的问题，即，为什么荡秋千时要以 2ω0 的频率

变化摆长才能产生参数共振。

关于参数共振，我们就讲到这里，更多的计算例子请参阅阿诺德《经典力学的数学方

法》。





8. 刚体的运动

刚体是非相对论力学中的一种理想模型，它是一个质点系，但是其中任何两个质点之

间的距离始终恒定不变，即

|xi −x j|= constant, (8.1)

式中 xi 表示组成刚体的第 i 个质点的位置矢量。在实际应用中，我们常常认为一些刚体的

质量是连续分布的，从而可以引入单位体积的质量分布，即质量密度 ρ(x)，并进而将对离
散的各质点的求和改成连续的积分，比如将 ∑i mi 替换成

∫
dτρ(x)(这里 dτ 代表三维体积

元 dxdydz)。
但是，刚体只是非相对论力学中的理想模型，利用相对论的简单知识可以证明，绝对

符合定义的刚体是不存在的！这是因为，对于刚体来说，当我们在它的一端踢一脚，由于

距离绝对不变，它的另一端立即就得有反应，但是，根据狭义相对论，任何信号的传递速

度都有限，因此一端的影响要传递到另一端肯定需要时间，即是说，另一端不可能立即有

反应。从而在一端被踢动而另一端还没来得及反应的这段时间内，两端的距离就变了，因

此根据狭义相对论，刚体是不存在的！但是，在非相对论力学的近似下，我们可以近似认

为信号的传播速度为无穷大，从而可以近似将很多物体看成刚体。当然，大家以后学广义

相对论就能发现，在广义相对论中可以有流体模型，但刚体模型是没有的，道理就是刚才

讲过的道理。

我们可以将刚体的运动看成是由 3 个独立分量的平动叠加上绕某个点 O(比如质心)
的转动。对于平动的分析来说，完全可以把整个刚体看成单个质点而不需要引入任何新的

知识，需要仔细讨论的是刚体绕某个点 O 的转动。忽略平动以后我们可以认为 O 是固定
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的，从而这就是刚体的定点转动。我们将会看到，描述刚体定点转动也需要 3 个变量，因
此加上 3 个平动自由度，刚体的总自由度数目为 6。

(说明一下，本章不再区分上下指标，但依然使用求和约定，即是说，只要表达式中出
现了两个重复指标我们就默认对它求和，不再要求这两个指标分别为上下指标。)

8.1 运动学

8.1.1 刚体转动的位形空间

为了考察刚体绕某个固定点 O 的转动，我们以 O 为坐标原点，引入两种坐标系，其

一是固定在空间的空间坐标系，记它的三个坐标分量的单位矢量为 ẽa,a = 1,2,3。另一种

坐标系是固定在刚体上随着刚体一起转动的刚体坐标系，其三个坐标分量的单位矢量记为

ea,a = 1,2,3，如图 (8.1) 所示。很显然，这些基矢量满足如下关系

Figure 8.1: 空间坐标系和刚体坐标系。

ẽa · ẽb = ea · eb = δab. (8.2)

由于刚体坐标系是活动坐标系，所以其矢量基 {ea}实际上依赖于时间，有时候记为 {ea(t)}。
很明显，刚体的取向状态 (称作刚体的位形) 完全由刚体坐标系矢量基的取向 {ea} 确

定。从而刚体的位形空间 (记为 C ) 就是刚体坐标系所有可能取向所构成的空间。
给定刚体坐标系的一个取向 {ea}，我们可以把它在空间坐标系 {ẽa} 中作矢量展开，

即 (注意，式中有默认的求和)

eb = ẽaRab. (8.3)

很显然，展开系数 Rab 构成一个 3×3 的矩阵，相应的矩阵形式可以记为 R。容易证明 R

必定为正交矩阵，这是因为

δab = ea · eb = ẽcRca · ẽdRdb = RcaRcb = (RT R)ab, (8.4)

这就说明 RT R 为单位矩阵，从而 R 为 3×3 的正交矩阵。而且，由于刚体坐标系和空间坐

标系均为右手系，因此其变换矩阵的雅可比行列式必定为 1，这就说明 det(R) = 1，从而排

除了 det(R) =−1 的情形。综上可知，刚体坐标系的所有可能取向和行列式等于 1 的正交
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矩阵一一对应。从而刚体的位形空间就等价于所有行列式等于 1 的正交矩阵的集合。通常
称这种正交矩阵为特殊正交矩阵 (Special Orthogonal Matrix) 并记它们的集合为 SO(3)。

从而即有，刚体的位形空间 C 等于 SO(3)，即

C = SO(3). (8.5)

3×3 的矩阵有 9 个矩阵元，但是考虑到正交矩阵的条件 RT R = 1，因此这 9 个矩阵
元要满足 6 个独立的限制方程，从而真正独立的参数只有 3 个。即是说，集合 SO(3) 可以

用 3 个参数来参数化，从而刚体的位形空间 C 也可以用 3 个广义坐标来参数化，怎么选
择这 3 个参数是后面会进一步讨论的内容。正因为 C 是 3 维的，所以前面我们说刚体有
3 个转动自由度!

8.1.2 角速度矢量

由于刚体坐标系 {ea}随着刚体一起运动，这就在位形空间 C 中画出一条路径 {ea(t)},
因此当然可以计算 ėa(t)。我们将 ėa 在刚体系 {ea} 中展开，即设

ėa = ωacec, (8.6)

式中 ωac 为展开系数。可以证明，它必然满足

ωab +ωba = 0, (8.7)

即 ωab 关于两个指标反对称。证明如下：首先，我们将方程 (8.6) 点乘 eb，得到

eb · ėa = ωab. (8.8)

其次，我们将方程 ea · eb = δab 对时间求导，注意到右边 δab 是常数，对时间求导等于零，

从而即有

ėa · eb + ea · ėb = 0 ⇒ ωab +ωba = 0. (8.9)

进一步利用 3 维空间特殊的列维-西维塔符号 1εabc，即可以定义角速度矢量，其在刚

体坐标系中的分量 ωa 为

ωa =
1
2

εabcωbc ⇔ ωbc = εabcωa, (8.10)

上面我们利用了列维-西维塔符号的恒等式 εabcεade = δbdδce − δbeδcd。进而就可以将方程

(8.6) 重写为

ėa = ωacec = εacbωbec =−εabcωbec. (8.11)

或者也可以将这个式子写成

ėa = ω⃗ × ea, (8.12)
1参见第 2 章的相关部分
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式中 ω⃗ 就是角速度矢量，其定义为 ω⃗ = ωaea。在 (8.12) 式的推导过程中，我们也利用了
关系式 ea × eb = εabcec。由 (8.12) 式可以知道，刚体上一个位置矢量为 x = xaea 的质点的

速度为，

ẋ = ω⃗ ×x, (8.13)

为了得出这个结果我们只需注意这个质点在刚体坐标系中的坐标分量 xa 是不变的。

以上结果也可以用更直观的方式推导出来。为此我们假设刚体在 δ t 的无穷小时间内

绕着某个瞬时转轴 n⃗ 转过一个无穷小角度 δϕ，记 n⃗δϕ = δ⃗ ϕ。如图 (8.2) 所示，设刚体上
的矢量 x 转到了 x′, 改变量为 δx = x′−x。从图中很容易看出 |δx|= δϕ |x|sinθ , 也容易看

Figure 8.2: 绕瞬时转轴旋转 δϕ 角。

出 δx 的方向正好是 n⃗ 叉乘 x 的方向，因此即有

δx = δ⃗ ϕ ×x. (8.14)

将这个式子除以 δ t 即得 (8.13) 式，其中

ω⃗ =
δ⃗ ϕ
δ t

=
δϕ
δ t

n⃗. (8.15)

这正给出了角速度矢量的直观含义。值得强调的是，转轴 n⃗ 通常不固定，而是会随着时间

改变。

8.2 惯量张量

8.2.1 惯量张量

这一节我们要介绍刚体转动最重要的概念之一，叫做惯量张量。它其实是大家在力学

中学过的转动惯量概念的推广，不过在力学中我们只分析转轴固定的定轴转动，所谓转动

惯量描述的就是刚体绕这个固定转轴的转动惯性。但现在我们研究的转动其转轴并不固

定，从而描写转动惯性的量就要更复杂，要推广成所谓的惯量张量。
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为了引入惯量张量，让我们计算一下刚体转动时的动能，

T = ∑
i

1
2

miẋ2
i = ∑

i

1
2

mi
(
ω⃗ ×xi

)2

= ∑
i

1
2

mi
[
(x2

i )(ω⃗2)− (xi · ω⃗)2]
=

1
2

Iabωaωb. (8.16)

式中 Iab 为

Iab = ∑
i

mi
[
(x2

i )δab − (xi)a(xi)b
]
, (8.17)

其中 (x)a 表示矢量 x 在刚体坐标中的第 a 分量，即 (x)a = xa。很显然，Iab 关于两个指标

是对称的，它可以看成是一个对称矩阵 I 的矩阵元。人们通常把 Iab 称作惯量张量的分量
形式，简称为惯量张量。对于刚体质量连续分布的情况，惯量张量 I 为，

I =
∫

dτρ(x)


y2 + z2 −xy −xz

−xy x2 + z2 −yz

−xz −yz x2 + y2

 . (8.18)

值得强调的是，惯量张量是在刚体坐标系中定义的，并且从上面的表达式很容易看出，

Ixx = I11 就是绕 e1 轴 (即 x 轴) 定轴转动的转动惯量，Iyy = I22 和 Izz = I33 分别是绕 e2 轴

和 e3 轴的转动惯量，可见惯量张量的确是转动惯量的推广。

但是刚体坐标系的选取有任意性，我们当然可以将刚体坐标系重新选取为 e′a = Oabeb，

这里 O为正交矩阵。注意到角速度矢量 ω⃗ 应该与刚体系的选取无关，即 ω⃗ = e′aω ′
a = eaωa，

从而新刚体坐标下的角速度分量必为 ω ′
a = Oabωb。进一步，刚体转动动能 T 当然也与刚

体坐标的选取无关，从而即有 I′abω ′
aω ′

b = Iabωaωb, 由此可知新坐标下惯量张量的分量 I′ab

必定为 I′ab = OacObdIcd。即是说，在坐标系的正交变换下，惯量张量按照如下方式变换

Iab → I′ab = OacObdIcd , (8.19)

或者我们也可以用矩阵形式将这个变换关系写成

I → I′ = OIOT . (8.20)

在线性代数中这种变换也称作矩阵 I 的正交变换。

而 I 是一个对称矩阵，根据线性代数的知识可以知道，它必定可以正交变换为一个对
角矩阵，其对角元就是 I 的本征值。换言之，我们总可以选择一个合适的刚体坐标系, 在
这个坐标系中，惯量张量表现为对角的形式，即

I =


I1

I2

I3

 . (8.21)
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这样的刚体坐标系就称作惯量主轴坐标系，它的三个正交的坐标轴就是惯量主轴，惯量张

量在惯量主轴坐标系中的对角元 I1, I2, I3 就称之为主转动惯量。对于一个有对称性的刚体，

其对称轴通常是惯量主轴。另外，由于转动动能 1
2 Iabωaωb 总大于等于零，所以矩阵 I 是

半正定的，从而主转动惯量必定大于等于零，即 I1 ≥ 0, I2 ≥ 0, I3 ≥ 0。

举例：薄圆盘

考察一个半径为 R 厚度可以忽略的薄圆盘，假设它绕其中心转动。根据对称性我们可

以找到圆盘的 3 个惯量主轴，分别为沿着盘面的 e1,e2 轴，以及垂直盘面的 e3 轴，如图

(8.3) 所示。根据对称性很明显有 I1 = I2, 即

Figure 8.3: 薄圆盘的惯量主轴。图片来自 David Tong,《classical dynamics》

I1 = I2 =
∫

dτρx2 =
∫

dτρy2 =
1
2

∫
dτρ [x2 + y2] =

1
2

I3. (8.22)

式中 ρ = m/(πR2) 为质量面密度，dτ 为面积元。很容易算出上面的面积分，进而得

I3 =
1
2

mR2 = 2I1 = 2I2. (8.23)

刚体的角动量

下面来讨论一下如何用惯量张量和角速度分量来表达出刚体转动的角动量 J。为此进
行如下推导

J = ∑
i

mixi × ẋi = ∑
i

mixi × (ω⃗ ×xi)

= ∑
i

mi
[
x2

i ω⃗ −xi(xi · ω⃗)
]
. (8.24)

我们可以在刚体坐标系中考察 J 的分量形式 J = Jaea，则从上面的表达式容易看出

Ja = Iabωb. (8.25)

从这个表达式可知，对于刚体定点转动而言，一般来说，其角速度矢量的方向和角动量的

方向并不相同，而是相差一个线性变换。特别的，在惯量主轴坐标系中，我们有

J1 = I1ω1, J2 = I2ω2, J3 = I3ω3. (8.26)
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8.2.2 平行轴定理

惯量张量的定义依赖于坐标原点，也就是固定点 O。O 点原则上可以任意，但有一个

点比较特殊，那就是质心 C。假设我们先在质心 C 处建立质心刚体坐标系，然后再将这个

刚体坐标系平移到 O 点，我们想问，刚体绕 C 点转动和绕 O 点转动的惯量张量的关系是

什么？不妨设 O 相对于质心的位置矢量为 a，设质点在质心系中的位置矢量为 x′，在平移
后的 O 点坐标系中的位置矢量为 x，很显然 x = x′−a。另外，不妨记绕质心 C 转动的惯

量张量为 I(c)ab，记绕 O 点转动的惯量张量为 Iab，则有

Iab = ∑
i

mi
[
(xi)

2δab − (xi)a(xi)b
]
= ∑

i
mi
[
(x′i −a)2δab − (x′i −a)a(x′i −a)b

]
= ∑

i
mi
[
(x′i)

2δab − (x′i)a(x′i)b
]
+∑

i
mi
[
(a)2δab − (a)a(a)b

]
−2a ·∑

i
(mix′i)δab +∑

i
mi
[
(x′i)a(a)b +(x′i)b(a)a

]
= I(c)ab +m

[
(a)2δab − (a)a(a)b

]
.

上面的推导过程中利用了质心系的定义 ∑i mix′i = 0，式中的 m = ∑i mi 代表刚体的总质量。

不妨将最后的结果重写一遍

Iab = I(c)ab +m
[
(a)2δab − (a)a(a)b

]
. (8.27)

这个结果就是所谓的平行轴定理。值得注意的是，平行轴定理中多出来的项 m
[
(a)2δab −

(a)a(a)b
]
正好是刚体的质量全部集中在质心时绕 O 点的惯量张量。

8.2.3 同时考虑平动和转动

前面说过，刚体的一般运动可以分解成质心的平动叠加上绕质心的转动。但是前面仅

仅只考虑了转动，为了同时考虑转动和平动，我们假定刚体坐标系是一个质心系，它的坐

标原点 (即质心) 相对于空间坐标系在运动。记质心在空间坐标系中的位置矢量为 xc，记

刚体上的质点在刚体坐标系中的位置矢量为 x′i，而在固定的空间坐标系中的位置矢量为
xi, 很显然

xi = x′i +xc. (8.28)

由于刚体绕质心的转动，我们有

ẋ′i = ω⃗ ×x′i, (8.29)

因此刚体坐标系中的一切分析都和前面一样。

下面我们来计算一下同时考虑质心平动和刚体绕质心转动时刚体的动能，

T = ∑
i

1
2

miẋ2
i = ∑

i

1
2

mi(ẋ′i + ẋc)
2

= ∑
i

1
2

mi(ẋ′i)
2 +∑

i
miẋ′i · ẋc +

1
2

mẋ2
c

=
1
2

Iabωaωb +
1
2

mẋ2
c . (8.30)
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式中 m = ∑i mi，上面的推导过程中利用了 ∑i miẋ′i = d(∑i mix′i)/dt = 0 (因为对于质心系
∑i mix′i = 0)。由此可见，刚体的总动能等于质心平动动能加上刚体绕质心转动的动能。因
此分析刚体的一般运动时，我们可以将质心的平动与绕质心的转动独立分析。

8.3 欧拉陀螺

现在我们来研究一个不受外力矩作用的刚体的转动，它可以是一个绕着固定点自由转

动的刚体，甚至也可以是一个悬挂在太空中的星星。在后面这种情况中，假设我们不关心

星星质心的运动，仅仅关心星星绕质心的自由转动。欧拉最早研究了这样的自由转动，所

以人们也常常称这种自由转动的刚体为欧拉陀螺。由于不受外力矩，所以欧拉陀螺的空间

角动量是守恒的，即满足

dJ
dt

= 0. (8.31)

现在，将 J 在刚体坐标系中表达为 J = Jaea, 则有

dJa

dt
ea + Ja

dea

dt
= 0

⇒dJa

dt
ea + Jaω⃗ × ea = 0. (8.32)

现在，我们取惯量主轴坐标系，从而 J1 = I1ω1,J2 = I2ω2,J3 = I3ω3, 则可以算得上面方程的
分量形式

I1ω̇1 +ω2ω3(I3 − I2) = 0

I2ω̇2 +ω3ω1(I1 − I3) = 0

I3ω̇3 +ω1ω2(I2 − I1) = 0. (8.33)

这一组方程就是所谓的欧拉方程。

顺带说一下，欧拉方程虽然常常用来研究自由转动的欧拉陀螺，但它也可以推广到受

力矩作用的刚体，这时候方程 (8.33) 的右边就不再为零，而分别是力矩的三个分量。
欧拉方程也可以在哈密顿力学框架下推导出来，为此只需要注意两点：其一，角动量

各分量满足如下代数关系

[Ja,Jb] =−εabcJc. (8.34)

注意这个代数关系和前面第五章讲泊松括号时作为例子推导出来的角动量代数关系差一

个负号。这是因为，第五章的那个代数关系各分量是相对于空间固定坐标系而言的，而现

在的各分量是相对于转动的刚体坐标系的，即现在 Ja = ea · J, 因此也需要考虑到矢量 ea

本身是变量。最后再利用第五章中的标准角动量代数，推导出来的就是 (8.34) 式，推导虽
不算难，但过程稍微有些长，我们留给感兴趣的读者自行探索2。其二，需要注意到，在惯

2值得说明的是，角动量代数完全是由空间旋转的数学性质决定的，数学上只允许这两种形式，就是第五章

的形式以及这里多出一个负号的形式。
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量主轴坐标系中，欧拉陀螺的动能 (从而也就是哈密顿量) 为，

H =
3

∑
a=1

J2
a

2Ia
. (8.35)

利用这两点，并代入物理量 Ja 的哈密顿运动方程 J̇a = [Ja,H]，就可以算得比如 J̇1 =

−J2J3

(
1
I2
− 1

I3

)
，代入 J1 = I1ω1,J2 = I2ω2,J3 = I3ω3 就可以得到前面的欧拉方程。以上的推

导说明，欧拉陀螺是一个哈密顿系统。

但是，欧拉陀螺作为哈密顿系统是不同寻常的，因为整个系统的基本力学变量只有

Ja,a = 1,2,3，这 3 个基本力学变量当然要参数化这个哈密顿系统的相空间，但这就说明，
欧拉陀螺的相空间是 3 维的！我们知道，通常的相空间由于可以分解成正则坐标和正则动
量，所以一定是 2n 维的，因此欧拉陀螺不是通常的哈密顿系统。为了把它变成一个通常

的哈密顿系统，我们注意到 J2 = J2
1 + J2

2 + J2
3 与哈密顿量 H 泊松对易, 即

[J2,H] = 0. (8.36)

从而 J2 是这个哈密顿系统的守恒量，如此一来我们就可以把系统限制在 J2 为常数的相空

间球面 S2 上来考察问题，

J2 = J2
1 + J2

2 + J2
3 =C ≥ 0. (8.37)

我们可以把这个相空间球面 S2 看成限制以后的相空间，很显然它是 2 维的，因此在 S2 上

就能构成一个通常的哈密顿系统！不仅如此，这个限制以后的哈密顿系统还是一个可积系

统，因为作为一个相空间为 2 维的哈密顿系统，它有一个守恒量，即 H，所以当然是可积

系统。

上述可积系统的相空间不变环面必定是一些闭合的相空间轨道，实际上，这些相空间

轨道可以由 ∑3
a=1

J2
a

2Ia
= E 的椭球面和上述 S2 的相交线决定，即为 (J1,J2,J3) 空间中下面两

个曲面的交线，

J2
1 + J2

2 + J2
3 =C ≥ 0.

J2
1

2EI1
+

J2
2

2EI2
+

J2
3

2EI3
= 1. (8.38)

假设 I1 < I2 < I3, 那么这些相空间轨道如图 (8.4) 所示。从图中很容易看出来，在 J1 和 J3

轴附近，相空间轨道为环绕坐标轴的圆周。这是因为，J1,J3 轴分别为椭球面的短轴和长

轴，所以它和球面的交线当然为简单的圆周 (请想象一下)。也即是说，如果欧拉陀螺绕着
e1 或者 e3 轴转动，那这种转动将是稳定的，因为扰动它的话只相当于将相轨道扰动到 J1

或 J3 轴附近的小圆周上，陀螺的转动大体上依然绕着 e1 或 e3 轴。但是，从图 (8.4) 中很
容易看出，J2 轴附近的相轨道完全不同，绕着 e2 轴的转动完全不稳定！e2 轴就是转动惯

量 I2 大小居中的轴，所以结论是，欧拉陀螺绕着转动惯量大小居中的主轴转动是不稳定

的！这个结论通常称作网球拍定理 (tennis racket theorem). 网球拍定理的直观演示非常
有趣，请读者在知乎上搜索“网球拍定理”，找一些相关的演示视频来看。
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Figure 8.4: 欧拉陀螺的相空间轨道。图片来自 Tom W.B. Kibble Frank H. Berkshire，
Classical Mechanics

特别的，如果所考察的欧拉陀螺是一个对称陀螺，有绕 e3 轴的旋转不变性，从而

I1 = I2 ̸= I3。那么相应的相空间轨道也将绕着 J3 轴旋转不变，如图 (8.5) 所示。这个结论
也很容易通过直接求解欧拉方程来证明，求解并不难，我们留给读者作练习。最后，请注
意，以上所有相轨道描述的运动都是相对于刚体坐标系的，而不是相对于空间坐标系的。

另一种证明网球拍定理的方法

另一种证明网球拍定理的方法是直接分析欧拉方程。同样，我们假设 I1 < I2 < I3, 假
设初始时刚体绕着 e2 轴转动，即

ω2 = Ω, ω1 = ω3 = 0. (8.39)

下面假设加上一个小扰动，扰动后

ω2 = Ω+ ε2, ω1 = ε1, ω3 = ε3, (8.40)

式中 ε1,ε2,ε3 为随时间演化的小量。将上面的 ωa 代入欧拉方程 (8.33), 并保留到一阶小量
(即忽略 ε2 阶和更高阶小量)，即有

I1ε̇1 +Ωε3(I3 − I2) = 0

I2ε̇2 = 0

I3ε̇3 + ε1Ω(I2 − I1) = 0.

从上面方程中容易得到

ε̈3 +
Ω2

I1I3
(I2 − I3)(I2 − I1)ε3 = 0

⇒ε̈3 +Aε3 = 0, (8.41)
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Figure 8.5: 对称的欧拉陀螺的相空间轨道。图片来自 Tom W.B. Kibble Frank H. Berk-
shire，Classical Mechanics

式中 A = Ω2

I1I3
(I2 − I3)(I2 − I1)。很显然，当 A > 0 时，这是一个小振动方程，描写的是一个

小振动，从而系统稳定。但是，当 A < 0 时，这个方程的通解是指数增长的，从而不稳定。

而按照我们的假设，I1 < I2 < I3，很显然 A < 0，这就证明了绕 e2 轴的转动是不稳定的！类

似的证明也说明绕 e1 轴和 e3 轴的转动是稳定的。这就证明了网球拍定理。

8.4 欧拉角

8.4.1 欧拉角

前面说过，刚体转动的位形空间 C 是 3 维的，但是到现在为止我们一直没有给出过
这个位形空间的广义坐标。现在我们来介绍一种最常用的广义坐标选取，即所谓的欧拉角。

我们要做的就是参数化刚体坐标 {ea} 的所有取向，或者等价地参数化所有 3× 3 的

特殊正交矩阵。以固定的空间坐标系为基准，刚体坐标系的一个一般取向如图 (8.6) 所示。
为了参数化刚体坐标系的取向，我们假设初始时刚体坐标系与空间坐标系完全重合，然后

按照下面 3 步旋转到达一般取向，

{ẽa}
R3(ϕ)−−−→ {e′a}

R1(θ)−−−→ {e′′a}
R3(ψ)−−−→ {ea}. (8.42)

首先第一步，将与空间坐标系重合的刚体坐标系绕 ẽ3轴旋转 ϕ 角，得到 e′a = ẽbR3(ϕ)ba,
其中矩阵 R3(ϕ) 为

R3(ϕ) =


cosϕ −sinϕ 0

sinϕ cosϕ 0

0 0 1

 . (8.43)

如图 (8.7) 所示。
第二步，将上面得到的 {e′a} 绕 e′1 轴旋转 θ 角，得到 e′′a = e′bR1(θ)ba，其中矩阵 R1(θ)
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Figure 8.6: 刚体坐标系相对于空间坐标系的一般取向。图片来自 David Tong，Classical
dynamics, 下面 3 幅图同样。

Figure 8.7: 绕 ẽ3 轴旋转 ϕ 角。

为，

R1(θ) =


1 0 0

0 cosθ −sinθ
0 sinθ cosθ

 . (8.44)

如图 (8.8) 所示。

Figure 8.8: 绕 e′1 轴旋转 θ 角。

第三步，将上一步得到的 {e′′a} 绕 e′′3 轴旋转 ψ 角，最终达到 ea = e′′bR3(ψ)ba, 其中
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R3(ψ) 为

R3(ψ) =


cosψ −sinψ 0

sinψ cosψ 0

0 0 1

 . (8.45)

如图 (8.9) 所示。

Figure 8.9: 绕 e′′3 轴旋转 ψ 角。

将三步联合起来，即有 ea = ẽbRba(ϕ ,θ ,ψ), 式中

R(ϕ ,θ ,ψ) = R3(ϕ)R1(θ)R3(ψ). (8.46)

这三个角度 ϕ ,θ ,ψ 就是欧拉角，也就是我们要选取的转动位形空间广义坐标。矩阵 R(ϕ ,θ ,ψ)

可以直接算出来，为
cosψ cosϕ − cosθ sinϕ sinψ −cosϕ sinψ − cosθ cosψ sinϕ sinθ sinϕ
sinϕ cosψ + cosθ sinψ cosϕ −sinψ sinϕ + cosθ cosψ cosϕ −sinθ cosϕ

sinθ sinψ sinθ cosψ cosθ

 .

任何一个特殊正交矩阵都可以表示成这种形式。

注意到 3 个欧拉角中，θ 是 e3 轴与 ẽ3 轴的夹角，ϕ 和 ψ 分别是绕 ẽ3 轴和绕 e3 轴

转动的角度，所以通常约定 3 个欧拉角的取值范围分别为

θ ∈ [0,π], ϕ ∈ [0,2π], ψ ∈ [0,2π]. (8.47)

8.4.2 角速度的欧拉角表示法

我们可以将刚体的旋转角速度用欧拉角表示出来。为此首先注意到，根据上面的 3 步
旋转，有

ω⃗ = ϕ̇ ẽ3 + θ̇e′1 + ψ̇e3. (8.48)

下面只需将 ẽ3 和 e′1 用最终的刚体坐标 {ea} 表示出来。这并不难，首先根据上面的 3 步，
并利用矩阵 R(ϕ ,θ ,ψ) 的正交性，我们有 ẽ3 = R3a(ϕ ,θ ,ψ)ea, 即

ẽ3 = sinθ sinψe1 + sinθ cosψe2 + cosθe3. (8.49)
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类似的，根据上面 3 步的第 3 步，也容易得到

e′1 = cosψe1 − sinψe2. (8.50)

进而即可以得到角速度在刚体坐标中的表达式，

ω⃗ = [ϕ̇ sinθ sinψ + θ̇ cosψ]e1 +[ϕ̇ sinθ cosψ − θ̇ sinψ]e2 +[ψ̇ + ϕ̇ cosθ ]e3.

或者也可以写成

ω1 = ϕ̇ sinθ sinψ + θ̇ cosψ

ω2 = ϕ̇ sinθ cosψ − θ̇ sinψ

ω3 = ψ̇ + ϕ̇ cosθ . (8.51)

利用上面这个角速度的欧拉角表达式，我们就可以在解出 ω1,ω2,ω3 以后，进一步把

欧拉陀螺相对于空间坐标的转动情况用 ϕ̇ , θ̇ , ψ̇ 表达出来，因为三个欧拉角就是相对于空
间坐标系定义的。

8.5 拉格朗日陀螺

欧拉陀螺通常可以指任何自由转动的刚体，而拉格朗日陀螺则通常指的就是小朋友们

玩的陀螺。如图 (8.10) 所示，假设这个陀螺绕固定点 P 转动，其质心到 P 点的距离为 l,
并且陀螺当然受重力的作用。很显然，这样的陀螺有一个对称轴，它绕这个对称轴旋转不

变，这个对称轴当然是惯量主轴，记为 e3，由于旋转不变性，与 e3 垂直的另两个主轴可

以任意选，只要两者相互垂直就行。显然，I1 = I2 ̸= I3，即是说拉格朗日陀螺是一个对称

陀螺。三个欧拉角如图 (8.10) 所示，其中 ϕ 的运动称为进动，θ 的运动称为章动，ψ 的
运动则称为自转。

Figure 8.10: 绕固定点 P 转动的陀螺。图片来自 David Tong, classical dynamics, 下图同。
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很容易写出欧拉陀螺的拉格朗日量，为

L =
1
2

I1(ω2
1 +ω2

2 )+
1
2

I3ω2
3 −mgl cosθ

=
1
2

I1
(
θ̇ 2 + sin2 θϕ̇ 2)+ 1

2
I3
(
ψ̇ + cosθϕ̇

)2 −mgl cosθ . (8.52)

很容易求出与 3 个欧拉角对应的广义动量，为

pθ =
∂L
∂ θ̇

= I1θ̇

pψ =
∂L
∂ψ̇

= I3(ψ̇ + cosθϕ̇) = I3ω3 = J3

pϕ =
∂L
∂ ϕ̇

= I1 sin2 θϕ̇ + I3 cosθ(ψ̇ + ϕ̇ cosθ)

= I1 sin2 θϕ̇ + cosθ pψ . (8.53)

利用这些广义动量，就可以将系统的能量 E 表达成哈密顿量

E =
1
2

I1
(
θ̇ 2 + sin2 θϕ̇ 2)+ 1

2
I3
(
ψ̇ + cosθϕ̇

)2
+mgl cosθ

⇒H =
p2

θ
2I1

+
(pϕ − pψ cosθ)2

2I1 sin2 θ
+

p2
ψ

2I3
+mgl cosθ . (8.54)

由于这个哈密顿量的表达式与 ϕ ,ψ 无关，所以显然有

[pϕ ,H] = [pψ ,H] = 0. (8.55)

从而系统有三个相互泊松对易的守恒量 pϕ , pψ ,H。而这又是一个自由度数为 3 的哈密顿
系统，从而拉格朗日陀螺是一个可积系统。

由于 pϕ , pψ 守恒，而且哈密顿量不显含 ϕ ,ψ，所以我们可以先忽略 ϕ ,ψ 的运动，进
而将上述系统约化为单个自由度 θ 的系统，约化系统的哈密顿量为

H =
p2

θ
2I1

+U(θ), (8.56)

式中约化系统的势能 U(θ) 由下式给出

U(θ) =
(pϕ − pψ cosθ)2

2I1 sin2 θ
+

p2
ψ

2I3
+mgl cosθ . (8.57)

约化系统当然也是可积系统，其守恒量就是能量，

1
2

I1θ̇ 2 +U(θ) = E. (8.58)

这就是一个标准的一维问题，我们在第一章中就已经学会如何对这样的问题进行积分了。

根据第一章的分析可以知道，θ 的运动范围必定在 U(θ)≤ E 的区间上。

我们可以画出 U(θ) 的势能曲线。注意到当 θ → 0,π 时，U(θ)→ ∞(除非 pϕ =±pψ，

这种例外我们后面再分析)，并且根据微积分知识可以证明 U(θ) 只有一个极小值，记为
θ0，所以势能曲线必定如图 (8.11) 所示。给定能量 E，很显然，θ 必定在 [θ1,θ2] 的区间
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Figure 8.11: U(θ) 的势能曲线。图片来自 Kibble, classical mechanics, 下面 3 幅图同样。

上来回运动，如图 (8.11) 所示。当然，如果能量水平线 E 和势能曲线在最低点相切，那 θ
就只能等于 θ0，这种情况描述的就是一个以固定倾斜角度 θ0 绕着竖直轴稳定进动的陀螺。

按照一维问题求解完 θ(t) 的运动以后，就可以进一步求 ϕ , ψ 的运动，方程如下

ϕ̇ =
∂H
∂ pϕ

=
pϕ − pψ cosθ

I1 sin2 θ

ψ̇ =
∂H
∂ pψ

=
pψ

I3
− cosθ

pϕ − pψ cosθ
I1 sin2 θ

. (8.59)

习惯上常常将 θ ,ϕ 的运动画在两维球面上，以 θ 为球面的纬度，以 ϕ 为球面的经度。ϕ
的运动就是陀螺的进动，而 θ 在 [θ1,θ2] 区间上的来回运动就是陀螺的章动。很显然，这

个球面上的运动轨迹也就是陀螺转轴 e3 的运动轨迹。

从公式 (8.59) 可以看出，进动角速度 ϕ̇ = 0 当且仅当 θ = arccos(pϕ/pψ), 如果这个角
度落在 [θ1,θ2] 的区间之外，或者 |pϕ/pψ | > 1，那在整个 [θ1,θ2] 区间上进动角速度 ϕ̇ 将
不会改变正负号，即陀螺永远按照一个方向进动。这时候在 (θ ,ϕ) 球面上，e3 轴的运动轨

迹必定如图 (8.12) 所示。

Figure 8.12: 陀螺永远按照一个方向进动的情形。

反过来，如果 θ1 < arccos(pϕ/pψ)< θ2，那随着陀螺的章动，其进动角速度将会变号，

因此陀螺在纬度靠近 θ1 那一端的进动方向就和纬度靠近 θ2 那一端的进动方向相反，从而

e3 轴的运动轨迹必定如图 (8.13) 所示 (注意 e3 轴总是顺着这条轨迹运动)。
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Figure 8.13: 陀螺的进动不断改变方向的情形。

特别的，如果 arccos(pϕ/pψ) = θ1，那 e3 轴的轨迹线在 θ1 的那一端就会退化为尖点，

如图 (8.14) 所示。在那些尖点上，陀螺的章动速度 θ̇ = 0, 进动角速度 ϕ̇ 也等于零，从而
陀螺的动能达到最小。这种情形当我们让陀螺转动但是初始时自转轴 e3 瞬时静止就会出

现。值得注意的是，e3 轴的轨迹曲线不会在 θ2 处变为尖点，原因在于，一个初始时转轴

Figure 8.14: 初始时自转轴瞬时静止的陀螺运动。

瞬时静止的陀螺无法自动抬高其自转轴。

转轴垂直的陀螺

下面来分析一种重要的特殊情况，即陀螺的自转轴 e3 垂直且保持不变的转动，也即

θ 恒等于零的情形。我们要分析什么时候这种转动是稳定的，什么时候会转化为上面分析
的有章动的一般情形。首先，从 U(θ) 的表达式容易看出，θ = 0 能出现就意味着必定有

pϕ = pψ = J3，因为否则 θ = 0 时必有 U(0) = ∞ 从而不可能。
下面在 U(θ) 的表达式中取 pϕ = pψ = J3，从而有

U(θ) =
J2

3
2I1

tan2(
1
2

θ)+
J2

3
2I3

+mgl cosθ . (8.60)

为了研究 θ = 0 的稳定性，我们将这个势能表达式在 θ = 0 处泰勒展开到二阶小量，即有

U(θ) =
( J2

3
2I3

+mgl
)
+

1
2

( J2
3

4I1
−mgl

)
θ 2 + ... (8.61)
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很显然，如果

J2
3

4I1
−mgl > 0 ⇒ ω2

3 >
4I1mgl

I2
3

= ω2
0 , (8.62)

那 θ = 0 就是势能的极小值，从而系统就是稳定的。即是说，如果角速度 ω3 > ω0，那转

轴垂直就是稳定的！但是反过来，如果 |ω3|< ω0，那 θ = 0 就是势能的极大值，从而转动

就是不稳定的。

对于一个真实的陀螺来说，我们可以给它一个很大的角速度 ω3, 让它一直绕着垂直的
转轴转动，但是摩擦力会逐渐将角速度降下来，当 ω3 < ω0 时，陀螺就开始章动和进动了。
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