
量子力学 B 
2021 秋季学期 
作业 2   (截止期: 10 月 13 号周三课上) 
 
1. 如某力学量的本征态为{|𝜓𝜓1⟩, |𝜓𝜓2⟩} , 对应本征值为{𝐴𝐴1,𝐴𝐴2} , 当体系处于量子态|𝜓𝜓⟩ =
|+⟩+ 𝑖𝑖|−⟩时 , 对该力学量进行测量的可能测值及相应几率分别为多少 ? 已知 |±⟩ =

√2
2
(|𝜓𝜓1⟩± |𝜓𝜓2⟩)。如|𝜓𝜓⟩ = |+⟩+ 2|−⟩呢？(注意归一化) 

 
2. 请证明 

 
 
3. 请证明 (黑体表示矢量) 

  
 
4. 请根据角动量算符的对易关系, 证明如下关系  

 
 
5. 请证明如下关系 (𝜆𝜆为复数) 

 

6. 对于厄米算符 及其本征态|𝜓𝜓𝑛𝑛⟩, 请证明如下关系 

 



 
 
 
 



hw2 解答
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2021 年 10 月 14 日

1 第一题

1.1 题目

如某力学量的本征态为 {|ψ1〉,|ψ2〉}, 对应本征值为 {A1, A2}, 当体系处
于量子态 |ψ〉 = |+〉+ i |−〉 时, 对该力学量进行测量的可能测值及相应几率
分别为多少? 已知 |±〉 =

√
2
2 (|ψ1〉 ± |ψ2〉)。如 |ψ〉 = |+〉 + 2 |−〉 呢？(注意

归一化)

1.2 答案

由厄米算符的本征态正交可得

〈ψi|ψj〉 = δij , (i, j = 1, 2)

〈ψ1|+〉 = 〈ψ1|−〉 =
√
2

2

〈ψ2|+〉 = −〈ψ2|−〉 =
√
2

2

(1) |ψ〉 = |+〉+ i |−〉

〈ψ1|ψ〉 =
√
2

2
(1 + i), 〈ψ2|ψ〉 =

√
2

2
(1− i)

测量得到本征值 {A1, A2} 的概率分别为

P (A1) =
|1 + i|2

|1 + i|2 + |1− i|2 = 0.5

1



2 第二题 2

P (A2) =
|1− i|2

|1 + i|2 + |1− i|2 = 0.5 = 1− P (A1)

(2) |ψ〉 = |+〉+ 2 |−〉

〈ψ1|ψ〉 =
√
2

2
(1 + 2) =

3
√
2

2
, 〈ψ2|ψ〉 =

√
2

2
(1− 2) = −

√
2

2

测量得到本征值 {A1, A2} 的概率分别为

P (A1) =
|3|2

|3|2 + |− 1|2 = 0.9

P (A2) =
|− 1|2

|3|2 + |− 1|2 = 0.1

（注意审题，问的是测值是多少？本课程默认测量均为投影测量，即测

值为某个本征态的本征值。说测值是某个本征态有点奇怪，至少在更大的背

景下这肯定是不对的。）

2 第二题

2.1 题目

请证明

[
ÂB̂, ĈD̂

]
= −ÂĈ{D̂, B̂}+ Â{Ĉ, B̂}D̂ − Ĉ{D̂, Â}B̂ + {Ĉ, Â}D̂B̂

2.2 答案

先求等式左边

LHS = ÂB̂ĈD̂ − ĈD̂ÂB̂

再求等式右边

RHS = −ÂĈ(D̂B̂ + B̂D̂) + Â(B̂Ĉ + ĈB̂)D̂

− Ĉ(ÂD̂ + D̂Â)B̂ + (ĈÂ+ ÂĈ)D̂B̂

= ÂB̂ĈD̂ − ĈD̂ÂB̂

= LHS

得证！



3 第三题 3

3 第三题

3.1 题目

请证明

[Â, B̂n] = n[Â, B̂]B̂n−1 if [B̂, [Â, B̂]] = 0

[Ân, B̂] = nÂn−1[Â, B̂] if [Â, [Â, B̂]] = 0

[Ĉ, #̂A · #̂B] = [Ĉ, #̂A] · #̂B + #̂A · [Ĉ, #̂B]

[Ĉ, #̂A× #̂B] = [Ĉ, #̂A]× #̂B + #̂A× [Ĉ, #̂B]

3.2 答案

第一个（为方便起见，这里所有算符都省略 hat 号）：
由 [B̂, [Â, B̂]] = 0 知，B[A,B] = [A,B]B

RHS = n[A,B]Bn−1

= [A,B]Bn−1 +B[A,B]Bn−2 + · · ·+Bn−1[A,B]

= ABn −BABn−1 +BABn−1 −B2ABn−2 +B2ABn−2 − · · ·−BnA

= ABn −BnA

= [A,Bn]

= LHS

（也可以用数学归纳法证明）

第二个证法同第一个。

第三个（为方便起见，这里所有算符都省略 hat 号）：
将 #A · #B 写成分量形式 AiBi，有：

[Ĉ, #̂A · #̂B] = [C,AiBi]

= Ai[C,Bi] + [C,Ai]Bi

= [Ĉ, #̂A] · #̂B + #̂A · [Ĉ, #̂B]

第四个（为方便起见，这里所有算符都省略 hat 号）：



4 第四题 4

将 #A× #B 写成分量形式 εijkAiBj #ek，有：

[Ĉ, #̂A× #̂B] = [C, εijkAiBj #ek]

= εijk[C,AiBj ]#ek

= εijkAi[C,Bj ]#ek + εijk[C,Ai]Bj #ek

= εijkAi[C, #B]j #ek + εijk[C, #A]iBj #ek

= #̂A× [Ĉ, #̂B] + [Ĉ, #̂A]× #̂B

4 第四题

4.1 题目

请根据角动量算符的对易关系, 证明如下关系：

[l̂α, #̂
2p] = 0

[l̂+, l̂−] = 2h̄l̂z

[#̂l2, l̂α] = 0

4.2 答案

注：为方便起见，这里所有算符都省略 hat 号
先复习几个常用的关于角动量的公式

[lα, xβ] = ih̄εαβγxγ

[lα, pβ] = ih̄εαβγpγ

[lα, lβ] = ih̄εαβγlγ

第一个证明：

[lx, #p
2] = [lx, p

2
x + p2y + p2z] = [lx, p

2
x] + [lx, p

2
y] + [lx, p

2
z]

= px[lx, px] + [lx, px]px + py[lx, py] + [lx, py]py + pz[lx, pz] + [lx, pz]pz

= 0 + 0 + ih̄pypz + h̄pzpy − h̄pzpy − h̄pypz

= 0



5 第五题 5

第二个证明：

[l+, l−] = [lx + ily, lx − ily]

= [lx, lx] + i[ly, lx]− i[lx, ly] + [ly, ly]

= h̄lz + h̄lz

= 2h̄lz

第三个证明：

[l2, lα] = [l2α, lα] + [l2β, lα] + [l2γ , lα]

= 0 + εβαγlβlγ + εβαγlγlβ + εγαβlβlγ + εγαβlγlβ

= εβαγlβlγ + εβαγlγlβ − εβαγlβlγ − εβαγlγlβ

= 0

5 第五题

5.1 题目

d

dλ
eλÂ = ÂeλÂ = eλÂÂ

[Â, eλB̂] = λĈeλB̂ where Ĉ = [Â, B̂], [Ĉ, Â] = [Ĉ, B̂] = 0

eλ(Â+B̂) = eλÂeλB̂e−
1
2λ

2Ĉ where Ĉ = [Â, B̂], [Ĉ, Â] = [Ĉ, B̂] = 0

5.2 答案

第一个证明：

首先我们知道

eλA = Σ∞
n=0

(λA)n

n!

对等式的 λ 参数求导可得：

d

dλ
eλA = Σ∞

n=1

(λ)n−1An

(n− 1)!
= A(Σ∞

n=0

(λA)n

n!
) = AeλA

= (Σ∞
n=0

(λA)n

n!
)A = eλAA



5 第五题 6

第二个证明：首先复习本册作业前面的公式

[Â, B̂n] = n[Â, B̂]B̂n−1 if [B̂, [Â, B̂]] = 0

利用这个公式可以算此题：

[A, eλB] = [A,Σ∞
n=0

(λB)n

n!
]

= Σ∞
n=0

λn[A,Bn]

n!

= CΣ∞
n=0

λnBn−1

(n− 1)!

= λCΣ∞
n=0

(λB)n

n!

= λCeλB

第三个证明：

这个证明可以直接通过 Baker–Campbell–Hausdorff formula 来证。但
我这里给出一个构造的函数的办法。

我们要构造的第一个函数是：

g(t) = eAtBe−At

我们考虑它的各阶导数：

(
dg

dt
)t=0 = (eAt[A,B]e−At)t=0 = [A,B]

(
d2g

dt2
)t=0 = (eAt[A, [A,B]]e−At)t=0 = [A, [A,B]]

· · ·

所以接下来对 g(t) 进行 Taylor 展开：

g(t) = Σ
1

n!
(
dng

dtn
)t=0t

n

= B + [A,B]t+ [A, [A,B]]t2/2 + · · ·////////////////////////

显然，划掉的项是 0. 所以我们现在通过第一个构造的函数得到了：

eAtBe−At = B + [A,B]t

不妨令 B → I(单位算符)，可得

eAte−At = I



5 第五题 7

显然令 A → −A 可得 e−AteAt = I，即得到逆算符。

则回到第一个构造函数，等号两边右乘逆算符，得到

eAtB = (B + [A,B]t)eAt

（虽然这个结论能从上一小题得到，但我们顺便证明了逆算符，这在后面也

要用到）

接下来构造第二个函数

f(t) = eAteBt

求导可得

df

dt
= AeAteBt + eAtBeBt

= AeAteBt + (B + [A,B]t)eAteBt

= (A+B + [A,B]t)eAteBt

= (A+B + [A,B]t)f

注意到 f(0) = 1 初始条件，可得

eAeB = eA+B+ 1
2C

令 A → (A+B)，B → 1
2C，利用 [A,C] = [B,C] = 0 可得

eA+Be
1
2C = eA+B+ 1

2C+0 = eA+B+ 1
2C

综上两式子可得：

eAeB = eA+Be
1
2C

两边都乘上 e−
1
2C，且注意到 e−

1
2Ce

1
2C = 1 由此可得

eλ(A+B) = eλAeλBe−
1
2λ

2C

λ 的产生是由于做了 A → λA 和 B → λB 的代换

(关于本题的其他解法：不建议暴力展开 + 数学归纳法的做法；利用微
分方程同初始条件唯一解结论的做法应该可以吧？)



6 第六题 8

6 第六题

6.1 题目

对于厄米算符 Â 及其本征态 |ψn〉，请证明如下关系
a.

∑
n ψ

∗
n(x)ψn(x′) = δ(x− x′), where ψn(x) = 〈x|ψn〉

b. Â =
∑

n An |ψn〉 〈ψn|
c. eÂ =

∑
n e

An |ψn〉 〈ψn|

6.2 答案

a.
∑

n

ψ∗
n(x)ψn(x

′) =
∑

n

〈ψn|x〉〈x′|ψn〉 =
∑

n

〈x′|ψn〉〈ψn|x〉

= 〈x′|(
∑

n

|ψn〉〈ψn|)|x〉 = 〈x′|(I)|x〉 = δ(x− x′)

b.

Â = Â(
∑

n

|ψn〉 〈ψn|) =
∑

n

Â |ψn〉 〈ψn| =
∑

n

An |ψn〉 〈ψn|

c.

eÂ =
∑

m

Âm

m!
= (

∑

m

Âm

m!
)(
∑

n

|ψn〉〈ψn|) =
∑

n,m

Âm

m!
|ψn〉〈ψn|

=
∑

n,m

Am
n

m!
|ψn〉〈ψn| =

∑

n

eAn |ψn〉 〈ψn|

(第二行第一个等号由 b. 的结果得到)


