
混合积:[𝑢 �⃗�  �⃗�] = (𝑢 × �⃗�) �⃗� =

𝑢 𝑢 𝑢
𝑣 𝑣 𝑣
𝑤 𝑤 𝑤

⇒ 平行六面体的体积•

记：
g = g⃗ g⃗

𝑔 = �⃗� �⃗�
, 对偶积：�⃗� �⃗� = 𝛿 ⇒ �⃗� =

√
⎯⎯ ⎯⎯ �⃗� × �⃗�  𝑎𝑛𝑑 √𝑔⎯⎯  = [�⃗�  �⃗�  �⃗� ]

指标升降：u⃗ = u g⃗ = u g⃗ ; u = g u  and u = g u○

•

曲线坐标系

r⃗ = r⃗(x , x , x ) ⇒ dr⃗ = g⃗ dx where �⃗� =
⃗

⎯⎯⎯为曲线坐标系自然基矢量, 其对偶基一般不存在。○

∇𝑥 �⃗� =
𝜕𝑥

𝜕𝑟
⎯⎯⎯

𝜕𝑟

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ =

𝜕𝑥

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ = 𝛿 ⇒ �⃗� = ∇𝑥 ⇒ �⃗�

= ∇𝑥  (𝑖𝑓 𝑒𝑥𝑖𝑠𝑡𝑠)

○

•

坐标转换

基矢量:�⃗� = 𝛽 �⃗� , �⃗� = 𝛽 �⃗� , 𝛽 𝛽 = 𝛿 , 𝛽 = ⎯⎯⎯○

分量转换：𝑢 = 𝛽 𝑢 , 𝑢 = 𝛽 𝑢○

矢量的定义:𝑢 = 𝑢 �⃗� = 𝑢 �⃗� = 𝑢 �⃗� = 𝑢 𝑔○

并矢
u⃗v⃗ = u v g⃗ g⃗ = u v g⃗ g⃗ ; 

○

并矢式：几个并矢的线性组合

缩并：两个基矢量点积缩并：�⃗� �⃗� = 𝑔○

•

张量

度量矩阵：𝑔 �⃗� �⃗� = 𝑔 �⃗� �⃗� = 𝐺○

置换张量:𝜀 = �⃗�  �⃗�  �⃗� = √𝑔⎯⎯  𝜖 ; 𝜀 =
√

⎯⎯ ⎯⎯𝜖 ;○

𝜖 不是张量！

Kronecker 张量:𝛿 = 𝜀𝜀 ⇒ 𝛿 =

𝛿 𝛿 𝛿

𝛿 𝛿 𝛿

𝛿 𝛿 𝛿

= 𝜀 𝜀 = 𝜖 𝜖

常用关系
𝜀 𝜀 = 𝛿 = 𝛿 𝛿 − 𝛿 𝛿□
𝜀 𝜀 = 2𝛿 ; 𝜀 𝜀 = 2𝛿 = 6□



矢积：
g⃗ × �⃗� = 𝜀 �⃗� = �⃗� �⃗� : 𝜀□
�⃗� × 𝑏 = �⃗�𝑏: 𝜀 = 𝜀: �⃗�𝑏□



混合积

�⃗� 𝑏 𝑐 = 𝑎 𝑏 𝑐 𝜀□

𝑇  =
1

6
⎯⎯𝛿 𝑇  𝑇  𝑇 □



○

连续介质应力张量

面元空间到面力空间的线性变换, 𝜎: {𝛿𝐴} → {𝛿𝐹}

𝜎对称且𝑓 = 𝜎 𝑛为单位面积上的表面力

∇ 𝜎 + 𝜌𝑓 = 𝜌
𝑑𝑣

𝑑𝑡

○

•

期末考试 Ver.
2021年9月6日 23:12

   分区 张量初步 的第 1 页    



(∇ �⃗�) + 𝜌𝑓 = 𝜌
𝑑�⃗�

𝑑𝑡
⎯⎯⎯

应变张量： 𝑑𝑟 → dr⃗: dr⃗ dr⃗ − dr⃗ dr⃗ = 2ε dx dx

拉格朗日坐标不变，变的是基

𝜀 =
1

2
⎯⎯(𝑔  − 𝑔 )

○

二阶张量

不变量: 

𝜙 = 𝑇  = 𝐺: 𝑇 = 𝑡𝑟(𝑇)

𝜙 =
1

2
⎯⎯ 𝑇  𝑇  − 𝑇  𝑇  =

1

2
⎯⎯[ 𝐺: 𝑇 − 𝑇: 𝑇  ]

𝜙 = det 𝑇 = det 𝑇  = det

𝑇  𝑇  𝑇 

𝑇  𝑇  𝑇 

𝑇  𝑇  𝑇 

=
1

6
⎯⎯𝜀 𝜀 𝑇  𝑇  𝑇 

矩：𝜙∗ = 𝑡𝑟 𝑇

𝜙∗ = 𝜙 ; 𝜙∗ = (𝜙 ) − 2𝜙 ; 𝜙∗ = (𝜙 ) − 3𝜙 𝜙 + 3𝜙□

𝜙 = 𝜙∗; 𝜙 =
1

2
⎯⎯[(𝜙∗) − 𝜙∗]; 𝜙 =

1

6
⎯⎯(ϕ∗) −

1

2
⎯⎯𝜙∗𝜙∗ +

1

3
⎯⎯𝜙∗□



○

线性变换是一个二阶张量○

𝑇 𝑢 𝑇 �⃗� 𝑇 �⃗� = det 𝑇 [𝑢 �⃗� �⃗�]○

det 𝑇 ≠ 0 → 正则 否则为退化○

标准型

三不等实根

𝑇 = 𝜆 �⃗� �⃗� + 𝜆 �⃗� �⃗� + 𝜆 �⃗� �⃗�

一实根二复根

𝑇 = 𝜆 �⃗� �⃗� + 𝜆 �⃗� �⃗� + 𝜆 �⃗� �⃗�
�⃗� = �⃗� + �⃗� ; �⃗� = 𝑖(�⃗� − �⃗� ); �⃗� = �⃗�

𝑇 = (𝜆�⃗� + 𝜇�⃗� )�⃗� + (−𝜇�⃗� + 𝜆�⃗� )𝑔 + 𝜆 �⃗� �⃗�

二重实根

若当标准型
𝑇 = 𝜆 �⃗� �⃗� + (𝜆 �⃗� + �⃗� )�⃗� + 𝜆 �⃗� �⃗�

三重根

𝑇 = 𝜆 �⃗� �⃗� + (𝜆 �⃗� + �⃗� )�⃗� + (𝜆 �⃗� + �⃗� )�⃗�

○

特殊二阶张量

反对称张量 Ω = −Ω

实标准型：Ω⃗⃖ = −𝜙𝑒 𝑒 + 𝜙𝑒 𝑒

反偶矢量：𝜔 = − ⎯𝜀: Ω⃗⃖ = 𝜙𝑒 ⇒ Ω⃗⃖ = −𝜀 𝜔

正交张量:𝑄 = 𝑄

𝑄 = 𝑒 𝑒 + 𝑒 𝑒 + 𝑒 𝑒

各向同性张量：在任意笛卡尔直角坐标系中，其分量不随坐标的正交转换而改变的张量

二阶各向同性张量: 𝜆𝐺 即球形张量□

三阶各向：𝜆𝜀 (仅对非反射坐标正交变换)□

四阶： 𝜆 𝑔 𝑔 �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� + 𝜆 𝑔 𝑔 �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� + 𝜆 𝑔 𝑔 �⃗� �⃗� �⃗� �⃗�□



○

•

张量函数

应不依赖于基或坐标系的选取，则此函数也叫各向同性张量函数。○

𝜒 = 𝑓 𝑋 , … , 𝑋 → 𝜒 = 𝑓 𝑋 , … , 𝑋

𝑋 = 𝑋 …𝑔 𝑔 𝑔 … → 𝑋 = 𝑋 … 𝑄 𝑔 𝑄 𝑔 …

•
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𝑋 = 𝑋 …�⃗� �⃗� �⃗� … → 𝑋 = 𝑋 … 𝑄 �⃗� 𝑄 �⃗� …

矢量的标量函数○

𝜙 = 𝑓(|�⃗�|) (充要条件)

二阶适量的标量函数○

𝜙 = 𝑓(𝑇) 𝜙是𝑇的标量不变量函数

𝑇 =
1

2
⎯⎯(𝑇 + 𝑇 ) +

1

2
⎯⎯(𝑇 − 𝑇 ) = 𝑁 + Ω

𝜙 = 𝑓(𝑡𝑟𝑁, 𝑡𝑟(𝑁 ), 𝑡𝑟(𝑁 ), 𝑡𝑟(Ω ), 𝑡𝑟(𝑁 Ω ), 𝑡𝑟(𝑁 Ω ), 𝑡𝑟(𝑁 Ω 𝑁 Ω))

这七个量并不独立，但无法选出六个独立的标量不变量把其他的标量表示成这六个的函数。

二阶张量的二阶张量函数○

H⃗⃖ = 𝜙(𝑇) = 𝑎 𝐺 + 𝑎 𝑇 + ⋯ + 𝑎 𝑇

{𝑎 }是T的变量函数

Hamilton-Cayley 等式

Δ(𝑇) = 𝑇 − 𝜙 𝑇 + 𝜙 𝑇 − 𝜙 𝐺 = 0
𝜙 为𝑇主不变量
对收敛的幂级数 𝜙(𝑇)有

𝐻 = 𝑎 𝐺 + 𝑎 𝑇 + 𝑎 𝑇

对称张量函数𝐻 = 𝑓(𝑁)为各向同性的充要条件为

𝐻 = 𝑓(𝑁) = 𝑘 𝐺 + 𝑘 𝑁 + 𝑘 𝑁
𝑘 = 𝑘 (𝜙 , 𝜙 , 𝜙 )

张量函数导数

对于增量𝑢的有限微分

𝐹 (𝑣; 𝑢) = lim
→

1

ℎ
⎯⎯[𝐹(𝑣 + ℎ𝑢) − 𝐹(𝑣)]

其对𝑢为线性关系

定义 𝐹 (𝑣; 𝑢) = 𝐹 (𝑣) 𝑢

此处的点积为顺序点(由后往前末点末)

则𝐹′(𝑣)称为𝐹(𝑣)的导数，写作
⃡(⃡)

⃡
⎯⎯⎯⎯

导函数的阶数

若𝐹是m阶张量，𝑣是n阶张量，则导函数是m+n阶张量

导函数计算公式

𝐹 (𝑣) =
𝜕𝐹 …

𝜕𝑣 … 
⎯⎯⎯⎯⎯⎯ �⃗� �⃗� … �⃗� �⃗� … =

𝜕𝐹 …

𝜕𝑣. …
⎯⎯⎯⎯⎯�⃗� �⃗� … �⃗� �⃗� …

链式法则

对复合函数 𝐻( ) 𝑇( ) = 𝐺( ) 𝐹( ) 𝑇( )

则 𝐻 ( ) 𝑇( ) = 𝐺 ( ) 𝐹( ) 𝐹
( )

(𝑇( ))

矢量的标量函数:𝑓 (�⃗�) = ⎯⎯⎯�⃗�□

矢量的矢量函数:�⃗� = ⎯⎯⎯g⃗ g⃗ → dF⃗ = F (v⃗) dv⃗□

矢量的二阶张量函数:𝑇 (�⃗�) = .⎯⎯⎯�⃗� �⃗� �⃗� = ⎯⎯⎯�⃗� �⃗� �⃗�□

梯度散度旋度

∇≡
𝜕

𝜕𝑣
⎯⎯⎯ �⃗�

梯度: 𝐹∇=
⃡

⎯⎯⎯�⃗� = 𝐹 (�⃗�), ∇𝐹 = �⃗�
⃡

⎯⎯⎯

∇ 𝑇 = 𝑔 , 𝑇 ∇= 𝑔

□

○
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散度: ∇ 𝑇 = �⃗�
⃡

⎯⎯⎯, 𝑇 ∇=
⃡

⎯⎯⎯ 𝑔

旋度:∇ × 𝑇 = �⃗� ×
⃡

⎯⎯⎯= 𝜀: (∇𝑇)

𝑇 × ∇=
𝜕𝑇

𝜕𝑣
⎯⎯⎯ × �⃗� = 𝑇∇ : 𝜀



二阶张量的标量函数导数

𝑓 𝑇 = ⎯⎯⎯�⃗� �⃗� , T各分量独立

对称张量: 𝑓 𝑆 =
⃡

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

□

二阶张量不变量的导数
𝑑𝜙∗

𝑑𝑇
⎯⎯⎯⎯= 𝑘 𝑇

𝑑𝜙

𝑑𝑇
⎯⎯⎯⎯= 𝐺

𝑑𝜙

𝑑𝑇
⎯⎯⎯⎯= 𝜙 𝐺 − 𝑇

𝑑𝜙

𝑑𝑇
⎯⎯⎯⎯= 𝜙 (𝑇 ) = 𝜙 𝐺 − 𝜙 𝑇 + 𝑇

□

二阶张量函数的导数

𝐻 𝑇 =
𝜕𝐻

𝜕𝑇
⎯⎯⎯⎯ �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� ⇒ 𝑑𝐻 = 𝐻 𝑇 : 𝑑𝑇

□

基矢量的导数

当基矢量也随着自变量变化时，求导将变得复杂

Chistoffel 符号

第一类: 
⃗

⎯⎯⎯= Γ , �⃗�□

第二类: 
⃗

⎯⎯⎯= Γ �⃗� ,
⃗

⎯⎯⎯= −Γ �⃗�□



Christoffel 符号的性质:
Γ = Γ  □

Γ �⃗� �⃗� �⃗� 不是张量□
Γ = Γ , 𝑔□

Γ , =
1

2
⎯⎯

𝜕𝑔

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯+

𝜕𝑔

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯ −

𝜕𝑔

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯□

𝜕�⃗�

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ = Γ �⃗� ⇒

𝜕�⃗�

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ = −Γ �⃗�□

Γ =
𝜕 𝑥

𝜕𝑥 𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

𝜕𝑥

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯ + 𝛽 𝛽 𝛽 Γ□



张量分量对坐标的协变导数

𝑇 (𝑟) = 𝑇∇= 𝑇.. ; �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� , 𝑇.. ; =
𝜕𝑇..

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯+ 𝑇.. Γ + 𝑇.. Γ − 𝑇.. Γ□

∇𝑇 = �⃗�
𝜕𝑇

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ = ∇ 𝑇.. �⃗� �⃗� �⃗� �⃗�□

协变导数的性质

度量分量G的任何分量的协变导数为零

∇ 𝑔 = 0; ∇ 𝛿 = 0, ∇ 𝑔 = 0

置换张量 𝜀的分量的协变导数为零

∇ 𝜀 = 0; ∇ 𝜀 = 0

对张量分量进行缩并与求协变导数次数可以调换

两个张量分量乘积的协变导数满足

∇ 𝐴  𝐵  = ∇ 𝐴  𝐵  + 𝐴  ∇ 𝐵 

□



○
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∇ 𝐴  𝐵  = ∇ 𝐴  𝐵  + 𝐴  ∇ 𝐵 

张量场函数的散度与梯度 ∇= �⃗� ⎯⎯⎯

梯度： T⃡∇, ∇T⃡□

散度： T⃗ ∇=
⃖⃗

⎯⎯⎯ g⃗ ; ∇ T⃡ = g⃗
⃖⃗

⎯⎯⎯□

旋度：∇ × T⃡ = ε⃡: ∇T⃡ ; T⃡ × ∇= T⃡∇ : ε⃡□

矢量场

散度： div F⃗ =
1

√g⎯ ⎯⎯⎯
∂(√g⎯  F )

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ 

旋度: 𝑐𝑢𝑟𝑙 �⃗� = 𝜀 𝜕 𝐹 �⃗�

Laplace: ∇ �⃗� = 𝑔 𝐹 ; �⃗� �⃗� �⃗�

□



积分定理

𝑑�⃗�
 

= 0□

𝑑𝑣 ∇�⃗�
 

= 𝑑�⃗� �⃗�
 

; 𝑑𝑣 ∇ �⃗�
 

= 𝑑�⃗� �⃗�
 

; 𝑑𝑣∇ × �⃗�
 

= 𝑑�⃗� × �⃗�
 

□

𝑑�⃗� ∇ × �⃗� = 𝑑𝑙 �⃗�
  

□

连续介质基本方程： ∇ 𝜎 + 𝜌𝑓 = 𝜌�⃗� =
⃗

⎯⎯⎯



曲面知识

自然基矢量

�⃗� =
𝜕𝑟

𝜕𝜉
⎯⎯⎯ , 𝛼 = 1,2□

𝑑�⃗� = �⃗� 𝑑𝜉□

完备基： �⃗� , �⃗� , 𝑛 =
⃗ × ⃗

| ⃗ × ⃗ |
⎯⎯⎯⎯⎯⎯ ⇒ {�⃗� , �⃗� , 𝑛}□



Riemann-Christoffel 张量(曲率张量)

Euclidean空间：平直空间，包含三维可展曲面，即空间可以找到一组坐标使得 𝑔 ≡

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 即Γ ≡ 0

□

Riemann空间： 弯曲空间，指找不到一组坐标使得上述描述成立□

Riemann-Christoffel张量□

𝑅. =
𝜕Γ

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯−

𝜕Γ

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯+ Γ Γ − Γ Γ ; Γ =

1

2
⎯⎯𝑔

𝜕𝑔

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯+

𝜕𝑔

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯−

𝜕𝑔

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯

若 R. ≠ 0，则该点处无法展开为Euclidean空间

R =
∂Γ ,

∂x
⎯⎯⎯⎯−

∂Γ ,

∂x
⎯⎯⎯⎯ + Γ Γ , − Γ Γ ,

性质
R = −R ; R = −R ; R = R



曲面的第一基本张量

𝑎 = �⃗� �⃗� , 𝑎 = 𝑎□

第一基本型:I = (ds) = dρ⃗ dρ⃗ = a dξ dξ□

第一基本张量: 𝑎 = 𝛼 �⃗� �⃗� = 𝛿 �⃗� �⃗�□

对切平面内矢量:𝑆 = 𝑆 𝜌 ; 𝑎 S⃗ = S⃗ a⃡ = S⃗□



曲面的第二基本张量（反应弯曲称度）

𝑏 = 𝑛
𝜕 �⃗�

𝜕𝜉 𝜕𝜉
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯= 𝑛

𝜕�⃗�

𝜕𝜉
⎯⎯⎯ = −

𝜕𝑛

𝜕𝜉
⎯⎯⎯ 𝜌□

𝑏 = 𝑏 �⃗� �⃗�  □



○

   分区 张量初步 的第 5 页    



第二基本型，切平面上领域点到曲面的距离□
II = 𝑏 𝑑𝜉 𝑑𝜉

曲面的主曲率

法截面：通过曲面的法线n所作的截面（无穷多个）□

法截面曲线：法截面与曲面相交的曲线（无穷多个）□

曲率: 𝜅 = − ⎯⎯=
( )
⎯⎯⎯⎯= − ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯, 𝜅的值取决于 𝑑𝜉 /𝑑𝜉 。□

其比值变化时，能得到𝜅的极值，这就是主曲率。

法截面曲线的切向单位矢量:𝑡 =
⃗

⎯⎯ = �⃗� ⎯⎯⎯= 𝑡 �⃗�  

And thus 𝜅 = −𝑡 𝑏 𝑡, 用拉格朗日乘子法(𝑡 t⃗ = 1)，有 𝑏 − 𝜆𝑎 𝑡 = 0

两个特征方向 𝑡( ), 𝑡( ) 为两个特征方向（主方向）。

而法截面曲率𝜅的两个极值为
𝜅 = −𝜆( )

𝜅 = −𝜆( )

平均曲率: 𝐻 = 𝜅 + 𝜅 = −𝜙 = −𝑏.□

Gauss曲率: 𝐾 = 𝜅 𝜅 = 𝜆( )𝜆( ) = det(𝑏)



旋转张量
𝑐 = [�⃗�  �⃗�  𝑛], 𝑐 = 𝑐 = 0, 𝑐 = −𝑐 = √𝑎⎯⎯   ,

 𝑎 = �⃗�  �⃗�  𝑛 = det(a )

□

特殊关系
�⃗� × �⃗� = 𝑐 𝑛

�⃗� × �⃗� = 𝑐 �⃗�
�⃗� × �⃗� = 𝑐. 𝑛

�⃗� × �⃗� = 𝑐
.

𝑛

□

表示矢积
�⃗� = 𝑣 �⃗� ; �⃗� = 𝑤 �⃗� ⇒ �⃗� × �⃗� = (�⃗� 𝑐 �⃗�)𝑛 = (�⃗��⃗�: 𝑐)𝑛

□

𝑐 − 𝛿等式
𝑐 𝑐 = �⃗� × �⃗� (�⃗� × �⃗� ) = 𝛿 𝛿 − 𝛿 𝛿

(𝐴 × 𝐵) (𝐶 × 𝐷) = (𝐴 𝐶)(𝐵 𝐷) − (𝐴 𝐷)(𝐵 𝐶)

□



曲面基本矢量的求导公式

法向矢量对坐标的导数□

Weingarten 公式: ⃗
⎯⎯⎯= −𝑏. �⃗�

基矢量对坐标的导数(Christoffel 符号)□
∂ρ⃗

∂ξ
⎯⎯⎯ =

∂ρ⃗

∂ξ
⎯⎯⎯ = Γ̇ ρ⃗ + b n⃗

𝜕�⃗�

𝜕𝜉
⎯⎯⎯ = −Γ̇ �⃗� + 𝑏. 𝑛 

Γ̇ =
1

2
⎯⎯𝑎

𝜕𝑎

𝜕𝜉
⎯⎯⎯⎯ +

𝜕𝑎

𝜕𝜉
⎯⎯⎯⎯ −

𝜕𝑎

𝜕𝜉
⎯⎯⎯⎯⎯

Γ̇ . = Γ̇ 𝑎 =
1

2
⎯⎯

𝜕𝑎

𝜕𝜉
⎯⎯⎯⎯ +

𝜕𝑎

𝜕𝜉
⎯⎯⎯⎯ −

𝜕𝑎

𝜕𝜉
⎯⎯⎯⎯⎯

第一张量逆变分量的导数□
𝜕𝑎

𝜕𝜉
⎯⎯⎯⎯⎯= −𝑎 Γ̇ − 𝑎 Γ̇

𝜕√𝑎⎯⎯ 

𝜕𝜉
⎯⎯⎯⎯= Γ̇ √𝑎⎯⎯ 



曲面基本方程

𝑏 ; = 𝑏 ;  𝑜𝑟 ∇ 𝑏 = ∇ 𝑏
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Codazzi方程: 𝑏 ; = 𝑏 ;  𝑜𝑟 ∇̇ 𝑏 = ∇̇ 𝑏□

Guass方程: �̇� = 𝑏 𝑏. − 𝑏 𝑏. or �̇� = 𝑏 𝑏 − 𝑏 𝑏□

Where �̇�. =
̇

⎯⎯⎯⎯−
̇

⎯⎯⎯⎯+ Γ̇ Γ̇ − Γ̇ Γ̇

曲面上场函数的导数

∇̇= �⃗�
𝜕

𝜕𝜉
⎯⎯⎯□

∇̇𝑓 = �⃗�
𝜕𝑓

𝜕𝜉
⎯⎯⎯ , 𝑑𝑓 = 𝑑�⃗� ∇̇𝑓□

∇̇�⃗� = �⃗�
𝜕�⃗�

𝜕𝜉
⎯⎯⎯ , 𝑑�⃗� = 𝑑�⃗� ∇̇�⃗�□

While 
⃗

⎯⎯⎯= 𝑣; − 𝑣 𝑏. �⃗� + ⎯⎯⎯+ 𝑣 𝑏 𝑛

∇̇�⃗� = 𝑣; − 𝑣 𝑏. �⃗� �⃗� +
𝜕𝑣

𝜕𝜉
⎯⎯⎯ + 𝑣 𝑏 �⃗� 𝑛

𝑣; − 𝑣 𝑏. �⃗� �⃗� = 𝑣 ; − 𝑣 𝑏 �⃗� �⃗� 为切面矢量场
∇̇ v⃗ = v; − v b.□

∇̇ × v⃗ = c v ; n⃗ − c
∂v

∂ξ
⎯⎯⎯ + v b. ρ⃗□

∇̇�̇� = 𝜌
̇

⎯⎯⎯, e.g. ∇̇𝑎 = 𝑏 �⃗� 𝑛�⃗� + �⃗� �⃗� 𝑛 , ∇̇𝑐 = 𝑏. 𝑐 (�⃗� �⃗� �⃗� − �⃗� 𝑛�⃗� )□



等距曲面（平行曲面）

若曲面沿法向距离参考曲面的距离为z，则有该曲面上的矢径可表示为□
𝑟 = �⃗�(𝜉 , 𝜉 ) + 𝑧𝑛(𝜉 , 𝜉 )

基矢量: 𝑟 =
⃗

⎯⎯⎯= (𝛿 − 𝑧𝑏. )�⃗� = 𝑓 𝜌□

𝑓 = 𝛿 − 𝑧𝑏. 为两个曲面基矢量的变换系数

第一基本型□

I = (ds) = g dξ dξ , g⃡ = g r⃗ r⃗ = a⃡ 

第三基本型
𝑔 = 𝑎 − 2𝑧𝑏 + 𝑧 𝑣

□

𝑣 = 𝑏. 𝑏. 𝑎 ⇒ 𝑏 𝑏 = 𝑣 = 𝑣 �⃗� �⃗�

III = 𝑣 𝑑𝜉 𝑑𝜉

𝑏 𝑏 + 𝐻𝑏 + 𝐾𝑎 = 0



质点运动

对质点上的任意矢量：𝑢(𝑡) = 𝑢 (𝑡)𝑔 𝑥 (𝑡)○

𝑑𝑢(𝑡)

𝑑𝑡
⎯⎯⎯⎯⎯ =

𝑑𝑢

𝑑𝑡
⎯⎯⎯ + 𝑢 𝑣 Γ �⃗� =

𝐷𝑢

𝐷𝑡
⎯⎯⎯ �⃗�○

𝑣 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
⎯⎯⎯⎯⇒ �⃗� = 𝑣 �⃗�

𝐷𝑢

𝐷𝑡
⎯⎯⎯ =

𝑑𝑢

𝑑𝑡
⎯⎯⎯ − 𝑢 𝑣 Γ ⇒

𝐷𝑢

𝐷𝑡
⎯⎯⎯ = 𝑔

𝐷𝑢

𝐷𝑡
⎯⎯⎯⎯;

𝐷𝑢

𝐷𝑡
⎯⎯⎯ = 𝑔

𝐷𝑢

𝐷𝑡
⎯⎯⎯

注意:⎯⎯⎯≠ g ⎯⎯⎯; ⎯⎯⎯≠ g ⎯⎯⎯ 

坐标

Lagrange 坐标

其为嵌在物体质点上的，随着物体一起运动和变形的目标，又叫随体目标，记作𝜉 , 自然

基矢量可能时有关

Euler坐标

𝑥 固定在空间中的参考坐标，又称空间坐标, 自然基矢量时无关

𝑡, 𝑥 ↔ 𝑡 , 𝜉

○

•
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坐标变换： 𝑡, 𝑥 ↔ 𝑡 , 𝜉

𝑡 = 𝑡
𝑥 = 𝑥 (𝑡 , 𝜉 )

↔
𝑡 = 𝑡

𝜉 = 𝜉 (𝑡, 𝑥 )

速度场: ⃗
⎯⎯⎯=

⃗
⎯⎯⎯⎯⎯+

⃗
⎯⎯⎯⎯⎯⎯= ⎯⎯⎯�⃗� =

⃗
⎯⎯ = ⎯⎯⎯�⃗�

注意:
𝜕𝑟

𝜕𝑡
⎯⎯⎯=

𝜕𝑟

𝜕𝑡
⎯⎯⎯| = 0 ⇒

𝜕

𝜕𝑡
⎯⎯⎯ =

𝜕

𝜕𝑡
⎯⎯ =

𝑑

𝑑𝑡
⎯⎯

拉格朗日坐标的自然基矢量

�⃗� =
𝜕𝑥

𝜕𝜉
⎯⎯⎯ �⃗� ; �⃗� =

𝜕𝜉

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ �⃗� ;

𝜕�⃗�

𝜕𝑡
⎯⎯⎯ ≠

𝜕�⃗�

𝜕𝑡
⎯⎯⎯ ≠ 0

𝑣 =
𝜕𝜉

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ 𝑣 ; 𝑣 =

𝜕𝑥

𝜕𝜉
⎯⎯⎯ 𝑣 ; 𝑣 = 𝑔 𝑣  其中 𝑔 = �⃗� �⃗�

基矢量的物质导数（注意:∇= ∇）

𝜕�⃗�

𝜕𝑡
⎯⎯⎯ =

𝜕�⃗�

𝜕𝜉
⎯⎯⎯ = ∇ 𝑣 �⃗� = �⃗�∇ �⃗� ⇒

𝜕�⃗�

𝜕𝑡
⎯⎯⎯ = − ∇�⃗� �⃗�

度量张量□
𝜕𝑔

𝜕𝑡
⎯⎯⎯⎯= ∇ 𝑣 + ∇ 𝑣

应变率张量□

𝑑 = 𝑑 �⃗� �⃗� =
1

2
⎯⎯ ∇ 𝑣 + ∇ 𝑣 �⃗� �⃗� =

1

2
⎯⎯ �⃗�∇ + ∇�⃗� =

1

2
⎯⎯(�⃗�∇ + ∇�⃗�)

速度分解□

�⃗�∇=
1

2
⎯⎯(�⃗�∇ + ∇v⃗) +

1

2
⎯⎯(�⃗�∇ − ∇�⃗�) = 𝑑 + ∇⃡⇒ ∇�⃗� = 𝑑 − Ω⃗⃖

𝑑�⃗� = (�⃗�∇) 𝑑𝑟 = 𝑑 𝑑𝑟 + 𝜔 × 𝑑𝑟 ⇒ 𝜔 = −
1

2
⎯⎯𝜀: Ω⃗⃖

Euler基矢量: 
⃗

⎯⎯⎯= 𝑣 Γ �⃗� ,
⃗

⎯⎯⎯= −𝑣 Γ �⃗�□

矢量场的导数
𝑑𝑢

𝑑𝑡
⎯⎯⎯=

𝜕𝑢

𝜕𝑡
⎯⎯⎯ �⃗� + 𝑢 𝑑. �⃗� + 𝑢 Ω. �⃗� =

𝜕𝑢

𝜕𝑡
⎯⎯⎯ 𝑔 − 𝑢 𝑑 𝑔 + 𝑢 Ω �⃗�□

𝑑𝑢

𝑑𝑡
⎯⎯⎯=

𝜕𝑢

𝜕𝑡
⎯⎯⎯+ �⃗� ∇𝑢 = 𝜕𝑢/𝜕𝑡□



变形梯度张量 {dr⃗ } → {dr⃗}

变形梯度张量: dr = F⃡ dr⃗ ⇒ g⃗ = F⃡ g⃗ ⇒ 𝐹 = 𝑔 �⃗� , 𝐹 = �⃗� �⃗�□

物质体元变换公式: 𝑑v = ϕ dv□

物质有向面元: 𝑑𝑎 = 𝜙 𝐹 𝑑𝑎 ; 𝑇 𝑢 × 𝑇 �⃗� = 𝜙 𝑇 (𝑢 × �⃗�)□



物质导数
𝜕𝐹

𝜕𝑡
⎯⎯⎯ = 𝑣∇ 𝐹□



Green应变张量

𝐸 =
1

2
⎯⎯ 𝑔 − 𝑔 �⃗� �⃗�□

F⃡
∂E⃡

∂t
⎯⎯⎯ F⃗ = d⃡□
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形如𝑇 �⃗� �⃗� 的张量所构成的线性空间是几维的，其中𝑖, 𝑗 = 1,2,3。1.

解: 
dim(𝑉 ⊗ 𝑉) = dim(𝑉) dim(𝑉) = 3 × 3 = 9维

简述四阶张量𝐶 的Voigt对称性，并写出二维空间中𝐶 的所有独立分量。2.

解：

Voigt对称性即指𝐶 满足如下对称：
𝐶 = 𝐶

𝐶 = 𝐶

𝐶 = 𝐶

可见前后两个指标必须成对交换，𝐶 共有16个分量
𝐶 = 𝐶 = 𝐶 = 𝐶
𝐶 = 𝐶 = 𝐶 = 𝐶
𝐶 = 𝐶 = 𝐶 = 𝐶
𝐶 = C ;
𝐶 ; C

共5个独立分量。

有一个二阶张量𝐴,其在笛卡尔坐标系下的分量 𝑎 =
2 0 3
0 −1 0
0 2 1

, 相应的基记作𝚤 , 𝚤 , 𝚤 , 现给出一组新基�⃗� = 𝚤 + 𝚤 , �⃗� =

𝚤 + 𝚤 + 𝚤 , �⃗� = −𝚤 + 𝚤 + 𝚤 。试写出相应基矢量转换系数，并求𝐴在新基下的协变分量和逆变分量。

3.

解：

由�⃗� = 𝛽 𝚤 = 𝚤 + 𝚤 ⇒

⎩
⎨

⎧𝛽 = 1

𝛽 = 0

𝛽 = 1

 同理 

⎩
⎨

⎧𝛽 = 1

𝛽 = 1

𝛽 = 1

,

⎩
⎨

⎧𝛽 = −1

𝛽 = 1

𝛽 = 1

可令： 𝛽 =
1 1 −1
0 1 1
1 1 1

(规定上指标为行)

协变分量：

a = 𝛽 𝛽 𝑎 = 𝛽 𝑎 𝛽 =
1 0 1
1 1 1

−1 1 1

2 0 3
0 −1 0
0 2 1

1 1 −1
0 1 1
1 1 1

=
2 2 4
2 1 4

−2 1 −2

1 1 −1
0 1 1
1 1 1

=
6 8 4
6 7 3

−4 −3 1

逆变分量满足：

𝑎 = 𝛽 𝛽 𝑎 = 𝛽 𝑎 𝛽

笛卡尔坐标下有 𝑎 = [𝑎 ]

又有：𝛽 𝛽 = 𝛿 = 𝛽 𝛽

⇒ 𝛽 = 𝛽 =
1 1 −1
0 1 1
1 1 1

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0 −1 1
1

2
⎯⎯ 1 −

1

2
⎯⎯

−
1

2
⎯⎯ 0

1

2
⎯⎯

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

𝑎 = 𝛽 𝑎 𝛽 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0 −1 1
1

2
⎯⎯ 1 −

1

2
⎯⎯

−
1

2
⎯⎯ 0

1

2
⎯⎯

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

2 0 3
0 −1 0
0 2 1

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ 0

1

2
⎯⎯ −

1

2
⎯⎯

−1 1 0

1 −
1

2
⎯⎯

1

2
⎯⎯

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

=
−2 −

5

2
⎯⎯

1

2
⎯⎯

3 −2 0
−2 1 0

试证明𝛿 �⃗� �⃗� 是张量:4.

解：
𝛿 𝑔 𝑔 = 𝑔 𝑔 𝑔 = 𝑔 (𝑔 𝑔 )𝑔 = 𝑔 𝑔 𝑔 = 𝐺

题目集
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𝛿 �⃗� �⃗� = 𝑔 �⃗� �⃗� = 𝑔 (𝑔 �⃗� )�⃗� = 𝑔 �⃗� �⃗� = 𝐺

故相当于证明G⃡是张量。

在一组基下，𝐺 = 𝑔 �⃗� �⃗� , 𝑔 = �⃗� �⃗�

在另一组基下，𝐺 = 𝑔 𝑔 �⃗�

g g⃗ g⃗ = g β g⃗ β g⃗ = (g⃗ g⃗ ) β g⃗ β g⃗

= 𝛽 �⃗� 𝛽 �⃗� �⃗� �⃗� = �⃗� 𝑔 �⃗� �⃗� = 𝑔 �⃗� �⃗�

故𝐺的确为张量。

试证𝜀 �⃗� �⃗� �⃗� 是张量5.

解:

由定义：

ε �⃗� �⃗� �⃗� = �⃗�  𝑔  �⃗� �⃗� 𝑔 �⃗� = �⃗�  �⃗�  �⃗� 𝛽 �⃗� 𝛽 �⃗� 𝛽 �⃗�

= 𝛽 �⃗�  𝛽 �⃗�  𝛽 �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� = �⃗�  �⃗�  �⃗� �⃗� �⃗� �⃗�

试用𝜀 证明：对3维空间中的二阶张量𝐴和B⃡, 有 det A⃗⃖ B⃡ = det A⃗⃖ det B⃡6.

解：

有det 𝐴 𝐵 = det(𝐴. 𝐵. �⃗� �⃗� ) = 𝐴. 𝐵. 𝐴. 𝐵. 𝐴. 𝐵. 𝑒

= 𝐴. 𝐴. 𝐴.

𝜀

√𝑔⎯⎯ ⎯⎯⎯⎯⎯𝐵. 𝐵. 𝐵.

= det(𝐴)
1

√𝑔⎯⎯ ⎯⎯⎯ 𝜀 𝐵. 𝐵. 𝐵. = det(𝐴) det(𝐵)

对已存在的坐标𝑥 可定义相应的自然基矢量�⃗� =
⃗

⎯⎯⎯, 利用对偶关系可以得到空间每点上的逆变基矢量�⃗� ，举例说明，一般

情况下，并不存在与�⃗� 相对应的坐标。

7.

解：

设有如下坐标关系

𝑥 = 𝑥

𝑥 = (𝑦 + 𝑥 )⎯⎯
⇒

𝑥 = 𝑥
𝑦 = (𝑥 ) − (𝑥 )

⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

�⃗� =
𝜕𝑟

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ = 𝚤 − 2𝑥 𝚥

�⃗� =
𝜕𝑟

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯= 3(𝑥 ) 𝚥

由此可以得到对偶基

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ �⃗� = 𝚤

𝑔 =
2𝑥

3(𝑥 )
⎯⎯⎯⎯⎯⎯ 𝚤 +

1

2𝑥
⎯⎯⎯ 𝚥 =

2𝑥

3(𝑦 + 𝑥 )⎯⎯
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ 𝚤 +

1

2𝑥
⎯⎯⎯𝚥

但又有

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ �⃗� =

𝜕𝑟

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ =

𝜕𝑥

𝜕𝑥
⎯⎯⎯𝚤 +

𝜕𝑦

𝜕𝑥
⎯⎯⎯𝚥

𝑔 =
𝜕𝑟

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯=

𝜕𝑥

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯𝚤 +

𝜕𝑦

𝜕𝑥
⎯⎯⎯𝚥

由此可得雅可比式

𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑥 , 𝑥 )
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯=

⎣
⎢
⎢
⎡1

2

3
⎯⎯𝑥(𝑦 + 𝑥 ) ⎯⎯

0
1

3
⎯⎯(𝑦 + 𝑥 ) ⎯⎯

⎦
⎥
⎥
⎤

⇒
𝜕(𝑥 , 𝑥 )

𝜕(𝑥, 𝑦)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯=

⎣
⎢
⎢
⎡1

2

3
⎯⎯𝑥(𝑦 + 𝑥 ) ⎯⎯

0
1

3
⎯⎯(𝑦 + 𝑥 ) ⎯⎯

⎦
⎥
⎥
⎤

=
1 −2𝑥

0 3(𝑦 + 𝑥 )⎯⎯

其有解的条件是，二阶混合骗导与顺序无关，但
𝜕

𝜕𝑦
⎯⎯⎯

𝜕𝑥

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ = 0 ≠

𝜕

𝜕𝑥
⎯⎯⎯

𝜕𝑥

𝜕𝑦
⎯⎯⎯ = −2

由此可见无解，故不存在与�⃗� 对应的坐标。

对已存在的坐标𝑥 可定义相应的自然基矢量�⃗� =
⃗

⎯⎯⎯, 利用对偶关系可以得到空间每点上的逆变基矢量�⃗� ，试证�⃗� = ∇𝑥8.

解：

∇𝑥 =
𝜕𝑥

𝜕𝑥
𝚤 +

𝜕𝑥

𝜕𝑦
𝚥 +

𝜕𝑥

𝜕𝑧
𝑘

   分区 张量初步 的第 10 页    



∇𝑥 =
𝜕𝑥

𝜕𝑥
⎯⎯⎯𝚤 +

𝜕𝑥

𝜕𝑦
⎯⎯⎯𝚥 +

𝜕𝑥

𝜕𝑧
⎯⎯⎯𝑘

又�⃗� = ⎯⎯⎯𝚤 + ⎯⎯⎯𝚥 + ⎯⎯⎯𝑘

故得到： �⃗� ∇𝑥 = ⎯⎯⎯ = 𝛿

根据定义：�⃗� �⃗� = 𝛿 ⇒ �⃗� = ∇𝑥

对给定的欧几里德空间中的坐标𝑥 , 试问其对应的“协变坐标”𝑥 在什么条件下存在？如存在，该怎么求？9.

解：

𝑑𝑥 = 𝑔 𝑑𝑥 = �⃗� �⃗� 𝑑𝑥 = �⃗� 𝑑𝑟 ⇒ �⃗� =
dx

dr⃗
⎯⎯⎯= ∇x

故当且仅当三个自然基矢量场{�⃗� }是无旋的，上述方程才有解。

如果该条件满足，则协变坐标可通过路径积分求解：

𝑥 (𝐴) = �⃗� 𝑑𝑟

为什么应力可以表示成一个对称二阶张量10.

解：

某点上单位面积上表面力𝑓是单位法向量�⃗�的函数，𝑓 = 𝑓(𝑛)

考虑如右图所示的微元体，根据牛顿力学公式有

�⃗� =
∑ 𝛿�⃗� 

 

𝜌𝛿𝑉
⎯⎯⎯⎯⎯+ �⃗� =

∑ 𝑓 𝛿𝐴 
 

𝜌𝛿𝑉
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯+ �⃗�

即: 𝑓 =
( ⃗ ⃗)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ − ⎯⎯⎯𝑓 − ⎯⎯⎯𝑓

当𝛿𝑙 → 0时， 第一项为高阶无穷小，故有：𝑓 = − ⎯⎯⎯𝑓 − ⎯⎯⎯𝑓

又由几何知识可得：∑ �⃗� 𝛿𝐴 
  = 0 ⇒ �⃗� = − ⎯⎯⎯�⃗� − ⎯⎯⎯𝑛

故可得：

𝑓(�⃗� ) = 𝑓 −
𝛿𝐴

𝛿𝐴
⎯⎯⎯ 𝑛 −

𝛿𝐴

𝛿𝐴
⎯⎯⎯ �⃗� = 𝑓 = −

𝛿𝐴

𝛿𝐴
⎯⎯⎯ 𝑓(�⃗� ) −

𝛿𝐴

𝛿𝐴
⎯⎯⎯ 𝑓(�⃗� )

由此可见𝑓 = 𝑓(�⃗�)是一个线性函数，由线性代数知识可知：

可以找到一个3 × 3的矩阵𝜎使得若
𝑓 = 𝑓 𝑒 ⇒ 𝑓 = 𝜎(𝑖, 𝑗)𝑛

由于𝑛 为任意单位法向量分量，𝑝 为矢量分量，根据商法则，𝜎一定是一个二阶张量，可记作： 𝑓 = 𝜎 n⃗。𝜎

即为应力。
下证其为对称矩阵：

不失一般性，可考虑二维情况

在笛卡尔坐标系下，𝜎 = 𝜎 𝚤𝚤 + 𝜎 𝚤𝚥 + 𝜎 𝚥𝚤 + 𝜎 𝚥𝚥

考虑如图的微元体：

其合力矩： 𝛿𝑀 = 𝜎 − 𝜎 𝛿𝑥𝛿𝑦~ 𝜎 − 𝜎 (𝛿𝑙)

转动惯量：𝛿𝐼 = ∫ 𝑟 𝜌𝑑𝑉
 

~𝜌(𝛿𝑙) (𝛿𝑙)

由𝛿𝑀 = �̇�δI可得：�̇�~
( )

( )
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

当𝛿𝑙 → 0时，若�̇�有限，则 𝜎 − 𝜎 ~𝑜 (𝛿𝑙) → 0

故有：𝜎 = 𝜎

综上所述，应力可以表示为一个对称二阶张量𝜎

在笛卡尔坐标下写出纯剪切情况下的应力矩阵，已知|�⃗� | = |�⃗� | = 𝜏, |�⃗� | = 0。其中�⃗� 表示面𝑒 上单位面积所受的力。11.

解：

𝜎 =

0 𝜎 𝜎
𝜎 0 𝜎
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由于是纯剪切力，故有𝜎 =

0 𝜎 𝜎
𝜎 0 𝜎
𝜎 𝜎 0

由于|�⃗� | = |𝜎 𝑒 | = 0 ⇒ 𝜎 = 𝜎 = 0

又|�⃗� | = |𝜎 𝑒 | = 𝜏 = |�⃗� | ⇒ 𝜎 = ±𝜏

∴ 𝜎 =
0 0 ±𝜏
0 0 0

±𝜏 0 0

有二阶张量𝑇, 𝑆，对任意矢量�⃗�有𝑇 a⃗ = a⃗ S⃡, 试证明𝑇 = 𝑆 。12.

解：
𝑇 �⃗� = 𝑇 �⃗� �⃗� 𝑎 �⃗� = 𝑇 𝑎 �⃗� 𝛿 = 𝑇 𝑎 �⃗�

�⃗� 𝑆 = 𝑎 �⃗� 𝑆 �⃗� �⃗� = 𝑎 𝑆 �⃗� = 𝑆 𝑎 �⃗�

由于对任意�⃗�都成立，故一定有：𝑇 = 𝑆

故: 𝑇 = 𝑆

问：𝑛 G⃡ v⃗ T⃡ = v⃗ T⃡n⃗ 式中转置符号𝑇的具体含义（其中𝐺是度规张量，𝑛, 𝑣是一阶张量，𝑇是二阶张量）。13.

解：
�⃗� 𝐺 �⃗� 𝑇

= 𝑛 �⃗� �⃗� �⃗� (𝑣 𝑇)

= 𝑛 �⃗� 𝑣 �⃗� 𝑇 �⃗� �⃗�

= 𝑛 �⃗� 𝑣 𝑇 �⃗�

= 𝑣 𝑇 𝑛 �⃗� �⃗�

= 𝑣 (�⃗� �⃗� ) 𝑇 𝑛 𝑔 �⃗�

= 𝑣 𝑇 𝑛 �⃗� �⃗� �⃗�

= 𝑣 𝑇 𝑛 �⃗� �⃗� �⃗�

故转置符号T表示转置𝑇�⃗�后两个指标。

试写出二阶张量的Hamilton-Cayley等式。14.

解：

二阶张量的Hamilton-Cayley等式为
Δ 𝑇 = 𝑇 − 𝜙 𝑇 + 𝜙 𝑇 − 𝜙 𝐺 = 𝑂

其中: 𝜙 = 𝑡𝑟 𝑇 ; 𝜙 = ⎯ 𝑇. 𝑇. − 𝑇. 𝑇. ; 𝜙 = det 𝑇

证明见书本p101-102

无重根时，注意到二阶张量𝑇的特征多项式：
Δ(𝜆) = 𝜆 − 𝜙 𝜆 + 𝜙 𝜆 − 𝜙 = 0

则可以选择一组基对角化𝑇

则此时
Δ 𝑇 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝜆 − 𝜙 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝜆 + 𝜙 𝑑𝑖𝑎𝑔 {𝜆 } − 𝜙 𝑑𝑖𝑎𝑔{1}

= 𝑑𝑖𝑎𝑔 𝜆 − 𝜙 𝜆 + 𝜙 𝜆 − 𝜙 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{0 … } = 𝑂

试证明：实对称二阶张量𝑁的特征值均为实数，且对应不同特征值的特征方向相互正交。15.

解：

对特征向量有
N⃖⃗ a⃗ = λa⃗

取共轭得到：N⃖⃗ a⃗ = λa

两边点乘�⃗�，且因�⃗� N⃗ = N⃗ a⃗ = λa⃗有
𝜆�⃗� �⃗� = �̅��⃗� �⃗� ⇒ 𝜆 = �̅�, 故特征值为实数
又对两个不同的特征向量有

𝑁 �⃗� = 𝜆 �⃗�

𝑁 �⃗� = 𝜆 �⃗�
⇒

�⃗� 𝑁 �⃗� = 𝜆 �⃗� �⃗�

�⃗� 𝑁 �⃗� = 𝜆 �⃗� �⃗�

而由对称性可得：�⃗� 𝑁 �⃗� = �⃗� 𝑁 �⃗�

故有：𝜆 �⃗� �⃗� = 𝜆 �⃗� �⃗� ⇒ �⃗� �⃗� = 0

故不同特征值对应的特征矢量正交。

将张量𝑁 = 𝑒 𝑒 + 2𝑒 𝑒 − 2(e⃗ e⃗ + e⃗ e⃗ ) − 2(e⃗ e⃗ + e⃗ e⃗ )化为标准型。16.
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解：

𝑁 �⃗� = 𝜆�⃗�,
1 −2 −2

−2 2 0
−2 0 0

𝑎
𝑎
𝑎

= 𝜆

𝑎
𝑎
𝑎

Δ(𝜆) = (𝜆 − 4)(𝜆 + 2)(𝜆 − 1) ⇒ 𝜆 = 4, 𝜆 = −2, 𝜆 = 1
−3 −2 −2
−2 −2 0
−2 0 −4

𝑎
𝑎
𝑎

= 0 ⇒ 取归一化 a⃗ = −
2

3
⎯⎯e⃗ +

2

3
⎯⎯e⃗ +

1

3
⎯⎯e⃗

3 −2 −2
−2 2 0
−2 0 4

𝑎
𝑎
𝑎

= 0 ⇒ �⃗� =
2

3
⎯⎯𝑒 +

1

3
⎯⎯𝑒 +

2

3
⎯⎯𝑒

0 −2 −2
−2 1 0
−2 0 −1

𝑎
𝑎
𝑎

= 0 ⇒ �⃗� = −
1

3
⎯⎯𝑒 −

2

3
⎯⎯𝑒 +

2

3
⎯⎯𝑒

𝑁 = 𝜆 �⃗� �⃗� + 𝜆 �⃗� �⃗� + 𝜆 �⃗� �⃗�

什么叫“各向同性张量”？是证明：所有的各向同性二阶张量都可以写成𝑝𝐺17.

解：

欧几里德空间中的各向同性张量是一种在任意笛卡尔直角坐标系中，其分量不随坐标的正交转换而变换的张量。

任取一组单位正交基下，应用二阶张量的矩阵形式，其等效于

𝑄𝐴𝑄 = 𝐴 =
𝑎 𝑎
𝑎 𝑎

取𝑄 =
−1 0
0 +1

⇒ 𝑎 = 𝑎 = 0

取𝑄 =
0 1

−1 0
⇒ 𝑎 = 𝑎

故在这组基下，张量A的矩阵形式可以写为𝐴 = 𝑝𝐼 = 𝑝G

即： 𝐴 = 𝑝𝐺

由于此关系与坐标选取无关，由张量定义可知上式在任何坐标系下均成立。

写出度规张量𝐺和置换张量𝜀的旋转量。18.

解：

对度规张量：
𝐺 = 𝑄 𝐺 𝑄 = 𝑄 𝑄 = 𝐺

对置换张量：
𝜀̃ = (𝑞. 𝑞. 𝑞. 𝜀 )�⃗� �⃗� �⃗�

= 𝑞. 𝑞. 𝑞. 𝜀 �⃗� �⃗� �⃗� = 𝑞. 𝑞. 𝑞. 𝜖 √𝑔⎯⎯  �⃗� �⃗� �⃗�

= det(𝑄) 𝜖 √𝑔⎯⎯  �⃗� �⃗� �⃗� = det(𝑄) 𝜀 �⃗� �⃗� �⃗� = det(𝑄) 𝜀

对任意阶张量𝑇 …�⃗� �⃗� g⃗ … ，其旋转量是什么？19.

解：

按照定义，基矢量不变，分量主动变为正交变换后的分量：
𝑇 = 𝑞. 𝑞. 𝑞. … 𝑇 �⃗� �⃗� �⃗� …

其中Q⃖⃗ = 𝑞
.

�⃗� �⃗� 为任意正交张量。

若定义导函数𝐹 (𝑣)由下式确定：𝐹 (𝑣; 𝑢) = 𝑢 F′(v⃡), 试给出相应的求导公式：20.

解：

lim
→

1

ℎ
⎯⎯[𝐹(𝑣 + ℎ𝑢) − 𝐹(𝑣)]

= 𝑙𝑖𝑚 →

1

ℎ
⎯⎯𝐹 …(𝑣 . . �⃗� �⃗� … + ℎ𝑢 . . �⃗� �⃗� … )�⃗� �⃗� … − 𝐹 …(𝑣 . . �⃗� �⃗� … )g⃗ g⃗ …

=
𝜕𝐹 …

𝜕𝑣 …
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯𝑢 …�⃗� �⃗� … = 𝑢 …(�⃗� �⃗� … ) (

𝜕𝐹 …

𝜕𝑣 …
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯�⃗� �⃗� … �⃗� �⃗� … ) = 𝑢 𝐹′(𝑣)

所以： 𝐹 (𝑣) =
…

…
⎯⎯⎯⎯⎯�⃗� 𝑔 … �⃗� �⃗� …

对二阶张量𝑇, 推导
∗

⃡
⎯⎯⎯。21.

解：
𝑑𝜙∗

𝑑𝑇
⎯⎯⎯⎯=

𝑑 𝑡𝑟 𝑇

𝑑𝑇
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

不妨从定义出发推导

𝜙∗ 𝑇 + ℎ𝐶 = 𝑡𝑟 𝑇 + 𝑔𝐶 = 𝑡𝑟 𝑇 + ℎ 𝐶 𝑇 + 𝑇 𝐶 𝑇 + ⋯ + 𝑇 𝐶 + 𝑜(ℎ )

= 𝑡𝑟 𝑇 + ℎ𝑘 𝑡𝑟 𝑇 𝐶 + 𝑜(ℎ )

𝜙∗ 𝑇; 𝐶 = lim → 𝜙∗ 𝑇 + ℎ𝐶 − 𝜙∗ 𝑇 =
∗

: 𝐶
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而𝜙∗ 𝑇; 𝐶 = lim → ⎯ 𝜙∗ 𝑇 + ℎ𝐶 − 𝜙∗ 𝑇 =
∗

⃡
⎯⎯⎯ : 𝐶

又𝜙∗ 𝑇; 𝐶 = 𝑘 𝑡𝑟 𝑇 𝐶 = 𝑘 𝑇
.

𝐶. = 𝑘 𝑇 : 𝐶

由此可得: 
∗

⃡
⎯⎯⎯ = 𝑘 𝑇

𝑆是对称的二阶张量，求
⃡ ⃡

⃡
⎯⎯⎯⎯⎯和

⃡⃡

⃡
⎯⎯⎯⎯。22.

解：
S⃡ S⃡ = S S g⃗ g⃗ = g 𝑆 𝑆 �⃗� �⃗�

𝑑 𝑓 𝑆

𝑑𝑆
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯=

𝑑 𝑓
1
2
⎯⎯ 𝑆 + 𝑆

𝑑𝑆
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

𝑑 𝑆 𝑆

𝑑𝑆
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯=

1

4
⎯⎯𝑔

𝜕 𝑆 𝑆 + 𝑆 S + S S + S 𝑆

𝜕𝑆
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯�⃗� 𝑔 �⃗� �⃗�

=
1

4
⎯⎯𝑔 (𝛿 𝛿 + 𝛿 𝛿 ) 𝑆 + 𝑆 + (𝑆 + 𝑆 )(𝛿 𝛿 + 𝛿 𝛿 ) �⃗� �⃗� 𝑔 �⃗�

=
1

4
⎯⎯𝑔 𝑆 + 𝑆 �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� + �⃗� �⃗� �⃗� �⃗�

+
1

4
⎯⎯𝑔 (𝑆 + 𝑆 ) �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� + �⃗� �⃗� �⃗� �⃗�

=
1

4
⎯⎯ 𝑆. + 𝑆. �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� + �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� + �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� + �⃗� �⃗� �⃗� �⃗�  

𝑆𝑆 = 𝑆 𝑆 �⃗� 𝑔 𝑔 �⃗�

𝑑 𝑆𝑆

𝑑𝑆
⎯⎯⎯⎯⎯⎯=

1

4
⎯⎯

𝜕(𝑆 𝑆 + 𝑆 𝑆 + 𝑆 𝑆 + 𝑆 𝑆 )

𝜕𝑆
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯�⃗� �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� �⃗�

=
1

4
⎯⎯ 𝛿 𝛿 + 𝛿 𝛿 (𝑆 + 𝑆 ) + (𝛿 𝛿 + 𝛿 𝛿 ) 𝑆 + 𝑆 �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� �⃗�

=
1

4
⎯⎯(𝑆 + 𝑆 ) �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� + �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� �⃗�

+
1

4
⎯⎯ 𝑆 + 𝑆 �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� + �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� �⃗�

=
1

4
⎯⎯ 𝑆 + 𝑆 �⃗� 𝑔 �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� + �⃗� 𝑔 �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� + �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� + �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� �⃗�

试对自变量为对称二阶张量的张量函数𝑓(𝜀)求导，并说明所得导函数 关于最后两个指标对称。23.

解：

(以下𝑆即𝜀)

S⃡ 对称，因此其只有一部分分量是独立的，即⎯⎯⎯在数学分析中会失去意义。

按定义：

𝑑𝑓 𝑆 =
𝜕𝑓

𝜕𝑆
⎯⎯⎯⎯�⃗� �⃗� : 𝑑𝑆 �⃗� �⃗� = 𝑓 𝑆 : 𝑑𝑆

但由于任意一个反对称张量都有Ω⃖⃗: 𝑑𝑆 = 0;

故上式无法独立确定 𝑓′(𝑆), 而因此我们需要规定𝑓 𝑆 =
⃡

⎯⎯⎯𝑔 �⃗� 关于最后两个指标𝑖, 𝑗对称。

或我们可以利用，令𝑋 = ⎯ 𝑆 + 𝑆 , 对𝑓(𝑋)求导：

𝑑𝑓 𝑋 𝑆

𝑑𝑆
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯=

𝑑𝑓(𝑋)

𝑑𝑋
⎯⎯⎯⎯⎯⎯:

𝑑𝑋

𝑑𝑆
⎯⎯⎯=

𝑑𝑓(𝑋)

𝑑𝑋
⎯⎯⎯⎯⎯⎯:

1
2
⎯⎯𝜕(𝑆 + 𝑆 )

𝜕𝑆
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯�⃗� �⃗� �⃗� �⃗�

=
𝑑𝑓(𝑋)

𝑑𝑋
⎯⎯⎯⎯⎯⎯: �⃗� �⃗� (�⃗� �⃗� + �⃗� �⃗� )

故可见关于最后两个指标ij对称。

克氏记号是张量的分量吗？ 试推导第二类克氏记号的坐标变换公式：24.

Γ = ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ + 𝛽 𝛽 𝛽 Γ 。

解：

克氏记号不是张量的分量，因为不遵从坐标变换规律。

Γ =
𝜕�⃗�

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯ �⃗� =

𝜕

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯

𝜕𝑥

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯𝑔

𝜕𝑥

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯ �⃗�

=
𝜕 𝑥

𝜕𝑥 𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯𝑔 +

𝜕𝑥

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯

𝜕�⃗�

𝜕𝑥
⎯⎯⎯

𝜕𝑥

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯

𝜕𝑥

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯�⃗�

=
𝜕 𝑥

𝜕𝑥 𝜕𝑥
𝛿

𝜕𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑥
Γ
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=
𝜕 𝑥

𝜕𝑥 𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯𝛿

𝜕𝑥

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯+

𝜕𝑥

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯

𝜕𝑥

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯

𝜕𝑥

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯Γ

=
𝜕 𝑥

𝜕𝑥 𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

𝜕𝑥

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯+ 𝛽 𝛽 𝛽 Γ

写出平面极坐标的自然基矢量（用笛卡尔坐标系的基矢量𝚤, ȷ⃗表示）以及相应的Christoffel符号。25.

解：

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃
𝑦 = 𝑟 sin 𝜃

⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

�⃗� =
𝜕𝑟

𝜕𝑟
⎯⎯⎯= cos 𝜃 𝚤 + sin 𝜃 𝚥

�⃗� =
𝜕𝑟

𝜕𝜃
⎯⎯⎯= −𝑟 sin 𝜃 𝚤 + 𝑟 cos 𝜃 𝚥

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝜕�⃗�

𝜕𝑟
⎯⎯⎯ = 0

𝜕�⃗�

𝜕𝜃
⎯⎯⎯ =

�⃗�

𝑟
⎯⎯⎯

⇒ Γ = 0;
Γ = 0

Γ =
1

𝑟
⎯⎯

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝜕�⃗�

𝜕𝑟
⎯⎯⎯⎯=

�⃗�

𝑟
⎯⎯⎯

𝜕�⃗�

𝜕𝜃
⎯⎯⎯⎯= −𝑟�⃗�

⇒
Γ = 0

Γ =
1

𝑟
⎯⎯

;
Γ = −𝑟

Γ = 0

写出球坐标的自然基矢量（用笛卡尔坐标系中的基矢量𝚤, 𝚥表示）以及相应的Christoffel符号。26.

解：

𝑥 = 𝑟 sin 𝜃 cos 𝜙
𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 sin 𝜙

𝑧 = 𝑟 cos 𝜃

⃗
⃗

⎯⎯⎯⎯

⎩
⎨

⎧ �⃗� = sin 𝜃 cos 𝜙 𝚤 + sin 𝜃 sin 𝜙 𝚥 + cos 𝜃 𝑘

𝑔 = 𝑟 cos 𝜙 cos 𝜃 𝚤 + 𝑟 sin 𝜙 cos 𝜃 𝚥 − 𝑟 sin 𝜃 𝑘

�⃗� = −𝑟 sin 𝜃 sin 𝜙 𝚤 + 𝑟 sin 𝜃 cos 𝜙 𝚥

𝜕�⃗�

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ = Γ 𝑔

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ 𝜕�⃗�

𝜕𝑟
⎯⎯⎯ = 0

𝜕�⃗�

𝜕𝜃
⎯⎯⎯ =

1

𝑟
⎯⎯�⃗�

𝜕�⃗�

𝜕𝜙
⎯⎯⎯ =

1

𝑟
⎯⎯�⃗�

⇒ Γ = 0;

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧Γ = 0

Γ =
1

r
⎯⎯

Γ = 0

,

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧Γ = 0

Γ = 0

Γ =
1

𝑟
⎯⎯

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ 𝜕�⃗�

𝜕𝑟
⎯⎯⎯⎯=

1

𝑟
⎯⎯�⃗�

𝜕�⃗�

𝜕𝜃
⎯⎯⎯⎯= −𝑟�⃗�

𝜕�⃗�

𝜕𝜙
⎯⎯⎯⎯= ctg 𝜃 �⃗�

⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧Γ = 0

Γ =
1

𝑟
⎯⎯

Γ = 0

,

⎩
⎨

⎧Γ = −𝑟 

Γ = 0

Γ = 0

,

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ Γ = 0

Γ = 0

Γ = ctg 𝜃

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧ 𝜕�⃗�

𝜕𝑟
⎯⎯⎯⎯=

1

𝑟
⎯⎯�⃗�

𝜕�⃗�

𝜕𝜃
⎯⎯⎯⎯= ctg 𝜃 �⃗�

𝜕�⃗�

𝜕𝜙
⎯⎯⎯⎯= −𝑟 sin 𝜃 �⃗� − sin 𝜃 cos 𝜃 �⃗�

⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧Γ = 0

Γ = 0

Γ =
1

𝑟
⎯⎯

,

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ Γ = 0

Γ = 0

Γ = ctg 𝜃

,

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ Γ = −𝑟 sin 𝜃

Γ = − sin 𝜃 cos 𝜃

Γ = 0

有三维空间中单位矢量𝑡和任意阶张量𝑇, 证明𝑇 = 𝑡 t⃗ T⃡ − t⃗ × t⃗ × T⃡27.

解：

𝑡 × t⃗ × T⃡ = t⃗ × ε t T …g⃗ g⃗… = t t T …ε ε g⃗ g⃗…

= 𝑡 t T …ε ε g⃗ g⃗… = 𝑡 t T … δ δ − δ δ g⃗ g⃗…

= 𝑡 𝑡 𝑇 …�⃗� 𝑔… − 𝑡 𝑡 𝑇 …�⃗� �⃗�…

= 𝑡 �⃗� 𝑡 (�⃗� �⃗� )𝑇 … − 𝑇

= 𝑡 𝑡 𝑇 − 𝑇

故有：
𝑡 𝑡 𝑇 − t⃗ × t⃗ × T⃡ = T⃡

试证明：∇ 𝐵 𝑣 = ∇ 𝐵 v⃗ + B⃡ ∇ v⃗ + 2∇B⃡. . 𝛻v⃗, 并说明双点积的具体次序（𝐵是二阶张量，𝑣是矢量）。28.

解：

这是一个标量，则在Euclidean空间中与坐标选取无关，故可选用直角坐标系，则：

∇ 𝐵 𝑣 = ∇ 𝐵 𝑣 𝑔 = ∇ 𝑔 𝑔
∂ 𝐵 𝑣

𝜕𝑥
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∇ 𝐵 𝑣 = ∇ 𝐵 𝑣 �⃗� = ∇ �⃗� �⃗�
∂ 𝐵 𝑣

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

= ∇ 𝑣 �⃗� �⃗�
𝜕𝐵

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯+ 𝐵 �⃗� �⃗�

𝜕𝑣

𝜕𝑥
⎯⎯⎯

= �⃗�
𝜕

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ 𝑣 �⃗� �⃗�

𝜕𝐵

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯+ 𝐵 �⃗� �⃗�

𝜕𝑣

𝜕𝑥
⎯⎯⎯

= 𝑔 �⃗�
𝜕𝑣

𝜕𝑥
⎯⎯⎯

𝜕𝐵

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯+ 𝑔 𝑣 �⃗�

𝜕 𝐵

𝜕𝑥 𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯+ 𝑔 �⃗�

𝜕𝐵

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯

𝜕𝑣

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ + 𝑔 𝐵 𝑔

𝜕 𝑣

𝜕𝑥 𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

= 2𝑔 �⃗�
𝜕𝑣

𝜕𝑥
⎯⎯⎯

𝜕𝐵

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯+ 𝑔

𝜕 𝐵

𝜕𝑥 𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ �⃗� �⃗� �⃗� 𝑣 + 𝑔 𝐵 �⃗� (�⃗� �⃗� )

𝜕 𝑣

𝜕𝑥 𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

= 2(𝑔 𝑔 )
𝜕𝑣

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ �⃗� �⃗� �⃗�

𝜕𝐵

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯ + ∇ 𝐵 v⃗ + B⃡ ∇ v⃗

= 2�⃗�
𝜕𝐵

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯ (�⃗� �⃗� )(�⃗� �⃗� )

𝜕𝑣

𝜕𝑥
⎯⎯⎯

注意到：

∇𝐵 =
𝜕𝐵

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯ 𝑔 𝑔 �⃗� ; ∇�⃗� =

𝜕𝑣

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ �⃗� �⃗�  

故：2�⃗� ⎯⎯⎯ (�⃗� 𝑔 ) �⃗� �⃗� ⎯⎯⎯ = 2∇B⃡. . 𝛻v⃗

顺序为：�⃗� �⃗� �⃗� . . 𝑔 �⃗� = (�⃗� �⃗� ) 𝑔 𝑔 �⃗�

补充完整以下张量公式，并证明。29.

𝑢 ∇ 𝑇 = ∇ 𝑇 �⃗� + ⋯ ；其中𝑢是矢量，𝑇是二阶张量。

解：

不妨取在直角坐标系中分析，因为协变导数与上述矢量和张量构成了一个矢量，其在坐标系变换下不变的

∇ 𝑇 �⃗� = �⃗�
𝜕

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ 𝑇 �⃗� �⃗� 𝑢 �⃗� = �⃗�

𝜕

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ 𝑇 �⃗� 𝛿 𝑢

= �⃗�
𝜕

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ �⃗� 𝑇 𝑢 =

𝜕

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ 𝑇 𝑢

= 𝑢
𝜕𝑇

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯ + 𝑇

𝜕𝑢

𝜕𝑥
⎯⎯⎯

= 𝑢 g⃗ g⃗
∂T

∂x
⎯⎯⎯⎯+ T g⃗ g⃗

∂u

∂x
⎯⎯⎯

= 𝑢 g⃗ g⃗ g⃗ g⃗
∂T

∂x
⎯⎯⎯⎯+ T g⃗ g⃗ g⃗ g⃗

∂u

∂x
⎯⎯⎯

= 𝑢 ∇ 𝑇 + 𝑇: (∇�⃗�)

T g⃗ g⃗ g⃗ g⃗
∂u

∂x
⎯⎯⎯= T (g⃗ ) g⃗

∂

∂x
⎯⎯⎯ (g⃗ )u g⃗

𝑢 ∇ 𝑇 = ∇ 𝑇 �⃗� + −𝑇: (∇𝑢) [两边点乘]

对矩形区域证明Green变换公式:∫ 𝑑𝑣∇𝑇
 

= ∮ (𝑑�⃗�)𝑇
  。30.

解：

等式左边有：

𝑑𝑣∇𝑇
 

= √𝑔⎯⎯  𝑑𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑥 �⃗�
𝜕𝑇

𝜕𝑥
⎯⎯⎯

 

 

将该矩形区域分切为无穷小的矩形区域块，可以得到：

𝑑𝑣∇𝑇
 

= √𝑔⎯⎯  𝑑𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑥 �⃗�
𝜕𝑇

𝜕𝑥
⎯⎯⎯

对右侧在此小矩形区域中有：

𝑑𝑎 𝑇 =
 

√𝑔⎯⎯  �⃗� 𝑇( ) +
𝜕

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ (√𝑔⎯⎯  �⃗� )𝑑𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑥 − √𝑔⎯⎯  �⃗� 𝑇( )𝑑𝑥 𝑑𝑥

+ √𝑔⎯⎯  �⃗� 𝑇( ) +
𝜕

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ (√𝑔⎯⎯  �⃗� )𝑑𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑥 − √𝑔⎯⎯  �⃗� 𝑇( )𝑑𝑥 𝑑𝑥

+ √𝑔⎯⎯  �⃗� 𝑇( ) +
𝜕

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ (√𝑔⎯⎯  �⃗� )𝑑𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑥 − √𝑔⎯⎯  �⃗� 𝑇( )𝑑𝑥 𝑑𝑥

=
𝜕 √𝑔⎯⎯  �⃗� 𝑇

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯𝑑𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑥 =

𝜕 √𝑔⎯⎯  �⃗�

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯𝑇 + √𝑔⎯⎯  �⃗�

𝜕𝑇

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ 𝑑𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑥

又因为 √
⎯⎯  ⃗

⎯⎯⎯⎯⎯⎯= 0

故在此微源矩形区域中有：

𝑑𝑣∇𝑇
 

= 𝑑𝑎 𝑇
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𝑑𝑣∇𝑇
 

= 𝑑𝑎 𝑇
 

由于我们采用的是矩形分割，且本身积分区域为矩形区域，

显然有：∑ ∫ 𝑑𝑣∇𝑇
  

  = ∫ 𝑑𝑣∇𝑇
 

; ∑ ∮ 𝑑𝑎 𝑇
 

= ∮ (𝑑�⃗�)𝑇
 

则两边求和微元式即可得到：

𝑑𝑣∇𝑇
 

= (𝑑�⃗�)𝑇
 

由二阶张量𝑇的散度𝑑𝑖𝑣𝑇的物理定义出发，即由𝑑𝑖𝑣𝑇 = lim → ⎯ ∮ 𝑇 �⃗�
 

𝑑𝑆 ,导出𝑑𝑖𝑣𝑇在直角笛卡尔坐标中的表达式31.

解：
𝑇 = 𝑇 𝑥

当𝑉 → 0时，体积近似于一个小立方块

𝑇 �⃗�
 

𝑑𝑆 ≈ 𝑇(𝑥 + 𝑑𝑥, 𝑦 , 𝑧 ) �⃗�𝑑𝑦𝑑𝑧 − 𝑇(𝑥 , 𝑦 , 𝑧 ) �⃗�𝑑𝑦𝑑𝑧

+𝑇(𝑥 , 𝑦 , 𝑧 + 𝑑𝑧) 𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦 − 𝑇(𝑥 , 𝑦 , 𝑧 ) 𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦

+𝑇(𝑥 , 𝑦 + 𝑑𝑦, 𝑧 ) �⃗�𝑑𝑥𝑑𝑧 − 𝑇(𝑥 , 𝑦 , 𝑧 ) �⃗�𝑑𝑥𝑑𝑧

= 𝑇(𝑥 , 𝑦 , 𝑧 ) +
𝜕𝑇(𝑥 , 𝑦 , 𝑧 )

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯𝑑𝑥 − 𝑇(𝑥 , 𝑦 , 𝑧 ) �⃗�𝑑𝑧𝑑𝑦

𝑇(𝑥 , 𝑦 , 𝑧 ) +
𝜕𝑇(𝑥 , 𝑦 , 𝑧 )

𝜕𝑧
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯𝑑𝑧 − 𝑇(𝑥 , 𝑦 , 𝑧 ) 𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑇(𝑥 , 𝑦 , 𝑧 ) +
𝜕𝑇(𝑥 , 𝑦 , 𝑧 )

𝜕𝑦
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯𝑑𝑦 − 𝑇(𝑥 , 𝑦 , 𝑧 ) �⃗�𝑑𝑥𝑑𝑧

=
𝜕𝑇

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ �⃗� 𝑉

𝑑𝑖𝑣𝑇 =
1

V
⎯⎯

𝜕𝑇

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ �⃗� 𝑉 =

𝜕𝑇

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ �⃗�

有一个关于参量𝑣的方程：32.

𝑣 + �⃖⃗� ⊙ 𝑣 ⊗ 𝑣 ∇ �⃖⃗� ⊙ 𝑣 ⊗ 𝑣 = −∇ �⃖⃗� ⊙ 𝑣 ⊗ �⃗� + ∇ �⃖⃗� ⊙ (𝑣 ⊗ 𝑣)

其中𝑣是任一常矢量，⊗ 表示𝑖重并，⊙表示𝑖重依次点积（⊙ 两边都从最后一个基本矢量开始，依次点积）， �⃗⃖� 为 𝑖 +

1阶未知张量，�⃖⃗� 为𝑖阶未知张量。

考察等式两边一次𝑣的项，可得：a.

0 = −∇ �⃖⃗� ⊙ 𝑣 + ∇ �⃗⃖� ⊙ 𝑣 ,

消去𝑣可得关于�⃖⃗� 和�⃗⃖� 的方程：
0 = −∇�⃗⃖� + ∇ �⃖⃗�

认为�⃖⃗� 和M⃖⃗ 可由此解出。

考察等式两边二次𝑣的项，可得：b.

𝑣 + �⃖⃗� ⊙ 𝑣 ∇ �⃗⃖� ⊙ 𝑣 = −∇ �⃖⃗� ⊙ 𝑣𝑣 + ∇ (�⃗⃖� ⊙ 𝑣𝑣), 消去𝑣可得到关于�⃖⃗� 和�⃖⃗� 的方程：

�⃡� + �⃖⃗� ∇�⃗⃖� = −∇�⃗⃖� + ∇ �⃗⃖� , 其中�⃡�是二阶度规张量，𝑇 表示转置，𝑇 表示转置第一个和第二个基矢量，认

为�⃖⃗� 和�⃗⃖� 可由此方程解出。

𝑣 + �⃖⃗� ⊙ 𝑣 ∇ �⃗⃖� ⊙ 𝑣 = 𝑣 ∇�⃗⃖� �⃗� + �⃗⃖� 𝑣 ∇�⃗⃖� 𝑣

= �⃡� + �⃖⃗� �⃗� ∇�⃖⃗� 𝑣

= �⃡� + �⃖⃗� 𝑣 �⃗� ∇�⃗⃖� �⃗� �⃗� �⃗� 𝑣

= �⃡� + �⃖⃗� 𝑣 ∇�⃗⃖� �⃗� �⃗� 𝑣

= �⃡� + �⃖⃗�
,

𝑣 ∇�⃗⃖� �⃗� �⃗� �⃗�

= �⃡� + �⃖⃗� ∇�⃗⃖�
.

𝑣 �⃗� �⃗� 𝑣

= �⃡� + �⃖⃗� ∇�⃗⃖� 𝑔 �⃗� �⃗� 𝑣 �⃗� �⃗�

= �⃡� + �⃖⃗� ∇�⃗⃖� ⊙ 𝑣𝑣

n 𝑣 𝑚 𝑀
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请考察等式两边n次𝑣的项，并给出关于�⃖⃗� 和�⃗⃖� 的方程。c.

解：

先把左边拆分成两项，并且由于𝑣是常矢量，我们有：

𝑣 + �⃖⃗� ⊙ 𝑣 ⊗ 𝑣 ∇ �⃖⃗� ⊙ 𝑣 ⊗ 𝑣

= v⃗ ∇�⃗⃖� ⊙ 𝑣 ⊗ 𝑣 + �⃗⃖� ⊙ 𝑣 ⊗ 𝑣 ∇�⃖⃗� ⊙ 𝑣 ⊗ 𝑣

故关于𝑣的n次项为

𝑣 ∇�⃖⃗� ⊙ 𝑣 ⊗ 𝑣 + �⃖⃗� ⊙ �⃗� ⊗ 𝑣 ∇�⃖⃗� ⊙ 𝑣 ⊗ 𝑣

,

而右边关于�⃗�的项则为
−∇m⃗⃖ + ∇ M⃖⃗ ⊙ 𝑣 ⊗ �⃗�

先看左边第一项：
v⃗ ∇�⃖⃗� ⊙ 𝑣 ⊗ 𝑣 = v ∇M⃖⃗

…
g⃗ … g⃗ ⊙ �⃗� ⊗ �⃗�

= ∇M⃖⃗
( … )

𝑣 g⃗ g⃗ … g⃗ ⊙ 𝑣 ⊗ �⃗�

= ∇M⃗⃖
( … )

�⃗� �⃗� 𝑣 … g⃗ ⊙ 𝑣 ⊗ 𝑣

= ∇M⃖⃗
( … )

g⃗ g⃗ g⃗ g⃗ … g⃗ ⊙ 𝑣 ⊗ 𝑣

第二项：(𝑖 + 𝑗) = 𝑛

�⃗⃖� ⊙ 𝑣 ⊗ 𝑣  ∇�⃗⃖� ⊙ 𝑣 ⊗ 𝑣

= �⃗⃖�
( … )

�⃗� �⃗� … �⃗� ⊙ 𝑣 ⊗ 𝑣 ∇�⃗⃖�
…

�⃗� … �⃗� ⊙ 𝑣 ⊗ 𝑣

= �⃗⃖�
( … )

�⃗� �⃗� ∇�⃗⃖�
…

�⃗� �⃗� … �⃗� ⊙ 𝑣 ⊗ 𝑣 �⃗� �⃗� … �⃗� ⊙ �⃗� ⊗ 𝑣

= �⃗⃖�
( … )

…
�⃗� �⃗� ∇�⃗⃖�

…
�⃗� … �⃗� ⊙ 𝑣 ⊗ 𝑣 �⃗� �⃗� … �⃗� ⊙ �⃗� ⊗ 𝑣

= �⃖⃗�
…

∇�⃖⃗�
( … ) …

�⃗� �⃗� … �⃗� ⊙ 𝑣 ⊗ 𝑣 �⃗� �⃗� … �⃗� ⊙ �⃗� ⊗ 𝑣

= �⃖⃗�
…

∇�⃖⃗�
( … ) …

�⃗� … �⃗� ⊙ 𝑣 ⊗ 𝑣 �⃗� … �⃗� ⊙ 𝑣 ⊗ 𝑣

= �⃖⃗�
…

∇�⃖⃗� ⊙ 𝑣 ⊗ �⃗�

𝑆 表示把第𝑖 + 1个基矢量shift到第一个。𝑇 表示调换第i和第𝑖 − 1个基矢量。
故最后的表示式为：

∇�⃗⃖� + �⃖⃗�
…

∇�⃗⃖�

 

= −∇m⃖⃗ + ∇ M⃗⃖

𝑆 = 𝑇 … 𝑇

写出曲面的第一标准张量和第二标准张量；并证明第二标准型等于−𝑑𝑟 𝑑�⃗�。33.

解：

（此处�⃗�即𝑟）

第一标准张量: 𝑎 = 𝑎 �⃗� �⃗� , 𝑎 = �⃗� ρ⃗ , ρ⃗ 为曲面上的自然基矢量。

第二基本张量: �⃡� = 𝑏 �⃗� �⃗� , 𝑏 = 𝑛
⃗

⎯⎯⎯⎯⎯⎯= n⃗
⃗

⎯⎯⎯= −
⃗

⎯⎯⎯ ρ⃗

最后一个等式来自于： �⃗� ρ⃗ = 0 ⇒ n⃗
⃗

⎯⎯⎯+
⃗

⎯⎯⎯ ρ⃗ = 0

故有：

II = 𝑏 𝑑𝜉 𝑑𝜉 = −
∂n⃗

∂ξ
⎯⎯⎯

∂ρ⃗

∂ξ
⎯⎯⎯dξ dξ = −

∂n⃗

∂ξ
⎯⎯⎯dξ

∂ρ⃗

∂ξ
⎯⎯⎯𝑑𝜉 = −𝑑𝑛 𝑑�⃗� = −𝑑𝑟 𝑑𝑛

证明：二维曲面的Guass曲率𝐾等于曲面第二基本张量�⃡�行列式的值。34.

解：
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Guass曲率为两个主曲率之积：K = 𝜅 𝜅

主曲率是法截面曲率𝜅的极值。

对于如图所示的曲面，有：

𝜅 = lim
→

𝜙

Δ𝑠
⎯⎯⎯=

1

𝑅
⎯⎯=

(𝑑𝑠)

𝑅(𝑑𝑠)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯

𝑑𝑠 ≈ 𝑃𝑄 =
𝛿

cos
𝜋
2
⎯⎯−

𝜙
2
⎯⎯

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ ≈
2𝛿

𝜙
⎯⎯⎯≈

2𝛿𝑅

𝑑𝑠
⎯⎯⎯⎯

∴ 𝜅 =
2𝛿

(𝑑𝑠)
⎯⎯⎯⎯⎯= −

𝐼𝐼

𝐼
⎯⎯= −

𝑏 𝑑𝜉 𝑑𝜉

𝑎 𝑑𝜉 𝑑𝜉
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

对于法截面曲线的切向单位矢量：𝑡 =
⃗

⎯⎯ = �⃗� ⎯⎯⎯ = 𝑡 �⃗�

则：𝜅 = − ⎯⎯= − ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯= −𝑏  ⎯⎯⎯ ⎯⎯⎯ = −𝑏 𝑡 𝑡

𝑡 满足约束条件:𝑡 𝑡 = 1 ⇒ 𝐿𝑎𝑔𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒 乘子法：
𝜕

𝜕𝑡
⎯⎯⎯ −𝑏 𝑡 𝑡 + 𝜆 𝑎 𝑡 𝑡 − 1 = 0 ⇒ −𝑏 𝑡 + 𝜆𝑎 𝑡 = 0

将𝜔升高，可以得到(𝑏. − 𝜆𝛿. )t = 0

故κ取极值时，𝑡对应着�⃡�张量的特征矢，λ为其特征值。

由于其对称正定，其必存在两个实特征值𝜆 , 𝜆

而此时：𝜅 = −𝑡 �⃡� 𝑡 = −𝜆 𝑡 𝑡 = −𝜆 ,同理𝜅 = −𝜆

故𝐾 = 𝜅 𝜅 = 𝜆 𝜆 = det(𝑏. )

写出二维曲面上三阶张量𝑇的分量形式表示。35.

解：
𝑇 = 𝑇 �⃗� + 𝑇 �⃗��⃗� �⃗� + 𝑇 �⃗� 𝑛�⃗� + 𝑇 �⃗� �⃗� 𝑛

+𝑇 �⃗�𝑛�⃗� + 𝑇 �⃗��⃗� �⃗� + 𝑇 �⃗� 𝑛�⃗� + 𝑇 𝑛�⃗��⃗�

计算闭合圆环曲面上的𝑅𝑖𝑒𝑚𝑎𝑛𝑛 − 𝐶ℎ𝑟𝑖𝑠𝑡𝑜𝑓𝑓𝑒𝑙张量，曲面坐标(𝜃, 𝜙)与笛卡尔坐标的关系为：
𝑥 = (𝑅 + 𝑟 sin 𝜃) cos 𝜙

𝑦 = (𝑅 + 𝑟 sin 𝜃) sin 𝜙
𝑧 = 𝑟 cos 𝜃

。36.

解：

�⃗� =
𝜕�⃗�

𝜕𝜃
⎯⎯⎯= 𝑟 cos 𝜃 cos 𝜙 𝚤 + 𝑟 cos 𝜃 sin 𝜙 𝚥 − 𝑟 sin 𝜃 𝑘

�⃗� =
𝜕�⃗�

𝜕𝜙
⎯⎯⎯= −(𝑅 + 𝑟 sin 𝜃) sin 𝜙 𝚤 + (𝑅 + 𝑟 sin 𝜃) cos 𝜙 𝚥

�⃗� =
1

𝑟
⎯⎯cos 𝜃 cos 𝜙 𝚤 +

1

𝑟
⎯⎯cos 𝜃 sin 𝜙 𝚥 −

1

𝑟
⎯⎯sin 𝜃 𝑘

�⃗� = −
1

(𝑅 + 𝑟 sin 𝜃)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯sin 𝜙 𝚤 +

1

(𝑅 + 𝑟 sin 𝜃)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯cos 𝜙 𝚥

�⃗� = sin 𝜃 cos 𝜙 𝚤 + sin 𝜃 sin 𝜙 𝚥 + cos 𝜃 𝑘

𝑔 =
𝑔 𝑔
𝑔 𝑔 =

𝑟 0

0 (𝑅 + 𝑟 sin 𝜃)

𝑔 =
𝑔 𝑔

𝑔 𝑔
=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

1

𝑟
⎯⎯ 0

0
1

(𝑅 + 𝑟 sin 𝜃)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

Γ =
1

2
⎯⎯𝑔

𝜕𝑔

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯+

𝜕𝑔

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯ −

𝜕𝑔

𝜕𝜃
⎯⎯⎯⎯

Γ =
1

2𝑟
0 + 0 − 0 = 0
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⇒

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧ Γ =

1

2𝑟
⎯⎯⎯ [0 + 0 − 0] = 0

Γ =
1

2𝑟
⎯⎯⎯

𝜕𝑔

𝜕𝜙
⎯⎯⎯⎯⎯+

𝜕𝑔

𝜕𝜃
⎯⎯⎯⎯⎯−

𝜕𝑔

𝜕𝜃
⎯⎯⎯⎯⎯ = 0

Γ =
1

2𝑟
⎯⎯⎯

𝜕𝑔

𝜕𝜙
⎯⎯⎯⎯⎯+

𝜕𝑔

𝜕𝜙
⎯⎯⎯⎯⎯−

𝜕𝑔

𝜕𝜃
⎯⎯⎯⎯⎯ = −

(𝑅 + 𝑟 sin 𝜃) cos 𝜃

𝑟
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

Γ =
1

2
⎯⎯𝑔

𝜕𝑔

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯ +

𝜕𝑔

𝜕𝑥
⎯⎯⎯⎯⎯−

𝜕𝑔

𝜕𝜙
⎯⎯⎯⎯

⇒

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧ Γ =

1

2(𝑅 + 𝑟 sin 𝜃)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯[0 + 0 − 0] = 0

Γ =  
1

2(𝑅 + 𝑟 sin 𝜃)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

𝜕𝑔

𝜕𝜙
⎯⎯⎯⎯⎯+

𝜕𝑔

𝜕𝜃
⎯⎯⎯⎯⎯−

𝜕𝑔

𝜕𝜙
⎯⎯⎯⎯⎯ =

𝑟 cos 𝜃

𝑅 + 𝑟 sin 𝜃
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

Γ =
1

2(𝑅 + 𝑟 sin 𝜃)
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

𝜕𝑔

𝜕𝜃
⎯⎯⎯⎯⎯+

𝜕𝑔

𝜕𝜃
⎯⎯⎯⎯⎯−

𝜕𝑔

𝜕𝜙
⎯⎯⎯⎯⎯ = 0

我们只需计算：

𝑅. =
𝜕Γ

𝜕𝜃
⎯⎯⎯⎯⎯−

𝜕Γ

𝜕𝜙
⎯⎯⎯⎯ + Γ Γ − Γ Γ

=
𝑅 sin 𝜃 − 𝑟 cos 2𝜃

𝑟
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯−

𝑟 cos 𝜃

𝑅 + 𝑟 sin 𝜃
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ −

(𝑅 + 𝑟 sin 𝜃) cos 𝜃

𝑟
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

=
𝑅

𝑟
⎯⎯sin 𝜃 − cos 2𝜃 + cos 𝜃 =

𝑅

𝑟
⎯⎯sin 𝜃 + sin 𝜃

𝑅 = 𝑔 𝑅. = 𝑅𝑟 sin 𝜃 + 𝑟 sin 𝜃

𝑅 = 𝑟 sin 𝜃 (𝑅 + 𝑟 sin 𝜃) �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� − �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� − �⃗� �⃗� 𝑔 �⃗� + �⃗� �⃗� �⃗� �⃗�  

计算球面上的Riemann-Christoffel张量的分量𝑅 ；球面高斯坐标(𝜃, 𝜙)与笛卡尔坐标的对应关系为：
𝑥 = 𝑅 sin 𝜃 cos 𝜙
𝑦 = 𝑅 sin 𝜃 sin 𝜙

𝑧 = 𝑅 cos 𝜃

37.

(Γ = ⎯𝑔 ⎯⎯⎯ + ⎯⎯⎯ − ⎯⎯⎯ , 𝑅 = 𝑔 (⎯⎯⎯ − ⎯⎯⎯ + Γ Γ − Γ Γ ))

解:

利用几何法可以得到球面上的线元：
ds = R dθ + R sin 𝜃 𝑑𝜙

故可以得到其度量张量为：

𝑔 = 𝑅 , 𝑔 = 𝑅 sin 𝜃 ⇒ 𝑔 =
1

𝑅
⎯⎯⎯, 𝑔 =

1

𝑅 sin 𝜃
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

故马上得到Γ = Γ = Γ = Γ = 0

Γ = cot 𝜃 , Γ = −
1

2
⎯⎯sin 2𝜃

故：

𝑅 = 𝑔
𝜕Γ

𝜕𝜃
⎯⎯⎯⎯− 0 + 0 + 0 − 0 − Γ Γ

= 𝑅 − cos 2𝜃 +
1

2
⎯⎯sin 2𝜃 cot 𝜃 = 𝑅 sin 𝜃

故𝑅 = 𝑅 sin 𝜃 �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� − �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� − �⃗� �⃗� �⃗� �⃗� + �⃗� �⃗� �⃗� �⃗�

试用速度场�⃗�和拉格朗日自然基矢量�⃗� 表示 ⃗
⎯⎯⎯。38.

解：

�⃗� =
𝜕𝑟

𝜕𝜉
⎯⎯⎯ =

𝜕𝑥

𝜕𝜉
⎯⎯⎯ �⃗�

则：

𝜕�⃗�

𝜕𝑡
⎯⎯⎯ =

𝜕𝑔 𝜉 𝑥 , 𝑡 , 𝑡

𝜕𝑡
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ =

𝜕�⃗�

𝜕𝜉
⎯⎯⎯

𝜕𝜉

𝜕𝑡
⎯⎯⎯ +

𝜕�⃗�

𝜕𝑡
⎯⎯⎯

𝜕�⃗�

𝜕𝑡
⎯⎯⎯ =

𝑑𝑔

𝑑𝑡
⎯⎯⎯ =

𝜕 𝑟

𝜕𝑡𝜕𝜉
⎯⎯⎯⎯⎯= �⃗�∇ �⃗� = �⃗�∇ �⃗�

𝜕�⃗�

𝜕𝜉
⎯⎯⎯

𝜕𝜉

𝜕𝑡
⎯⎯⎯ =

𝜕𝜉

𝜕𝑡
⎯⎯⎯

𝜕�⃗�

𝜕𝜉
⎯⎯⎯

利用： ⎯⎯⎯ ⎯⎯⎯ ⎯⎯⎯ = −1 ⇒ ⎯⎯⎯ = − ⎯⎯⎯ 𝑣

𝜕𝑔

𝜕𝜉

𝜕𝜉

𝜕𝑡
= −

𝜕𝜉

𝜕𝑥
𝑣 𝑔 𝑔

𝜕𝑔

𝜕𝜉
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𝜕�⃗�

𝜕𝜉
⎯⎯⎯

𝜕𝜉

𝜕𝑡
⎯⎯⎯ = −

𝜕𝜉

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ 𝑣 �⃗� �⃗�

𝜕�⃗�

𝜕𝜉
⎯⎯⎯

= −𝑉
𝜕𝜉

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ 𝑔

𝜕�⃗�

𝜕𝜉
⎯⎯⎯ = −�⃗� �⃗�

𝜕�⃗�

𝜕𝜉
⎯⎯⎯ = −𝑉 ∇�⃗�

或注意到:

𝜕�⃗�

𝜕𝑡
⎯⎯⎯ =

𝜕�⃗�

𝜕𝑡
⎯⎯⎯ − 𝑉 ∇�⃗� = �⃗�∇ �⃗� − 𝑉 ∇�⃗�

简述拉格朗日坐标系和欧拉坐标系的区别；并证明物质导数公式：39.

𝜕𝑇

𝜕𝑡
⎯⎯⎯ =

𝜕𝑇

𝜕𝑡
⎯⎯⎯+ (𝑉 ∇)𝑇

解：

Lagrange 坐标为嵌在物体质点上的，随着物体一起运动和变形的目标，又叫随体目标，记作𝜉 , 自然基矢量可能时有

关。

Euler坐标的𝑥 是固定在空间中的参考坐标，又称空间坐标, 自然基矢量时无关。

𝜕𝑇

𝜕𝑡
⎯⎯⎯ =

𝑑𝑇

𝑑𝑡
⎯⎯⎯=

𝜕𝑇

𝜕𝑡
⎯⎯⎯ +

𝜕𝑇

𝜕𝑥
⎯⎯⎯

𝜕𝑥

𝜕𝑡
⎯⎯⎯ =

𝜕𝑇

𝜕𝑡
⎯⎯⎯+ 𝑣

𝜕𝑇

𝜕𝑥
⎯⎯⎯ =

𝜕𝑇

𝜕𝑡
⎯⎯⎯+ 𝑉 ∇ 𝑇

有一个静止的笛卡尔坐标系(𝚤, 𝚥, 𝑘)，另一个笛卡尔坐标系(𝚤, 𝚥, 𝑘)以角速度𝜔旋转，求坐标变换关系𝑥 = 𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)。
(假设原点重合。)

40.

解：

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧ 𝑑𝚤

𝑡
⎯⎯ = 𝜔 × 𝚤

𝑑𝚥

𝑑𝑡
⎯⎯ = 𝜔 × 𝚥

𝑑𝑘

𝑑𝑡
⎯⎯⎯= 𝜔 × 𝑘

⇒

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧𝑑𝚤̂

𝑑𝑡
⎯⎯⎯ = 𝜔 𝚤̂ − 𝜔 𝚤̂

𝑑𝚤̂

𝑑𝑡
⎯⎯⎯ = 𝜔 𝚤̂ − 𝜔 𝚤̂

𝑑𝚤̂

𝑑𝑡
⎯⎯⎯= 𝜔 𝚤̂ − 𝜔 𝚤̂

;

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧𝑑𝚥̂

𝑑𝑡
⎯⎯⎯ = 𝜔 𝚥̂ − 𝜔 𝚥̂

𝑑𝚥̂

𝑑𝑡
⎯⎯⎯ = 𝜔 𝚥̂ − 𝜔 𝚥̂

𝑑𝚥̂

𝑑𝑡
⎯⎯⎯= 𝜔 𝚥̂ − 𝜔 𝚥̂

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧𝑑𝑘

𝑑𝑡
⎯⎯⎯ = 𝜔 𝑘 − 𝜔 𝑘

𝑑𝑘

𝑑𝑡
⎯⎯⎯⎯= 𝜔 𝑘 − 𝜔 𝑘

𝑑𝑘

𝑑𝑡
⎯⎯⎯ = 𝜔 𝑘 − 𝜔 𝑘

对𝚤求解有：令
ı̂
ı̂

ı̂

=

𝛼
𝛽
𝛾

𝑒 ⇒

𝜆 𝜔 −𝜔

−𝜔 𝜆 𝜔
𝜔 −𝜔 𝜆

𝛼
𝛽
𝛾

= 𝑂

则可求得特征值:
𝜆 = 0

𝜆 = 𝜔
𝜆 = −𝜔𝑖

⇒

α
β
γ

=

𝜔
𝜔
𝜔

; 

𝛼
𝛽
𝛾

=

⎝

⎜⎜
⎛

1
𝜔 𝜔 − 𝜔𝜔 𝑖

𝜔 𝜔 + 𝜔𝜔 𝑖
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

𝜔 𝜔 + 𝜔𝜔 𝑖

𝜔 𝜔 − 𝜔𝜔 𝑖
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

⎠

⎟⎟
⎞

;

𝛼
𝛽
𝛾

=

⎝

⎜⎜
⎛

1
𝜔 𝜔 + 𝜔𝜔 𝑖

𝜔 𝜔 − 𝜔𝜔 𝑖
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

𝜔 𝜔 − 𝜔𝜔 𝑖

𝜔 𝜔 + 𝜔𝜔 𝑖
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

⎠

⎟⎟
⎞

又
ı̂
ı̂

ı̂

=
1
0
0

⇒

ı̂
ı̂

ı̂

= ⎯⎯

ω + ω + ω cos 𝜔𝑡

𝜔 𝜔 (1 − cos 𝜔𝑡) + 𝜔 𝜔 sin 𝜔𝑡

𝜔 𝜔 (1 − cos 𝜔𝑡) − 𝜔 𝜔 sin 𝜔𝑡

轮转即可得到

ȷ̂
ȷ̂

ȷ̂

=
1

ω
⎯⎯⎯

𝜔 𝜔 (1 − cos 𝜔𝑡) − 𝜔 𝜔 sin 𝜔𝑡

ω + (ω + ω ) cos 𝜔𝑡

𝜔 𝜔 (1 − cos 𝜔𝑡) + 𝜔 𝜔 sin 𝜔𝑡

k

k

k

=
1

ω
⎯⎯⎯

𝜔 𝜔 (1 − cos 𝜔𝑡) + 𝜔 𝜔 sin 𝜔𝑡

𝜔 𝜔 (1 − cos 𝜔𝑡) − 𝜔 𝜔 sin 𝜔𝑡

ω + ω + ω cos 𝜔𝑡

又𝑥𝚤 + yȷ⃗ + zk⃗ = xı⃗ + yȷ⃗ + zk⃗ ⇒

ı̂ ȷ̂ k

ı̂ ȷ̂ k

ı̂ ȷ̂ k

x
y
z

=
x
y
z

可得:
ı̂ ȷ̂ k

ı̂ ȷ̂ k

ı̂ ȷ̂ k

x
y
z

=
x
y
z

𝑥 =
1

𝜔
ω + ω + ω cos 𝜔𝑡 𝑥 + 𝜔 𝜔 1 − cos 𝜔𝑡 + 𝜔 𝜔 sin 𝜔𝑡 𝑦 + 𝜔 𝜔 1 − cos 𝜔𝑡 − 𝜔 𝜔 sin 𝜔𝑡 𝑧
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⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧𝑥 =

1

𝜔
⎯⎯⎯ ω + ω + ω cos 𝜔𝑡 𝑥 + 𝜔 𝜔 (1 − cos 𝜔𝑡) + 𝜔 𝜔 sin 𝜔𝑡 𝑦 + 𝜔 𝜔 (1 − cos 𝜔𝑡) − 𝜔 𝜔 sin 𝜔𝑡 𝑧

𝑦 =
1

𝜔
⎯⎯⎯ ω + (ω + ω ) cos 𝜔𝑡 𝑦 + 𝜔 𝜔 (1 − cos 𝜔𝑡) − 𝜔 𝜔 sin 𝜔𝑡 𝑥 + 𝜔 𝜔 (1 − cos 𝜔𝑡) + 𝜔 𝜔 sin 𝜔𝑡 𝑧

�̂� =
1

𝜔
⎯⎯⎯ ω + ω + ω cos 𝜔𝑡 𝑧 + 𝜔 𝜔 (1 − cos 𝜔𝑡) − 𝜔 𝜔 sin 𝜔𝑡 𝑦 + 𝜔 𝜔 (1 − cos 𝜔𝑡) + 𝜔 𝜔 sin 𝜔𝑡 𝑥

对点源诱导的平面流动，有如下速度场： 𝑉 = ⎯⎯⎯

𝑉 = 0
, 试写出欧拉坐标和拉格朗日坐标的变换关系；并求变形梯度张量

𝐹、应变率张量𝑑, Green应变张量𝐸，并验证 𝐹
⃡

⎯⎯⎯ 𝐹 = 𝑑。

41.

解:

设欧拉坐标和拉格朗日坐标在𝑡 = 0时重合 r(0), θ(0) = (r , θ )，则有

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑑𝑟

𝑑𝑡
⎯⎯⎯= 𝑉 =

𝑄

2𝜋𝑟
⎯⎯⎯

𝑑𝜃

𝑑𝑡
⎯⎯⎯= 𝑉 = 0

⇒

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑟 = 𝑟 +
𝑄

𝜋
⎯⎯𝑡

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
 

𝜃 = 𝜃

(r , θ )为拉格朗日坐标。
注意：�⃗� = �⃗� ; �⃗� = ⎯⎯�⃗�

则拉格朗日基矢量：

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧𝑔 =

𝜕𝑟

𝜕𝑟
⎯⎯⎯�⃗� +

𝜕𝜃

𝜕𝑟
⎯⎯⎯�⃗� =

𝑟 �⃗�

𝑟 +
𝑄
𝜋
⎯⎯𝑡

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
 
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯

�⃗� =
𝜕𝑟

𝜕𝜃
⎯⎯⎯ 𝑔 +

𝜕𝜃

𝜕𝜃
⎯⎯⎯ �⃗�  = �⃗�

故应变率张量：

∇�⃗� = �⃗�
𝜕𝑣

𝜕𝑟
⎯⎯⎯ �⃗�  + 𝑣

𝜕�⃗�

𝜕𝑟
⎯⎯⎯ +

𝜕𝑣

𝜕𝑟
⎯⎯⎯ �⃗� + 𝑣

𝜕�⃗�

𝜕𝑟
⎯⎯⎯⎯ + �⃗�

𝜕𝑣

𝜕𝜃
⎯⎯⎯ �⃗� + 𝑣

𝜕�⃗�

𝜕𝜃
⎯⎯⎯ +

𝜕𝑣

𝜕𝜃
⎯⎯⎯ 𝑔 + 𝑣

𝜕�⃗�

𝜕𝜃
⎯⎯⎯⎯

= �⃗� −
𝑄

2𝜋𝑟
⎯⎯⎯⎯⎯𝑔 + �⃗�

𝑄

2𝜋𝑟
⎯⎯⎯

�⃗�

𝑟
⎯⎯⎯ =

𝑄

2𝜋𝑟
⎯⎯⎯⎯⎯

−1 0
0 1

(�⃗� �⃗� )

𝑑 =
1

2
⎯⎯(�⃗�∇ + ∇𝑣) =

𝑄

2𝜋𝑟
⎯⎯⎯⎯⎯

−1 0
0 1

�⃗� �⃗� =
𝑄

2𝜋𝑟
⎯⎯⎯⎯⎯

−1 0
0 1

(�⃗� �⃗� )

而Green应变张量：

𝑔 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡ 𝑟

𝑟 +
𝑄
𝜋
⎯⎯𝑡

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ 0

0 𝑟 +
𝑄

𝜋
⎯⎯𝑡

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

𝐸 =
1

2
⎯⎯ 𝑔 − 𝑔 �⃗� �⃗� =

1

2
⎯⎯

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

𝑄
𝜋
⎯⎯𝑡

𝑟 +
𝑄
𝜋
⎯⎯𝑡

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ 0

0
𝑄

𝜋
⎯⎯𝑡

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

�⃗� �⃗�

𝜕𝐸

𝜕𝑡
⎯⎯⎯ =

𝑑𝐸

𝑑𝑡
⎯⎯⎯=

1

2
⎯⎯

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ −

𝑄
𝜋
⎯⎯𝑟

𝑟 +
𝑄
𝜋
⎯⎯𝑡

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ 0

0
𝑄

𝜋
⎯⎯

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

�⃗� �⃗� =
1

2
⎯⎯

⎣
⎢
⎢
⎡−

𝑄𝑟

𝜋𝑟
⎯⎯⎯⎯ 0

0
𝑄

𝜋𝑟
⎯⎯⎯

⎦
⎥
⎥
⎤

�⃗� �⃗�

=
𝑄

2𝜋𝑟
⎯⎯⎯⎯⎯ −

𝑟

𝑟
⎯⎯ 0

0 1

�⃗� �⃗�

变形梯度矢量：

𝐹 = 𝑒 𝑒 =

𝑟

𝑟 +
𝑄
𝜋
⎯⎯𝑡

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
 
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ 0

0 1

�⃗� �⃗�

𝐹 =

𝑟

𝑟 +
𝑄
𝜋
⎯⎯𝑡

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯
 
⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ 0

0 1

�⃗� �⃗�

故即验证：

𝐹 𝑑 𝐹 =
0

0 1

−1 0
0 1

0

0 1
= − 0

0 1
= 𝐸
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𝐹 𝑑 𝐹 =
⎯⎯ 0

0 1
⎯⎯⎯⎯

−1 0
0 1

⎯⎯ 0

0 1
= ⎯⎯⎯⎯ − ⎯⎯ 0

0 1
= 𝐸

试通过 𝑑𝑟 − |𝑑𝑟| = 2𝑑𝑟 𝐸 𝑑𝑟, 证明应变相关公式
⃡

⎯⎯⎯= 𝐹 𝑑 𝐹42.

解：

𝑑𝑟 − |𝑑𝑟| = 𝑔 − 𝑔 𝑑𝜉 𝑑𝜉 = 2𝑑𝜉 �⃗� �⃗�
1

2
⎯⎯ 𝑔 − 𝑔 �⃗� 𝑑𝜉 �⃗�

= 2𝑑𝑟
1

2
⎯⎯ 𝑔 − 𝑔 �⃗� �⃗� 𝑑𝑟 = 2𝑑𝑟 𝐸 𝑑𝑟

∴ 𝐸 =
1

2
⎯⎯ 𝑔 − 𝑔 �⃗� �⃗�

𝜕𝐸

𝜕𝑡
⎯⎯⎯ =

1

2
⎯⎯

𝑑𝑔

𝑑𝑡
⎯⎯⎯⎯�⃗� �⃗�

而注意到：

𝑑 =
1

2
⎯⎯

𝑑𝑔

𝑑𝑡
⎯⎯⎯⎯�⃗� �⃗� ; 𝐹 = �⃗� �⃗�  ; 𝐹 = �⃗� �⃗�

𝐹 𝑑 𝐹 = �⃗� �⃗�
1

2
⎯⎯

𝑑𝑔

𝑑𝑡
⎯⎯⎯⎯�⃗� �⃗� 𝑔 �⃗� =

1

2
⎯⎯

𝑑𝑔

𝑑𝑡
⎯⎯⎯⎯�⃗� �⃗� =

𝜕𝐸

𝜕𝑡
⎯⎯⎯

试说明对应变𝜀 的定义1：𝑑𝑟 dr⃗ − dr⃗ dr⃗ = 2ε dx dx (𝑥 是介质的拉格朗日坐标)和定义2：𝜀 = ⎯(𝑢∇ + ∇�⃗�) (𝑢是速度场)

是等价的。

43.

解：
𝑑𝑟 dr⃗ − dr⃗ dr⃗ = �⃗� 𝑑𝑥 �⃗� 𝑑𝑥 − �⃗� 𝑑𝑥 �⃗� 𝑑𝑥 = 𝑔 − 𝑔 𝑑𝑥 𝑑𝑥

故有:𝜀 = ⎯ 𝑔 − 𝑔

而：
1

2
⎯⎯(𝑢∇ + ∇𝑢) =

1

2
⎯⎯ �⃗�∇ + ∇𝑢 =

1

2
⎯⎯ ∇ 𝑢 �⃗� 𝑔 + ∇ 𝑢 �⃗� �⃗�

=
1

2
⎯⎯(∇ 𝑢 + ∇ 𝑢 )�⃗� �⃗�

=
1

2
⎯⎯ ∇ 𝑢 𝑔 + ∇ 𝑢 𝑔 �⃗� 𝑔 (利用了𝑔 的协变导数为零)

=
1

2
⎯⎯(𝑔 ∇ 𝑢 �⃗� + ∇ 𝑢 �⃗� �⃗� )�⃗� �⃗�

但注意到： ∇ 𝑢 �⃗� =
⃗

⎯⎯⎯= ⎯⎯⎯
⃗

⎯⎯ = ⎯⎯
⃗

⎯⎯⎯ =
⃗

⎯⎯⎯

故上式= ⎯ �⃗�
⃗

⎯⎯⎯+
⃗

⎯⎯⎯ �⃗� �⃗� �⃗� = ⎯⎯⎯⎯ �⃗� �⃗�

不妨令dt = 1（迷惑操作，参看例4.12与提纲第四章95）

上式分量≈ ⎯ 𝑔 − 𝑔 = ε
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