
数分分析 A3 第三次习题课

何展韬

2023 年 10 月 21 日

1 作业答案 (第 4,6 周)
练习 (习题 15.1). 求下列函数项级数的收敛点集：

(3)
∞∑
n=1

(
x(x+ n)

n

)n

(6)
∞∑
n=1

xnyn

xn + yn
(x > 0, y > 0)

解. (3) 由于：

lim
n→∞

n

√∣∣∣∣(x(x+ n)

n

)n∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣x(x+ n)

n

∣∣∣∣ = |x| (∀x ∈ R)

故由 Cauchy 开方判别法知，当 |x| < 1 时，原级数绝对收敛，从而收敛。

当 |x| ⩾ 1 时，对通项有 lim
n→∞

(
x(x+ n)

n

)n

= lim
n→∞

xn
(
1 +

x

n

)n

，其中 lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n

= ex，

而 lim
n→∞

xn 在 |x| ⩾ 1 时不趋于 0，从而通项不趋于 0，原级数发散。

综上收敛点集为 (−1, 1)。

(6) 由于 x > 0, y > 0，故原级数变为： lim
n→∞

1

x−n + y−n
。更进一步，不妨设 0 < x ⩽ y，则有：

0 <
1

2
xn =

1

2x−n
⩽ 1

x−n + y−n
<

1

x−n
= xn (∀n ∈ N∗)

从而当 x < 1 时，由正项级数的比较判别法知原级数收敛；当 x ⩾ 1 时，由正项级数的比较

判别法知原级数发散。

最后利用 x, y 的对称性，可得收敛点集为：{(x, y) | 0 < min{x, y} < 1}。

练习 (问题 15.1).
1、设函数项级数

∞∑
n=1

un(x) 在有界闭区间 [a, b] 上收敛于 S(x)，如果 un(x) (n = 1, 2, · · · ) 都

是 [a, b] 上的非负连续函数，证明：S(x) 必在 [a, b] 上取到最小值。

2、第一题中的 S(x) 是否一定能取到最大值？
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3、把第一题中的有界闭区间换成开区间或无穷区间，结论是否还成立？

解. 1、（解法 1）设 inf
x∈[a,b]

S(x) = S，由于 un(x) 非负，故 S(x) 非负，下确界存在。即证

∃x0 ∈ [a, b]，使得 S(x0) = S。

由下确界的定义，∀n ∈ N∗，∃xn ∈ [a, b]，使得：

S ⩽ S(xn) < S +
1

n

由于 [a, b] 有界闭区间，因此 {xn} 存在子列 {xnk
} 收敛于 [a, b] 中的一点 x0，且有：

S ⩽ S(xnk
) < S +

1

nk

(∀k ∈ N∗) (1)

记函数项级数的部分和为 Sn(x)，由于 un(x) (∀n ∈ N∗) 在 [a, b] 上非负，故 Sn(x) 关于 n 单

调递增，关于 x ∈ [a, b] 逐点收敛于 S(x)。故对式 (1) 有：

0 ⩽ Sn(xnk
) ⩽ S(nk) < S +

1

nk

(∀n, k ∈ N∗) (2)

由 un(x) 连续性可知 Sn(x) 的连续性，故对式 (2) 先固定 n，令 k → ∞，再由 n 的任意性

可得：

Sn(x0) ⩽ S (∀n ∈ N∗) (3)

对式 (3) 令 n→ ∞，得：
S(x0) ⩽ S

最后由 S 的定义可知，S(x) 在 x0 ∈ [a, b] 处取得最小值 S。

（解法 2）对 ∀n ∈ N∗，由 Sn(x) 在 [a, b] 连续，故 ∃xn ∈ [a, b]，使得 Sn(x) 在 [a, b] 的最小值

为 Sn(xn)，记为 Sn。由于对每个 x，{Sn(x)} 关于 n 单调递增，故 {Sn} 也单调递增。更进
一步，有：

Sn = Sn(xn) ⩽ Sn(x) ⩽ S(x) (∀x ∈ [a, b], n ∈ N∗) (4)

其中第一个 ⩽ 是因为 Sn 是 Sn(x) 的最小值，第二个 ⩽ 是因为对每个 x，{Sn(x)} 关于 n

单调递增收敛于 S(x)。

由式 (4) 可得 {Sn} 为有上界的递增数列，故极限存在，记为 S0。再对式 (4) 令 n→ ∞ 可
得：

S0 ⩽ S(x) (∀x ∈ [a, b]) (5)

由式 (5) 可知 S0 为 S(x) 的一个下界。由于 {xn} ⊂ [a, b]，故 {xn} 存在收敛子列。不妨设
{xn} 本身收敛于 x0 ∈ [a, b]，下面证明 S(x0) = S0。

一方面由式 (5) 可得 S0 ⩽ S(x0)；另一方面，有：

S0 ⩾ Sn = Sn(xn) ⩾ Sm(xn) (∀n ⩾ m) (6)
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其中第一个 ⩾ 是因为 {Sn} 递增趋于 S0，第二个 ⩾ 是因为 Sn(x) ⩾ Sm(x) (∀x ∈ [a, b],

n ⩾ m)。

对式 (6) 先固定 m，令 n→ ∞，由 Sm(x) 的连续性，xn → x0，以及 m 的任意性可得：

S0 ⩾ Sm(x0) (∀m ∈ N∗) (7)

再对式 (7) 令 m→ ∞，由 {Sn(x)} 在 x0 ∈ [a, b] 这点处收敛于 S(x0) 可得：

S0 ⩾ S(x0)

故 S(x0) = S0。由于已经证明了 S0 是 S(x) 在 [a, b] 的一个下界，因此 S(x0) 为 S(x) 在

[a, b] 的最小值。

2、第一题中的 S(x) 不一定能取到最大值，反例如下：

un(x) = xn − xn+1 (∀n ∈ N∗, x ∈ [0, 1])

显然有 un(x) ⩾ 0 (∀n ∈ N∗, x ∈ [0, 1])。计算部分和并取极限得：

S(x) = lim
n→∞

Sn(x) = lim
n→∞

(x− xn+1) =

x x ∈ [ 0, 1)

0 x = 1

易见 S(x) 在 [0, 1] 上没有最大值。

3、结论都不再成立：

(1) 对开区间 (0, 1)：取 u1(x) = x，un(x) = 0 (∀n ⩾ 2)，则 S(x) = x 在 (0, 1) 上没有最小值；

(2) 对开区间 (0,+∞)：取 u1(x) =
1

x
，un(x) = 0 (∀n ⩾ 2)，则 S(x) =

1

x
在 (0,+∞) 上没有

最小值。

注 1.1. 对于本题的 3，上面的从第二项开始全是 0，感觉像在“耍赖”。如果学习了幂级数

的相关知识，那么由：

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
(∀x ∈ R)

也可以同时得到 3(1)(2) 的反例。

练习 (习题 15.2.1). 研究下列函数列在指定区间上的一致收敛性：

(1) fn(x) =
1

1 + nx
(a) 0 < x < +∞; (b) 0 < λ < x < +∞

(2) fn(x) =
xn

1 + xn
(a) 0 ⩽ x ⩽ 1− λ; (b) 1− λ ⩽ x ⩽ 1 + λ; (c) 1 + λ ⩽ x < +∞

(3) fn(x) = e−(x−n)2 (a) − l < x < l (l > 0); (b) −∞ < x < +∞
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解. (1) 首先对任意固定的 x > 0，都有 lim
n→∞

fn(x) = 0，从而极限函数 f(x) = 0 (∀x > 0)。

(a)：

βn = sup
x∈(0,+∞)

|fn(x)− f(x)| = sup
x∈(0,+∞)

|fn(x)| ⩾
∣∣∣∣f ( 1

n

)∣∣∣∣ = 1

2

故 βn ̸→ 0，{fn(x)} 在 (0,+∞) 不一致收敛。

(b)：

βn = sup
x∈(λ,+∞)

|fn(x)| = sup
x∈(λ,+∞)

∣∣∣∣ 1

1 + nx

∣∣∣∣ = 1

1 + λn
→ 0

故 {fn(x)} 在 (λ,+∞) 一致收敛。

(2) 先求逐点收敛的极限函数：

f(x) = lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

(
1− 1

1 + xn

)
=


0 0 ⩽ x < 1

1

2
x = 1

1 x > 1

(a)：

βn = sup
x∈[0,1−λ]

|fn(x)− f(x)| = sup
x∈[0,1−λ]

∣∣∣∣1− 1

1 + xn

∣∣∣∣ = 1− 1

1 + (1− λ)n
→ 0

故 {fn(x)} 在 [0, 1− λ] 一致收敛。

(b) 当 n 充分大时：

βn = sup
x∈[1−λ,1+λ]

|fn(x)− f(x)| ⩾
∣∣∣∣fn (1 + 1

n

)
− f

(
1 +

1

n

)∣∣∣∣ = 1

1 + (1 + 1
n
)n

⩾ 1

1 + e

故 βn ̸→ 0，{fn(x)} 在 [1− λ, 1 + λ] 不一致收敛。

(c)：

βn = sup
x∈[1+λ,+∞)

|fn(x)− f(x)| = sup
x∈[1+λ,+∞)

∣∣∣∣ 1

1 + xn

∣∣∣∣ = 1

1 + (1 + λ)n
→ 0

故 {fn(x)} 在 [1 + λ,+∞) 一致收敛。

(3) 首先对任意固定的 x ∈ R，都有 lim
n→∞

fn(x) = 0，从而极限函数 f(x) = 0 (∀x ∈ R)。
(a) 当 n 充分大时：

βn = sup
x∈(−l,l)

|fn(x)− f(x)| = sup
x∈(−l,l)

|fn(x)| = e−(n−l)2 → 0

故 {fn(x)} 在 (−l, l) 一致收敛。
(b)：

βn = sup
x∈(−∞,+∞)

|fn(x)− f(x)| ⩾ |fn(n)− f(n)| = 1

故 βn ̸→ 0，{fn(x)} 在 (−∞,+∞) 不一致收敛。
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练习 (补充 EX1).
f(x) 是 R 上的连续函数，令；

fn(x) =
n−1∑
k=0

1

n
f(x+

k

n
) (n ∈ N∗)

试证 {fn(x)} 在任意有限闭区间 [a, b] 上一致收敛。

解. f(x) 在 R 上连续，故在 [a, b+ 1]Riemann 可积。注意到 fn(x) 的表达式是 f(x) 在

[x, x+ 1] 上积分的 Riemann 和，在 Riemann 可积条件下便有：

lim
n→∞

fn(x) =

∫ x+1

x

f(t)dt =
∫ 1

0

f(x+ t)dt (∀x ∈ [a, b])

故： ∣∣∣∣fn(x)− ∫ 1

0

f(x+ t)dt
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

∫ k+1
n

k
n

f(x+
k

n
)dt−

∫ 1

0

f(x+ t)dt
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

∫ k+1
n

k
n

(
f(x+

k

n
)− f(x+ t)

)
dt
∣∣∣∣∣

⩽
n−1∑
k=0

1

n
sup

t∈[ k
n
, k+1

n
]

∣∣∣∣f(x+ k

n
)− f(x+ t)

∣∣∣∣
⩽

n−1∑
k=0

1

n
ωk(x)

(8)

其中 ωk(x) = sup
s,t∈[x+ k

n
,x+ k+1

n
]

|f(s)− f(t)|，即 f(t) 在 [x+
k

n
, x+

k + 1

n
] 的振幅。

对固定的 x ∈ [a, b], n ∈ N∗，已经有 [x, x+ 1] 的一个分割 πx，分割得到的每个小区间长度为

1

n
，注意到必定存在 [a, b+ 1] 的一个分割 π̃x，使得 πx 是 π̃x 的一部分，而且由 π̃x 分割得到

的每个小区间长度都不超过
1

n
，即 ∥π̃x∥ ⩽ 1

n
。设 π̃x = {x0, x1, · · · , xN}，进一步有：

n−1∑
k=0

1

n
ωk(x) ⩽

N−1∑
i=0

ωi∆xi (9)

其中 ωi = sup
s,t∈[xi,xi+1]

|f(s)− f(t)|，∆xi = xi+1 − xi.
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对式 (9) 令 n→ ∞，则对 ∀x ∈ [a, b] 都有 ∥π̃x∥ → 0。由于 f(x) 在 [a, b+ 1]Riemann 可积，
由数分 A1 可积性相关知识可知式 (6) 右边关于 x ∈ [a, b] 一致趋于 0。

又

βn = sup
x∈[a,b]

∣∣∣∣fn(x)− ∫ 1

0

f(x+ t)dt
∣∣∣∣ (10)

故综合式 (8)(9)(10) 可知 lim
n→∞

βn = 0，{fn(x)} 在 [a, b] 上一致收敛。

注 1.2. 本题由于条件是“f(x) ∈ C(R)”，因此在式 (8) 的第 4 行后可以在 [a, b + 1] 上

用函数一致连续立即得到一致收敛的结果，相比于上面的解法要简单。但值得一提的是，上

面的解法本质上只使用了“f(x) 在 R 上 Riemann 可积”的条件，说明这个命题对 R 上
Riemann 可积函数都成立。

练习 (补充 EX2).
{fn(x)} 在 [a, b] 可微且收敛，又有 |f ′

n(x)| ⩽M (∀x ∈ [a, b], n ∈ N∗)，则 {fn(x)} 在 [a, b] 一

致收敛。

解. 对 ∀x0 ∈ [a, b]，{fn(x0)} 为收敛数列，由数列的 Cauchy 收敛可得：∀ε > 0，

∃N(x0) ∈ N∗，使得：

|fn(x0)− fm(x0)| <
ε

3
(n,m > N(x0)) (11)

对这个 x0，设 Ix0 = (x0 −
ε

3M
,x0 +

ε

3M
)。由微分中值定理：

|fn(x)− fn(x0)| ⩽M |x− x0| < M · ε

3M
=
ε

3
(∀n ∈ N∗, x ∈ Ix0) (12)

结合式 (11)(12) 得：

|fn(x)− fm(x)| ⩽ |fn(x)− fn(x0)|+ |fn(x0)− fm(x0)|+ |fm(x)− fm(x0)|

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3

= ε (∀n,m > N(x0), x ∈ Ix0)

(13)

由于 [a, b] 有限闭区间是有界闭集，{Ix0}∀x0∈[a,b] 是 [a, b] 的一个开覆盖，故由有限覆盖定理，

∃{Ixk
}nk=1 覆盖 [a, b]。则令 N = max{N(x1), N(x2), · · · , N(xn)} < +∞，N 与 x ∈ [a, b] 无

关。则式 (10) 变为：

|fn(x)− fm(x)| < ε (∀n,m > N, x ∈ [a, b]) (14)

对式 (14) 由函数列一致收敛的 Cauchy 收敛，得 {fn(x)} 在 [a, b] 一致收敛。
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练习 (习题 15.2.2). 研究下列级数在指定区间上的一致收敛性：

(4)
∞∑
n=1

sin(n+ 1
2
)x

3
√
n4 + x4

，(−∞,+∞) (5)
∞∑
n=2

ln
(
1 +

x

n ln2 n

)
，(−l, l) (l > 0)

(6)
∞∑
n=2

(−1)n

n+ sinx，[0, 2π] (7)
∞∑
n=1

2n sin 1

3nx
，(0,+∞)

解. (4)
∣∣∣∣sin(n+ 1

2
)x

3
√
n4 + x4

∣∣∣∣ ⩽ 1

n
4
3

(∀n ∈ N∗, x ∈ R)，由 Weierstrass 判别法，函数项级数在 R 上一

致收敛。

(5) 本题需要对 x 的正负分类讨论。当 n 充分大时有：

∣∣∣∣ln(
1 +

x

n ln2 n

)∣∣∣∣ =


ln
(
1− x

n ln2 n+ x

)
x ∈ (−l, 0)

ln
(
1 +

x

n ln2 n

)
x ∈ [0, l)

⩽


l

n ln2 n− l
x ∈ (−l, 0)

l

n ln2 n
x ∈ [0, l)

⩽ l

n ln2 n− l

故由 Weierstrass 判别法，函数项级数在 (−l, l) 上一致收敛。

(6)
N∑

n=2

(−1)n 一致有界，bn(x) =
1

n+ sinx 对 ∀x ∈ [0, 2π] 都关于 n 单调递减趋于 0，且

|bn(x)| ⩽
1

n− 1
(∀n > 1, x ∈ [0, 2π])，故 {bn(x)} 在 [0, 2π] 一致收敛于 0。故由函数项级数

一致收敛的 Dirichlet 判别法，函数项级数在 [0, 2π] 一致收敛。

(7) 若函数项级数在 (0,+∞) 一致收敛，那么通项函数 un(x) = 2n sin 1

3nx
在 (0,+∞) 应当

一致收敛于 0。但是：

βn = sup
x∈(0,+∞)

|un(x)| ⩾ un

(
1

3n · π
2

)
= 2n

故 βn ̸→ 0，矛盾。故函数项级数在 (0,+∞) 不一致收敛。

注 1.3. 本题的 (5) 错得比较多，主要错因是没有对 x 的正负进行分类，轻易地得到下面的

错误放缩： ∣∣∣∣ln(
1 +

x

n ln2 n

)∣∣∣∣ ⩽ l

n ln2 n
(∀x ∈ (−l, l))

上式错误的原因是不等式 ln(1 + x) ⩽ x 不能加绝对值，这是因为在 x < 0 时，不等式左右

两边都小于 0，加绝对值之后会变号。

练习 (习题 15.2.7). 设 {un(x)} 是 [a, b] 上的连续函数列。证明：如果
∞∑
n=1

un(x) 在 [a, b) 内

的每一点收敛，但
∞∑
n=1

un(b) 发散，那么
∞∑
n=1

un(x) 在 [a, b) 上不一致收敛。
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解. 反证：若
∞∑
n=1

un(x) 在 [a, b) 上一致收敛，则由 Cauchy 收敛，∀ε > 0，∃N = N(ε) ∈ N∗

与 x 无关，使得 ∀n > N, p ∈ N∗ 都有：∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n

uk(x)

∣∣∣∣∣ < ε

2
(∀x ∈ [a, b)) (15)

由 uk(x) 在 [a, b] 的连续性，对式 (12) 先固定 n, p，令 x→ b−，再由 n, p 的任意性可得：∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n

uk(b)

∣∣∣∣∣ ⩽ ε

2
< ε (∀n > N, p ∈ N∗) (16)

而式 (13) 其实是
∞∑
n=1

un(b) 的 Cauchy 收敛，与其发散矛盾。故
∞∑
n=1

un(x) 在 [a, b) 上不一致

收敛。

练习 (习题 15.2.11). 证明：函数列

fn(x) = xn−x(lnn)α (n = 1, 2 · · · )

在 [0,+∞) 上一致收敛的充分必要条件是 α < 1。

解. 首先计算逐点收敛的极限函数：

fn(x) =

 0 x = 0

xn−x(lnn)α x > 0
⇒ f(x) = lim

n→∞
fn(x) = 0 (∀x ⩾ 0)

故：

βn = sup
x⩾0

|fn(x)− f(x)| = sup
x⩾0

(
xn−x(lnn)α

)
(∀n ∈ N∗)

为了求出 βn 的具体表达式，我们对 fn(x) 求导得：

f ′
n(x) = n−x(lnn)α − xn−x(lnn)α+1 = n−x(lnn)α(1− x lnn)

则 n > 1 时，fn(x) 在 x =
1

lnn 处取得极大值，计算得：

βn =
(lnn)α
e

(∀n > 1)

故函数列在 x ∈ [0,+∞) 一致收敛 ⇐⇒ lim
n→∞

βn = 0 ⇐⇒ α < 1。

练习 (问题 15.2.1). 讨论级数
∞∑
n=1

nx

(1 + x)(1 + 2x) · · · (1 + nx)

在区间 [0, δ] 和 [δ,+∞] 上的一致收敛性，其中 δ > 0。
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解. 记 fn(x) =
1

(1 + x)(1 + 2x) · · · (1 + nx)
(∀n ∈ N∗)，由于：

∞∑
n=1

nx

(1 + x)(1 + 2x) · · · (1 + nx)

=
∞∑
n=1

(
1

(1 + x)(1 + 2x) · · · (1 + (n− 1)x)
− 1

(1 + x)(1 + 2x) · · · (1 + nx)

)
= 1− lim

n→∞

1

(1 + x)(1 + 2x) · · · (1 + nx)

故函数项级数的一致收敛性与函数列 {fn(x)} 的一致收敛性相同。计算 {fn(x)} 的极限函数
得：

f(x) = lim
n→∞

fn(x) =

1 x = 0

0 x > 0

(i)x ∈ [0, δ] 时：

βn = sup
x∈[0,δ]

|fn(x)− f(x)| = sup
x∈[0,δ]

1

(1 + x)(1 + 2x) · · · (1 + nx)
= 1

故 βn ̸→ 0，{fn(x)} 在 x ∈ [0, δ] 不一致收敛，从而原级数在 x ∈ [0, δ] 不一致收敛。

(ii)x ∈ [δ,+∞) 时：

βn = sup
x∈[δ,+∞)

1

(1 + x)(1 + 2x) · · · (1 + nx)
⩽ sup

x∈[δ,+∞)

1

(1 + x)n
=

1

(1 + δ)n
→ 0

故 {fn(x)} 在 x ∈ [δ,+∞) 一致收敛，从而原级数在 x ∈ [δ,+∞) 一致收敛。

练习 (习题 15.3.1). 确定下列函数的存在域，并研究它们的连续性：

(1) f(x) =
∞∑
n=1

(
x+

1

n

)n

(2) f(x) =
∞∑
n=1

x+ (−1)nn

x2 + n2

解. (1) 先确定函数的收敛域。当 |x| < 1 时：

lim
n→∞

n

√∣∣∣∣x+ 1

n

∣∣∣∣n = lim
n→∞

∣∣∣∣x+ 1

n

∣∣∣∣ = |x| < 1

故由 Cauchy 开方判别法，f(x) 在 |x| < 1 时逐点收敛。

当 |x| ⩾ 1, x ̸= −1 时，无论 x 正负，当 n 充分大时，都有：∣∣∣∣x+ 1

n

∣∣∣∣n ⩾ 1

故通项不趋于 0，f(x) 在 |x| ⩾ 1, x ̸= −1 时发散。
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x = −1 时：

lim
n→∞

∣∣∣∣x+ 1

n

∣∣∣∣n = lim
n→∞

(
1− 1

n

)n

=
1

e ̸= 0

故通项不趋于 0，f(x) 在 x = −1 时发散。综上 f(x) 的收敛域为 {x : |x| < 1}。
下证 f(x) 在 (−1, 1) 内闭一致收敛。对任意给定的 1 > δ > 0，在 [−1 + δ, 1− δ] 上，当 n

充分大时有： ∣∣∣∣x+ 1

n

∣∣∣∣n ⩽
(
|x|+ δ

2

)n

⩽
(
1− δ

2

)n

(∀x ∈ [−1 + δ, 1− δ])

故由 Weierstrass 判别法，f(x) 在 [−1 + δ, 1− δ] 一致收敛，从而 f(x) 在 [−1 + δ, 1− δ] 连

续。再由 δ 任意性，f(x) 在 (−1, 1) 上连续。

(2) 我们将这个函数项级数拆成两部分进行讨论：

f(x) =
∞∑
n=1

x+ (−1)nn

x2 + n2
=

∞∑
n=1

x

x2 + n2
+

∞∑
n=1

(−1)nn

x2 + n2

∆
=== I1 + I2 (17)

首先对任意给定的 x ∈ R，级数 I1 收敛。对级数 I2，
n

x2 + n2
在 n 充分大时递减，且趋于

0，由 Leibniz 判别法也可得收敛，故由式 (17)，f(x) 收敛域为 R.
下证 f(x) 在 R 上内闭一致收敛。对任意给定的 M > 0，在 [−M,M ] 上：

对级数 I1： ∣∣∣∣ x

x2 + n2

∣∣∣∣ ⩽ M

n2
(∀x ∈ [−M,M ], N ∈ N∗)

故由 Weierstrass 判别法，级数 I1 在 [−M,M ] 一致收敛。

对级数 I2：∣∣∣∣ N∑
n=1

(−1)n
∣∣∣∣ 一致有界，{

n

x2 + n2

}
在 [−M,M ] 上对每个 x 都关于 n 递减，且一致趋于 0，

故由 Dirichlet 判别法，级数 I2 在 [−M,M ] 一致收敛。

故由式 (17)，f(x) 在 [−M,M ] 一致收敛，从而连续。再由 M 的任意性，f(x) ∈ C(R).

练习 (习题 15.3.5).

已知
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= ln 2，证明：

lim
x→1

∞∑
n=1

(−1)n−1

nx
= ln 2

解. 在 [
1

2
,∞) 上考虑 f(x) =

(−1)n−1

nx
，由于

∣∣∣∣ N∑
n=1

(−1)n
∣∣∣∣ 一致有界，且 {

1

nx

}
在 [

1

2
,∞) 上

对每个 x 都关于 n 递减，且一致趋于 0，因此 f(x) 在 [
1

2
,∞) 一致收敛，从而在 [

1

2
,∞) 上

连续。特别地，f(x) 在 x = 1 处连续，故：
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lim
x→1

∞∑
n=1

(−1)n−1

nx
= lim

x→1
f(x) = f(1) = lim

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= ln 2

练习 (习题 15.3.6). 设 E 是 (−∞,+∞) 中的一个点集，x0 是 E 的一个极限点（x0 可以是

±∞）。如果级数
∞∑
n=1

un(x) 在 E 上一致收敛，而且 lim
x→x0

un(x) = an (x ∈ E, n = 1, 2 · · · )。证

明：

(1)
∞∑
n=1

an 收敛；

(2) lim
x→x0

∞∑
n=1

un(x) =
∞∑
n=1

an (x ∈ E)

解. (1) 由于函数项级数在 E 上一致收敛，故由 Cauchy 收敛，对 ∀ε > 0，∃N = N(ε) 与 x

无关，使得 ∀n > N, p ∈ N∗，都有：∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n

uk(x)

∣∣∣∣∣ < ε

2
(∀x ∈ E) (18)

对式 (18) 固定 n, p，令 x→ x0，由条件和 n, p 任意性可得：∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n

ak

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n

uk(x0)

∣∣∣∣∣ ⩽ ε

2
< ε (∀n > N, p ∈ N∗) (19)

式 (19) 为
∞∑
n=1

an 的 Cauchy 收敛，即证。

(2)由函数项级数一致收敛的定义可得，∀ε > 0，∃N = N(ε)与 x无关，使得 ∀n > N，都有：∣∣∣∣∣
n∑

k=1

uk(x)−
∞∑
k=1

uk(x)

∣∣∣∣∣ < ε

2
(∀x ∈ E) (20)

对式 (20)，先固定 N，令 x→ x0 取下极限，由条件和 N 的任意性可得：∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ak − lim
x→x0

∞∑
k=1

uk(x)

∣∣∣∣∣ ⩽ ε

2
< ε (∀n > N) (21)

对式 (21) 先令 n→ ∞，再令 ε→ 0+，结合上一问可得：

lim
x→x0

∞∑
n=1

un(x) =
∞∑
n=1

an (22)

同理对式 (20) 改为取上极限，也能得到跟式 (22) 相近的式子，只是左式换成了上极限。由
于上下极限都取同一个有限值，故极限存在，且极限就是这个值，即证。

练习 (习题 15.3.7).

设 f(x) =
∞∑
n=1

(
x

1 + 2x

)n

cos nπ
x
。计算 lim

x→1
f(x)， lim

x→+∞
f(x)
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解. 在 x ∈ [
1

2
,+∞) 上考虑函数项级数，由于：∣∣∣∣( x

1 + 2x

)n

cos nπ
x

∣∣∣∣ ⩽ (
1

2

)n

(∀x ∈ [
1

2
,+∞), n ∈ N∗)

故由 Weierstrass 判别法，f(x) 在 x ∈ [
1

2
,+∞) 一致收敛，从而在 x ∈ [

1

2
,+∞) 上连续，故：

lim
x→1

f(x) = f(1) =
∞∑
n=1

(
−1

3

)n

= −1

4

另一方面，由于：

lim
x→+∞

(
x

1 + 2x

)n

cos nπ
x

=
1

2n
(∀n ∈ N∗)

由习题 15.3.6，令 E = [
1

2
,+∞)，x0 = +∞，an =

1

2n
，则有：

lim
x→+∞

f(x) =
∞∑
n=1

1

2n
= 1

注 1.4. 本题在求 x→ +∞ 的极限时，有的同学证明的是级数在 [
1

2
,+∞) 内闭一致收敛，

得到 f(x) 在 [
1

2
,+∞) 连续，从而说 x→ +∞ 极限和无穷求和号可以交换次序。这种证明

思路是错误的。存在的问题如下：

(1) 一方面，对 lim
x→+∞

∞∑
n=1

un(x)，以及交换次序后的
∞∑
n=1

lim
x→+∞

un(x)，这两个值都不一定存

在；

(2) 即使都存在（如本题），(1) 中的这两个值也不一定相等，反例如下：

fn(x) =


1 0 ⩽ x ⩽ n

n+ 1− x n < x < n+ 1

0 x ⩾ n+ 1

约定 f0(x) = 0，令 un(x) = fn(x)− fn−1(x)，易见 {fn(x)} 在 x ⩾ 0 上连续，从而 {un(x)}
在 x ⩾ 0 上连续。且 {fn(x)} 在 [0,+∞) 逐点收敛于 f(x) = 1，f(x) 在 x ⩾ 0 上连续。更

进一步，还可证明 {fn(x)} 在 [0,+∞) 内闭一致收敛于 f(x)，但在 [0,+∞) 不一致收敛

（用上确界判别法）。此时：

lim
x→+∞

∞∑
n=1

un(x) = lim
x→+∞

f(x) = 1
∞∑
n=1

lim
x→+∞

un(x) = 0

正确的做法应当是证明级数在 [
1

2
,+∞) 一致收敛，并且使用习题 15.3.6 的结论。
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2 知识拓展

以下内容所涉及的知识点不在本课程的范围内，大家感兴趣可以阅读。

2.1 度量空间与完备化

定义 1 (度量与度量空间).
已知非空集合 X，ρ : X × X → R 称为度量（或者距离），若满足以下三条：

(1)（正定性）：ρ(x, y) ⩾ 0 (∀x, y ∈ X )，而且 ρ(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y；

(2)（对称性）：ρ(x, y) = ρ(y, x) (∀x, y ∈ X )；

(3)（三角不等式）：ρ(x, z) ⩽ ρ(x, y) + ρ(y, z) (∀x, y, z ∈ X ).

二元组 (X , ρ) 称为度量空间（或距离空间）。

引入度量的目的是刻画收敛。在度量空间中点列 {xn} ⊂ X 收敛到 x0 ∈ X 是指：

ρ(xn, x0) → 0 (n → ∞)。我们说度量空间 X 中某点列收敛，默认收敛点在 X 中。以下是

一些常见的度量空间的例子。

例 2.1. 二元组 (Rn, ρ) 是度量空间，其中：

ρ(x, y) =

√√√√ n∑
k=1

(xk − yk)2 (∀x, y ∈ Rn)

我们常称其为欧氏空间，ρ 为欧氏范数。

例 2.2. 二元组 (C[a, b], ρ) 是度量空间，其中：

ρ(f, g) = max
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)| (∀f, g ∈ C[a, b])

在这个空间中，“收敛”是指函数列一致收敛。

对于度量空间的收敛，我们关心的其中一点是如何内蕴地刻画敛散性，即在不明确收敛

点是否存在，存在的收敛点是否在原空间 X 中的情况下，如何仅根据点列 {xn} 判断敛散
性。根据所学我们可以认识到，Cauchy 收敛准则能很好地做到这一点，然而并不是所有的
度量空间都满足 Cauchy 收敛（反例见后），因此我们需要将满足 Cauchy 收敛的度量空间单
独定义。

定义 2 (基本列，完备度量空间).
已知度量空间 (X , ρ)，{xn} ⊂ X 为基本列，若 ∀ε > 0，∃N ∈ N∗，使得 ∀n,m > N 都有

ρ(xn, xm) < ε.
若度量空间 (X , ρ) 中所有基本列都是收敛点列（收敛点在 X 中），则称该空间完备。
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注 2.1. 根据所学不难得例 2.1,2.2 两个度量空间都是完备的。

例 2.3 (S 空间).
令 S 为一切实 (复) 数列

x = (x1, x2, x3, · · · , xn, · · · )

组成的集合。在 S 中定义度量为：

ρ(x, y) =
∞∑
n=1

1

2n
· |xn − yn|
1 + |xn − yn|

(∀x, y ∈ S)

则 (S, ρ) 为完备度量空间。

证明. 下面只对实数列情形证明，复数列同理。证明分为 2 步：验证 ρ 为度量，证明空间完

备。

(i) 证明 ρ 为度量：

只验证三角不等式成立。不难得只需证：

|x+ y|
1 + |x+ y|

⩽ |x|
1 + |x|

+
|y|

1 + |y|

⇐⇒ 1

1 + |x|+ |y|
+

1

|x|
+

1

1 + |y|
⩽ 1 (∀x, y ∈ R)

(ii) 证明 (S, ρ) 完备：

设 {xn} ⊂ S 为基本列，xn = (x
(n)
1 , x

(n)
2 , · · · , x(n)k , · · · ) (∀n ∈ N∗)，则对任意给定的 t ∈ N∗，

∀ε ∈ (0,
1

2
)，∃N = N(t, ε) ∈ N∗，使得：

ρ(xn, xm) =
∞∑
k=1

1

2k
·

∣∣∣x(n)k − x
(m)
k

∣∣∣
1 +

∣∣∣x(n)k − x
(m)
k

∣∣∣ < ε

2t
(∀n,m > N)

故有：

1

2t
·

∣∣∣x(n)t − x
(m)
t

∣∣∣
1 +

∣∣∣x(n)t − x
(m)
t

∣∣∣ < ε

2t
⇒

∣∣∣x(n)t − x
(m)
t

∣∣∣ < ε

1− ε
< 2ε (∀n,m > N) (23)

其中式 (23) 中的 N = N(t, ε) 在 t 固定时只跟 ε 有关，因此对固定的 t，由式 (23) 可得
{x(n)t }∞n=1 为数列的基本列（x

(n)
t 都是实数），从而 ∃ x(0)t ∈ R，使得 x

(n)
t → x

(0)
t (n→ ∞)。再

由 t 的任意性，得 x
(n)
k → x

(0)
k (n→ ∞, ∀k ∈ N∗)。令 x0 = (x

(0)
1 , x

(0)
2 , · · · , x(0)k , · · · ) ∈ S，下

证一开始假设的 S 中的基本列 {xn} 收敛于 x0。

一方面对 ∀ε > 0，∃N0 ∈ N∗，使得：

∞∑
k=N0+1

1

2k
<
ε

2
(24)
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另一方面对 ∀1 ⩽ k ⩽ N0，∃Nk ∈ N∗，使得：∣∣∣x(n)k − x
(0)
k

∣∣∣ < ε (∀n > Nk) (25)

取 N ′ = max{N1, N2, · · · , NN0} < +∞，则结合式 (24)(25) 可得：

ρ(xn, x0) =
∞∑
k=1

1

2k
·

∣∣∣x(n)k − x
(0)
k

∣∣∣
1 +

∣∣∣x(n)k − x
(0)
k

∣∣∣
=

N0∑
k=1

1

2k
·

∣∣∣x(n)k − x
(m)
k

∣∣∣
1 +

∣∣∣x(n)k − x
(m)
k

∣∣∣ +
∞∑

k=N0+1

1

2k
·

∣∣∣x(n)k − x
(m)
k

∣∣∣
1 +

∣∣∣x(n)k − x
(m)
k

∣∣∣
<

N0∑
k=1

ε

2k
+

∞∑
k=N0+1

1

2k

<
ε

2
+
ε

2

= ε (∀n > N ′)

故 xn → x0 (n→ ∞)。故 (S, ρ) 中任何基本列都是收敛点列，(S, ρ) 完备。

例 2.4 (不完备的度量空间).
设 F 是只有有限项不为 0 的实数列全体，在 F 上定义度量：

ρ(x, y) = sup
k⩾1

|xk − yk|

其中 x = (x1, x2, · · · , xk, · · · )�y = (y1, y2, · · · , yk, · · · )，求证：(F, ρ) 不完备。

证明. 只需要举出 (F, ρ) 中的一个基本列，其在 F 中没有收敛点即可。

令：

x1 = (1, 0, 0, · · · )

x2 = (1,
1

2
, 0, 0, · · · )

x3 = (1,
1

2
,
1

3
, 0, 0, · · · )

· · ·

xn = (1,
1

2
,
1

3
, · · · , 1

n
, 0, 0, · · · ) (∀n ∈ N∗)

则 {xn} ⊂ F，且 ρ(xn, xm) =
1

n+ 1
(∀n < m)，从而 {xn} 为 F 中的基本列。
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若 {xn} 在 F 中有收敛点 x0 = (x
(0)
1 , x

(0)
2 , · · · , x(0)n , · · · )，则由 ρ(xn, x0) → 0 得 x

(0)
n =

1

n
，从

而 x0 没有一个分量为 0，x0 ̸∈ F，矛盾。故 {xn} 在 F 中没有收敛点，(F, ρ) 不完备。

例 2.5 (不完备的度量空间).
在 C[−1, 1] 上定义度量：

ρ(f, g) =

∫ 1

−1

|f − g|dx

其中定积分采用 Lebesgue积分（关于 Lebesgue积分理论，可以在实分析书中了解。此处可以
视为 Riemann积分，关于 Lebesgue积分的假设是为了后面完备化的需要）。求证：(C[−1, 1], ρ)

不完备。

证明. 只需要举出 (C[−1, 1], ρ) 中的一个基本列，其在 C[−1, 1] 中没有收敛点即可。

令：

fn(x) =



0 − 1 ⩽ x < − 1

n

nx+ 1 − 1

n
⩽ x < 0

1 0 ⩽ x ⩽ 1

(∀n ∈ N∗)

则 {fn(x)} ⊂ C[−1, 1]，且 ρ(fn, fm) ⩽
1

n
(∀n,m)，从而 {fn(x)} 为 C[−1, 1] 中的基本列。

又令：

f(x) =

0 − 1 ⩽ x < 0

1 0 ⩽ x ⩽ 1

则 f(x) ̸∈ C[−1, 1]，但是 ρ(fn, f) ⩽
1

n
(∀n ∈ N∗)。从而 ρ(fn, f) → 0 (n→ ∞)。故 {fn(x)}

收敛点不在 C[−1, 1] 中，(C[−1, 1], ρ) 不完备。

注 2.2. 我们可能会发现即使 f(x) 在 0 处取值不是 1，是 0 或者其他数，新的 f(x) 仍旧是

{fn(x)} 的收敛点，这似乎与极限的唯一性是矛盾的。事实上采用 Lebesgue 积分后，我们会
把相差零测集下相等的函数视为同一个函数，因为在 Lebesgue积分理论中，改变零测集上的
函数值不会改变其积分值。因此 f(x) 实际上代表了一整个函数族，这个函数族里的函数都

跟 f(x) 在相差零测集下相等。因此在比 C[−1, 1] 更大的空间中，极限的唯一性能得到保证。

而在 (C[−1, 1], ρ)中，我们要考虑的，其实是 f(x)所代表的函数族里，是否有 C[−1, 1]中的

元素，即是否有连续函数，跟 f(x) 在相差零测集下相等。容易得到是没有的。因此 {fn(x)}
的收敛点不可能是连续函数，(C[−1, 1], ρ) 不完备。这个才是例 2.5 的完整解释。
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若度量空间 (X , ρ) 不完备，一个自然的想法是将其扩充为完备度量空间。扩充所遵守

的原则自然是保证原来的空间的结构不被破坏，在这里是指原有的度量能够得到保持。扩充

的方式也是想找到“最小”的完备度量空间。因此有如下定义。

定义 3 (完备化).
(X , ρX) 是度量空间，(Y , ρY ) 是 (X , ρX) 的一个完备化，若满足以下三条：

(1)(Y , ρY ) 为完备度量空间；

(2)∃ φ : (X , ρX) → (Y , ρY )，使得 φ 保距，即：

ρY (φ(x1), φ(x2)) = ρX(x1, x2) (∀x1, x2 ∈ X )

(3) 若又有 (Y ′, ρY ′) 完备，且 ∃ ϕ : (X , ρX) → (Y ′, ρY ′)，使得 ϕ 保距，则 ∃ ψ :

(Y , ρY ) → (Y ′, ρY ′)，使得 ψ 保距。

注 2.3. (1) 由保距容易得到单射。
(2) 如果我们把定义 3 中所有的保距映射全部视为保距恒同映射，即 φ = idX，其他同理，

那么 (X , ρX) 的一个完备化 (Y , ρY ) 则为包含 X 且保距的最小的完备度量空间。

(3)(X , ρX) 的完备化可能不唯一，具体的例子见后。

(4) 对任意 (X , ρX)，我们都可以构造其一个完备化，故完备化必定存在。但从构造方法中

无法看出完备化到底长什么样子，因此此处省去该部分的证明，感兴趣的同学可以查找泛函

分析书。在实际的操作中，寻找完备化的方法更多是先猜后证，而不是依靠完备化存在性证

明中的构造。

(5) 证明完备化的时候，定义中的 (3) 是很难把握的，但是可以证明：若 (Y , ρY ) 满足定义

中的 (1)(2)，且像集 φ(X ) 在 Y 中稠密（在度量 ρY 下稠密），则 (Y , ρY ) 即为 (X , ρX) 的

一个完备化。证明稠密比证明定义中的 (3) 成立要简单得多。

例 2.6.
考虑 [a, b] 上多项式全体，记为 P[a, b]。采用例2.2的度量（即“一致收敛”度量），则由
Weierstrass 一致逼近定理可知 (P[a, b), ρ) 不完备，其完备化为 (C[−1, 1], ρ)。

例 2.7.
考虑例2.4的度量空间 (F, ρ)，已证其不完备。它的完备化为 (F0, ρ)，其中 ρ 沿用之前的度

量，各个保距映射均为恒同映射，且：

F0 =

{
x = (x1, x2, · · · , xn, · · · )

∣∣∣∣ lim
n→∞

xn = 0

}
感兴趣的同学可以自行证明。证明过程中需要用到注 2.3(5)。
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例 2.8.
考虑例2.5的度量空间 (C[−1, 1], ρ)，已证其不完备。它的完备化为 (L1[−1, 1], ρ)，其中

L1[−1, 1] 为 [−1, 1] 上 Lebesgue 可积函数全体。
正如注2.2所说，L1[−1, 1] 中的元素都是函数族，一个函数族中的各个函数都在相差零测集

下相等。因此此处完备化的保距映射不是恒同映射，而是把 C[−1, 1] 中的一个元素（函数），

映到了 L1[−1, 1] 中的一个元素（函数族）。

例 2.9 (完备化不唯一).

设 l2 =

{
x = (x1, x2, · · · , xn, · · · )实数列

∣∣∣∣ ∞∑
n=1

x2n < +∞
}
，在上面定义度量：

ρ(x, y) =

√√√√ ∞∑
n=1

(xn − yn)2

可以证明 (l2, ρ) 完备（需要用到 Minkowski 不等式）。又设：

l20 =

{
x = (0, x1, x2, · · · , xn, · · · )实数列

∣∣∣∣ (x1, x2, · · · , xn, · · · ) ∈ l2
}

沿用同一个度量，由 (l2, ρ) 完备可得 (l20, ρ) 完备。

注意到 (l2, ρ) 与 (l20, ρ) 之间存在一个自然的保距双射，利用注 2.3(5) 可以证明 (l20, ρ) 是

(l2, ρ) 的一个完备化，但 (l2, ρ) 显然是它自己的完备化，且 l20 ⫋ l2，故 (l2, ρ) 的完备化不唯

一。

注 2.4. (1) 例 2.9 提醒我们，(Y , ρY ) 是 (X , ρX) 的完备化不一定意味着 X ⊂ Y，实际上

只有 φ(X ) ⊂ Y。对无穷维空间来说，空间可以嵌入到它的真子空间中，这便导致了例 2.9。
(2) 为了确立完备化的唯一性，我们约定完备化在保距双射下唯一，则例 2.9 中 (l2, ρ) 的两

个完备化在保距双射下是同一个。

2.2 度量空间下的最佳逼近

逼近论的一个基本问题是：给定一组函数 φ1, φ2, · · · , φn（这里先暂定是有限个）和一个

函数 f，用 φ1, φ2, · · · , φn 的线性组合，在给定度量下逼近 f，问是否有“距离最小”的逼

近。一个常见的最佳逼近是三维欧氏空间中一个二维线性子空间（即过原点的平面）和平面

外一个点，此时最佳逼近是以原点为起点，垂足为终点的向量。

但是一般在度量空间中没有“垂直”的概念，因此为了得到度量空间下的最佳逼近定理，

我们需要从度量着手，重新考虑这个问题。

定义 4 (范数与赋范线性空间).
已知线性空间 X，∥ · ∥ : X → R 称为范数，若满足以下三条：

18



(1)（正定性）：∥x∥ ⩾ 0 (∀x ∈ X )，而且 ∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = 0（X 中的零元）；

(2)（齐次性）：∥λx∥ = |λ|∥x∥ (∀x ∈ X , λ ∈ R)；

(3)（三角不等式）：∥x+ y∥ ⩽ ∥x∥+ ∥y∥ (∀x, y ∈ X ).

二元组 (X , ∥ · ∥) 称为赋范线性空间，记为 B∗ 空间。

注 2.5. 范数可以诱导度量：给定范数 ∥ · ∥，设 ρ(x, y) = ∥x − y∥ (∀x, y ∈ X )，则 ρ 为 X

上一个度量。因此 B∗ 空间是特殊的度量空间。

我们先考虑度量空间下最佳逼近的一个相对容易的情形，有限维情形：给定一个 B∗

空间 X，及 X 中的有限维线性子空间 M，基为 {e1, e2, · · · , en}。对 x ∈ X，求实向量

(λ1, λ2, · · · , λn)，使得： ∥∥∥∥∥x−
n∑

i=1

λiei

∥∥∥∥∥ = inf−→a ∈Rn

∥∥∥∥∥x−
n∑

i=1

aiei

∥∥∥∥∥
其中 −→a = (a1, a2, · · · , an)。

首先研究存在性。为此我们需要一个引理。

引理 1.
给定一个 B∗ 空间 X，及 X 中的有限维线性子空间 M，基为 {e1, e2, · · · , en}，则 ∃ c > 0，

使得： ∥∥∥∥∥
n∑

i=1

aiei

∥∥∥∥∥ ⩾ c |−→a | (∀−→a ∈ R⋉)

其中 −→a = (a1, a2, · · · , an)，|−→a | =
√

n∑
i=1

|ai|2

证明. 设：

f(−→a ) = 1

|−→a |

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

aiei

∥∥∥∥∥ (∀−→a ̸= −→
0 )

记
−→
b = (b1, b2, · · · , bn)，bi =

1

|−→a |
ai (∀1 ⩽ i ⩽ n)，则由范数的齐次性可得：

g(
−→
b )

∆
===

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

biei

∥∥∥∥∥ =
1

|−→a |

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

aiei

∥∥∥∥∥ = f(−→a )

其中
n∑

i=1

|bi|2 = 1，g 定义在 n 维单位球面上。

由于范数的连续性（本质是度量的连续性，可归结为三角不等式，留给大家证明），g 是 n

维欧氏空间单位球面上的连续函数，且 g 非负，因此 ∃ c ⩾ 0，|
−→
b0 | = 1，使得：

g(
−→
b ) ⩾ g(

−→
b0 ) = c ⇒ f(−→a ) ⩾ c|−→a | (∀−→a ̸= −→

0 )
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若 c = 0，则 g(
−→
b0 ) = 0，设

−→
b0 = (b

(0)
1 , b

(0)
2 , · · · , b(0)n )，则：∥∥∥∥∥

n∑
i=1

b
(0)
i ei

∥∥∥∥∥ = 0 ⇒
n∑

i=1

b
(0)
i ei = 0 ⇒ b

(0)
i = 0 (∀1 ⩽ i ⩽ n)

其中第一个箭头利用了范数的正定性，第二个箭头利用了 {e1, e2, · · · , en} 线性无关。

但这与 |
−→
b0 | = 1 矛盾。故 c > 0，即证。

定理 1 (最佳逼近存在性).
给定一个 B∗ 空间 X，及 X 中的有限维线性子空间 M，基为 {e1, e2, · · · , en}。则
∀x ∈ X，存在最佳逼近系数 (λ1, λ2, · · · , λn)，使得：∥∥∥∥∥x−

n∑
i=1

λiei

∥∥∥∥∥ = inf−→a ∈Rn

∥∥∥∥∥x−
n∑

i=1

aiei

∥∥∥∥∥
其中 −→a = (a1, a2, · · · , an)。

证明. 设：

F (−→a ) =

∥∥∥∥∥x−
n∑

i=1

aiei

∥∥∥∥∥ (∀−→a ∈ Rn)

利用范数的连续性可得 F 是 Rn 上的连续函数，且由范数的三角不等式以及引理 1 可得：

F (−→a ) ⩾
∥∥∥∥∥

n∑
i=1

aiei

∥∥∥∥∥− ∥x∥ ⩾ c |−→a | − ∥x∥ (∀−→a ∈ Rn) (26)

由式 (26) 可知当 |−→a | → +∞ 时，F (−→a ) → +∞，从而连续函数 F 在 Rn 取到最小值，最小

值点 (λ1, λ2, · · · , λn) 即为所求。

接下来研究最佳逼近的唯一性。对一般赋范线性空间而言，在有限维线性子空间上找最

佳逼近元也可能不唯一（反例见后），因此我们需要额外添加条件。

定义 5 (严格凸 B∗ 空间).
给定一个 B∗ 空间 X，我们称 X 严格凸，若 ∀x ̸= y ∈ X，∥x∥ = ∥y∥ = 1，都有：

∥αx+ βy∥ < 1 (∀α, β > 0, α + β = 1)

注 2.6. 由范数的三角不等式可知，任何 B∗ 空间必然是凸的，但不一定严格凸。

引理 2.
给定一个 B∗ 空间 X，及 X 中的有限维线性子空间 M，基为 {e1, e2, · · · , en}。若 x ̸∈M，

则：

ρ(x,M)
∆
=== inf

y∈M
∥x− y∥ > 0
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证明. (i) 首先证明在给定范数后，有限维线性子空间 M 是闭集。在引理1的证明中，我们
还可以得到：∃ C > 0，使得：

g(
−→
b ) ⩽ C ⇒ f(−→a ) ⩽ C|−→a | (∀−→a ̸= −→

0 )

总结来说就是：∃ 0 < c1 ⩽ c2 < +∞，使得：

c1|−→a | ⩽ f(−→a ) ⩽ c2|−→a | (∀−→a ̸= −→
0 ) (27)

∀{xn} ⊂M，记 xn 在基 {e1, e2, · · · , en} 下的坐标为 −→xn。若 xn → x0 ∈ X (n→ ∞)，由于

收敛点列必是基本列，又由式 (27) 左半边可得：

|−→xn −−→xm| ⩽
1

c1
f(−→xn −−→xm) =

1

c1
∥xn − xm∥ (∀n,m)

故 {−→xn} ⊂ Rn 也为基本列，在 Rn 中收敛于 −→x0，对应存在 x′0 ∈M，在基 {e1, e2, · · · , en} 下
的坐标为 −→x0。再由式 (27) 右半边：

∥xn − x′0∥ = f(−→xn −−→x0) ⩽ c2|−→xn −−→x0|

由 −→xn → −→x0 可得 xn → x′0 ∈M。又一开始已经假设 xn → x0 ∈ X，故 x0 = x′0，即 {xn} 收
敛点在 M 中，从而 M 为闭集。

(ii) 证明引理成立。若 ρ(x,M) = 0, x ̸∈M，则由下确界的定义，∀n ∈ N∗，∃ xn ∈M，使得：

0 ⩽ ∥xn − x∥ < 1

n
(∀n ∈ N∗)

即 ∥xn − x0∥ → 0 (n→ ∞)，故 xn → x。又 {xn} ⊂M，M 为闭集，故 x ∈M，与 x ̸∈M

矛盾。故 ρ(x,M) > 0。

定理 2 (最佳逼近唯一性).
设 B∗ 空间 X 严格凸，X 中一个有限维线性子空间为 M，基为 {e1, e2, · · · , en}。则
∀x ∈ X，存在唯一的一组最佳逼近系数 (λ1, λ2, · · · , λn)，使得：∥∥∥∥∥x−

n∑
i=1

λiei

∥∥∥∥∥ = inf−→a ∈Rn

∥∥∥∥∥x−
n∑

i=1

aiei

∥∥∥∥∥ = ρ(x,M)

其中 −→a = (a1, a2, · · · , an)。

证明. 存在性即定理 1，下证唯一性。首先若 x ∈M，则 ρ(x,M) = 0，且取到 0 当且仅当
n∑

i=1

aiei = x。

若 x ∈M，由引理 2，d ∆
=== ρ(x,M) > 0。此时若存在两个不同的最佳逼近元 y, z ∈M，则

有 ∥x− y∥ = ∥x− z∥ = d，故对 ∀α, β > 0, α + β = 1，由 X 严格凸可得：

1

d
∥x− (αy + βz)∥ =

1

d
∥α(x− y) + β(x− z)∥ =

∥∥∥∥α(x− y

d
) + β(

x− z

d
)

∥∥∥∥ < 1
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其中第二个等号利用了范数齐次性，小于号是因为严格凸以及

∥∥∥∥x− y

d

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥x− z

d

∥∥∥∥ = 1。

故 ∥x− (αy + βz)∥ < d，但由于 M 是线性子空间，y, z ∈M，故 αy + βz ∈M，从而

∥x− (αy + βz)∥ ⩾ d 矛盾。故最佳逼近元唯一。

利用最佳逼近理论可以轻松解决一些问题。

例题 2.1.
给定有限闭区间 [a, b]，若 {Pk(x)} 为 [a, b] 上次数不超过 n 的多项式序列，且 {Pk(x)} 在
[a, b] 上一致收敛于 f(x)，则 f(x) 也是 [a, b] 上次数不超过 n 的多项式。

解. 考虑 (C[a, b], ∥ · ∥)，其中：

∥f∥ = max
x∈[a,b]

|f(x)| (∀f ∈ C[a, b])

则这个范数诱导“一致收敛”度量。

记 Pn[a, b] 为 [a, b] 上次数不超过 n 的多项式全体。由于 (C[a, b], ∥ · ∥) 赋范线性空间，且完
备，故 f ∈ C[a, b]。又 (Pn[a, b], ∥ · ∥) 为 (C[a, b], ∥ · ∥) 的有限维线性子空间，故由定理 1，对
f(x)，在 Pn[a, b] 上存在最佳逼近元 f0，使得：

∥f − f0∥ = inf
g∈Pn[a,b]

∥g − f∥ ⩽ inf
n
∥Pn − f∥ (28)

由于 Pn(x) ⇒ f(x)，故式 (28) 右边为 0，从而 ∥f − f0∥ = 0，由范数正定性，f = f0，即

f(x) 也是 [a, b] 上次数不超过 n 的多项式。

再次回到唯一性，关于定理 2 中 B∗ 空间 X 严格凸的条件，某种程度上来说是不可再

减弱的。

例 2.10 (不严格凸的反例).
考虑 (R2, ∥ · ∥)，其中：

∥(x, y)∥ = max{|x|, |y|} (∀(x, y) ∈ R2)

设 M = {(x, 0) | x ∈ R∗} 为一维线性子空间，−→a = (1, 1) ̸∈M，试证：(R2, ∥ · ∥) 不严格凸，
且 −→a 的最佳逼近元不唯一。

证明. (i) 考虑该范数下的“单位球”S = {(x, y) | ∥(x, y)∥ = 1}，设
−→
b = (1, 0),−→c = (1, 1)，

则
−→
b ,−→c ∈ S，且对 ∀α, β > 0, α + β = 1，有：

∥α
−→
b + β−→c ∥ = ∥(1, β)∥ = max{1, |β|} = 1
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故 (R2, ∥ · ∥) 不严格凸。
(ii) 由于：

∥(x, 0)− (1, 1)∥ = ∥(x− 1,−1)∥ = max{|x− 1|, 1} ⩾ 1 (∀x ∈ R)

故当 x ∈ [0, 2] 时都有 ∥(x, 0)− (1, 1)∥ = 1，从而最佳逼近元不唯一。

对无穷维闭线性子空间（相当于是有限维的保持闭性的推广），我们同样关心最佳逼近

问题，但对赋范线性空间而言，在无穷维闭线性子空间上考虑最佳逼近，连存在性也无法保

证。

例 2.11 (无穷维闭线性子空间的反例).
设 C0 表示以 0 为极限的实数列全体，并在 C0 上定义范数：

∥x∥ = max
n⩾1

|xn| (∀x = (x1, x2, · · · , xn, · · · ) ∈ C0)

又设 M =

{
x = (x1, x2, · · · , xn, · · · ) ∈ C0

∣∣∣∣ ∞∑
n=1

xn
2n

= 0

}
，求证：

(1)M 为 C0 的无穷维闭线性子空间；

(2) 设 x0 = (2, 0, 0, · · · , 0, · · · )，则：

inf
z∈M

∥x0 − z∥ = 1

但 ∀y ∈M，∥x0 − y∥ > 1.

提示：(1) 无穷维：令 xn = (x
(n)
1 , x

(n)
2 , · · · , x(n)k , · · · )，满足 x

(n)
1 = 1, x

(n)
n+1 = −2n，其他均取

0，验证 {xn} ⊂M，且 {xn} 不可包含在有限维线性子空间中。

闭性：对 {yn}，若 yn → y0 ∈ C0，先证明 yn 的每个分量都收敛于 y0 的对应分量，再通过

部分和证明 y0 ∈M。

(2) 先证明，若 ∥x0 − y∥ ⩽ 1，记 y = (y1, y2, · · · , yn, · · · )，则必有 y1 ⩾ 1, |yn| ⩽ 1 (∀n ⩾ 2)，

此时 y ̸∈M，矛盾。故 ∀y ∈M，∥x0 − y∥ > 1，从而 inf
z∈M

∥x0 − z∥ ⩾ 1。

再令 zn = (1− 1

2n
,−1,−1, · · · ,−1, 0, 0, · · · )，其中有 n 个 −1。验证 zn ∈M，∥x0 − zn∥ =

1 +
1

2n
，从而 inf

z∈M
∥x0 − z∥ ⩽ 1。综上可得 inf

z∈M
∥x0 − z∥ = 1。

事实上，我们想要的，是在最佳逼近中得到类似于欧氏空间“垂直”的结果，一般赋范

线性空间无法做到这点，因此我们需要引入内积，用内积诱导范数。但引入内积后我们同样

需要谨慎对待无穷维闭线性子空间与有限维的差异。令人欣喜的是，对完备的内积空间

（Hilbert 空间），最佳逼近有一个令人满意的解答：最佳逼近对无穷维闭线性子空间仍成立，
具有存在唯一性，且具有“垂直”的直观解释。由于本讲义篇幅有限，不能一一叙述，感兴

趣的同学可以查阅《泛函分析讲义》（张恭庆，林源渠）。
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