
 













1.2 第二题

利用产生/湮灭算符和坐标/动量算符的关系, 证明一维简谐振子的哈密顿量

Ĥ =
p̂2

2m
+
1
2
mw2 x̂2

可以表示为

Ĥ =

(
â†â+

1
2

)
!w

1.3 第三题

请利用产生/湮灭算符的对易关系,证明 Fock 态的正交归一性，即

〈n|m〉= δnm,where|n〉=
(â†)n

n!
√ |0〉

1.4 第四题

请验证 Fock 态下的不确定关系:

1.〈n|x̂|n〉=0, 〈n|p̂|n〉=0

2.〈n|x̂2|n〉= !
mw

(
n+ 1

2

)
, 〈n|p̂2|n〉=m!w

(
n+ 1

2

)
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1 题⽬

1.1 第一题



3.∆x∆p=
(
n+ 1

2

)
!

2.2 第二题

对于谐振子，我们有重要公式：

â†=
1

2!mw
√ (mw x̂− i p̂), â= 1

2!mw
√ (mw x̂+ i p̂)

N̂ = â†â=
1

2!mw
(mw x̂− i p̂)(mw x̂+ i p̂)=

mw
2! x̂

2+
p̂2

2!mw
− 1
2

2

|

1.5 第五题

证明：

1. exp(αâ†)â exp(−αâ†) = â − α

2.exp(λâ)|0〉 = |0〉

2 答案

2.1 第一题



则
(
â†â+

1
2

)
!w= Ĥ =

p̂2

2m
+
1
2
mw2 x̂2

2.3 第三题

对于谐振子，我们有重要公式：

[â, â†] = 1; [x̂, p̂] = i!

已知条件：

<0|0>=1, N̂ = N̂ †= â†â

由

n〈n|m〉=(N̂ |n〉 )†|m〉= 〈n|N̂ |m〉=m〈n|m〉

当n=/ m时，必有〈n|m〉=0；

当n=m时，考虑〈n|N̂ |n〉：

首先有 〈n|N̂ |n〉=n〈n|n〉；

当n! 1时，〈n|N̂ |n〉= 〈n|â†â|n〉=(â|n〉)†â|n〉

由|n〉= (â†)n

n!
√ |0〉得：

â|n〉= n
√
|n− 1〉

代入上式有

〈n|N̂ |n〉= 〈n|â†â|n〉=(â|n〉)†â|n〉=n〈n− 1|n− 1〉

即有

〈n|n〉= 〈n− 1|n− 1〉

重复上述操作可得到：

〈n|n〉=<0|0>=1

综上，

〈n|m〉= δnm,where|n〉=
(â†)n

n!
√ |0〉

用归纳法证明也可
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2.4 第四题

由第二题可知：

x̂=
!

2mw

√
(â+ â†), p̂=−i 1

2
mw!

√
(â− â†)

1.

〈n|x̂|n〉=
〈
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
!

2mw

√
(â+ â†)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣n
〉
=0

〈n|p̂|n〉=
〈
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣−i
1
2
mw!

√
(â− â†)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣n
〉
=0

2.

由[â, â†] = 1,â†â= N̂

x̂2=
!

2mw
(â2+ â†2+2â†â+1), p̂2=−1

2
mw!(â2+ â†2− 2â†â− 1)

则

〈n|x̂2|n〉=
〈
n
∣∣∣∣ !
2mw

(â2+ â†2+2â†â+1)
∣∣∣∣n

〉
= !

mw

(
n+ 1

2

)

〈n|p̂2|n〉=
〈
n
∣∣∣∣−1

2
mw!(â2+ â†2− 2â†â− 1)

∣∣∣∣n
〉
=m!w

(
n+ 1

2

)

3.

代入2.中的结果得：

∆x∆p= (<x2>−<x>2 )(<p2>−<p>2 )
√

=
(
n+ 1

2

)
!

2.5 第五题

证：1.法一：

令f(α)= exp(αâ†)â exp(−αâ†)

f ′(α)= exp(αâ†)[â†, â] exp(−αâ†)=−1

令α=0,得到f(0)= â, 即

f(α)= exp(αâ†)â exp(−αâ†)= â−α
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法二：利用第二次作业的公式即 ：

已知[â, â†] = 1,[â, exp(αâ†)] =α[â, â†]exp(αâ†)=α exp(αâ†)

exp(αâ†)â exp(−αâ†)= (â exp(αâ†)−αexp(αâ†))exp(−αâ†)= â−α

2.

已知 â|0>=0

exp(αâ)|0>=
∑

m=0

âm

m!
|0>=|0>

完备性：
∑

n

|ψn><ψn|= I

正交归一性：< ψn|ψm>=δnm

对于连续情况(1d)：

完备性：

∫
dx|x><x|=

∫
dp|p><p|= I

正交归一性：<x′|x>=δ (x−x′)

2.x表象和E表象的变换：

我们需要根据问题决定在哪个表象 i.e.取哪组基去解决问题。

对于谐振子：
(
â†â+

1
2

)
!w= Ĥ =

p̂2

2m
+
1
2
mw2 x̂2

â†=
1

2!mw
√ (mw x̂− i p̂), â= 1

2!mw
√ (mw x̂+ i p̂)

x̂=
!

2mw

√
(â+ â†), p̂=−i 1

2
mw!

√
(â− â†)
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3 简单总结

从这几次作业我们能得到非常重要的关系：

1.基的正交完备归一性。

I为Hilbert 空间的单位算符。

对于离散情况：



薛定谔方程：

AS一般不含时

∂
∂t
|ψ〉S(t)= Ĥ |ψ〉S(t)

海森堡方程：

d
dt
AH= [AH ,H] +

∂
∂t
AS

|ψ〉H= |ψ〉S(0),始终为初态
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