
数分分析 A3 第一次习题课

何展韬

2023 年 9 月 16 日

1 作业答案 (第 1 周)
练习 (14.1.6). 证明下列级数发散：

(2)
∞∑
n=1

(−1)n
n2 + 1

3n2 − 2
(4)

∞∑
n=1

(
1− 1

n

)n

解. (2) lim
n→∞

(−1)n
n2 + 1

3n2 − 2
不存在，故级数发散。

(4) lim
n→∞

(
1− 1

n

)n

=
1

e ̸= 0，故级数发散。

练习 (14.1.7). 设
∞∑
n=1

an 收敛。证明：
∞∑
n=1

(an + an+1) 也收敛。试举例说明其逆命题不成立。

但若 an > 0，则逆命题也成立。

解. (法一)令 bn = an+1 (∀n ∈ N∗)，利用
∞∑
n=1

an 收敛，以及收敛级数的线性性知
∞∑
n=1

(an+ bn)

收敛，即
∞∑
n=1

(an + an+1) 收敛。

(法二) 利用部分和：

Sn =
n∑

k=1

(ak + ak+1) = 2
n∑

k=1

ak − an+1 − a1 (1)

由
∞∑
n=1

an 收敛知 lim
n→∞

an = 0，由式 (1) 知 Sn 收敛，即
∞∑
n=1

(an + an+1) 收敛。

(逆命题不成立的反例)：
∞∑
n=1

(−1)n。

(若 an > 0，逆命题成立)：依旧考虑式 (1) 由
∞∑
n=1

(an + an+1) 收敛得 lim
n→∞

an + an+1 = 0，由

于 0 < an < an + an+1 (∀n ∈ N∗)，故 lim
n→∞

an = 0。对式 () 令 n → ∞ 得
∞∑
n=1

an 收敛。
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注 1.1. 若 an > 0，逆命题成立可以由 14.2 的正项级数比较判别法立刻得到。

练习 (14.1.8). 设 {nan} 与级数
∞∑
n=1

n(an − an+1) 都收敛，证明：
∞∑
n=1

an 收敛。

解. 依旧考虑部分和：

Sn =
n∑

k=1

k(ak − ak+1) =
n∑

k=1

ak − nan+1 =
n∑

k=1

ak − nan + n(an − an+1) (2)

由条件知 lim
n→∞

nan 存在， lim
n→∞

n(an − an+1) = 0。对式 (2) 令 n → ∞ 得
∞∑
n=1

an 收敛。

练习 (14.2.2). 用比较判别法讨论下列级数的敛散性：

(1)
∞∑
n=1

1

3n2 + 5
(3)

∞∑
n=1

(
n2

3n2 + 1

)n

(5)
∞∑
n=1

n+ 1

n(n+ 2)

(7)
∞∑
n=1

1

(lnn)ln lnn
(9)

∞∑
n=1

(n
1

n2+1 − 1)

解. (1) 0 <
1

3n2 + 5
<

1

n2
，由正项级数比较判别法，级数收敛。

(3) 0 <

(
n2

3n2 + 1

)n

<
1

3n
，由正项级数比较判别法，级数收敛。

(5) n+ 1

n(n+ 2)
>

1

n+ 2
> 0，由正项级数比较判别法，级数发散。

(7) 1

(lnn)ln lnn
=

1

e(ln lnn)2
>

1

elnn
=

1

n
> 0，其中 > 对充分大的 n 成立，由正项级数比较判

别法，级数发散。

(9) 因为 lim
n→∞

lnn

n2 + 1
= 0，故 lim

n→∞

n
1

n2+1 − 1
lnn
n2+1

= lim
n→∞

e
ln n
n2+1 − 1

lnn
n2+1

= 1，故
∞∑
n=1

(n
1

n2+1 − 1) 与

∞∑
n=1

lnn

n2 + 1
同敛散。又 lim

n→∞

lnn
n2+1
1

n
3
2

= lim
n→∞

lnn√
n

= 0，故
∞∑
n=1

lnn

n2 + 1
收敛，故原级数收敛。

练习 (14.2.8). 问 p, q 取何值时，级数：

∞∑
n=3

1

n(lnn)p(ln lnn)q

收敛？
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解. 本题利用 Cauchy 积分判别法，但要注意单调性的讨论：

(i) p > 1 时对 ∀q ∈ R，当 n 充分大时有
1

n(lnn)p(ln lnn)q
<

1

n
p+1
2

，由 Cauchy 积分判别法

得
∞∑
n=3

1

n(lnn)
p+1
2

与下述积分同敛散：

∫ +∞

3

1

x(lnx)
p+1
2

dx t=lnx
=====

∫ +∞

ln 3

1

t
p+1
2

dt

由
p+ 1

2
> 1 得上述积分收敛，因此 p > 1 时对 ∀q ∈ R，

∞∑
n=3

1

n(lnn)
p+1
2

收敛，再由比较判

别法，原级数收敛。

(ii) p = 1 时若 q < 0，则当 n 充分大时有
1

n(lnn)p(ln lnn)q
>

1

n lnn
，由 Cauchy 积分判别

法得
∞∑
n=3

1

n lnn
与下述积分同敛散：

∫ +∞

3

1

x lnx
dx t=lnx

=====

∫ +∞

ln 3

1

t
dt

故积分发散，得
∞∑
n=3

1

n lnn
发散，再由比较判别法，原级数发散。

若 q ⩾ 0，则直接由 Cauchy 积分判别法得原级数与下述积分同敛散：

∫ +∞

3

1

x lnx(ln ln x)q
dx t=lnx

=====

∫ +∞

ln 3

1

t(ln t)q
dt u=ln t

=====

∫ +∞

ln ln 3

1

uq
du

故原级数收敛 ⇐⇒ 上述积分收敛 ⇐⇒ q > 1；

(iii) p < 1 时对 ∀q ∈ R，当 n 充分大时有
1

n(lnn)p(ln lnn)q
>

1

n lnn
，由 Cauchy 积分判别法

得
∞∑
n=3

1

n lnn
与下述积分同敛散：

∫ +∞

3

1

x lnx
dx t=lnx

=====

∫ +∞

ln 3

1

t
dt

故积分发散，得
∞∑
n=3

1

n lnn
，再由比较判别法，原级数发散。

综上级数收敛当且仅当 p > 1 或者 p = 1, q > 1。

注 1.2. 本题需要说明函数单调性（非负性显然故不需要强调），但是由于 p, q 可以小于 0，

故函数单调性并不好说明。因此答案先放缩，放缩成单调性明显的函数，再用 Cauchy 积
分判别法来证明敛散性。
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练习 (14.2.12). an > 0, ∀n ∈ N∗，
∞∑
n=1

an 收敛，则 ∀α, β > 0, α + β > 1，都有
∞∑
n=1

aαn
nβ
收敛。

解. (解法 1) 回顾 Young 不等式：若 p, q > 0，
1

p
+

1

q
= 1，则有：

1

p
ap +

1

q
bq ⩾ ab (a, b ⩾ 0)

(i) 0 < α < 1 时，1− α > 0，
β

1− α
> 1。令 α = 1

p
，1− α = 1

q
，代入上式得：

0 <
aαn
nβ

=
aαn

(nβ/(1−α))1−α
⩽ αan + (1− α)

1

nβ/(1−α)
(3)

对式 (3) 右边，由于
∞∑
n=1

an 和
∞∑
n=1

1

nβ/(1−α)
收敛，因此由比较判别法，原级数收敛。

(ii) α ⩾ 1 时，由
∞∑
n=1

an 收敛，故 lim
n→∞

an = 0。故当 n 充分大时，有 0 < an < 1，此时 0 <

aαn ⩽ an，从而有 0 <
aαn
nβ

⩽ aαn ⩽ an，因此由比较判别法，原级数收敛。

(解法 2) 对 an 与
1

n
的大小进行比较：

若 0 < an ⩽ 1

n
，则有 0 <

aαn
nβ

⩽ 1

nα+β
.

若 an >
1

n
，则当 n 充分大时，由解法 1(ii) 的推导可知 1

n
< an < 1，又 α+ β > 1，故此时

0 <
aαn
nβ

< aα+β
n < an.

因此有 0 <
aαn
nβ

<
1

nα+β
+ an (∀n ∈ N∗). 由于

∞∑
n=1

an 和
∞∑
n=1

1

nα+β
收敛，因此由比较判别法，

原级数收敛。

注 1.3. 本题是第一周作业的错误重灾区。主要有以下两种错误：

(1) 在使用 Young 不等式时忽略了 α < 1 的限制，在 Young 不等式中要求 p, q > 1。

(2) 使用了一个错误命题：an > 0, ∀n ∈ N∗，
∞∑
n=1

an 收敛，又
∞∑
n=1

1

n
发散，因此由比较判别

法可得 lim
n→∞

an
1
n

= lim
n→∞

nan = 0 。

这个命题若已知极限存在，则是正确的；若极限不存在，则有如下反例：

an > 0, an2 =
1

n2
, ∀n ∈ N∗，其余位置填入一个收敛的正项级数

易证
∞∑
n=1

an 收敛，但是 {nan} 由无穷多项为 1，也有子列趋于 0，故 lim
n→∞

nan 不存在。
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2 补充题目

在 Cauchy 积分判别法中，我们建立了一类正项级数和其对应的无穷积分敛散性之间的
联系，从而我们可以把离散的级数敛散问题转化为连续的积分敛散问题。有的时候，我们面

对难以求和的式子，如果它的形式满足某些要求，也会考虑将其放缩成对应的积分，利用积

分的敛散性得到级数的敛散性。具体的例子如下：

例题 2.1 (问题 14.2.3).

设 an > 0, Sn =
n∑

k=1

ak，证明：

(1) 当 α > 1 时，级数
∞∑
n=1

an
Sα
n

收敛。

(2) 当 α < 1 且 Sn → +∞ 时，级数
∞∑
n=1

an
Sα
n

发散。

解. (i) 由于 an > 0，故 {Sn} 严格递增。故有不等式：

an
Sα
n

=
Sn − Sn−1

Sα
n

⩽
∫ Sn

Sn−1

1

xα
dx (∀n ⩾ 2) (4)

对式 (4) 求和可得：
n∑

k=1

ak
Sα
k

⩽ a1
Sα
1

+

∫ Sn

S1

1

xα
dx ⩽ a1−α

1 +

∫ +∞

a1

1

xα
dx (∀n ⩾ 2) (5)

由于 α > 1, a1 > 0，故式 (5) 右边 < +∞，故正项级数部分和
n∑

k=1

ak
Sα
k

有界，从而级数收敛。

(ii) 由于 Sn → +∞，故 n 充分大时，Sn > 1，此时有：

an
Sα
n

>
an
Sn

=
Sn − Sn−1

Sn

=
Sn − Sn−1

Sn−1

· Sn−1

Sn

⩾
(
1− an

Sn

)∫ Sn

Sn−1

1

x
dx (∀n充分大) (6)

若 ∃N ∈ N∗，使得 n > N 时满足式 (6)，且有 an
Sn

⩽ 1

2
，则对式 (6) 求和可得：

n∑
k=N+1

ak
Sα
k

>
1

2

∫ Sn

SN

1

x
dx (∀n > N) (7)

由于 Sn → +∞，故对式 (7) 令 n → ∞，得式 (7)→ +∞，从而级数发散。

若存在无穷多个 n 使得
an
Sn

>
1

2
，则由式 (6) 第一个不等号可知正项级数通项

{
an
Sα
n

}
中有

无穷多项大于
1

2
，故级数发散。

注 2.1. 本题的关键是目标级数的通项具有式 (4) 的形式，将其与积分关联是一个值得考虑
的放缩思路。
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例题 2.2. 设 0 < p < 1，a1 > 0，且有 an+1 =
an

1 + apn
(∀n ∈ N∗)。求证：

∞∑
n=1

an 收敛。

解. 由条件得：

an+1 =
an

1 + apn
⇒

an+1 + an+1a
p
n = an

an > an+1

⇒ an+1 =
an − an+1

apn
(∀n ∈ N∗) (8)

式 (8) 右边具有式 (4) 的形式，因此考虑放缩成积分：

an+1 =
an − an+1

apn
⩽
∫ an

an+1

1

xp
dx (∀n ∈ N∗) (9)

对式 (9) 求和可得：
n∑

k=1

ak =⩽ a1 +

∫ a1

an

1

xp
dx (∀n ∈ N∗) (10)

由式 (8) 知正数列 {an} 单调递减，因此极限存在。再对式 (8) 左边等式令 n → ∞ 可得
lim
n→∞

an = 0，从而对式 (10) 令 n → ∞，结合 0 < p < 1 可得式 (10) 右边 < +∞，故原级数
收敛。

例题 2.3 (问题 14.3.1).

设
∞∑
n=1

an 是一个正项级数。如果存在正数 α, β，使得：an − an+1 ⩾ βa2−α
n (∀n ∈ N∗)，则

∞∑
n=1

an 收敛，且：

∞∑
n=N

an = O(aαN) (N → ∞)

解. 首先由 an > 0 知 {an} 单调递减，故 {an} 极限存在。进一步，对条件的不等式令
n → ∞ 可得 lim

n→∞
an = 0，且 α < 2。接下来需要对 α 的取值进行分类讨论。

(i) 若 α < 1，则由条件可得：

an ⩽ an − an+1

βa1−α
n

(∀n ∈ N∗) (11)

式 (11) 与式 (8) 十分相似，这也是我们分类 α < 1 的原因。

仿照例题 2.2 的讨论可得：
∞∑

n=N

an ⩽ 1

β

∫ aN

0

1

x1−α
dx =

1

αβ
aαN (∀N ∈ N∗) (12)

再对式 (12) 令 N → ∞ 即可。
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(ii) 若 α ⩾ 1，则不能像 (i) 那样放缩成积分。仍旧考虑式 (11)，注意到 α− 1 > 0 以及 {an}
单调递减，故有：

an ⩽ 1

β
(an − an+1)a

α−1
n =

1

β
(aαn − an+1a

α−1
n ) ⩽ 1

β
(aαn − aαn+1) (∀n ∈ N∗) (13)

对式 (13) 求和可得：
n∑

k=N

ak ⩽
1

β

n∑
k=N

(aαk − aαk+1) <
1

β
aαN (∀n,N ∈ N∗) (14)

对式 (14) 先固定 N 令 n → ∞，再令 N → ∞ 即可。

当然更常见的是直接利用 Cauchy 积分判别法将级数敛散性问题转化为积分敛散性问
题。

例题 2.4. 设 f(x) 在 [a,+∞) 上单调递减且恒正。又满足：

lim
x→+∞

exf (ex)
f(x)

= p

则级数
∞∑
n=1

f(n) 在 p < 1 时收敛，在 p > 1 时发散。

解. 由条件知 f(x) 天然具备 Cauchy 积分的条件，条件的极限也给的是 R 上函数的信息，
因此自然考虑 Cauchy 积分判别法。
(i) 若 p > 1，则 ∃M > 0，使得 x > M 时 exf (ex) > f(x)，故：∫ b

a

f(x)dx <

∫ b

a

exf (ex) dx =

∫ eb

ea
f(x)dx (∀a, b > M) (15)

这里已经运用了 f 单调故 f 在 [a, b] 上 Riemann 可积。
取 xn+1 = exn (∀n ∈ N∗)，x1 = M，则 {xn} 单调递增趋于 +∞，故利用式 (15) 得：∫ xn+2

xn+1

f(x)dx =

∫ exn+1

exn
f(x)dx >

∫ xn+1

xn

f(x)dx (∀n ∈ N∗) (16)

对式 (16) 求和可得：
n∑

k=1

∫ xk+1

xk

f(x)dx > n

∫ x2

x1

f(x)dx = n

∫ eM

M

f(x)dx (∀n ∈ N∗) (17)

对式 (17) 令 n → ∞ 可得式 (17) 右边 → +∞，因此
∫ +∞

M

f(x)dx 发散。由 Cauchy 积分判

别法，原级数发散。
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(ii) 若 p < 1，则 ∃M > 0，使得 x > M 时有：

exf (ex) < f(x)(p+ ε) = f(x)q

其中 q = p+ ε ∈ (0, 1) 为常数。

与 (i) 同理可得：∫ xn+2

xn+1

f(x)dx =

∫ exn+1

exn
f(x)dx < q

∫ xn+1

xn

f(x)dx (∀n ∈ N∗) (18)

对式 (18) 求和可得：
n∑

k=1

∫ xk+1

xk

f(x)dx <

∫ x2

x1

f(x)dx
n∑

k=1

qk−1 =
1− qn

1− q

∫ eM

M

f(x)dx (∀n ∈ N∗) (19)

对式 (19) 令 n → ∞ 可得式 (19) 右边 < +∞，因此
∫ +∞

M

f(x)dx 收敛。由 Cauchy 积分判

别法，原级数收敛。

在 14.3 节我们利用比较判别法得到了一个重要引理 (下面我们称这个引理为比值判别
法)，并由这个引理推出了 D’Alembert，Raabe，Gauss 判别法。而在面对一些题目时，构造
比值判别法的形式，会比考虑传统的比较判别法要简单。

例题 2.5. 设 an > 0 (∀n ∈ N∗)， lim
n→∞

(
an+1

an

)n

= λ，则
∞∑
n=1

an 在 λ <
1

e 时收敛，在 λ >
1

e
时发散。

解. 本题的临界点 1

e 是解题的突破口，要利用这点需要回顾以下不等式：(
1 +

1

n

)n

< e <

(
1 +

1

n− 1

)n

(∀n ∈ N∗) (20)

不等式的证明参考数分 A1 课本。
式 (20) 天然的 n 次方可以让我们消去 n 的幂次，而式 (20) 两边的底数也是十分好的利用
比值判别法的形式。

(i) 若 λ <
1

e，则 ∃p > 1，使得 λ <
1

ep <
1

e。故由条件，∃N ∈ N∗，使得 ∀n > N 都有：

(
an+1

an

)n

<
1

ep <
1

(1 + 1
n
)p

⇒ an+1

an
<

1
(1+n)p

1
np

由于 p > 1, an > 0，故由比值判别法，
∞∑
n=1

an 收敛。
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(ii) 若 λ >
1

e，则 ∃N ∈ N∗，使得 ∀n > N 都有：(
an+1

an

)n

>
1

e >
1

(1 + 1
n−1

)n
⇒ an+1

an
>

1
n
1

n−1

故由比值判别法，
∞∑
n=1

an 发散。

例题 2.6 (问题 14.2.1).

试证：级数
∞∑
n=1

x1+ 1
2
+···+ 1

n 在 0 < x <
1

e 时收敛，在 x ⩾ 1

e 时发散。

解. 利用例题 2.5：

lim
n→∞

(
x1+ 1

2
+···+ 1

n+1

x1+ 1
2
+···+ 1

n

)n

= lim
n→∞

x
n

n+1 = x (x > 0)

故原级数在 0 < x <
1

e 时收敛，在 x ⩾ 1

e 时发散。

例题 2.7 (问题 14.4.1). 设 {an} 正数列。如果对 0 < α < 1，有：

lim
n→∞

nα

(
an
an+1

− 1

)
= λ > 0

或者极限是 +∞，证明：对 ∀k ∈ N∗，
∞∑
n=1

nkan < +∞

解. 由条件可得：
lim
n→∞

n

(
an
an+1

− 1

)
== ∞ (21)

故对 M > 0，∃N = N(M) ∈ N∗，使得：

n

(
an
an+1

− 1

)
> M (∀n > N) (22)

其中 M 为待定常数。

现在固定 k ∈ N∗，由式 (22) 可得：

(n+ 1)kan+1

nkan
<

(n+ 1)kn

nk(n+M)
(∀n > N) (23)

现在设 M ∈ N∗，则式 (23) 右边变为：

(n+ 1)kn

nk(n+M)
=

(n+ 1)k

(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+M)

nk

n(n+ 1) · · · (n+M − 1)

∆
===

bn+1

bn
(∀n > N) (24)
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结合式 (23)(24)，已经是比值判别法的形式，我们希望
∞∑
n=1

bn 收敛，从而由比值判别法，

∞∑
n=1

nkan < +∞，再由 k ∈ N∗ 的任意性知结论成立。因此可进一步设 M = k+ 2，其中 k 是

固定的。从而：

bn =
nk

n(n+ 1) · · · (n+M − 1)
⩽ 1

(n+M − 2)(n+M − 1)
(∀n > N)

由正项级数的比较判别法，
∞∑
n=1

bn 收敛，即证。
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