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《理论力学Ａ》（2023 年秋季）第一次期中考试参考答案
考试时间：2023 年 11 月 02 日，14:00–15:30 　 (90 分钟)

　

1. 变分法。（25 分）考虑一个修正的最速下降线问题，其中粒子具有非零初始速度 v0。
试证明在这种初始条件下，最速下降线仍然为圆滚线，但曲线的尖端点（最高点）比
初始的位置高 h = v20/2g。

解：

t01 =

∫ x1

0

√
1 + (dy/dx)2

v20 + 2gy
dx ≡

∫ x1

0

f(y, y′)dx (1)

被积函数 f(y, y′) 不显含 x，存在首积分：

H =
∂f

∂y′
y′ − f =

−1√
(v20 + 2gy)(1 + y′2)

=常数 (2)

令：v20 = 2gh，根据上式有：

(h+ y)(1 + y′2) = 2a (3)

分离变量有：
∫ y

0

√
h+ y

2a− h− y
dy = x (4)

积分变量代换：
h+ y = a(1− cosφ), dy = a sinφdφ (5)

于是有：

x = a

∫ φ

φ0

(1− cosφ)dφ = a[(φ− sinφ)− (φ0 − sinφ0)] (6)

上式显然是圆滚线方程，尖端点位置为：φ = 0，即：

x = −a(φ0 − sinφ0) (7)
y = −h ≡ −v20/2g (8)

图 1: 第一题

 

0 Egg 2

6

6

2

2

274
2

3



2

2. 拉格朗日力学。（25 分）考察悬挂点按 y = h(t) 规律运动的简单平面摆问题，其中
h(t) 是给定的时间函数。

(a) 求单摆的拉格朗日量，取摆与垂线的夹角 θ 作为广义坐标。

(b) 根据欧拉－拉格朗日方程，推导出系统的动力学方程。该结果表明单摆等价于
在引力场 g + ḧ(t) 中的单摆一样摆动（等效原理，类似爱因斯坦电梯），其中
ḧ(t) ≡ d2h(t)/dt2。

解：

(a)
x = l sin θ, y = h(t)− l cos θ (9)

系统的动能为：

T =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2) =

1

2
m(l2θ̇2 + 2ḣlθ̇ sin θ + ḣ2) (10)

系统的势能为：
V = mgy = mg(h− l cos θ) (11)

最终的拉氏量为：

L = T − V =
1

2
m(l2θ̇2 + 2ḣlθ̇ sin θ + ḣ2)−mg(h− l cos θ) (12)

(b)
pθ =

∂L

∂θ̇
= m(l2θ̇) + ḣl sin θ), Qθ =

∂L

∂θ
= mḣlθ̇ cos θ −mgl sin θ (13)

代入 E-L 方程，得到：

ml2θ̈ = −m(g + ḧ) sin θ = −mgeff sin θ (14)

其中：geff ≡ g + ḧ。

3. 哈密顿定理。（25 分）考察一自由粒子的运动。

(a) 假设粒子从 (t0, $x0)到 (t1, $x1)的运动分为两段：以匀直线运动从 (t0, $x0)到 (t′, $x′)；
以匀直线运动从 (t′, $x′) 到 (t1, $x1)。一般来说，这两段的速度是不一样的。试写
出 S(t′, $x′) 的表达式。

(b) 假设给定 t0 < t′ < t1，通过调整 $x′ 的值，使得 S(t′, $x′) 取极小值, 证明在这种情
况下，粒子在这两段路径中速度相等。

解：

(a) 粒子的拉氏量为：L = 1
2m|$̇x2|, 则有：

S =

∫ t1

t0

Ldt =
m

2

|$x′ − $x0|2

t′ − t0
+

m

2

|$x1 − $x′|2

t1 − t′
(15)

(b)
0 =

∂S

∂$x′ = m
$x′ − $x0

t′ − t0
−m

$x1 − $x′

t1 − t′
(16)

因此，两段路径粒子的速度相等。
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4. Noether 定理。（25 分）一维简谐振子（SHO）的拉格朗日量为：

L =
1

2
mẋ2 − 1

2
mω2x2 . (17)

(a) 证明在如下的双参数 (ε1, ε2) 变换下（可以理解为两个独立的单参数变换），

x(t; ε1, ε2) = x+ ε1 sinωt+ ε2 cosωt , (18)

系统具有对称性。

(b) 根据 Noether 定理，得到系统的两个运动积分。

(c) 利用（b）的结果写出 SHO 运动方程的通解，即谐振子的通解。

解：

(a) 在参数 ε1 变换下：
δx = sinωt, δẋ = ω cosωt. (19)

则有：

δL = mẋδẋ−mω2xδx = mẋω cosωt−mω2x sinωt

=
d

dt
[mxω cosωt] ≡ dl1

dt
(20)

即系统在 x → x+ ε1 sinωt 的操作下，拉氏量“不变”，具有对称性。

同理，在参数 ε2 变换下：

δx = cosωt, δẋ = −ω sinωt. (21)

则有：

δL = mẋδẋ−mω2xδx = −mẋω sinωt−mω2x cosωt
=

d

dt
[−mxω sinωt] ≡ dl2

dt
(22)

即系统在 x → x+ ε2 cosωt 的操作下，拉氏量“不变”，具有对称性。

(b) 根据 Noether 定理，两个守恒量（Noether 荷）为：

Q1 = pδx− l1 = mẋ sinωt−mxω cosωt (23)
Q2 = pδx− l2 = mẋ cosωt+mxω sinωt (24)

(c) 由上两式得到：

mωx(t) = −Q1 cosωt+Q2 sinωt, mẋ(t) = Q1 sinωt+Q2 cosωt. (25)

上两式即为 SHO 的标准解。
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