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1 第一次作业

1.1 证明：

(1− u′2)
1
2 (1− v⃗ · u⃗) = (1− u2)

1
2 (1− v2)

1
2

注：u⃗ 是某一粒子在惯性系 K 中的速度，u⃗′ 是该粒子在惯性系 K ′ 中的速度,K ′ 相对 K 以

v⃗ 运动.

思路：观察该式，发现含有 v⃗ · u⃗，联想到内积，此外，该式中同时含有 u⃗, u⃗′ 说明和坐标变换

有关。自然联想到：要把两个 4-矢量缩并成标量，因为标量在坐标变换下不变.

求解：

在 K 系中，粒子的 4-速度为

uµ = γ(1, u⃗)

K ′ 系的 4-速度为

V µ = Γ(1, v⃗)

在 K ′ 系中，粒子的 4-速度为

u′µ = γ′(1, u⃗′)

K ′ 系的 4-速度为

V ′µ = (1, 0⃗)

其中 γ = (1− u2)−1/2, γ′ = (1− u′2)−1/2,Γ = (1− v2)−1/2. 4-标量在坐标变换下不变，故

uµV
µ = u′

µV
′µ
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把该式展开得

γΓ(−1 + u⃗ · v⃗) = −γ′

再化简即为要证的式子.

2 第二次作业

2.1 证明

ds2 = −t−4dt2 + dx2 + dy2 + dz2

是闵氏线元

求解：作坐标变换 T = 1
t
即可把线元变为 ds2 = −dT 2 + dx2 + dy2 + dz2

注解：部分同学的作业反应出他们没有理解什么是线元，故在此作一个说明. 这里需要理解

的关键事实是：线元决定时空的几何.几何是时空的内禀性质，故而是绝对的，不随坐标变换而改

变, 坐标变换改变的只是线元的表达式而不是线元本身（换句话说，就是 ds2 是一个 4-标量）

有同学问：ds2 = −dt2 + dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) 是不是闵氏线元？

回答：是. 因为存在一个坐标变换

t = t, x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ

可以把 ds2 变为 ds2 = −dt2+dx2+dy2+dz2 的形式.不管是 s2 = −dt2+dr2+r2dθ2 + sin2 θdϕ2

还是 ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2 都是同一线元在不同坐标下的表示。线元是绝对的，而坐标是

人选的。

有同学可能会问：线元的形式和人为选取的坐标有关，那可不可以找到一个反应时空几何性

质的内禀量？

回答：可以，这个量就是大家都听说过的曲率张量。同学们只需记住以下两点：

1. 各处曲率都为 0 的时空称为平直时空，否则就是弯曲时空.

2. 闵氏时空是平直时空.

有同学可能会问：什么是绝对，什么是相对？
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回答：简单地说，如果一个对象和某种人为选择的的因素有关，该量就称为相对的，否则就

称为绝对的。比如：

• 事件本身是绝对的，但事件的坐标是相对的（坐标与参考系选取有关）

• 时空是绝对的，时间和空间是相对的。譬如对于平直时空，选取不同的惯性参考系实质上就

是对同一四维时空做了“3+1 分解”

• 张量（比如度规）是绝对的，但张量在不同坐标下的表示是相对的

赵老师上广相时讲过一句话，大概意思是相对论其实应该改名叫“绝对论”更合适。

3 补充内容-四维张量

说明：本节采用最简化的表述向低年级同学介绍张量的基础知识，如果您已经学过可以跳过

本节. 预知后事如何，请看梁灿彬《微分几何与广义相对论》.

3.1 肤浅的定义

对任何四个量，如 Aµ = (A0, A1, A2, A3), 如果对时空作一个坐标变换（比如洛伦兹变换），

Aµ 的变换方式（变换矩阵）与四维坐标的微分 dxµ 相同, 则称 Aµ 是一个四维逆变矢量. 一言蔽

之，4-矢量就是像 dxµ 一样变换的量。类似的，如果说一个量 σ 是四维标量，那么这个量在坐标

变换下保持不变. 如果一个量 Aµν(µ, ν = 0, 1, 2, 3，共 16 个分量) 是四维二阶张量，那么这个量

在坐标变换下像 dxµdxν 一样变. 标量就是零阶张量，矢量就是一阶张量. 为了简便，以后的称呼

中统一略去“四维”.

例：能量与动量的变换，见讲义第五节 p6.

或者更严格地，如果作一个坐标变换

x̃µ = x̃µ(xα)

任意一点的坐标微分变换公式为

dx̃µ =
∂x̃µ

∂xα
dxα

一阶逆变张量的变换公式：

T̃ µ =
∂x̃µ

∂xα
Tα

二阶逆变张量的变换公式：

T̃ µν =
∂x̃µ

∂xα

∂x̃ν

∂xβ
Tαβ
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一阶协变张量的变换公式：

T̃µ =
∂xα

∂x̃µ
Tα

二阶协变张量的变换公式：

T̃µν =
∂xα

∂x̃µ

∂xβ

∂x̃ν
Tαβ

混合张量：同时含有协变指标或逆变指标. 假设我们有一个混合二阶张量 T µ
ν。在新的坐标系下，

其变换公式为：

T̃ µ
ν =

∂x̃µ

∂xα

∂xβ

∂x̃ν
Tα

β

逆变张量用上标表示，协变张量用下标表示.

注意：dxµ 的变换矩阵是坐标的函数，故而所有张量都是相应于某一时空点定义的.

WHY 四维向量/张量？如果一个物理规律能用四维向量或张量表达，其形式自然而然就在坐

标变换下不变，满足了相对性原理的要求.

常见的标量：时空间隔 ds2, 固有时 dτ，四维 Minkowski 空间的体积元 dΩ = dx0dx1dx2dx3

常见的矢量：四维速度 vµ = dxµ

dτ
, 四维动量 pµ = mvµ, 四维波矢 kµ = (ω, k⃗), 四维电流密度

Jµ = (ρ, j⃗), 平直时空中标量的四维梯度 ∂αϕ = ∂ϕ
∂xα = (∂ϕ

∂t
,∇ϕ). 注：∂αϕ 只有在平直时空中才是

标量，如果在弯曲时空中，要把普通导数换成协变导数.

常见的的张量：度规张量 gµν , 能量动量张量 T µν

3.2 张量的运算

同类型的张量可以加减，两个张量可以直乘为一个张量，如 Cµν = AµBν .

现在要重点介绍的是张量的缩并：对一对上下指标取相同的值并求和. 例如，如果我们有一

个二阶混合张量 Mµ
ν，我们可以将其与自身进行缩并得到一个标量 Mµ

µ ：

Mµ
µ = M0

0 +M1
1 +M2

2 +M3
3

在这里，我们对指标 µ 进行了求和

爱因斯坦求和约定: 相对论中常用的一种简化表示方法。当一个上标和一个下标在同一个数

学表达式中重复时，它们被认为是被求和的，从而省略常见的求和符号。例如，T µνVν 实际上表
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示的是从 0 到 3（或其他适当的范围）对 ν 的总和：

T µνVν =
3∑

ν=0

T µνVν

没求和的指标叫作自由指标，被求和的指标叫作哑指标. 为了避免混淆要注意几点：

• 指标顺序不能随便交换

• 在一个等式中，若其中一项含有某一自由指标，则所有项都要含有该自由指标

• 一项中，不可能同时有两个相同的上标或下标

• 若一项中已经有一对哑指标，则该项中该指标不得出现第三次

注意到逆变张量和协变张量对应的的变换矩阵是互逆的：

∂xµ

∂x̃α

∂x̃α

∂xν
= δµν

可知，一个张量缩并后任然是张量，只是降了两阶.

一个有用的定理：如果有协变关系式 Aµ
νB

ν = Cµ, 且 Aµ
ν , Cµ 均为张量，则可证明，Bν 也

是张量.

3.3 度规张量

给定一个线元，实际上定义了空间相邻两点间的距离. 把线元写成 ds2 = gµνdx
µdxν 的形式，

gµν 的反对称部分对线元无贡献，故取 gµν 为对称矩阵. 由 3.1 节最后的定理知 gµν 是二阶协变张

量. 有了度规就可以进一步计算 Christoffel联络、曲率张量等等,但这是广义相对论的内容，我们

现在暂且不提. 平直时空的度规就是大家喜闻乐见的闵氏度规：

ηµν =


−1

1
1

1


度规 gµν 的逆矩阵是二阶逆变张量，称为逆度规. 度规和逆度规满足关系 gµνgνρ = δµρ.

度规和逆度规的一个重要作用就是通过与其他张量缩并来升降指标. 度规用来降指标，逆度
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规用来升指标. 譬如，假设时空是平直时空，已知 4-速度的逆变分量

vµ = (γ, γv⃗)

则可利用度规来定义它的协变分量：

vµ = ηµνv
ν = (−γ, γv⃗)

3.4 不依赖坐标的张量定义

有同学可能已经认识到了一个问题：之前说的张量其实就是一个数组，在坐标变换时满足特

定的变换规律. 换句话说，张量的表示依赖于坐标的选取, 而坐标显然不是物理的. 那么是否能从

更加内禀的、不依赖于坐标的选取的方式定义张量？同时，我们希望这种定义和之前的定义是等

价的. 这里以简要讨论一下, 欲知后事如何，请学习微分流形.

为了简便，这里只讨论实线性空间, 许多结论都可以推广到一般线性空间上.

定义：一个 n 维实线性空间 V 上的 (p, q) 型张量是一个实函数 T :

T : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
p 个

×V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸
q 个

→ R

同时要求 T 对每一个变量都是线性的（T 是一个多线性函数）. 其中，V ∗ 表示 V 的对偶空间.

现在我们来解释为什么这个定义和之前的等价. 学过线性代数的同学都知道，给出 V 的一个

基 {ei}(i = 1, ..., n)，就可以把 V 上的线性函数写成一个矩阵表示. 这里要把 T 写成矩阵表示，

我们还需要用到 V ∗ 的一个基 {ei}，称作 {ei} 的对偶基. 其定义为：

对 V 中的任一矢量 v，可以把它展开到 {ei} 上：v = viei. 则对任意 v ∈ V，满足

ei(v) = vi(i = 1, ..., n)

的 V ∗ 中的 n 个元素 {ei} 就称为 {ei} 的对偶基. 可以证明，{ei} 确实是 V ∗ 的一个基.

现在考虑最简单的四维空间 V 上的 (0, 1) 型张量 T 和 (1, 0) 型张量 U：

T : V ∗ → R

U : V → R
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借助 {eµ}，T 表示为一个数组 T µ = T (eµ)；借助 {eµ}，U 表示为一个数组 Uµ = U(eµ) 如

果对 V 作一个基底变换：

eµ′ = Aν
µ′eν

则相应的对偶基也进行了变换：

eµ
′
= Aµ′

ν eν

根据对偶基的定义, 有

eµ(eν) = δµν

eµ
′
(eν′) = δµ

′

ν′

则

eµ
′
(eν′) = Aµ′

α eα(Aβ
ν′eβ)

= Aµ′

α Aβ
ν′eα(eβ)

= Aµ′

α Aβ
ν′δαβ

= Aµ′

α Aα
ν′

= δµ
′

ν′

这就是告诉我们：Aν
µ′ 和 Aν′

µ 互为逆矩阵（撇在下表示 {eµ} 的变换矩阵，撇在上表示 {eµ} 的变

换矩阵），把 Aν
µ′ 记为矩阵 A，把 Aν′

µ 记为矩阵 A−1.

现在来看看 T 和 U 的分量 T µ = T (eµ), Uµ = U(eµ) 怎么变化. 在新的基底 {eµ′}, {eµ′}

下,T, U 的分量表示为

T µ′
= T (eµ

′
) = T (Aµ′

ν eν) = Aµ′

ν T (eν) = Aµ′

ν T ν

Uµ′ = U(eµ′) = U(Aν
µ′eν) = Aν

µ′U(eν) = Aν
µ′Uν

我们发现：T µ 的变换矩阵就是 A−1,Uµ 的变换矩阵就是 A. 现在我们终于知道了,T µ 的变换方式

和 {eµ} 是相反的，所以 T 叫作逆变矢量；Uµ 的变换方式和 {eµ} 是完全相同的，所以 U 叫作

协变矢量. 不难推广，这里的一个 (p, q) 型张量就是之前的有 p 个下标和 q 个上标的张量. 现在，

我们对张量的定义就可以回到之前那个借坐标变换给出的定义. 注意:在四维时空中，张量是逐点

定义的.
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最后说明四个问题：

1. 定义在 V 上的逆变矢量和 V 中的元素可以看作是一回事. V 中的每一个元素 v 都可以诱

导一个映射

v̂ : V ∗ → R

使得

v̂(f) = f(v)

容易验证 v̂ 是 V ∗ 上的线性函数. 按照之前的定义，v̂ 就是 V 上的一个逆变矢量.V 上所有逆变矢

量构成一个线性空间，这个空间就是 V ∗∗. 定义映射 F : V → V ∗∗，使得

F (v) = v̂

易证 F 是一个线性映射，且是单射. 由线性代数知识知 dimV = dimV ∗∗，故 F 是一个一一映

射.F 的定义不依赖于任何基的选取，所以把 F 称作一个自然同构.

2. 某一时空点处的度规的本质是 V 上的一个对称的双线性函数，这可以直接从定义看出来.

3. 一种认识是，定义了度规后，协变矢量和逆变矢量可以视作同一事物的一体两面. 根据第

二条所说的，某一度规张量 g 是实质上是一个 V 上的双线性函数. 任意给定一个 v ∈ V , 都可以

诱导一个映射 ṽ : V → R 使得

∀u ∈ V, ṽ(u) = g(v, u)

容易验证 ṽ 是线性的，故 ṽ ∈ V ∗，所以 ṽ 是一个逆变矢量. 如果你把双线性函数写作 (u|v)，那

么 ṽ 也可记作 (v|·).

定义 L : V → V ∗ 使得

L(v) = (v|·)

可以证明 L 是一个一一映射 (请回忆 Riesz 表示定理).L 是一个很重要的映射.

按第一条的观点，我们不再区分 V 和 V ∗∗. 我们把 v ∈ V 按一个基 {eµ} 写成逆变矢量的分

量形式：

T µ = v(eµ) = eµ(v) = vµ

把相应的 ṽ 也写按 eµ 成分量形式：

Tµ = ṽ(eµ) = g(v, emu) = g(T νeν �eµ) = T νg(eν , eµ) = T νgνµ
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我们现在发现，所谓的用度规降指标，其实就是用 L 把一个逆变矢量 v 映射到了一个协变矢量

(v|·). 因为 L 是一一映射，所以这样的 v 和 (v|·) 是一一对应的. L 是可逆的，所以也可以反过来

用逆度规升指标.

顺便 T µ = vµ 还告诉我们，逆变矢量 v 在 {eµ} 上的表示就是 v 在 {eµ} 上的展开系数. 所

以，有

v = T µeµ

观察上式，当我们对 V 作一个基底变换，v 肯定是不变的，v 要不变，T µ 和 eµ 就得反着变. 这

再次解释了为什么 T µ 叫逆变矢量.

4. 类似的讨论也可以照葫芦画瓢用来讨论量子力学中的左矢和右矢. 右矢类比逆变矢量，左

矢类比协变矢量，Hilbert 空间的内积类比时空的度规.

4 练习题（不是作业）

注：本节的题目是为了让大家更熟悉 4-矢量的表达方式. 本节题目均采用自然单位制.

4.1 质能动关系（三角关系）

对于运动的粒子，证明

E2 = p2 +m2

其中 E 是粒子总能量，p 是粒子三维动量的模长，m 是粒子的静质量. 注意：虽然 E 和 p 的值与

参考系的选取有关，但质能动关系在不同参考系中总是成立.

提示：该关系直接计算 p2−E2 来证明是很直接简单的.但是为了巩固所学知识，可以尝试利

用粒子的 4-动量 pµ = (E, p⃗)和常见关系 uµuµ = −1来证明. 注：对于有质量粒子，pµ = (γm, γv⃗);

对于无质量粒子，pµ = (h̄ω, h̄k⃗).

4.2 电磁场的变换

已知电磁场张量

Fαβ =



0 Ex Ey Ez

−Ex 0 −Bz By

−Ey Bz 0 −Bx

−Ez −By Bx 0


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当从一个惯性系 Lorentz 变换到另一个惯性系时，电磁场也会随之变换。考虑两个惯性系：一个

是静止的 K，另一个是相对于 K 以速度 v 沿 x 轴运动的 K ′.

在 K 系中的电磁场由 (E⃗, B⃗) 表示，而在 K ′ 系中的电磁场由 (E⃗′, B⃗′) 表示。

Lorentz 变换导致以下的电磁场变换关系：

电场的变换:

E′
x = Ex

E′
y = γ(Ey − vBz)

E′
z = γ(Ez + vBy)

磁场的变换:

B′
x = Bx

B′
y = γ(By + vEz)

B′
z = γ(Bz − vEy)

其中，γ 是 Lorentz 因子，定义为：

γ =
1√

1− v2

4.3 粒子在电磁场中的运动

电磁场对带电粒子的作用可以用四维势 Aµ 描述. 在电磁场中的电荷的作用量可以写作

S = Sp + Spf

其中

Sp = −m

∫
dτ

是粒子的作用量，

Spf = q

∫
Aαdx

α

是粒子与电磁场耦合/相互作用的作用量.
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如果把 Aµ 记作 Aµ = (ϕ, A⃗), 还可以写出系统的拉氏量为

L = −m

γ
+ q(A⃗ · v⃗ − ϕ)

注：上式中的积分是在四维时空中沿着粒子世界线积。由上可知，电磁场中粒子的作用量是

洛伦兹不变的，符合我们的预期.

只考虑平直时空，请依据最小作用量原理导出粒子的运动方程.

如果把 Aµ 记作 Aµ = (ϕ, A⃗), 则得到的运动方程为

dp⃗

dt
= −q

∂A⃗

∂t
− q∇ϕ+ qv⃗ × (∇× A⃗)

定义电场为

E⃗ = −∂A⃗

∂t
−∇ϕ

定义磁场为

B⃗ = ∇× A⃗

该式就变成了大家高中就学过的形式：

dp⃗

dt
= qE⃗ + qv⃗ × B⃗

这样看来，A⃗ 就是大家电磁学里学过的磁矢势。如果电磁场不随时间变化，ϕ 就是大家熟知的静

电势.
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