
Hamilton 力学

一、Legendre 变换

1. 单变量函数的 Legendre 变换

曲线的另一种描述形式：曲线的切线簇的包络线;

设一光滑曲线 y = f(x)，对某一给定点 x0，其切线斜率为 u0 = f ′(x0)，设

其切线在 y 轴上截距为 −g0，则其切线方程可以写为

y = u0x− g0

由于其过点 (x0, f(x0))，故有：

f(x0) = u0x0 − g0

让该点动起来，就有：

g(x) = u(x)x− f(x) (1.1.1)

其中 u(x) = f ′(x)，若 f ′′(x) 6= 0，即 f ′(x) 具有反函数，可将 x 写成 u 的函数，

则式(1.1.1)可以写为

g(u)
∆
= ux− f(x) (1.1.2)

其中 x 通过 u = f ′(x) 写成 u 的函数 x(u).

式(1.1.2)就称为 f(x)对自变量 x的 Legendre 变换，由上述过程，Legendre

变换的条件为 f ′′(x) 6= 0，称为 Hess 条件
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式(1.1.2)定义了一个新的函数 g(u)，若以 u为斜率，g(u)为负截距作出一直

线簇，该簇直线的包络线即为 f(x) 确定的曲线，即不借助 f(x)，给出了曲线一

种新的定义方式.g(u) 和 f(x) 在定义曲线的层面上是等价的.

新函数 g(u) 的导数为

g′(u) = x+ u
dx
du − df

dx
dx
du = x (1.1.3)

由此有 g′′(u) = x′(u) 6= 0，故 g 也可以对 u 作 Legendre 变换：

xu− g(u) = f(x)

故 f(x) 和 g(u) 互为 Legendre 变换，也可以看出其等价性

2. 多变量函数对一个自变量的 Legendre 变换

设曲面 z = f(x, y). 则 f 对 x 的 Legendre 变换为：

g(u, y) = ux− f(x, y)

其中 x 通过
∂f

∂x
= u 写成 u, y 的函数 x(u, y). 同样，f(x, y) 与 g(u, y) 互为

Legendre 变换

g 与对相同自变量的导数为：

∂g

∂y
=

∂u

∂y
x+ u

∂x

∂y
− ∂f

∂y
− ∂f

∂x

∂x

∂y

此时 u 和 y 是相互独立的自变量，故 u′
y = 0，则有：

∂g

∂y
= −∂f

∂y
(1.2.1)

3. 多变量函数对多个自变量的 Legendre 变换

设函数 f(x1 . . . xn, y1 . . . yn)，其对 x1 . . . xn 的 Legendre 变换为

g(u1 . . . un, y1 . . . yn) = uixi − f(x1 . . . xn, y1 . . . yn)

其中 xi 通过
∂f

∂xi

= ui 写成 u, y 的函数 x(u1 . . . un, y1 . . . yn)
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Conclusion1：Legendre 变换
(1) 对新变量的偏导数等于老变量： ∂g

∂ui

= xi

(2) 新老函数对共同参数的偏导数： ∂g

∂yi
= − ∂f

∂yi

二、Hamilton 方程

1.Hamilton 函数 (Hamilton 量/Hamiltonian)

Lagrange 函数的一般形式可以写成广义速度的二次多项式：

L = T − U

=
1

2
Aij q̇iq̇j +Biq̇i + C (2.1.1)

其中 Aij = m
∂r

∂qi
· ∂r
∂qj
为正定对称矩阵，由式(2.1.1)知

∂L

∂q̇k
=

1

2
Aijδikq̇j +

1

2
Aij q̇iδjk +Biδik

= Akj q̇j +Bk

故
∂2L

∂q̇k∂q̇m
= Akm，即

det( ∂2L

∂q̇k∂q̇m
) = detA > 0

故 Lagrange 函数满足 Hess 条件，可以对广义速度进行 Legendre 变换：

H(q, p, t) = pkq̇k − L(q, q̇, t)

其中，q̇k 通过
∂L

∂q̇k
= pk 写成 q, p, t 的函数 q̇k(q, p, t)

函数 H 就称为体系的 Hamilton 函数，其与 Lagrange 函数等价

从形式上看 Hamilton 函数 H(q, p, t) 等于 Jacobi 积分 h(q, q̇, t)，故有

dH
dt =

dh
dt
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二者的区别在对自变量的依赖不同

2.Hamilton 函数的一般形式

Lagrange 函数的一般形式为：

L =
1

2
Aij q̇iq̇j +Biq̇i + C

则有 p = Aq̇+B. 由 Lagrange 力学的内容可知，Jacobi 积分等与 Lagrange 函数

的二次项减零次项：

H =
1

2
q̇TAq̇ − C

=
1

2
(q − B)TA−1(q − B)− C

由 Lagrange 力学的内容知，若变换方程 r = r(q, t) 不显含时间 t，则 Jacobi 为

体系能量；同理，Hamilton 函数也为体系能量，即：

H(q, p, t) = T (q, q̇) + U(q, t)

3.Hamilton 方程

由式(1.1.3)知：

∂H

∂pk
= q̇k (2.3.1)

由式(1.2.1)知：

∂H

∂q̇k
= − ∂L

∂q̇k

由 Euler-Lagrange 方程有：

∂H

∂q̇k
= −ṗk (2.3.2)

式(2.3.1)(2.3.2)称为 Hamilton 方程. 由此可知：

dH
dt =

∂H

∂qk
q̇k +

∂H

∂pk
ṗk +

∂H

∂t
=

∂H

∂t
(2.3.3)



5

即 Hamilton 函数不显含时间 t 时，Hamilton 函数守恒

Conclusion2：Hamiltonian/Hamilton’s equations
(1)Hamiltonian 由 Lagrange 函数对 q̇ 作 Legendre 变换得到：(q, q̇, t) → (q, p, t)

(2)Hamiltonian 在形式上等于 Jacobi 积分，当变换方程 r = r(q, t) 不显含时间 t

时，其等于体系能量 (不一定是守恒量)

(3)Hamiltonian 不显含时间时，其为守恒量

例 2.1：平方反比力场中粒子的 Hamiltonian

解：Lagrange 函数为：

L =
1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θϕ̇2)− U(r)

广义动量为：

pr =
∂L

∂ṙ
= mṙ

pθ =
∂L

∂θ̇
= mr2θ̇

pϕ =
∂L

∂ϕ̇
= mr2 sin2 θϕ̇

则有：

H =
p2r
2m

+
p2θ

2mr2
+

p2ϕ
2mr2 sin2 θ

+ U(r)

⋆ 在球坐标系下有：角动量 l2 = p2θ +
p2ϕ

sin2 θ
例 2.2：写出带电粒子在电磁场运动的 Hamilton 函数，并证明

mr̈ = eE + ev ×B

解：直角坐标系下带电粒子的 Lagrange 函数为：

L =
1

2
mẋiẋi + eẋiAi − eφ

对 ẋi 作 Legendre 变换有：

H =
(pi − eAi)

2

2m
+ eφ
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Hamilton 方程：

ẋk =
∂H

∂pk
=

pk − eAk

m

ṗk = −∂H

∂xk

=
e(pi − eAi)

m

∂Ai

∂xk

− e
∂φ

∂xk

由 Hamilton 方程有：

mẍk = −e(
∂φ

∂xk

+
∂Ak

∂t
) + eẋi(

∂Ai

∂xk

− ∂Ak

∂xi

)

= eEk + e(v ×B)k

三、Hamilton 体系
1.Hamilton 方程的动力学含义

已知 t 时刻相空间的状态 q(t), p(t)，由 Hamilton 方程可以确定之后任意时

刻的状态：

qk(t+ ε) = qk(t) + εq̇k(t) = qk(t) + ε
∂H

∂pk
|t

pk(t+ ε) = pk(t) + εṗk(t) = pk(t)− ε
∂H

∂qk
|t

故 Hamilton 函数蕴含着相空间中的运动状态信息，Hamilton 方程给出了 (q, p)

的演化，Hamilton 函数 +Hamilton 方程在相空间中确定了一个速度场.(q, p) 地

位对等，故 Hamilton 方程也称正则方程

2.Hamilton 体系

约定 ξ =

q

p

，即 ξi = qi, ξs+i = pi，正则方程可以写为：

ξ̇ = Ω
∂H

∂ξ
(3.2.1)

其中：

Ω =

 0s×s Is×s

−Is×s 0s×s


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可以看出 ΩTΩ = I2s×2s

上述已知 Hamilton 函数 +Hamilton 方程在相空间中确定了一个速度场，现

在任意给定一状态参量的函数 H(ξ, t) 都可以按照正则方程的形式生成一矢量场

——Hamilton 矢量场，也就是相空间中的速度场：

∆H(ξ, t)
∆
= Ω

∂H

∂ξ

∆H(ξ, t)作为相空间中的速度场，这样的体系就叫做H(ξ, t)生成的 Hamilton体

系，这里的 H(ξ, t)不必是某个 Lagrange函数的 Legendre变换，拓宽了 Hamilton

力学研究的范围

给定一 Hamilton函数可以生成一个速度场，即 Hamilton体系，但给定一个

速度场 X(ξ, t)，不一定是 Hamilton 体系，若其是 Hamilton 体系应该有：

Y = ΩX = −∂H

∂ξ
(3.2.2)

即 Y 是一个无旋场，满足：

∂αYβ = ∂βYα (3.2.3)

将 Yβ = ΩβγXγ 代入式(3.2.3)有：

Ωβγ
∂Xγ

∂ξα
= Ωαγ

∂Xγ

∂ξβ

接下来有：

ΩαρΩβσΩβγ
∂Xγ

∂ξα
= ΩαρΩβσΩαγ

∂Xγ

∂ξβ

⇒Ωρα
∂Xσ

∂ξα
= Ωσα

∂Xρ

∂ξα

令 Dρ = Ωρα
∂

∂ξα
，则 Hamilton 体系的判据可以写为：

DρXσ = DσXρ (3.2.4)
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(其实就是 Piossion 括号)

⋆3. 相空间中的 Hamilton 原理

相空间中两点 ξ1 和 ξ2 的真实路径可以通过如下作用量取驻值路径给出：

S̃ =

∫ t2

t1

L̃(ξ, ξ̇, t)dt (3.3.1)

其中 L̃(ξ, ξ̇, t) = q̇kpk−H(q, p, t)但其并不是 Hamiltonian对广义动量的 Legendre

变换，其中的 L̃ 是 (q, p, q̇, ṗ) 的函数称其为相空间中的 Lagrange 函数. 两点之间

的可能路径要求端点相同，即：

δξα(t1) = δξα(t2) = 0

作用量取驻值意味着一节变分为零：

δS̃ =

∫ t2

t1

∂L̃

∂ξi
δξi +

∂L̃

∂ξ̇i
δξ̇idt = 0

⇒
∫ t2

t1

(
∂L̃

∂ξi
δξi −

d
dt

∂L̃

∂ξ̇i
δξi)dt+

∂L̃

∂ξ̇i
δξi|t2t1 = 0

⇒∂L̃

∂ξi
=

d
dt

∂L̃

∂ξ̇i
(i = 1, 2, . . . , 2s)

δξα(t1) = δξα(t2) = 0 ⇒ 值为 0

令 ξi = qk 则有：

∂L̃

∂qk
=

d
dt

∂L̃

∂q̇k

⇒ ∂H

∂qk
= −ṗk

∂L̃

∂qk
= −∂H

∂qk

∂L̃

∂q̇k
= pk
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令 ξi = pk 则有：

∂L̃

∂pk
=

d
dt

∂L̃

∂ṗk

⇒ ∂H

∂pk
= q̇k

∂L̃

∂pk
= q̇k − ∂H

∂pk

∂L̃

∂ṗk
= 0

这就给出了正则方程. 其中，相空间中的 Lagrange 函数不显含 ṗ，故 p(t) 这一半

路径端点条件不必满足，端点处的变分可以不为零，这样也可以通过变分原理挑

出真实路径，但是把这一可有可无的条件加上，就可以定义 Lagrange 函数的规

范不变性：加减某个函数对时间的全导数，对 Lagrange 量积分的作用量相差常

数. 设规范函数为 F (ξ, t)∫ t2

t1

dF (ξ, t)

dt dt = F (ξ, t)|t2t1 = const

这里的常数是指 F (ξ(t2), t2) − F (ξ(t1), t1) 是一个与路径无关的常数，每个 ξα(t)

都有很多不同的选择，限制住端点相等，就保证了 ξα(t1) 和 ξα(t2) 不随路径改

变，即

∫ t2

t1

dF (ξ, t)

dt dt 不随泛函宗量而改变，令

L′ = L+
dF
dt

则 L′ 定义的作用量取驻值时，L 定义的作用量也取驻值，通过变分原理找到的

路径也相同

Conclusion3：Hamilton 体系
(1)Hamilton 函数蕴含的动力学信息

(2)Hamilton 函数按照正则方程的形式在相空间中生成一速度场，相空间中的运

动遵循此速度场的体系即为 Hamilton 体系

(3)Hamilton 体系的判断，数学上就是能否找到标量势函数描述某矢量场

例 3.1：单自由度体系在相空间中的运动由以下速度场确定：

q̇ = p, ṗ = aq + bp
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a, b 均不为零. 判断该体系是否为 Hamilton 体系

解：若为 Hamilton 体系，则存在 H，使得

∂H

∂p
= p

∂H

∂q
= −aq − bp

成立，由第一式：
∂2H

∂p∂q
= 0，由第二式：

∂2H

∂p∂q
= −b，故找不到合适的 H，使得

上述矢量场为 H 生成的 Hamilton 矢量场，不是 Hamilton 体系

四、Poisson 括号

1.Poisson 括号定义

Poisson 括号定义在偶数维空间上，两个力学量之间的 Poisson 括号定义为：

[f, g]ξ
∆
=

∂f

∂ξα
Ωαβ

∂g

∂ξβ
=

∂f

∂qk

∂g

∂pk
− ∂f

∂pk

∂g

∂qk
(4.1.1)

此时以 ξ = (q, p) 作为正则变量，若以 η = (Q,P ) 作为正则变量：

[f, g]η =
∂f

∂ηα
Ωαβ

∂g

∂ηβ

不一定等于 [f, g]ξ，故括号通过下标区分

2.Poisson 括号的数学性质

(1) 反对称性

[f, g] = −[g, f ] (4.2.1)

(2) 双线性性

[f, ag + bh] = a[f, g] + b[f, h] (4.2.2)

(3)Jacobi 恒等式

[f, [g, h]] + [h, [f, g]] + [g, [h, f ]] = 0 (4.2.3)
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(4)Leibniz 法则

[f, gh] = g[f, h] + h[f, g] (4.2.4)

(5) 链式法则

[f, g(h)] =
∂g

∂h
[f, h] (4.2.5)

(6) 对参数的偏导数

∂t[f, g] = [∂tf, g] + [f, ∂tg] (4.2.6)

以上性质都可以通过定义得到

⋆(7) 基本 Poisson 括号

[ξα, ξβ]ξ = Ωαβ

则 [qi, pj] = δij = −[pi, qj]，更一般地，有：[f(q), g(q)] = [h(p),m(p)] = 0

3.Poisson 括号在 Hamilton 体系的应用

(1) 力学量随时间的变化

df(ξ, t)
dt =

∂f

∂ξi
ξ̇i +

∂f

∂t
=

∂f

∂ξi
Ωij

∂H

∂ξj
+

∂f

∂t

= [f,H] +
∂f

∂t
(4.3.1)

若力学量不显含时间 t，且力学量与 Hamilton 函数的 Poisson 括号为 0，则该力

学量守恒，Poisson 括号给出了判断守恒量的方式

(2) 力学量的 Taylor 展开

设力学量 f(ξ) 不显含时间 (但是 ξ 是时间的函数)，在 t = 0 处的 Taylor 展

开为：

f =
∞∑
n=0

tn

n!

(dnf

dtn
)
t=0



12

由式(4.3.1)有：df
dt = [f,H]，力学量 [f,H] 也不显含时间，故：

d2t

dt2 = [[f,H], H]

则力学量的展开可以用 Poisson 括号表示为

f = f0 + [f,H]t=0t+
1

2!
[[f,H], H]t=0t

2 +
1

3!
[[[f,H], H], H]t=0t

3 + · · · (4.3.2)

(3)Poisson 定理

两个力学量作 Poisson括号会给出新的力学量，该力学量对时间求全导数有：
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d
dt [f, g] = ∂t[f, g] + [[f, g], H] = [∂tf, g] + [f, ∂tg] + [[f, g], H]

= [∂tf + [f,H], g] + [f, ∂tg + [g,H]]

= [
df
dt , g] + [f,

dg
dt ] (4.3.3)

由 Jacobi 恒等式：= [f, [g,H ]] + [[f,H ], g]

通过此定理可以将两个守恒量作 Poisson 括号得到新的守恒量，提供了一种构建

守恒量的方式，但是构造出来的守恒量不一定与原有守恒量独立

由 Poisson 定理知，Poisson 括号对时间的求导形式类似于乘积的求导，则

由 Leibniz 法则可类比

dn

dtn [f, g] =
n∑

k=0

Ck
n[f

(k), g(n−k)] =
∑

k+l=n

n!

k!l!
[f (k), g(l)] (4.3.4)

4.Poisson 括号判断 Hamilton 体系

由式(3.2.4)有

[ξα, Xβ] = [ξβ, Xα]

⇒[ξα, ξ̇β] + [ξ̇α, ξβ] = 0

例如对单自由度体系，判断是否为 Hamilton 体系的条件为：

[q, ṗ] + [q̇, p] = 0

Conclusion4：Poisson 括号
(1) 定义

(2) 数学性质：⋆ 基本 Poisson 括号

(3) 应用：判断/构造守恒量，判断 Hamilton 体系，对力学量 Taylor 展开
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五、正则变换

1.p 正则变换的定义

以 ξ = (q, p) 作为正则变量，任意给定一 H 生成一 Hamilton 体系，现在用

另一组变量 η = η(ξ)，若此时该体系仍为 Hamilton 体系，则称该变换对该 H 是

类正则的，若对任意的 H，经过该变换都为 Hamilton 体系，则称其为正则变换

由于 ξ 和 η 都可作为正则变量，故正则变换是可逆的

det(M) = det(∂ηα
∂ξβ

) 6= 0

2. 判断正则变换的条件

首先定义一个力学量 Λαβ

Λαβ
∆
= [ξα, ξβ]η =

∂ξα
∂ηρ

Ωρσ
∂ξβ
∂ησ

(5.2.1)

设该变换为正则的，则由式(4.3.1)(4.3.3)有：

dΛαβ

dt = [Λαβ, H]ξ +
∂Λαβ

∂t
dΛαβ

dt = [ξ̇α, ξβ]η + [ξα, ξ̇β]η

⇒[ξ̇α, ξβ]η + [ξα, ξ̇β]η = [Λαβ, H]ξ +
∂Λαβ

∂t
(5.2.2)

若变换是正则的，则式(5.2.2)对任意的 H 都成立

若 H = const，则由正则方程有 ξ̇α = 0, [Λαβ, H]η = 0 ⇒ ∂tΛαβ = 0 即该力学

量不显含时间，式(5.2.2)改写为

[ξ̇α, ξβ]η + [ξα, ξ̇β]η = [Λαβ, H]ξ (5.2.3)

若H = Cγξγ，则 ξ̇α = Cγ[ξα, ξγ]ξ = CγΩαγ = const，则有 [Λαβ, H]ξ ≡ 0式(5.2.3)改

写为

[ξ̇α, ξβ]η + [ξα, ξ̇β]η = 0 (5.2.4)
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若 H =
1

2
Cρσξρξσ，则

ξ̇α = Cρσ[ξα,
1

2
ξρξσ]ξ =

1

2
Cρσξσ[ξα, ξρ]ξ +

1

2
Cρσξρ[ξα, ξσ]ξ

=
1

2
CρσξσΩαρ +

1

2
CρσξρΩασ = CρσξσΩαρ

则式(5.2.4)可以写为

[ξ̇α, ξβ]η + [ξα, ξ̇β]η = CρσΩαρ[ξσ, ξβ]η + CρσΩβρ[ξα, ξσ]η = 0

⇒ CρσΩαρΛσβ + CρσΩβρΛασ = 0

⇒ ΩCΛ+ ΛCTΩT = 0

⇒ ΩCΛ = ΛCΩ(左乘 Ω，右乘 Ω)

⇒ CΛΩ = ΩΛC(令 C = I，则 Λ,Ω 可交换)

⇒ C(ΩΛ) = (ΩΛ)C

⇒ ΩΛ = −aI

⇒ Λ = aΩ (5.2.5)

则，若变换是正则变换，则一定有式(5.2.5)成立，它代表基本 Poisson 括号的不

变性. 下证满足该条件的变换一定是正则变换：力学量 f(ξ, t), g(ξ, t) 在新坐标作

为正则变量下的 Poisson 括号为

[f, g]η =
∂f

∂ξα
[ξα, ξβ]η

∂g

∂ξβ
= a

∂f

∂ξα
Ωαβ

∂g

∂ξβ
= a[f, g]ξ

两边对时间求全导数：

d
dt [f, g]η = a[

df
dt , g]ξ + a[f,

dg
dt ]ξ

= [
df
dt , g]η + [f,

dg
dt ]η

正式 Poisson 定理的形式，Poisson 定理只在 Hamilton 体系成立，故变量换为

η = η(ξ, t) 后依然是 Hamilton 体系.

由上述讨论可知，一般正则变换的充分必要条件为式(5.2.5)



16

一般正则变换也可以由辛条件判断：定义变换的 Jacobi 矩阵

Mαβ
∆
=

∂ηα
∂ξβ

(5.2.6)

则力学量 Λαβ 可以写为

Λαβ =
∂ξα
∂ηρ

Ωρσ
∂ξβ
∂ησ

= [M−1Ω(MT )−1]αβ

则式(5.2.5)可以写为

M−1Ω(MT )−1 = aΩ ⇒ M−1 = aΩMTΩT

⇒MM−1 = aMΩMTΩT 或 M−1M = aΩMTΩTM

⇒Ω = aMΩMT 或 Ω = aMTΩM (5.2.7)

当 a = 1 时，式(5.2.7)称为辛条件，满足此条件的 M 称为辛矩阵

将第一个式子展开写：

Ωαβ = (aMΩMT )αβ = a
∂ηα
∂ξρ

Ωρσ
∂ηβ
∂ξσ

= [ηα, ηβ]ξ (5.2.8)

式(5.2.8)也可以作为一般正则变换的条件

3. 受限正则变换的判断

当 a = 1 时称作首先正则变换，一般说的正则变换都指此受限正则变换，由

第二节可知，正则变换的条件为：

(1)Poisson 括号的不变性

[ξα, ξβ]η = [ηα, ηβ]ξ = Ωαβ (5.3.1)

[f, g]ξ = [f, g]η (5.3.2)

(2) 辛条件

MΩMT = Ω 或 MTΩM = Ω (5.3.3)
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(3) 可积条件

存在函数 F (ξ, t)

pkδqk − PiδQi = δF (q, p, t) (5.3.4)

其中 F (q, p, t) 称为生成函数. 可以证明，该可积条件与辛条件等价

又 δQi =
∂Qi

∂qk
δqk +

∂Qi

∂pk
δpk，δF =

∂F

∂qk
δqk +

∂F

∂pk
δpk，则式(5.3.4)可以写为

(pk − Pi
∂Qi

∂qk
)δqk − Pi

∂Qi

∂pk
δpk =

∂F

∂qk
δqk +

∂F

∂pk
δpk (5.3.5)

则可积条件实际上是存在 F 使得下式成立

pk − Pi
∂Qi

∂qk
=

∂F

∂qk

−Pi
∂Qi

∂pk
δpk =

∂F

∂pk
(5.3.6)

4. 正则变换的数学物理推论

(1) 数学性质

对辛条件两边取行列式可得 |det(M)| = 1，事实上，辛矩阵的行列式只能取

1(见本节最后). 由辛矩阵的定义可以看出，若 M 是辛矩阵，则 M−1 也为辛矩

阵，若 M1 M2 为辛矩阵，则乘积 M1M2 也为辛矩阵. 前者指正则变换的逆变换

为正则变换，后者说的是正则变换的复合也是正则变换

以 ξ = (q, p) 作正则变量，相空间中一确定区域的体积为∫
dξ1 · · · dξ2s

正则变换后的变量为 η = (Q,P )，变换前后的区域是一一对应的，则上述区域在

变换后的相空间中的体积为 ∫
dη1 · · · dη2s

两体积的关系为∫
dη1 · · · dη2s =

∫
|det(M)|dξ1 · · · dξ2s =

∫
dξ1 · · · dξ2s (5.4.1)
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故正则变换不改变相空间中的体积

(2)Hamilton 体系的演化与正则变换

设 t 时刻由 H(ξ, t) 生成的体系的状态为 ξ(t)，过了时间 τ 后，体系变成

ξ(t+ τ) 则有：

ξα(t+ τ) =
∞∑
n=0

τn

n!

(dnξα
dtn

)
t

定义：

ηα =
∞∑
n=0

τn

n!

(dnξα
dtn

)
t

将 Hamilton 体系随时间的演化看作是从 ξ 到 η 的变换，事实上，该变换即为正

则变换

[ηα, ηβ]ξ =
∞∑
k=0

∞∑
l=0

τ k+l

k!l!
[ξ(k)α , ξ

(l)
β ]ξ =

∞∑
n=0

τn

n!

∑
k+l=n

n!

k!l!
[ξ(k)α , ξ

(l)
β ]ξ

=
∞∑
n=0

τn

n!

dn

dtn [ξα, ξβ]ξ = Ωαβ

则 Hamilton 体系随时间的演化可以看作正则变换

(3)Liouville 定理

设想相空间内有一块区域，该区域随着时间在不断演化，由于 Hamilton 体

系随时间演化为正则变换，正则变换又不改变体积，故某块确定区域在相空间中

随时间演化的过程中保持体积不变

Γ =

∫
dξ1 · · · dξ2s = const

该结论称为 Liouville 体积定理

设想某块确定区域中分布有 N 个相点，在体积 ∆Γ (ξ, t) 中分布有 ∆N(ξ, t)

个相点，则可以定义数密度 n

n
∆
=

∆N(ξ, t)

∆Γ (ξ, t)
= n(ξ, t)
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满足 ∫
ndξ1 · · · dξ2s = N

令 ρ(ξ, t) =
n

N
为归一化的数密度——态密度函数，满足∫

ρdξ1 · · · dξ2s = 1

在随时间演化的过程中，区域内的相点不会进出该正则区域，若有相点进出，则

必然在某时刻 t 会与区域边界上的相轨迹相交，这是不允许的，故随时间演化过

程中，正则区域内的相点数目不变. 又由于正则区域体积不变，故 ρ(ξ, t) 不变，

是运动常数，这就是 Liouville 定理

dρ
dt = 0 (5.4.2)

即已知 t0 时，ξ0 处的态密度 ρ0，则之后 ξ0 演化为 ξ，在此处的态密度也为 ρ0

将式(5.4.2)利用 Poisson 括号写为

dρ
dt = [ρ,H]ξ + ∂tρ = 0

⇒ ∂ρ

∂ξα
Ωαβ

∂H

∂ξβ
+ ∂tρ = 0

⇒ ∂

∂ξα
(ρΩαβ

∂H

∂ξβ
)− ρΩαβ

∂2H

∂ξα∂ξβ
+ ∂tρ = 0

⇒∂αJα + ∂tρ = 0 (5.4.3)

αβ 指标在分母上对称，在 Ω 上反对称，故该项为 0

其中 Jα = ρΩαβ
∂H

∂ξβ
⇒ J = ρΩ

∂H

∂ξ
= ρ∆H 则式(5.4.3)可写为

∇ · J + ∂tρ = 0 (5.4.4)

正是连续性方程的形式

5. 新 Hamilton 函数
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设正则变换 ξ → η = η(ξ, t) 则有

η̇α = [ηα, H]ξ + ∂tηα = [ηα, H]η + ∂tη

若正则变换不显含 t，则有 η̇α = [ηα, H]η 此时把 H 中的 ξ 都用 η 表示出来就是

新的 Hamilton 函数

对于一般的情况，通过相空间的 Hamilton 原理寻找新 Hamilton 函数

在 ξ 相空间中有

δ

∫
L̃H(ξ, ξ̇, t)dt = 0 (5.5.1)

其中 L̃H = q̇kpk −H

在 η 相空间中有

δ

∫
L̃K(η, η̇, t)dt = 0 (5.5.2)

其中 L̃K = Q̇kPk −K. 式(5.5.1)和(5.5.2)相减有

δ

∫
L̃dt = 0 (5.5.3)

其中 L̃ = (K −H) + (q̇kpk − Q̇kPk)，将 Qi 展开写得到

L̃ = (K −H)− ∂Qi

∂t
Pi + (pk −

∂Qi

∂qk
Pi)q̇k −

∂Qi

∂pk
Piṗk (5.5.4)

则由式(5.3.6)得到

L̃ = K −H − ∂F

∂t
− ∂Qk

∂t
Pk +

dF
dt

最后一个全导数项对于 Lagrange 函数来说可以省略，即

L̃′ = K −H − ∂F

∂t
− ∂Qk

∂t
Pk

L̃′ 满足 Euler-Lagrange 方程

∂L̃′

∂ξα
=

d
dt

∂L̃′

∂ξ̇α
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显然等号右侧为 0，故 L̃′ 只是时间的函数 f(t)，不妨令其为 0，我们就找到了新

的 Hamilton 函数

K = H +
∂Qk

∂t
Pk +

∂F

∂t
(5.5.5)

总的来讲，判断正则变换的条件和新 Hamilton 函数的确定可以用一个式子

表达：正则变换可以使相空间中 Lagrange 函数规范不变！

L̃H − L̃K =
dF (ξ, t)

dt (5.5.6)

即

(K −H) + (q̇kpk − Q̇kPk) =
dF
dt (5.5.7)

两边同乘 dt

(K −H)dt+ (pkdqk − PkdQk) = dF =
∂F

∂qk
dqk +

∂F

∂pk
dpk +

∂F

∂t
dt

将 dQk 展开写后，dt 前的系数相等给出新 Hamilton函数，其余给出正则变换的

可积条件

⋆⋆6. 正则变换的分类

正则变换可以由变换的 Jacobi 矩阵来分类，该矩阵为：

M =


∂η1
∂ξ1

. . .
∂η1
∂ξ2s

...
...

∂η2s
∂ξ1

. . .
∂η2s
∂ξ2s

 =


∂Q

∂q

∂Q

∂p
∂P

∂q

∂P

∂p

 =

 III I

IV II



若部分 I的矩阵块非奇异，即 det(∂Qi

∂pj
) 6= 0，则此时 p可以用 q,Q表示出来，即

此时独立变量是 q,Q，p, P 可以用独立变量表示

(1) 第一类正则变换

矩阵块 I 非奇异的情况下即为第一类正则变换，此时，q,Q 为独立变量，生

成函数为 F1 = F1(q,Q, t)，由式(5.5.7)可知

(K −H)dt+ (pkdqk − PkdQk) =
∂F1

∂qk
dqk +

∂F1

∂Qk

dQ+
∂F1

∂t
dt
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由此给出第一类正则变换满足的方程

∂F1

∂qk
= pk

∂F1

∂Qk

= −Pk

K = H +
∂F1

∂t

由上述方程可知，任意给定一个生成函数可以生成一个正则变换，任一确定的正

则变换都可以确定一生成函数. 生成函数已知可以将 p 写成 q,Q, t 的函数，将其

反解，就得到 Q = Q(q, p, t)，代入另一方程可得到 P (q, p, t)，就确定了正则变换

的形式

(2) 第二类正则变换

矩阵块 II 非奇异的情况下为第二类正则变换，此时独立变量为 q, P .

仍由式(5.5.7)可知

(K −H)dt+ (pkdqk − PkdQk) = dF

在两边加上 d(PkQk) 则有

(K −H)dt+ (pkdqk +QkdPk) = dF2 =
∂F2

∂qk
dqk +

∂F2

∂Pk

dPk +
∂F2

∂t

由此得到第二类正则变换满足的方程为

∂F2

∂qk
= pk

∂F2

∂Pk

= Qk

K = H +
∂F2

∂t

(3) 第三类正则变换

矩阵块 III 非奇异的情况下为第三类正则变换，此时独立变量为 p,Q.
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类似的，得到第三类正则变换满足的方程为

∂F3

∂pk
= qk

∂F3

∂Qk

= Pk

K = H +
∂F3

∂t

(4) 第四类正则变换

矩阵块 IV 非奇异的情况下为第四类正则变换，此时独立变量为 p, P .

类似的，得到第四类正则变换满足的方程为

∂F4

∂pk
= qk

∂F4

∂Pk

= Qk

K = H +
∂F4

∂t

上述即为正则变换的一种分类，正则变换还有其他分类方式. 某正则变换可以同

时属于多种正则变换

Conclusion5：正则变换
(1) 判断条件：Poisson 括号/辛条件/可积条件

(2) 推论：数学推论/体系随时间演化为正则变换/Liouville 定理

(3) 寻找新 Hamilton 函数，正则变换可以使相空间中 Lagrange 函数规范不变

(4) 正则变换的分类

附：辛矩阵行列式为一的证明

设辛矩阵为 M，则变换 η = Mξ 一定为正则变换，设其为第二类正则变换，以

q, P 作独立变量，则 (q, p)到 (Q,P )的过程可分为 (q, p)先到 (q, P )再到 (Q,P ).

第一步变换的 Jacobi 行列式为

∂(q, P )

∂(q, p)
=

∂(P1 · · ·Ps)

∂(p1 · · · ps)
=

1

detA
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第二步变换的 Jacobi 行列式为

∂(Q,P )

∂(q, P )
=

∂(Q1 · · ·Qs)

∂(q1 · · · qs)
= detB

则从 ξ 变换到 η 的 Jacobi 行列式为

∂(Q,P )

∂(q, p)
=

detB
detA

Bij =
∂Qi

∂qj
=

∂

∂qj

∂F2

∂Pi

=
∂

∂Pi

∂F2

∂qj
=

∂pj
∂Pi

= Aji 即 A = BT ⇒ detA = detB

由此可知 detM =
detB
detA = 1

六、Hamilton-Jacobi 理论

1.Hamilton-Jacobi 方程

通过正则变换可以使得 Hamilton函数的形式变得简单，显然，Hamilton函数

最简单的形式为 H(Q,P, t) ≡ 0，此时，由 Hamilton正则方程可知 Q = const, P =

const. 故我们寻求一类生成函数，使得变换后的新 Hamilton 函数恒为 0(只讨论

第二类正则变换).

将这种生成函数记作 S(q, P, t)，称其为 Hamilton 主函数，首先要满足正

则变换的 Hess 条件：

det( ∂2S

∂qi∂Pj

) 6= 0 (6.1.1)

为了使新 Hamilton 函数为 0，还需要满足以下条件：

K = H(q, p, t) +
∂S(q, P, t)

∂t
= 0 (6.1.2)

第二类正则变换都以 (q, P ) 作为独立变量，故应把上述方程中的 p 用 (q, P ) 表

示出来，由正则变换的理论可知：

∂S

∂qk
= pk
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故方程(6.1.2)可写成

−∂S

∂t
= H(q,

∂S

∂q
, t) (6.1.3)

方程(6.1.3)就被称为 Hamilton-Jacabi 方程，可以看出，方程并不显含 P，并

且该方程一般不是线性的，是非线性偏微分方程，理论上可以由此方程解出 S.

由正则变换的理论可知

pk =
∂S

∂qk
= pk(q, P, t) (6.1.4a)

Qk =
∂S

∂Pk

= Qk(q, P, t) (6.1.4b)

一旦给定了初始条件，那么 (Q,P ) 的数值就确定了，从式(6.1.4b)中可以反解出

qk，并代入(6.1.4a)中可以得到 pk

对于 Hamilton 主函数，将其对时间求导得到：

dS
dt =

∂S

∂qk
q̇k +

∂S

∂Pk

Ṗk +
∂S

∂t
= pkq̇k +QkṖk −H

由于 (Q,P ) 为常数，故 Ṗk = 0 则有：

dS
dt = pkq̇k −H

这刚好是 Hamilton 函数对广义动量的 Legendre 变换，也就是 Lagrange 函数，

由此可以看出

S =

∫
(pkq̇k −H)dt

正是作用量的形式，只不过此处积分是不定限积分

2. 主函数和特征函数

偏微分方程的解由一般积分与完全积分构成，我们要找的主函数是 H-J 方

程的完全积分解，完全积分只依赖于若干常数

例：H = p，求解该单自由度运动

解：由 H-J 方程可知：−∂S

∂t
=

∂S

∂q
则 S 的解一定满足 S = f(q − t)，不妨令

S = C1(q− t)+C0，令 C1 = P,C0 = 0则 S = P (q− t)，由式(6.1.4a)和(6.1.4b)可
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知：

p =
∂S

∂q
= P

Q =
∂S

∂P
= q − t

故 (q, p)便成功解出，若给初始条件 q0, p0，则有 P = p0 Q = q0 ⇒ p = p0, q = q0+t

在上述过程中，令 C1 = P，但是不能令 C0 = P，因为这样不满足 Hess 条

件. 而令 C0 = 0 完全是因为它是无关紧要的常数，S 加减常数依然满足 H-J 方

程，这常数称为相加常数

常见的问题是 Hamilton 函数不显含时间的情形，对于这样的体系，不妨将

其主函数写为以下形式

S(q, t) = W (q) + T (t) (6.2.1)

这时 H-J 方程(6.1.3)就可以写成

−∂T

∂t
= H(q,

∂W

∂q
) (6.2.2)

左边是 t的函数，右边是 q 的函数，并且对任意 q, t都成立，故左右两边都等于某

一个相同的常数 (由 Hamilton函数不显含时间，Hamilton函数是守恒量也可知)，

不妨将其记作 P1，即变换后的某一个广义动量.函数 W (q)就称为 Hamilton 特

征函数. 此时有

∂T

∂t
= −P1 (6.2.3a)

H(q,
∂W

∂q
) = P1 (6.2.3b)

式(6.2.3a)的解为 T = −P1t. 现在，对于 Hamilton 函数不显含时间体系有：
S(q, t) = W (q)− P1t

H(q,
∂W

∂q
) = P1

在上述讨论中，Hamilton 主函数中并没有写 P，这是由于 P 为常数，在微分方

程求解中无贡献. 共同常数 P1 通常为体系能量 E
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例：求解简谐振子：H =
p2

2m
+

1

2
mω2q2 的运动，即 (q, p) 随时间的演化

解：由方程(6.2.3b)可知

1

2m
(
∂W

∂q
)2 +

1

2
mω2q2 = P1

解出：

W =

∫ √
2mP1 −m2ω2q2dq

Hamilton 主函数就可写为

S =

∫ √
2mP1 −m2ω2q2dq − P1t

由第二类生成函数满足的方程(6.1.4a)(6.1.4b)可知
p =

∂S

∂q
= 2mP1 −m2ω2q2

Q =
∂S

∂P1

=

∫
mdq√

2mP1 −m2ω2q2
− t =

1

ω
arcsin

(√
mω2

2P1

q

)
− t

从中反解出 (p, q) 即可

3. 分离变量与完全可分离体系

第 2 节的讨论将主函数分成 W (q) 与 −P1t 两部分，相当于将变量 q, t 分离，

那么不同的 qk 在什么时候可以分离呢？即将特征函数写为如下形式

W (q) = W̄ (q̄) +Ws(qs) (6.3.1)

其中 qs 是被分离出去的变量，q̄ 代表其余广义坐标. 下面列举几种常见可分离变

量的情形

情形 I 当 Hamilton 函数含有某个循环坐标时，即 Hamilton 函数有如下形

式

H = H(q̄, p̄, ps)

不显含 qs，则与 qs 共轭的广义动量 ps 守恒，将其记作 Ps，则有

Ps =
∂W

∂qs
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则特征函数可写为

W (q) = W̄ (q̄) +Ws(qs) = W̄ (q̄) + Psqs (6.3.2)

将其代入 Hamilton 函数中有

H(q̄,
∂W̄

∂q̄
, Ps) = P1 (6.3.3)

这就将变量 qs 分离出去了

情形 II 当 H 具有如下形式：

H = H̄(q̄, p̄) +Hs(qs, ps) (6.3.4)

将形如(6.3.1)的特征函数代入上式可得到

H̄(q̄,
∂W̄

∂q̄
) +Hs(qs,

∂Ws

∂qs
) = P1

则可以令

H(qs,
∂Ws

∂qs
) = Ps (6.3.5)

则有

H(q̄,
∂W̄

∂q̄
) = P1 − Ps

这样，关于特征函数的 s 个变量的偏微分方程化为一个常微分方程和一个 s − 1

个变量的偏微分方程

情形 III 当 H 乘某个函数 f(q̄) 后可以写成(6.3.4)的形式，即

f(q̄)H = H̄(q̄, p̄) +Hs(qs, ps)

则有

H̄(q̄,
∂W̄

∂q̄
) +Hs(qs,

∂Ws

∂qs
) = P1f(q̄)

改写一下形式：

H̄(q̄,
∂W̄

∂q̄
)− P1f(q̄) = Hs(qs,

∂Ws

∂qs
)
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左右两边的变量被分离，故左右两边都等于某个同样的常数，则有：

Hs(qs,
∂Ws

∂qs
) = Ps (6.3.6a)

H̄(q̄,
∂W̄

∂q̄
)− P1f(q̄) = Ps (6.3.6b)

这与情形 II 类似. 若乘 f(qs) 后变成式(6.3.4)的形式，则与上述情形类似

若上述分离变量把所有广义坐标全分开了，那么此时的 Hamilton 特征函数

可写为

W =
s∑

i=1

Wi(qi, P )

每一个 Wi 都只依赖于 qi，当然，还可以依赖于所有的 P . 这样的体系就叫做完

全可分离体系，此时 Hamilton 主函数可写为

S =
s∑

i=1

Wi(qi, P )− P1t

再由正则变换满足的方程(6.1.4a)(6.1.4b)可知：

pk =
∂Wk

∂qk
= pk(qk, P ) (k = 1, 2 . . . ) (6.3.7a)

Qk =
s∑

i=1

∂Wi

∂Pk

= Qk(q, P ) (k = 2, 3 . . . ) (6.3.7b)

Q1 =
s∑

i=1

∂Wi

∂P1

− t = Q1(q, P, t) (6.3.7c)

可以看出，式(6.3.7a)为相轨迹在 qkpk 平面的投影，给出了广义坐标与共轭广义

动量的关系；式(6.3.7b)中含有广义坐标以及守恒量，故该式可以给出广义坐标

之间的关系，这就给出了体系在位形空间中的相轨道！式(6.3.7c)中含有时间，故

其可以告诉我们相轨迹的方向.

例：求解平方反比吸引力作用下粒子的轨道

解：采用极坐标，Hamilton 函数为

H =
p2r
2m

+
p2θ

2mr2
− α

r
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与 θ 共轭的广义动量守恒，将其记为 P2，则有：

P1 =
1

2m
(
∂W

∂r
)2 +

P 2
2

2mr2
− α

r

从中解出

W =

∫ √
2mP1 +

2mα

r
− P 2

2

r2
dr

则 Hamilton 主函数可以写为

S =

∫ √
2mP1 +

2mα

r
− P 2

2

r2
dr + P2θ − P1t

则以下式子可以确定轨道：

Q =
∂S

∂P2

= −
∫

P2dr

r2

√
2mP1 +

2mα

r
− P 2

2

r2

+ θ

令 Q = θ0, P2 = l, P1 = E，根号下的式子配方，则有

θ − θ0 =

∫ dr

r2

√
m2α2

l4
(1 +

2El2

mα2
)− (

1

r
− mα

l2
)2

令 p
∆
=

l2

mα
, ε

∆
=

√
1 +

2El2

mα2
则可得出轨迹方程为：

r =
p

1 + ε cos(θ − θ0)

为一圆锥曲线

4. 体系可分离的条件

不同坐标系下有不同的条件限制，以球坐标系为例. 球坐标系下粒子 Hamil-

ton 函数的一般形式为

H =
p2r
2m

+
p2θ

2mr2
+

p2ϕ
2mr2 sin2 θ

+ U(r, θ, ϕ) (6.4.1)

当势能具有什么形式，特征函数可以写成 W (q) = Wr(r) +Wθ(θ) +Wϕ(ϕ) 的形

式？将该特征函数代入式(6.2.3b)可得

r2(
∂Wr

∂r
)2 + (

∂Wθ

∂θ
)2 +

1

sin2 θ
(
∂Wϕ

∂ϕ
)2 = 2mr2(P1 − U) (6.4.2)
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最一般的情况，当 r2U 可以写成 r2U = A(r) + V (θ, ϕ) 的情况时，上述方程就可

将广义坐标 r 分离开来，将其代入式(6.4.2)有

2mr2P1 − 2mA(r)− r2(
∂Wr

∂r
)2 = (

∂Wθ

∂θ
)2 +

1

sin2 θ
(
∂Wϕ

∂ϕ
)2 + 2mV (θ, ϕ)

令左右都等于常数 P2，则有

2mr2P1 − 2mA(r)− r2(
∂Wr

∂r
)2 = P2 (6.4.3a)

sin2 θ(
∂Wθ

∂θ
)2 + (

∂Wϕ

∂ϕ
)2 + 2m sin2 θV (θ, ϕ) = sin2 θP2 (6.4.3b)

类似的，若 sin2 θV = B(θ)+C(ϕ)则从式(6.4.3b)中可以把 θ 和 ϕ分离.综上，当

势能满足以下形式时，广义坐标可分离

U =
A(r)

r2
+

V (θ, ϕ)

r2
=

A(r)

r2
+

B(θ)

r2 sin2 θ
+

C(ϕ)

r2 sin2 θ
∆
= a(r) +

1

r2
(b(θ) +

c(ϕ)

sin2 θ
)

七、作用变量与角变量理论 (AA 理论)

此部分不采用求和约定. 讨论完全可分离体系的准周期性运动，准周期性运

动指的是在每个 qkpk 平面内作周期运动，整体是否作周期运动取决于每个周期

的周期比

1. 作用变量：Jk

对于不显含时间的 Hamilton 体系，其主函数可以写为 S = W (q, P ) − P1t，

以该函数作为第二类生成函数所生成的正则变换是化零正则变换 (新 Hamilton

函数为 0)，现在只以 W (q, P ) 作为第二类生成函数，显然，满足 Hess 条件：

det( ∂2W

∂qi∂Pj

) = det( ∂2S

∂qi∂Pj

) 6= 0

这时，新 Hamilton 函数为 K = H = P1，不是化零正则变换，通过正则方程可

得：Q̇1 = 1，其余的 Pk，Qk 均为守恒量

现定义 Jk
∆
=

1

2π

∮
ck

pkdqk，将其称为作用变量，显然，它是 P 的函数.其中的

ck 为 qkpk 平面内一个周期的相轨迹.忽略掉积分前面的常数，该积分就是一个周
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期内 qkpk 平面内相轨迹围成的面积 (相轨迹闭合时可这么说，若不闭合则是一个

周期内相轨迹与坐标轴围成的曲边梯形的面积).积分里面的 pk =
∂W

∂qk
，故作用变

量只依赖于正则变换后的广义动量 P . 现考虑是否可以从中反解出 Pk = Pk(J).

由作用变量的定义可知：

Dij =
∂Ji

∂Pj

=
1

2π

∂

∂Pj

∮
ck

∂W

∂qi
dqi =

1

2π

∮
ck

∂2W

∂qi∂Pj

dqi

则该 Jacobi 行列式为

detD = det( 1

2π

∮
ck

∂2W

∂qi∂Pj

dqi) = (
1

2π
)s
∮
ck

det( ∂2W

∂qi∂Pj

)dq1 . . . dqs 6= 0

故可以从中把所有的 Pk 反解出来，此时，新 Hamilton 函数也就已知了，就是

K = P1(J)

注：从定义可以看出所有的作用变量也是守恒量，因为只依赖于 P，而 P 都

是守恒量. 此时，可以将 W (q, P ) 中的 P 都用 J 表示，得到只关于 q, J 的函数

W̃ (q, J)，该函数也可作为第二类生成函数.

2. 角变量：Θk

以 W̃ (q, J) 作为第二类生成函数，与 Jk 共轭的广义坐标记为 Θk，称其为角

变量，由正则变换的理论知：

Θk
∆
=

∂W̃

∂Jk

= Θk(q, J) (7.2.1)

考察一个周期内 Θk 随着 qk 的变化：

∆Θk =

∮
ck

∂Θk

∂qk
dqk =

∂

∂Jk

∮
ck

∂W̃

∂qk
dqk =

∂

∂Jk

(2πJk) = 2π

当 qk 变化一个周期，Θk 随之的变化为 2π!

3. 运动角频率

经过上述讨论，寻得一正则变换，其生成函数为 W̃ (q, J)，变换后的新 Hamil-

ton 函数为 K = P1(J) = E(J)，由 Hamilton 正则方程可知：

Θ̇k =
∂E

∂Jk

∆
= ωk ⇒ Θk = ωkt+ ϕk (7.3.1a)

J̇k =
∂E

∂Θk

= 0 (7.3.1b)
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当 t 变化一个周期 τ 时，∆Θk = 2π = ωkτ ⇒ ωk =
2π

τ
，故 ωk 就是准周期运动

的角频率！

Conclusion：利用 AA 理论求解准周期性运动角频率
(1) 通过 H-J 方程解出特征函数 W (q, P ) ⇒ pk =

∂W

∂qk
= pk(q, P )

(2)Jk
∆
=

1

2π

∮
ck

pkdqk = Jk(P ) ⇒ Pk = Pk(J)(解出 P1 就足够)

(3)∂P1

∂Jk

= ωk

注：将 H-J 方程分离变量后，有时可直接算出 qkpk 平面内相轨迹的面积，便无

需解出特征函数的形式

例：二维 Kepler 问题：H =
p2r
2m

+
p2θ

2mr2
− α

r

pr =

√
2mE +

2mα

r
− P 2

θ

r2
，则有

Jr =
1

2π

∮
ck

prdr = −Pθ + α

√
−m

2E

Jθ =
1

2π

∮
ck

pθdθ = Pθ

从中解出 E = − mα2

2(Jr + Jθ)2
，则 ωr = ωθ =

mα2

(Jr + Jθ)3
，从中可以看出轨道是闭

合的，即 r 从近日点再回到近日点，θ 同时也转过 2π

若存在扰动，即 H =
p2r
2m

+
p2θ

2mr2
− α

r
+

δ

r2
，此时

pr =

√
2mE +

2mα

r
− P 2

θ + 2mδ

r2

则 E = − mα2

2(Jr +
√

J2
θ + 2mδ)2

= −mα2

2D2
此时 ωr 6= ωθ，故轨道不闭合，发生进动

ωr

ωθ

=
∂JθD

∂J1D
=

Jθ√
J2
θ + 2mδ

=
1√

1 +
2mδ

J2
θ

≈ 1− mδ

J2
θ

= 1− mδ

p2θ

设进动角为 ∆θ，则有

|∆θ

2π
| = |ωr

ωθ

− 1| = mδ

p2θ
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八、相空间中的对称与守恒

1.Nother 定理

若变换 ξα 7−→ ηα = ηα(ξ, t; ε) 为体系 H(ξ, t) 的对称变换，即：

L̃ε(ξ, ξ̇, t)
∆
= L̃(η, η̇, t) = L̃(ξ, ξ̇, t) +

dF (ξ, t, ε)

dt (8.1.1)

则 Γ = pksk −G为运动常数，其中 sk = sk(ξ, t)
∆
=

∂Qk

∂ε
|ε=0,G = G(ξ, t)

∆
=

∂F

∂ε
|ε=0

若无穷小变换 ξα 7−→ ηα = ξα + δξα 为 H(ξ, t) 的对称变换:

δL̃ = L̃(ξ + δξ, ξ̇ + δξ̇, t)− L̃(ξ, ξ̇, t) =
d
dtδF (8.1.2)

其中 δξα = εsα, δF = εG. 则 εΓ = pkδqk − δF 为守恒量. 相当于将 ε 看成无穷小

量，变换即多了一个无穷小偏移，即正则变量的变分

例：H =
p2

2m
− α

r
= H(r,p) 验证角动量守恒

考虑无穷小变换 δr = εn̂× r = ε× r, δp = εn̂× p = ε× p

已知 L̃ = p · ṙ −H(r,p)，则

δL̃ = δ(p · ṙ)− δH(r,p) = δp · ṙ + p · δṙ − ∂H

∂r
δr − ∂H

∂p
δp

= p · (ε× ṙ) + ṙ · (ε× p)− α

r3
r · δr − 1

m
p · δp = 0

故 δF = 0，则 p · (ε× r) = ε · (r × p) 为守恒量，由于 ε 任意，则角动量守恒.

2.Runge-Lenz 矢量

考虑如下无穷小变换：

δr = 2(ε · r)p− (ε · p)r − (r · p)ε = (ε× p)× r − ε× (r × p)

δp = (ε · p)p− mα

r3
(ε · r)r + (

mα

r
− p2)ε = (ε× p)× p− mα

r3
(ε× r)× r

平方反比力场：H =
p2

2m
− α

r
，由上述例子可知：
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δL̃ = δp · ṙ + p · δṙ + ( − α

r3
r · δr − 1

m
p · δp ) (8.2.1)

(1) (2) (3)

下述推导要用到：

a · [(ε× b)× c] = ε · [b× (c× a)]

a · [ε× (b× c)] = −ε · [a× (b× c)]

对于式(8.2.1)

(3) =
α

r3
r · [ε× (r × p)] +

α

r3
p · [(ε× r)× r]

=
α

r3
[−ε · [r × (r × p)] + ε · [r × (r × p)]] = 0

(2) = p · [(ε× ṗ)× r + (ε× p)× ṙ]− p · [ε× (ṙ × p) + ε× (r × ṗ)]

= ε · [ṗ× (r × p) + p× (ṙ × p)] + ε · [p× (ṙ × p) + p× (r × ṗ)]

= ε · d
dt [p× (r × p)] + ε · [p× (ṙ × p)]

(1) = ṙ · [(ε× p)× p]− mα

r3
ṙ · [(ε× r)× r]

= ε · [p× (p× ṙ)] +mαε · −[r × (r × ṙ)]

r3

=
ṙ

r
− r · ṙ

r3
r =

ṙ

r
− ṙr

r2
=

ṙ

r
+ (

d
dt

1

r
)r =

d
dt (

r

r
)

故 δL̃ = (3) + (2) + (1) =
d
dt{ε · [p× (r × p) +mαr̂]} =

d
dtδF，可以看出上述无

穷小变换确实是该体系的一个对称变换！该变换对应的守恒量为：

Γ = p · δr − δF

= p · [(ε× p)× r]− p · [ε× (r × p)]− δF

= ε · [p× (r × p)−mαr̂]
∆
= ε ·A
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定义 A = p× l−mαr̂ 为 Runge-Lenz 矢量，是平方反比力场中的守恒量.几何

上看说明的是近日点固定，不会发生进动

3. 无限小连续正则变换

对于恒等变换：qk = Qk, pk = Pk，一定是第二类正则变换，其第二类生成函

数 F2 = qkPk. 无限小正则变换只是在恒等变换基础上加了一些偏移：

F2 = qkPk + εG(q, P, t)

ε 已经是小量，故保留至一阶小量即可：G = G(q, p, t)

由正则变换的方程可知：

pk =
∂F2

∂qk
= pk + ε

∂G(q, p, t)

∂qk

Qk =
∂F2

∂Pk

= qk + ε
∂G(q, p, t)

∂pk

由上述二式可知：

δqk = ε
∂G

∂pk
= ε[qk, G]

δpk = −ε
∂G

∂qk
= −ε[pk, G]

故将 G 称之为无穷小变换的生成函数-连续 CT 的生成元

任意力学量 A(ξ, t) 的变分：

δA(ξ, t) = A(η, t)− A(ξ, t) = A(ξ + δξ, t)− A(ξ, t)
∆
= ε[A,G]

特别地：δH = ε[H,G]，故当 δH = 0，G 不显含 t 的时候，G 为守恒量

更一般的情况，定义

∆H
∆
= H(η, t)−K(η, t)

= [H(η, t)−H(ξ, t)]− [K(η, t)−H(ξ, t)]

= −ε{[G,H] + ∂tG}

故 ∆H = 0 等价于 G 是运动常数


