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中国科学技术大学物理学院 

2021～2022 学年第一学期考试试卷 

n! "####$% "#
#

课程名称：      理论力学         课程代码： 

开课院系：      物理学院         考试形式：闭卷  

姓  名：                学  号：                专  业：               

题 号 一 二 三 四 五     总 分 

得 分          

 

一、（25 分）讨论检验粒子（质量为𝑚）在两个固定粒子（𝑘, 𝑘!）力场中的

运动（如图所示）。由于问题的对称性，我们先在𝑜𝑥𝑦平面讨论之。两个固

定粒子的坐标分别为：(𝑐, 0), (−𝑐, 0),假设两个固定粒子对检验粒子施加的

都是向心力，检验粒子的势能为：𝑉 = + "
#
+ "!

#!
,其𝑘, 𝑘!为常数，𝑟, 𝑟!分别为：

𝑟 = 0(𝑥 − 𝑐)$ + 𝑦$, 𝑟! = 0(𝑥 + 𝑐)$ + 𝑦$. 根据问题的特点，进一步引入椭圆坐标系（𝑞%, 𝑞$）： 

𝑥 = 𝑐 cosh 𝑞% cos 𝑞$, 𝑦 = 𝑐 sinh 𝑞% sin 𝑞$。 

(1) 采用椭圆坐标，写出检验粒子的哈密顿量𝐻(𝑞%, 𝑞$, 𝑝%, 𝑝$) ； 

(2) 根据哈密顿正则方程，写出粒子的运动方程。 

 

二、（18 分）谐振子的哈密顿量为：𝐻(𝑞, 𝑝) = %
$
(𝑝$ + 𝜔$𝑞$)。如果我们选第一类生成函数（或

称母函数）为：𝐹%(𝑞, 𝑄) =
%
$
𝜔𝑞$ cot(2𝜋𝑄)。 

(1) 写出与母函数𝐹%对应的正则变换； 

(2) 写出新的哈密顿量𝐻@(𝑄, 𝑃)； 

(3) 根据新的哈密顿量写出谐振子的解：𝑞(𝑡), 𝑝(𝑡)。 

 

三、（16 分）某单自由度体系的哈密顿函数为𝐻 = &"

$
+ %

'"
, 假设𝑞(𝑡 = 0) = 1, 𝑝(𝑡 = 0) = 0， 

(1) 试根据哈密顿正则方程，写出体系的动力学方程；  

(2) 试利用哈密顿-雅克比（Hamilton-Jacobi）方法求解𝑞(𝑡)。 

 

四、（16 分）三维谐振子系统的哈密顿函数为 

𝐻 =
𝑝⃗$

2𝑚 +
1
2𝑘𝑥⃗

$ 

已知二次型力学量𝐺 
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𝐺 ≝ G H
1
2𝐴()𝑝(𝑝) +

1
2𝐵()𝑥(𝑥) + 𝐶()𝑥(𝑝)L

*

(,),%

 

是守恒量，即：
-.
-/
= 0，其中的系数矩阵𝐴, 𝐵, 𝐶是常数，且𝐴, 𝐵是对称矩阵。 

(1)利用泊松定理判断：这三个系数矩阵必须满足什么条件？  

(2)由上面的结论，推测坐标和动量的二次型中有哪几个线性无关的守恒量，即由

𝑥(𝑥) , 𝑝(𝑝) , 𝑥(𝑝)线性组合的物理量中有哪几种组合量为守恒量（除了𝐺）？ 

 

五、（25 分）拉格朗日陀螺为在重力场中的对称刚体（𝐼% = 𝐼$ ≠ 𝐼*）。它的拉格朗日量为：𝐿 =
0#
$
P𝜃̇$ + 𝜑̇$ sin$ 𝜃T + 0$

$
P𝜓̇ + 𝜑̇ cos 𝜃T$ −𝑚𝑔𝑙 cos 𝜃	。 

(1) 根据𝐿的对称性，找出系统的三个首积分并说明理由； 

(2) 根据刚体的欧拉动力学方程，证明广义动量𝑝1和𝑝2为运动积分。 

 

附录：可能用到的公式 

双曲函数的定义：𝒔𝒊𝒏𝒉	𝒙 = (𝒆𝒙 − 𝒆&𝒙)/𝟐; 	𝒄𝒐𝒔𝒉	𝒙 = (𝒆𝒙 + 𝒆&𝒙)/𝟐.	  恒等式：𝒄𝒐𝒔𝒉𝟐𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝒉𝟐𝒙 = 𝟏. 

欧拉-拉格朗日⽅程： 𝒅
𝒅𝒕
	4 𝝏𝑳
𝝏𝒒𝜶̇
5 − 𝝏𝑳

𝝏𝒒𝜶
= 𝟎；哈密顿正则⽅程：𝒒̇𝜶 =

𝝏𝑯
𝝏𝒑𝜶

, 𝒑̇𝜶 = − 𝝏𝑯
𝝏𝒒𝜶

 

泊松括号的定义：[𝒇(𝒒𝜶, 𝒑𝜶; 𝒕), 𝒈(𝒒𝜶, 𝒑𝜶; 𝒕)] ≡ ∑ 4 𝝏𝒇
𝝏𝒒𝜶
5 𝝏𝒈
𝝏𝒑𝜶

− 𝝏𝒇
𝝏𝒑𝜶

𝝏𝒈
𝝏𝒒𝜶𝜶  

泊松定理：𝒅𝒇
𝒅𝒕
= 𝝏𝒇

𝝏𝒕	
+ [𝒇,𝑯] 

总角度速度𝝎DDD⃑ 在本体坐标系（随动惯性系）中的分量： 

𝝎𝒙 = 𝝋̇𝐬𝐢 𝐧 	𝜽𝐬𝐢 𝐧𝝍 + 𝜽̇𝐜𝐨 𝐬𝝍	 ;	 	𝝎𝒚 = 𝝋̇𝐬𝐢 𝐧 	𝜽𝐜𝐨 𝐬𝝍 − 𝜽̇𝐬𝐢 𝐧𝝍	 ;	 		𝝎𝒛 = 𝝋̇𝐜𝐨 𝐬𝜽 + 𝝍̇ 

刚体运动的欧拉动⼒学⽅程: 

 𝑰𝟏𝝎̇𝟏 − (𝑰𝟐 − 𝑰𝟑)𝝎𝟐𝝎𝟑 = 𝑵𝟏, 		𝑰𝟐𝝎̇𝟐 − (𝑰𝟑 − 𝑰𝟏)𝝎𝟑𝝎𝟏 = 𝑵𝟐, 		𝑰𝟑𝝎̇𝟑 − (𝑰𝟏 − 𝑰𝟐)𝝎𝟏𝝎𝟐 = 𝑵𝟑 

正则变换（第⼀类母函数）： 

𝒅𝑭𝟏(𝒒, 𝑸, 𝒕) = 𝒑𝒅𝒒 − 𝑷𝒅𝑸+
𝝏𝑭𝟏
𝝏𝒕 𝒅𝒕

 

哈密顿-雅克比⽅程： 𝝏
𝝏𝒕	
𝑺(𝒒𝜶, 𝒕) + 𝑯4𝒒𝜶,

𝝏𝑺
𝝏𝒒𝜶

, 𝒕5 = 𝟎 

𝐒 = −𝐄𝐭 +𝐖(𝐪𝛂) + 𝐀, 𝑯4𝒒𝜶,
𝝏𝑾
𝝏𝒒𝜶
5 = 𝑬 

在笛卡尔坐标系(𝒙, 𝒚, 𝒛)，柱坐标系(𝒓,𝝓, 𝒛)以及球坐标系(𝒓, 𝜽,𝝓)中两点之间的距离分别为： 

𝒅𝒔𝟐 = 𝒅𝒙𝟐 + 𝒅𝒚𝟐 + 𝒅𝒙𝟐 = 𝒅𝒓𝟐 + 𝒓𝟐𝒅𝝓𝟐 + 𝒅𝒛𝟐 = 𝒅𝒓𝟐 + 𝒓𝟐𝒅𝜽𝟐 + 𝒓𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝜽𝒅𝝓𝟐 
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参考答案 

一、解答： 

（1）根据坐标变换，易得： 

𝑉 =
𝑘
𝑐
(cosh 𝑞! − cos 𝑞")#! +

𝑘′
𝑐
(cosh 𝑞! + cos 𝑞")#! 

𝑇 =
𝑚
2
(𝑥̇" + 𝑦̇") =

𝑚𝑐"

2
(cosh" 𝑞! − cos" 𝑞")5𝑞!̇" + 𝑞"̇"6 

正则动量的定义为： 

𝑝! =
𝜕𝐿
𝜕𝑞!̇

= 𝑚𝑐"(cosh" 𝑞! − cos" 𝑞")𝑞!̇ 

𝑝" =
𝜕𝐿
𝜕𝑞"̇

= 𝑚𝑐"(cosh" 𝑞! − cos" 𝑞")𝑞"̇ 

根据勒让德变换： 

𝐻 = 𝑝!𝑞!̇ + 𝑝"𝑞"̇ − 𝐿 
得到系统的哈密顿量为： 

𝐻 =
1

2𝑚𝑐"
(cosh" 𝑞! − cos" 𝑞")#!(𝑝!" + 𝑝"") +

𝑘
𝑐
(cosh 𝑞! − cos 𝑞")#! +

𝑘′
𝑐
(cosh 𝑞! + cos 𝑞")#! 

（2）代入哈密顿正则方程，得到如下的动力学方程： 

𝑞!̇ =
𝜕𝐻
𝜕𝑝!

=
1
𝑚𝑐"

(cosh" 𝑞! − cos" 𝑞")#!𝑝!, 

	𝑝!̇ = −
𝜕𝐻
𝜕𝑞!

=
1

2𝑚𝑐"
(cosh" 𝑞! − cos" 𝑞")#"	sinh 2𝑞! (𝑝!" + 𝑝"") +

𝑘
𝑐
(cosh 𝑞! − cos 𝑞")#" sinh 𝑞!

+
𝑘′
𝑐
(cosh 𝑞! + cos 𝑞")#" sinh 𝑞! 

𝑞"̇ =
𝜕𝐻
𝜕𝑝"

=
1
𝑚𝑐"

(cosh" 𝑞! − cos" 𝑞")#!𝑝", 

	𝑝"̇ = −
𝜕𝐻
𝜕𝑞"

=
1

2𝑚𝑐"
(cosh" 𝑞! − cos" 𝑞")#" sin 2𝑞" (𝑝!" + 𝑝"") +

𝑘
𝑐
(cosh 𝑞! − cos 𝑞")#" sin 𝑞"

−
𝑘′
𝑐
(cosh 𝑞! + cos 𝑞")#" sin 𝑞" 

      

二、解答： 

（1）由母函数的微分关系： 

𝑑𝐹!(𝑞, 𝑄, 𝑡) = 𝑝𝑑𝑞 − 𝑃𝑑𝑄 + 5𝐻E − 𝐻6𝑑𝑡 
易得： 

𝑝 =
𝜕𝐹!
𝜕𝑞 = 𝜔𝑞 cot(2𝜋𝑄) , 𝑃 = −

𝜕𝐹!
𝜕𝑄 = 𝜋𝜔𝑞"𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐"(2𝜋𝑄) 

整理后可得相应的正则变换为： 

𝑞 = L
𝑃
𝜋𝜔M

!/"

sin(2𝜋𝑄) , 𝑝 = L
𝑃𝜔
𝜋 M

!/"

cos(2𝜋𝑄) 

（2）新的哈密顿函数为： 

𝐻E(𝑄, 𝑃) = %&"
%'
+𝐻 = 𝐻5𝑞(𝑄, 𝑃), 𝑝(𝑄, 𝑃)6 = (

")
𝑃 ≡ 𝜈𝑃  

其中𝜈 ≡ (
")
为谐振子的频率。 

（3）根据哈密顿正则方程有： 
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𝑄̇ =
𝜕𝐻E
𝜕𝑃 = 𝜈, 𝑃̇ = −

𝜕𝐻E
𝜕𝑄 = 0 

积分上两式： 

𝑄(𝑡) = 𝜈(𝑡 − 𝑡*), 𝑃(𝑡) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. =
𝐸
𝜈 

代入正则变换，得： 

𝑞(𝑡) = 𝑎 sin𝜔(𝑡 − 𝑡*), 𝑝(𝑡) = 𝑎	𝜔 cos𝜔(𝑡 − 𝑡*) 
其中为𝑎谐振子的振幅，定义为： 

𝑎 ≡
√2𝐸
𝜔  

 

三、解答： 

（1） 

 

（2）哈密顿-雅可比方程为 

 

所以 

 

因而 

 

利用初始条件得到 ， 。由此给出 

 

由此得到 。 

 

四、解答： 

（1）由泊松定理， 

V
𝑝"

2𝑚 , 𝐺X =Y
𝑝+
𝑚
[𝑝+ , 𝐺] = −Y

𝑝+
𝑚
𝜕𝐺
𝜕𝑥+

= −
1
𝑚Y5𝐵+,𝑝+𝑥, + 𝐶+,𝑝+𝑝,6

-

+.!

-

+.!

-

+.!

 

^
1
2 𝑘𝑥

", 𝐺_ = 𝑘Y𝑥+[𝑥+ , 𝐺] = 𝑘Y𝑥+
𝜕𝐺
𝜕𝑝+

= 𝑘Y5𝐴+,𝑥+𝑝, + 𝐶+,𝑥+𝑥,6
-

+.!

-

+.!

-

+.!

 

𝑑𝐺
𝑑𝑡 =

[𝐺,𝐻] = −𝑘𝐴+,𝑥+𝑝, +
1
𝑚𝐵+,𝑝+𝑥, +

1
𝑚𝐶+,𝑝+𝑝, − 𝑘𝐶+,𝑥+𝑥, = 0⟹ 𝐵 = 𝑘𝑚𝐴, 𝐶/ = −𝐶	 

即𝐴, 𝐵必须是成正比的对称矩阵， 

𝐵 = 𝑚𝑘𝐴 

3

2,     H Hq p p
p q q

¶ ¶
= = = - =
¶ ¶

! !

2

2
1 1
2

W P
q q

æ ö¶
+ =ç ÷¶è ø

2

12S W Pt P dq Pt
q

æ ö
= - = - -ç ÷

è ø
ò

( )
2

2

1
22 1

PqS dqQ t t
P PP q

-¶
= = - = -
¶ -

ò

1P H= = 0Q =
2 1
2

qt -
=

( ) 21 2q t t= +
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并且𝐶是反对称矩阵。 

 （2）共有 9个守恒量，分别为对称张量 

1
2𝑚𝑝+𝑝, +

1
2𝑘𝑥+𝑥, 

有 6 个独立分量；以及反对称张量 

𝑥+𝑝, − 𝑥,𝑝+ 
有 3 个独立分量（是角动量）。 

 

五、解答： 

(1)拉格朗日量𝐿不显含时间，因此哈密顿量𝐻 = 𝐸为守恒量。另外，𝜓,𝜑为循环坐标，因此正则动量𝑝0, 𝑝1
为守恒量，即： 

𝐼!
2 5𝜃̇

" + 𝜑̇" sin" 𝜃6 +
𝐼-
2 5𝜓̇ + 𝜑̇ cos 𝜃6

" −𝑚𝑔𝑙 cos 𝜃 = 𝐸 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

𝑝0 =
𝜕𝐿
𝜕𝜓̇

= 𝐼-5𝜓̇ + 𝜑̇ cos 𝜃6 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

𝑝1 =
𝜕𝐿
𝜕𝜑̇ =

(𝐼- cos" 𝜃 + 𝐼! sin" 𝜃)𝜑̇ + 𝐼-𝜓̇ cos 𝜃 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

(2)力矩的方向显然同时垂直于刚体的𝑧轴和实验室系的𝑧2方向，因此， 

𝑁- = 0,𝑁-2 = 0 
根据欧拉动力学公式有： 

		𝑰𝟑𝝎̇𝟑 − (𝑰𝟏 − 𝑰𝟐)𝝎𝟏𝝎𝟐 = 		𝑰𝟑𝝎̇𝟑 = 𝟎 
即: 

𝑝0 = 𝐿- = 𝐼-𝜔- = 𝐼-5𝜓̇ + 𝜑̇ cos 𝜃6 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.	 
 另外， 

𝑑
𝑑𝑡
(𝐿-2) = 𝑁-# = 0 

易得： 

𝑝1 = 𝐿-2 = (𝐼- cos" 𝜃 + 𝐼! sin" 𝜃)𝜑̇ + 𝐼-𝜓̇ cos 𝜃 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 
其中刚体绕实验室系的𝑧2轴的转动惯量为： 

𝐼-2 = 𝐼- cos" 𝜃 + 𝐼! sin" 𝜃 


