
第 1章 组合零点定理

零点定理的英文是 Nullstellensatz,或许这不是个英文而是德文.

定理 1.1 (Hilbert零点定理)

♡

设 F 是一个代数闭域, f, g1, · · · , gm ∈ F [x1, · · · , xn]是多项式,使得 f 在所有 gi 的零点处为 0,则存在整
数 k和 h1, · · · , hm ∈ F [x1, · · · , xn],使得

fk =

m∑
i=1

higi.

定理 1.2 (Hilbert零点定理的理想版本)

♡

设 I = ⟨g1, · · · , gn⟩是一个理想, V (I) = {I中元素的共同零点}. 设 ∀s ∈ V (I)都有 f(s) = 0,则存在 k 使
得 fk ∈ I .

定理 1.3 (组合零点定理)

♡

设 F 是一个域 (不一定要代数闭的), f ∈ F [x1, · · · , xn], Si ⊆ F , i ∈ [n]是 n个非空集合.
对于任意的 i,定义 gi(x1, · · · , xn) = gi(xi) =

∏
s∈Si

(xi − s).
若 ∀(x1, · · · , xn) ∈ S1 × · · · × Sn,都有 f(x1, · · · , xn) = 0,则存在 h1, · · · , hm ∈ F [x1, · · · , xn]使得

f =

n∑
i=1

higi 且 deg hi ≤ deg f − deg gi.

我们给出一个辅助引理.

引理 1.1

♡

设 p ∈ F [x1, · · · , xn]. 设 p 对任意 xi 的度均小于等于 ti. 若 ∀i ∈ [n], ∃Si ⊆ F , |Si| ≥ ti + 1, 且任意的
(s1, · · · sn) ∈ S1 × · · · × Sn,都有 p(s1, · · · , sn) = 0,则 p是零多项式.

证明 对 n归纳. n = 1显然成立. 设定理对所有的 k ≤ n1 都成立,考虑 n的情形.
设 p(x1, · · · , xn) =

∑tn
i=0 qi(x1, · · · , xn−1)x

i
n,任取 (s1, · · · sn−1) ∈ S1 × · · · × Sn−1,令

q(xn) =

tn∑
i=0

qi(s1, · · · , sn−1)x
i
n.

则 q(Sn) = {0},且 |Sn| ≥ tn + 1. 由 n = 1的奠基知 q为零函数. 再由 n− 1的奠基知诸 qi 也是零函数. ■

证明 回组合零点定理. 令 ti = |Si| − 1, deg gi = ti + 1, gi(xi) = xti+1
i −

∑ti
j=0 gijx

j
i . 则

gi(si) = 0, ∀si ∈ Si.即:sti+1
i =

ti∑
j=0

gijs
j
i .

从 f 开始,逐步地把使得 t ≥ ti + 1的 xt
i 项换成 xt−ti−1

i

∑ti
j=0 gijx

j
i , ∀i ∈ [n].

由于 xt
i − xt−ti−1

i gi = xt−ti−1
i [

∑ti
j=0 gijx

j
i ],这个过程相当于每次减掉一个 higi.且 deg hi ≤ deg f − deg gi.

重复这个过程,最终可以得到 f̃ = f −
∑n

i=1 higi,满足:
1. f̃ 对任意 xi 的度均小于等于 ti;
2. 任意的 (s1, · · · sn) ∈ S1 × · · · × Sn,都有 f̃(s1, · · · , sn) = 0.
于是由引理知, f̃ 是零函数. 于是 f =

∑n
i=1 higi. ■

实际上我们常用的是上面组合零点定理的推论,我们写成下面的定理.



定理 1.4 (组合零点定理)

♡

f ∈ F [x1, · · · , xn], deg f =
∑n

i=1 ti, ti ≥ 0. 设
∏n

i=1 x
ti
i 的系数非零. 对所有的 i ∈ [n], 取 Si ⊆ F 使得

|Si| ≥ ti + 1,则存在 si ∈ Si, ∀i ∈ [n],
f(s1, s2, · · · , sn) ̸= 0.

证明 反设任意的 (s1, · · · sn) ∈ S1 × · · · × Sn,均有 f(s1, s2, · · · , sn) = 0.
由组合零点定理, f =

∑
gihi.且 deg hi ≤ deg f − deg gi.

观察:f 有
∏n

i=1 x
ti
i 作为其次数最大项,但是

∑
gihi 中一定有 xti+1

i 项. ■

例题 1.1:Permant引理,积和式引理

定义 1.1 (矩阵的积和式)

♣
设方阵 A = (aij)n×n,定义 Per(A) =

∑
a1i1 · · · anin ,其中求和号是对所有 [n]的置换 (i1, · · · , in).

定理 1.5 (Permant引理)

♡

设 b ∈ Fn. 任意的 i ∈ [n], Si ⊆ F 且 |Si| ≥ 2. A是 F 上的 n阶方阵.
设 Per(A) ̸= 0,则存在 x⃗ ∈ S1 × · · · × Sn,使得 Ax⃗的每个分量都和 b不同.

推论 1.1

♡

取 Si = {0, 1},则 x⃗是一个 0-1向量. 上面的定理依然对.
即 ∀b ∈ Fn, ∀A ∈ Fn×n 使得 Per(A) ̸= 0,都存在 A的某些行,这些行之和的每个分量都和 b不同.

证明 我们构造组合零点定理中的那个 f . 令 x⃗ = (x1, · · · , xn). 令

f(x⃗) =

n∏
i=0

 n∑
j=1

aijxj − bj

 .

取 t1 = t2 = · · · = tn = 1. 计算 f 的中
∏n

i=1 xi 项的系数,为 Per(A) ̸= 0. 于是应用组合零点定理即证. ■

这类问题比较困难的点在于构造 f 与计算 f 的系数.
例题 1.2加法数论
设 A,B 是 Zp 的子集. 令 A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}. 考察 |A+B|.

定理 1.6 (Cauchy-Davenport定理)

♡
p是素数,设 A,B 是 Zp 的非空子集,则 |A+B| ≥ min{p, |A|+ |B| − 1}.

证明
第一种情况: |A|+ |B| − 1 ≥ p. 需要证明 A+B = Zp. 留作练习.
第二种情况: |A|+ |B| − 1 < p. 需要证明 |A+B| ≥ |A|+ |B| − 1. 用反证法设 |A+B| ≤ |A|+ |B| − 2.
其中有一个平凡情况: |A|+ |B| − 2 = 0 ⇐⇒ |A| = |B| = 1. 此时 |A+B| = 1. 下面假设 |A|+ |B| − 2 ≥ 1.
设 C ⊆ Zp 是一个 |A|+ |B| − 2元集合,且 A+B ⊆ C. 构造:f(x, y) =

∏
c∈C(x+ y − c).

取 S1 = A, S2 = B, t1 = |A| − 1, |t2| = |B| − 1. 则 f(S1 × S2) = 0. 由组合零点定理导出矛盾.
■

我们后面还能看到这个结论的应用.
例题 1.3 n维超方体的仿射超平面覆盖
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定义 1.2

♣
n维超方体: Bn = {0, 1}n;仿射超平面: H = {x⃗ ∈ Rn : ⟨⃗a, x⃗⟩ = b, a⃗ ∈ R\{0}, b ∈ R}.

我们考虑用尽量少个H覆盖Bn的除了一个点以外的点. 比如: 想覆盖B3除 0以外的所有点,可以用 x1 = 1,
x2 = 1, x3 = 1三个平面. 一般的,我们可以用 n个超平面覆盖 Bn 的除了一个点以外的点.

定理 1.7

♡
设 Hi

m
i=1 是m个超平面,它覆盖了 Bn 除原点以外的所有点,则m ≥ n.

证明 设m < n,想应用零点存在定理,需要构造集合 Sn 和多项式 f . 设

Hi = {x⃗ ∈ Rn : ⟨a⃗i, x⃗⟩ = b, bi ̸= 0}.

构造 f 使得 f(Bn) = {0}.这样就可以选取 Si = {0, 1}.

f(x1, x2, · · · , xn) =

m∏
i=1

(⟨⃗a, x⃗⟩ − bi)−
m∏
i=1

bi

m∏
i=1

(1− xi).

这个构造是逐步的: 首先需要除原点以外的点为零, 由覆盖性, 我们可以把 Hi 的方程相乘. 这样 f (⃗0) =∏m
i=1 bi ̸= 0. 如果直接减掉这个常数,那在 Bn 的其他顶点处就不是 0了. 所以需要乘上掉

∏m
i=1(1− xi).

这个构造还有一个巧妙的地方: 观察 f 的最高次项,它一定出自
∏m

i=1 bi
∏m

i=1(1− xi). 具体地, deg f = n,且
f 的项

∏m
i=1(1− xi)的系数为 (−1)n+1

∏m
i=1 bi ̸= 0.

由零点存在定理, ∃x⃗ ∈
∏

Si = Bn 使得 f(n⃗) ̸= 0.这与 f 构造相矛盾. ■

启发: 用组合零点定理解决问题时候,构造的 f 常常有两部分,分别来自不同的条件.
例题 1.4Chevalley-Warning

定理 1.8 (Chevalley-Warning定理)

♡
p是素数. {fi}mi=1 ⊆ Fp[x1, · · · , xn]. 设

∑
deg fi < n且它们有一个共同零点,则它们有另一个共同零点.

证明 记共同零点为 (c1, · · · , cn). 假设共同零点只有这个. 为构造 f ,我们使用有限域上的一个小技巧: ap−1 的值
只与 a是不是 0相关. 令

f(x1, · · · , xn) =

m∏
i=0

(
1− fi(x1, · · · , xn)

p−1
)
−

∏
c ̸=ci

(ci − c)

−1
n∏

i=1

∏
c ̸=ci

(xi − c).

这个 f = F1− δF2依然有两项. 第一项使根据条件使得 fi的公共零点值为 1,再减掉第二项使在 (c1, · · · , cn)
处值也为 0,且承担 f 的次数最大项. 于是 ∀x⃗ ∈ Fn

p 有 f(x⃗) = 0.
degF1 =

∑
deg fi < n(p− 1) = degF2. 于是 deg f = n(p− 1).

取 Si = Fp, ti = p− 1, f 的
∏

xti
i 项系数为 −δ ̸= 0.

用组合零点定理, f 在 Fn
p 上不全为 0,这与构造矛盾. ■

例题 1.5零和集
给定一个 n,对于一个较长序列 (a1, · · · , al),是否存在一个子列使得它的和被 n整除?

定理 1.9

♡设 p是素数,则任意的 2p− 1长的序列中可以找出一个子列,和为 0 mod p.

第一种证明由例题 1.2加法数论中的 Cauchy-Davenport定理给出.
证明 不妨 a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ a2p−1,不妨设没有连续 p个相同的元素,否则这 p个元素即符合题意.
令 Ai = {ai, ai+p−1}, i ∈ [p− 1],则 Ai 覆盖了 {ai}2p−2

i=1 .
Claim: A1 + · · ·+Ap−1 = Zp. 若如此,有 −a2p−1 ∈ A1 + · · ·+Ap−1. 即存在

∑
j akj

= −a2p−1.
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多次使用 Cauchy-Davenport定理,有

|A1 + · · ·+Ap−1| ≥ min{p, |A2 + · · ·+Ap−1|+ 1}

≥ min{p, |A3 + · · ·+Ap−1|+ 2}

≥ · · · ≥ min{p, |Ap−1|+ p− 2} = p.

■

第二种证明由例题 1.4的 Chevalley-Warning定理给出.
证明 用 xi 表示选没选 ai: 选了则 xi = 1,否则 xi = 0. {xi}有两个要求:

∑
xi = p ,

∑
xiai = 0 mod p.

f1(x1, · · · , x2p−1) =

2p−1∑
i=1

xp−1
i ; f2(x1, · · · , x2p−1) =

2p−1∑
i=1

aix
p−1
i .

则 deg f1 + deg f2 = 2p− 2 < 2p− 1, f1(⃗0) = f1(⃗0).
由 Chevalley-Warning, f1 与 f2 还有一组公共解 x⃗0. 令 I = i : x⃗的第 i个分量不是0.则

|I| = p,
∑
i∈I

ai = 0.

■

这一章常用的定理就是组合零点定理 (的推论),和公共零点的定理. 例子看的足够多了,我们进入下一章.
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第 2章 图的特征值

定义 2.1 (邻接矩阵)

♣
G是一个 n阶图,定义其邻接矩阵 A = (aij)n×n: aij = 1当且仅当 ij 相连.

命题 2.1

♠

1. A是对称的实矩阵,对角元为 0;
2. A有 n个特征值 λ1 ≥ · · ·λn,也称为 G的特征值. 有互相垂直的单位特征向量 v⃗n;
3.
∑

λi = 0 = G的邻接矩阵的迹; λn < 0;若 G是连通图,则 λ2 < λ1.

例题 2.1
Kn 的邻接矩阵 A = Jn − In,其中 Jn 是全 1矩阵, In 是单位矩阵. 特征值为一个 n− 1和 n− 1个 −1.

完全二部图Km,n. 则 A =

(
0 Jm,n

Jn,m 0

)
.简单的线性代数证明,非零特征值必为 ±

√
mn.

设 G是 d-正则的,即每个点恰连了 n条边. 则 A(1, 1, · · · , 1)T = d(1, 1, · · · , 1)T .
设 G顶点最大度数为 ∆G,则 ∆G ≥ λ1. 于是 d-正则的图最大特征值为 d.
这是因为: 设 x⃗ = (x1, · · · , xn)是 λ对应的特征向量. 设 xk = max

j
xj 则

λ1xi = (Ax⃗T )i =

n∑
j=1

aijxj ≤ deg(i)xi. =⇒ λ1 ≤ deg(i) ≤ ∆(G).

定理 2.1 (Hoffman’s Theorem)

♡

G是一个有 n个点的 d-正则图,特征值为 λ1 ≥ · · · ≥ λn. 则图的最大独立集大小有上界.

α(G) ≤ n · −λn

λ1 − λn
.

证明 记 v(G) = [n], d = λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn. 诸单位特征向量 v⃗n. v⃗1 = 1√
n
(1, 1, · · · , 1)T .

设 I ⊆ [n]为指标集. I 对应着一个向量 1I =
∑

αiv⃗i. 计算:

|I| = ⟨1I ,1I⟩ =
∑

α2
i ; ⟨1I , v⃗i⟩ = α1 =

|I|√
n
.

于是计算:

0 =1T
I A1I =

n∑
i,j=1

aij(1I)i(1I)j = (
∑

αiv⃗i)
TA(

∑
αiv⃗i) =

∑
λiα

2
i

≥λ1α
2
1 + λn(

∑
i≥2

α2
i ) = λ1

|I|2

n
+ λn(|I| −

|I|2

n
).

计算即证 |I| ≤ n −λn

λ1−λn
. ■

例题 2.2回顾 EKR定理: Kneser graph
回顾 EKR定理:

定理 2.2 (Erdös-Ko-Rado)

♡
设 n ≥ 2k且 F 是 k-一致的相交系,则 |F| ≤

(
n−1
k−1

)
. 在星形集的时候取到最值.

可以用特征值来证明这个定理.



定义 2.2 (Kneser graph)

♣
设 n ≥ 2k. 定义 Kneser graph,记作K(n, k): 在

(
[n]
k

)
的元素 A,B 之间连边,当且仅当 A ∩B = ∅.

举个例子: K(2k, k)是 2k个点的完美匹配.

命题 2.2

♠
K(n, k)的独立集和 k-一致的相交系 F 一一对应.

于是我们有 EKR的另一种等价表述:

定理 2.3

♡
α(K(n, k)) ≤

(
n−1
k−1

)
.

证明 α(K(n, k))是一个 k-正则图,所以其最大的特征值 λ1 =
(
n−k
k

)
.

需要计算最小特征值. 计算复杂,所以略去. 引用 GTM207的定理 9.43, α(K(n, k))的特征值为:(
n

j

)
−
(

n

j − 1

)
个(−1)j

(
n− k − j

k − j

)
.∀0 ≤ j ≤ k.

于是 λn = −
(
n−k−1
k−1

)
.根据 Hoffman’s Theorem,

α(G) ≤
(
n

k

) (
n−k−1
k−1

)(
n−k
k

)
+
(
n−k−1
k−1

) =

(
n

k

)
k

(n− k) + k
=

(
n− 1

k − 1

)
.

■

K(5, 2)是一个 Peterson图. 尝试在不使用 GTM207的定理 9.43下计算它的诸特征值.
注意到K(5, 2)是 3-正则的, {K3, C4}-自由的. 设 A是其邻接矩阵. 则

(A2)(i,j) = i, j 间 2-长路的数目 =


3, i = j;

0, i ̸= j, i ∼ j;

1, i ̸= j, i ≁ j

A2 = 2I + J −A.

已知 3是其最大特征值,特征向量是 (1, · · · , 1)T . 设 λ ̸= 3是其特征值, Ax⃗ = λx⃗.

则λ2x⃗ = A2x⃗ = (2I + J −A)x⃗
∗
== (2− λ)x⃗. =⇒ λ2 = 2− λ =⇒ λ = 1或2.

其中 *是因为: 作为特征向量, x⃗ ⊥ (1, · · · , 1)T , Ax⃗ = λx⃗.
证明还告诉我们,特征值 3只有 1重,因为其只有一个特征向量. 设 1的重数为 a, −2的重数为 b,则a+ b+ 1 = 10,

3 + a− 2b = 0.
=⇒

a = 5,

b = 4.

这和 GTM207的定理 9.43的结果是一样的.
观察: K(5, 2)是 10阶 3-正则图, K10是 10阶 9-正则图. 但是

命题 2.3

♠
不能将K10 拆分成三个K(5, 2)的无交并.

证明 反设可以. 设拆分后的三个图的邻接矩阵是 P1, P2, P3,则

P1 + P2 + P3 = J − I.

设P1的特征值 1生成的特征空间为V1,再设P2的特征值 1生成的特征空间为V2,则 dim(V1) = 5 = dim(V2).
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由前面讨论知 V1 ⊥ (1, · · · , 1)T , V2 ⊥ (1, · · · , 1)T ,于是 V1 ∩ V2 ̸= ∅.

设 x⃗ ∈ V1 ∩ V2,则


x⃗ ⊥ (1, · · · , 1)T ;

P1x⃗ = x⃗;

P2x⃗ = x⃗.

于是:

2x⃗+ P3x⃗ = (P1 + P2 + P3)x⃗ = (J − I)x⃗ = −x⃗.

于是 −3是 P3 的特征值. 这与 P3 是K(5, 2)的邻接矩阵相矛盾. ■

例题 2.3 Moore界与 Cages

定义 2.3

♣
G的最小圈的长度称为 G的围长,记作 girth(G). 在 G没有圈的时候,称 girth(G) = +∞.

命题 2.4

♠

设 G是一个 d-正则图, girth(G) ≥ 5,则

|v(G)| ≥ 1 + d+ d(d− 1).

证明 取定一个点,将带来 d个新点. 它们不会连接到彼此,且连出去的新点不会与这 d个点相连. 于是

1 + d+ d(d− 1) ≤ |v(G)|.

这个证明是广度优先生成树 (BFS)算法的来源. ■

定理 2.4 (Moore界)

♡

设 G是一个 d-正则图, girth(G) ≥ 2k − 1,则

|v(G)| ≥ 1 + d+

k−2∑
j=1

d(d− 1)j .

证明留做习题.
我们关心在 d取多少时存在能取到Moore界的图.

定理 2.5

♡
G是一个 d ≥ 3-正则图, girth(G) ≥ 5, |v(G)| = 1 + d+ d(d− 1). 则 d ∈ {3, 7, 57}.

�
注记 d = 3, d = 7的解确实存在,但是尚未构造出 d = 57的解.
证明 和前一个K(5, 2)的讨论一样地有:

A2 = (d− 1)I + J −A.且d是最大的一个特征值.

考虑特征值 λ ̸= d,特征向量 x⃗ ⊥ (1, · · · , 1)T . 则

λ2x⃗ = ((d− 1)I + J −A)x⃗ = (d− 1− λ)x⃗.

于是 λ2 + λ− d+ 1 = 0.得到 λ2, λ3 = 1
2 (±

√
4d− 3− 1).

设 λ2, λ3 对应的阶数分别为 a, b,则a+ b = n− 1 = d2;

d+ λ2a+ λ3b = 0.
=⇒ (a− b)

√
4d− 3 = d2 − 2d.

1. 若 4d− 3不是完全平方数,则需要 a = b. 此时 0 = d2 − 2d → d = 2. 平凡情况.
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2. 若 4d− 3 = s2 是完全平方数,则经整理知:

s5 + s4 + 6s3 − 2s2 + (−32a)s = 15.

由 Eisenstein判别法知 s|15. 即 s ∈ {1, 3, 5, 15}. 根据 d = 1
3 (s

2 − 3)有: d ∈ {1, 3, 7, 57}.
综上,忽略 d = 1, 2的平凡情况,只有 d ∈ {3, 7, 57}. ■

这个例子中我们可以观察到如下结论:

命题 2.5

♠
(Ak)i,j = i和 j 之间的 k长路的数目.

例题 2.4友谊图定理

定理 2.6

♡设图 G的任意两个元素之间有且仅有一个共同邻居,则存在一个点与其它所有顶点相邻.

证明 设 n = |v(G)|.
假定 G 是 d-正则图. 此时 G 中任意两个顶点不论相邻与否都有且仅有 1 个公共顶点. 于是 G 是一个
(n, d, 1, 1)-强正则图. 设 A是它的邻接矩阵,则

A2 = (d− 1)In + Jn.

于是 A2 的特征值为 1阶的 n+ d− 1与 n− 1阶的 d− 1. 而 A是 d-正则的图,于是

d2 = n+ d− 1.

进一步,可设 A的所有特征值为


λ1 = d,阶数为 1;

λ2 =
√
d− 1,阶数为 a;

λ3 = −
√
d− 1,阶数为 b.

于是由 tr(A) = 0知:

d+ a
√
d− 1 + b(−

√
d− 1) = 0. =⇒ (b− a)2(d− 1) = d2.

于是 d− 1|d2. 这要求 d = 2且 n = 3. 于是 G = K3.
设 G不是正则图. 取 u ≁ v. 设 d(u) = k,N(u) = {wi, i ∈ [k]}. 则诸 wi 和 v有唯一公共点. 记作 zi.
若存在不相等的 i, j 使得 zi = zj ,那它将成为 wi 和 wj 的第二个公共顶点,矛盾. 所以 d(v) ≥ k = d(u).
对称地, d(v) ≤ d(u). 于是任意两个不相邻点有相同度数. 由 G不是正则图知:

∃v ̸= w, d(v) ̸= d(w) ⇒ v ∼ w.

设 u是 vw的公共邻居,则 d(u) ̸= d(v)和 d(u) ̸= d(w)至少有一个成立. 不失一般性地设 d(u) ̸= d(v).

下面证明 v和所有顶点相连. 反设不是即存在 x ≁ v,则

d(v) = d(x) ̸= d(u);

d(v) = d(x) ̸= d(w).
于是得到 C4 子图,矛盾.

■

例题 2.5

定义 2.4 (图的直径)

♣
Diameter(G) = max

u≁v
d(u, v).

定理 2.7

♡
Diam(G) < G的不同特征值的个数 = k.
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证明 设不同特征值为 λ1, λ2, · · · , λk. 构造 A的极小多项式为 f(x) =
∏k

i=1(x− λi).则

f(A) = 0. =⇒ ∃{ai}k−1
i=0 : Ak = ak−1A

k−1 + · · ·+ a0I.

f(A) = 0是极小多项式. 由前面结论,设Diam(G) ≥ k,则任意的 i ≤ k− 1,在不相邻的 u, v之间不存在 i长
路. 于是 Ai = 0. 这与极小多项式相矛盾. ■

我们讨论特征值的另一种表示方式.

命题 2.6

♠

A是对称实矩阵,则
1.

λ1 = max
0 ̸=x⃗∈Rn

x⃗TAx⃗

x⃗T x⃗
; λn = min

0 ̸=x⃗∈Rn

x⃗TAx⃗

x⃗T x⃗
;

2. Conrant-Fisher等式:

λk = max
U⊆Rn,dimU=k

min
0 ̸=x⃗∈U

x⃗TAx⃗

x⃗T x⃗
= min

U⊆Rn,dimU=n−k+1
max

0 ̸=x⃗∈U

x⃗TAx⃗

x⃗T x⃗
.

例题 2.6 λ1 的估计

定理 2.8

♡

设 G = (V,E), |V | = n, |E| = m,则
2m

n
≤ λ1 ≤ ∆(G).

证明 取 x⃗ = (1, 1, · · · , 1)T ,则由握手定理,

λ1 ≥ x⃗TAx⃗

x⃗T x⃗
=

1

n

n∑
i,j=1

ai,j =
1

n
2m.

■

命题 2.7

♠

1. 对于 λ1 ≥ 0的图 G,存在其对应的特征向量 x⃗使得其各个分量均 ≥ 0.
2. 设 G是连通的,则其最大特征值的重数恰为 1,且其特征向量只有正的分量. (需要证明)

例题 2.7

定理 2.9

♡
设 G1 是 G的子图,则 λ1(G1) ≤ λ1(G).

证明 设 λ1 的诸分量均非负的单位特征向量为 x⃗,则

λ1(G) = x⃗TAx⃗ = 2
∑

i∼j∈G

xixj ≥ 2
∑

i∼j∈G1

xixj = λ1(G1).

■

推论 2.1

♡
λ1(G) ≥

√
∆,其中 ∆(G)指的是顶点最大度数.

证明 取 G1 = K1,∆ 即得. ■

例题 2.8矩阵的交错特征值
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定理 2.10

♡

设 An×n有特征值 λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn.对于m ≤ n,设 N ∈ Rm×n, NNT = Im. 考察 B = NANT 的特征
值 µ1 ≥ · · · ≥ µm ,则 ∀i ∈ [m], λi ≥ µi ≥ λn−m+i.
特殊地, m = n− 1 ,λ1 ≥ µ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ µn−1 ≥ λn.

证明 设 u⃗i, i ∈ [m]是 B 的m个特征向量. 定义 Uk = span{u⃗i, i ∈ [k]}是一个 k维空间. 于是

∀0⃗ ̸= x⃗ =

k∑
i=1

αiu⃗i ∈ Uk, µk ≤
∑

a2iµi∑
a2i

=
x⃗TBx⃗

x⃗T x⃗
.

令W = {NT x⃗ : x⃗ ∈ U},则

∀0⃗ ̸= y⃗ = NT x⃗ ∈ W,λk ≥ y⃗TAy⃗

y⃗T y⃗
=

x⃗TBx⃗

x⃗T x⃗
≥ µk.

对于另一个不等号,考虑 −A和 −B. ■

这个定理在研究子图的时候有很好的效果.

推论 2.2

♡
设 α(G)是 G的最大独立集的元素个数,则 λα(G) ≥ 0 ≥ λn−α(G)+1.

证明 设 I 是这个最大的独立集,则存在 N ∈ Rα(G)×n,其每行分别是 I 对应的单位向量. NNT = Iα(G).
考虑 NTAN 的意义. 由于 I 是独立集,因此它对应着 G的空子图. NTAN = O. 诸 µi = 0, i ∈ [α(G)]. 即证.

■

例题 2.9回忆估计: 正则图中 α(G) ≥ n −λn

λ1−λn
. 在一般的图中是否 χ(G)α(G) ≥ n?

定理 2.11

♡
设 G是连通的,特征值 λ1 ≥ · · · ≥ λn. 则 χ(G) ≥ 1− λ1

λn
.

证明 设 χ(G) = m,则 G可以看作一个m部图. 于是 G的邻接矩阵可以进行如下重排分块使得对角线是零方阵.

A =


O A1,2 · · · A1,m

A2,1 O
...

. . .
Am,1 O

 .

对 λ1 对应的特征向量进行同样大小的分块: x⃗ = (x⃗1
T , x⃗2

T , · · · , x⃗m
T )T .

令:

N =


x⃗1

T

∥x⃗1
T ∥ O · · · O

O x⃗2
T

∥x⃗2
T ∥

...
. . .

O x⃗m
T

∥x⃗m
T ∥

 .

则 NNT = Im. 设 B = NANT 的特征值 µ1 ≥ · · · ≥ µm. 由交错特征值定理, λ1 ≥ µ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ µm ≥
λn.
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计算:

B


∥x⃗1∥
∥x⃗2∥

...
∥x⃗m∥

 = NANT


∥x⃗1∥
∥x⃗2∥

...
∥x⃗m∥

 = NA


x⃗1

x⃗2

...
x⃗m

 = NAx⃗ = λ1Nx⃗ = λ1


∥x⃗1∥
∥x⃗2∥

...
∥x⃗m∥

 .

注意 B 的对角元也都是 0. 于是:

tr(B) = 0 = µ1 + µ2 + · · ·+ µn ≥ λ1 + (m− 1)µm ≥ λ1 + (m− 1)λm. =⇒ m ≥ 1− λn

λ1
.

■

直接可以得到 χ(G)α(G) ≥ (1− λ1

λn
)(n −λn

λ1−λn
) = n.
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第 3章 Lovasz局部引理

回顾一个简单结论. 假设 Ai 是一组随机事件满足:∑
P(Ai) < 1.

那么至少存在一个情况使得 Ai 都不发生,换句话说,所有事件的补事件同时发生.

P(∩Ac
i ) > 0.

在所有事件相互独立的时候,这个条件自然是充分必要的. 但是一般的情况下我们不需要这么强的条件.

定理 3.1 (Lovasz局部引理,对称版本: Lovasz Local Lemma)

♡

设 {Ai}i∈[k]是一族随机事件,任意的 i均有:P(Ai) ≤ p. 任意事件均与其他事件相互独立,除了其中的 d个.
若 ep(d− 1) < 1,则所有事件的补事件同时发生的概率大于 0. 即

P(∩Ac
i ) > 0.

我们还有 Lovasz局部引理的非对称版本,它比对称版本更强.

定义 3.1

♣

先定义一个辅助图. 设 A = Aii∈[k] 是概率空间 Ω中的一族随机事件. 定义 A的独立图 D: 在 AiAj 之间
连边,如果二者不独立.

定理 3.2 (Lovasz局部引理,非对称版本)

♡

设 D中 Ai 的邻居集为 N(Ai). 若存在一个映射 x : A → [0, 1)满足: ∀Ai,

P(Ai) ≤ x(Ai)
∏

B∈N(Ai)

(1− x(B)).

则所有事件的补事件同时发生的概率大于 0. 即

P(∩Ac
i ) > 0.

我们先证明下面这个命题:

命题 3.1

♠LLL非对称版本 =⇒LLL对称版本.

证明 在对称版本的条件下,设 p = max{P(Ai)}, d ≥ maxdegAi. ep(d+ 1) ≤ 1.
构造 x : A → [0, 1) : x(Ai) =

1
d+1 . 计算:

x(Ai)
∏

B∈N(Ai)

(1− x(B)) ≥ 1

d+ 1
×
∏

(1− 1

d+ 1
)d ≥ 1

e(d+ 1)
≥ p ≥ P(Ai).

于是对称版本的条件被满足. 即证. ■

下面证明非对称版本的定理.
证明 先用归纳法证明以下引理:

引理 3.1

♡

任意的 A ∈ A和 B ⊆ A,设 A /∈ B,有:

P[A|
⋂
B∈B

Bc] ≤ x(A).



对 |B|作归纳. 在 |B| = 0时,显然 P(A) ≤ x(A).
设命题对 |B| < t的 (A,B)都成立,我们证明 |B| = t的情况.
令 B1 = B ∩N(A), B = B\B1. 考虑:

P

[
A|
⋂
B∈B

Bc

]
=

P
[
A ∩

⋂
B∈B1

Bc|
⋂

B∈B2
Bc
]

P
[⋂

B∈B1
Bc|

⋂
B∈B2

Bc
]

计算分子. 注意 |B1| < |B|可以使用归纳假设.

P

[
A ∩

⋂
B∈B1

Bc|
⋂

B∈B2

Bc

]
≤ P

[
A|

⋂
B∈B2

Bc

]
= P(A) ≤ x(Ai)

∏
B∈N(Ai)

(1− x(B)).

计算分母. 设 B1 = {B1, B2, · · · , Bl}. 用概率计算的链式法则:

P

[ ⋂
B∈B1

Bc|
⋂

B∈B2

Bc

]

=P

Bc
1|

l⋂
s≥2

Bc
i ∩

⋂
B∈B2

Bc
⋂

B∈B2

Bc

× P

Bc
2|

l⋂
s≥3

Bc
i ∩

⋂
B∈B2

Bc
⋂

B∈B2

Bc


× · · · × P

[
Bc

l |
⋂

B∈B2

Bc
⋂

B∈B2

Bc

]

≥
l∏

s=1

(1− x(Bs)).

于是知:

P

[
A|
⋂
B∈B

Bc

]
≤

x(Ai)
∏

B∈N(Ai)
(1− x(B))∏l

s=1(1− x(Bs))
≤ x(A).

引理得证. 最后说明 P(∩Ac
i ) > 0.还是使用链式法则.

P(∩Ac
i ) =

k∏
i=1

P

[
Ai|

k⋂
s=i+1

As

]
≥

k∏
i=1

(1− x(Ai)) > 0.

■

看几个例子.
例题 3.1超图的二染色
取一个超图,它可二染色是指: 用两种颜色染它的顶点使得其所有边都不是单色的.

定理 3.3

♡H 是一个可二染色的 k-一致超图,如果其任意一条边都至多和 e−12k−1 − 1条边相交.

这个结论是局部的.
证明 考虑对 v(H)的随机二染色,每个顶点等概率地随机染红或者蓝. 记其某条边 e是单色为事件 Ae. 则

P(Ae) = 21−k.

则: 任意事件 Ae均与其他事件相互独立,除了其中的 e−12k−1 − 1个. 又

e(21−k)(e−12k−1 − 1 + 1) = 1

于是用对称版本的 Lovasz Local Lemma,存在一种染色使得所有 Ae 都不发生. ■

推论 3.1

♡在 k ≥ 9时, k-一致的 k-正则超图一定可以二染色.
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证明 注意到 k ≥ 9时, k ≤ e−12k−1 − 1即可. ■

例题 3.2对称 Ramsey数
令 r(t) = R(t, t). 一个上界是 r(t) ≤

(
2t−1
t−1

)
≤ 4t. Erdös下界有 r(t) ≥ (1− o(1)) t√

2e

√
2
t.

定理 3.4 (Spencer, 1977)

♡

用 LLL给出一个比 Erdös好一倍的上界.

r(t) ≥ (1− o(1))

√
2t

e

√
2
t
.

证明 令 n = (1− o(1))
√
2t
e

√
2
t − 1. 考虑Kn 的随机二染色. 对于任意 T ∈

(
[n]
t

)
, AT 代表 T 同色的事件. 则

P(AT ) = 21−(
t
2).

还是考察相交图 D. 在 AT 和 AT ′ 之间连边当且仅当它们不独立,也当且仅当 |T ∩ T ′| ≥ 2.
估计 ∆(D). 我们只需要很松的一个上届: ∆(D) ≤

(
t
2

)(
n

t−2

)
. 可验证对称 LLL的条件:

e× 21−(
t
2)
((

t

2

)(
n

t− 2

)
+ 1

)
≤ 1.

于是对于这个 n,存在不包含同色Kt 的Kn 二染色. 于是 r(t) > n. ■

例题 3.3非对称 Ramsey数
我们考察 R(3, l). 显然的上界是 R(3, l) ≤

(
l+1
2

)
= 1

2 (l + 1)(l).

定理 3.5

♡
R(3, l) = H ×

(
l2

log l

)
.

这个定理的证明是很困难的. 我们可以用 LLL给出它的下界一边的弱化版本.

定理 3.6

♡
R(3, l) ≥ C × l2

(log l)2
.对于一般的 s和充分大的 l, R(s, l) ≥ C ×

(
l

log l

) 1
2 (s+1)

.

证明 我们对于充分大的 l证明. 还是对Kn 的边以概率 p染红色,概率 1− p染蓝色, p待定.
记 AT 为三元集 T 构成蓝色K3的事件, BS 是 l元集构成红色Kl的事件. P (AT ) = p3; P (BS) = (1− p)(

l
2).

构造图 G. v(G) = {AT : T ∈
(
[n]
3

)
} ∪ {BS : S ∈

(
[n]
l

)
},连边情况:

AT ∼ AT ′ ⇐⇒ |T ∩ T ′| ≥ 2;

BS ∼ BS′ ⇐⇒ |S ∩ S′| ≥ 2;

AT ∼ BS ⇐⇒ |T ∩ S| ≥ 2.

考察 G中每个点的度数. 做估计的时候只需要估计 n的主值.∀AT : degAT ≤
(
3
2

)
(n− 3) +

(
3
2

)(
n−3
l−2

)
≤ 3n+

(
n
l

)
;

∀BS : degBS ≤
(
l
2

)
n+

(
3
2

)(
n−3
l−2

)
≤
(
l
2

)
n+

(
n
l

)
.

为了使用 LLL证明 R(3, l) ≥ n,只需要找合适的 x, y, p使得对于充分大的 l,以下两条成立p3 ≤ x(1− x)3n(1− y)(
n
l);

(1− p)(
l
2) ≤ y(1− x)n(

l
2)(1− y)(

n
l).
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我们猜 y =
(
n
l

)−1,则 (1− y)(
n
l) ∼ e−1. 用 e−x > 1− x和 (1−m−1)m ≈ e−1 估阶:p3 ≤ x;

e−p(l
2) ≈ (1− p)(

l
2) ≤ (1− x)n(

l
2) ≈ e−xn(l

2).
=⇒ p ≥ xn ≥ p3n.

于是 p ≤ n
1
2 , x ∼ n− 3

2 . 再由第二条,

e−p(l
2) ≤ y ∼

(
n

l

)−1

≈ e−l log n =⇒ pl3 ≥ p

(
l

2

)
≥ l log n.

于是 l ≥ p−1 log n ≥
√
n log n. 以上为对问题的猜测分析,具体地,我们取:

l ≥ 20
√
n log n; y =

(
n

l

)−1

; x =
1

9n
3
2

; p =
1

3
√
n
.

经过一些蹇殚的嘯计算可以验证前述两条成立. 于是由 LLL的非对称版本, R(3, l) ≥ n. ■

例题 3.4独立截断

定理 3.7

♡

设 G = (V,E)中点的最大度数为 ∆, V =
⋃r

i=1 Vr 是 V 的一个剖分,从每个 Vi 中取出一个点 vi 构成集合
V 称为 G的截断.
若所有的 |Vi| ≥ 2e∆,则存在截断 V 使得 V 还是 G的独立集.

证明 不妨假设 |Vi| = [2e∆] = k. 对每个 i, 独立地等概率随机选取 vi ∈ Vi. 定义事件 Ai,j 为 vi 和 vj 连边. 则
P(Ai,j) ≤ ∆

k . 在独立图中每个 Ai,j 度数小于等于 2k∆. 验证:

e
∆

k
(2k∆) < 1不成立!

以上思路是错误思路. 我们需要重新找事件进行计算. 任取 e ∈ E,设 Be 为 e的两个端点都被选取了的事件.
则

eP(Ae)(degAe + 1) ≤ ek−2(2k∆+ 1) ≤ 1.

即证一定存在一个选取使得所有边都不会两个顶点都被选取,即存在独立截断. ■

例题 3.5 d-正则的有向图
称有向图 G是 d-正则的,如果所有顶点的出度和入度都是 d.

命题 3.2

♠

设 G是每个顶点的度数都是偶数的图,则一定存在一个赋向方式使得每个顶点出度与入度相同.
特殊地,设 G是 2d-正则的,则可给 G每条边赋向使得其成为 d-正则的有向图.

证明 由 Euler一笔画定理即证. ■

定理 3.8

♡任意整数 k,存在 d使得任意 d-正则有向图 G,存在圈长被 k整除的圈.

定理 3.9

♡

设 G的顶点最小出度为 δ,最大入度为 ∆,则给定

k ≤ δ

1 + log(1 + δ∆)
.

则 G存在长可被 k整除的圈.

证明 不妨假设每个点的出度恰为 δ. 构造随机变量 {xv}v∈v(G) 独立同分布,等概率取 Zk 的值.
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记事件 Av 为: 不存在 v → w使得 xw = xv + 1. 则 P(Av) = (1− 1
k )

δ ≤ e
δ
k .

Av 依赖于 Bv{xw : w = v,或者v → w}. 构造图: 在 Av 和 Aw 之间连边当且仅当其不独立. 此时必有
Bv ∩Bw 非空. 于是 degAv ≤ ∆+ δ + δ(∆ + 1) = ∆+ δ∆ = d.
我们考虑使对称的 LLL的条件满足的 k.

pe(d+ 1) ≤ (1− 1

k
)δ ≤ e

δ
k ⇒ k ≤ δ

1 + ∆+ log(1 + δ∆)
.

这个条件和题目中的条件相差了一个 ∆. 我们进行改进. 注意到当 w → v 时, Bw ∩ Bv ̸= ∅,但是 Av 和 Aw

无关. 于是对 degAv 的估计中可以去掉第一项的 ∆. 即证. ■
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第 4章 Szemerédi正则引理

设 G是一个图. X 和 Y 是两个不交的顶点集. 称它们间的边密度为

d(X,Y ) =
eG(X,Y )

|X||Y |
∈ [0, 1].

定义 4.1

♣

一个二部图 (A,B)被称作是 ε-正则的,若任意的 X ⊆ A, Y ⊆ B 使得 |X| ≥ ε|A|, |Y | ≥ ε|B|,

|d(X,Y )− d(A,B)| ≤ ε.

任意的 k,可将 V (G)划分成 k块使得任意两块之间点数相差不超过 1. 称这种划分为平均划分.

定义 4.2

♣
一个大小为 k的平均划分是 ε-正则的,若 (Vi, Vj)都是 ε-正则的,除了其中的 εk2 对.

定理 4.1 (Szemerédi正则引理, Szemerédi’s regular lemma)

♡

∀ε > 0,则存在 T (ε) > 0,使得任意的图 G存在 ε-正则的 k-平均划分,且

ε−6 ≤ k ≤ T (ε).

如果不要求上界的话,可以直接把图拆成单点. 所以这个 k ≤ T (ε)是很有必要且不平凡的.
证明 假设 P = {Vi}i∈[k],是 V (G)的一个划分,记 |vi| = ain,

∑
ai = 1. 令 q(Vi, Vj) = aiajd(ViVj). 令

q(P ) =
∑
i<j

q(Vi, Vj) ∈ [0, 1].

定义 4.3

♣
设 P ′ = {V ′

j }j∈[l] 是 P 的细分,若任意的 j,存在 i使得 V ′
j ⊆ Vi.

我们总体思路是对给定的不符合条件的 P 切分,在切分过程中 q(P )值会逐渐等幅度增大. 但是 q(P )是有上
届的,于是切分次数会得到控制. 切到进行不下去地时候,我们验证这个切分是我们需要的.

引理 4.1

♡

设 P 是一个非 ε-正则的 k > ε−6-平均划分,则存在一个 P 的细分 P ∗,使得 P ∗是一个 k∗ > ε−6-平均划分,
且

q(P ∗) ≥ q(P ) +
1

2
ε5,且k∗ ≤ 22

k

.

在引理的条件下来证明 SRL.
我们从一个大小为 ε−6-的划分开始. 不断地应用上面的引理直到我们得到了 ε-正则的划分. 每次应用将使得

q(P )增大至少 1
2ε

5,因此至多进行 2
ε5 次划分. 最终的 k ≤ T (ε) = Tow( 2

ε5 ),其中

Tow(0) = 1, T ow(n) = 2Tow(n).

至此, SRL的证明结束. 接下来我们只需要证明这个关键引理即可. ■



命题 4.1

♠

令 A, B 不交, |A| = an, |B| = bn. 设

A = A1 ∪A2 ∪ · · · ∪ At,|Ai| = axin,
∑

xi = 1;

B = B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bs,|Bi| = byin,
∑

yi = 1.

假设 d(Ai, Bj) = d(A,B) + εi,j ,则∑
i,j

q(Ai, Bj) = q(A,B) + ab
∑

xiyiε
2
i,j .

证明 设 d = d(A,B),可计算:

d =
∑
i,j

e(Ai, Bj)

abn2
=
∑
i,j

e(Ai, Bj)

|Ai||Bj |
|Ai||Bj |
abn2

=
∑
i,j

d(Ai, Bj)xiyj = d+
∑
i,j

xiyjεi,j .

于是: ∑
i,j

xiyjεi,j = 0.

计算: ∑
q(Ai, Bj) =

∑
i,j

abxiyj(d+ εi,j)
2 =

∑
i,j

abxiyj(d+ ε2i,j) = q(A,B) + ab
∑

xiyiε
2
i,j .

■

这个命题将带来两个事实:∑
q(Ai, Bj) ≥ q(A,B);

设 A,B 不是 ε-正则的, |A| = |B| = n
k ,则存在 A1 ⊆ A, B1 ⊆ B, |A1| ≥ ε|A|, |B1| ≥ ε|B|,使得

|d(A1, B1)− d(A,B)| > ε.

于是
∑

1≤i,j≤2 q(Ai, Bj) ≥ q(A,B) + k−2ε4.
证明 [关键引理]

Step1. 先把 P 做细分成为 P1 使得 q值增加 ε5,这个 P1 不一定是平均划分.
设划分 P 使得诸 |Vi| = n

k ,且不是 ε-正则的. 令

I = {(i, j) : (Vi, Vj)不是 ε-正则的, } |I| ≥ εk2.

对 (i, j) ∈ [I],根据事实 2,取 V
(i,j)
1 ⊆ Vi, V

(j,i)
1 ⊆ Vj . 令 V

(i,j)
2 = Vi\V (i,j)

1 , V (j,i)
2 = Vj\V (j,i)

1 .
则 A(i,j) = {V (i,j)

1 , V
(i,j)
2 }是 Vi 的细分, A(j,i) = {V (j,i)

1 , V
(j,i)
2 }是 Vj 的细分. 根据事实,∑

q(A,B) ≥ q(Vi, Vj) + k−2ε4.求和对 A ∈ A(i,j), B ∈ A(j,i) .

设 Ai 是使得所有 {A(i,j)}j∈J 相容的对 Vi 的划分,其中 J = {j : (i, j) ∈ I}. 则 |Ai| ≤ 2k−1.
把所有的 Ai 放到一起称为 P1, k1 = |P1| ≤ k2k−1. 计算 q(P1).

q(P1) =
∑

A,B∈P1

q(A,B) ≥
∑

1≤i<j≤k

(∑
A∈Ai

∑
B∈Aj

q(A,B)

)

=
∑

(i,j)∈I

(∑
A∈Ai

∑
B∈Aj

q(A,B)

)
+
∑

(i,j)/∈I

(∑
A∈Ai

∑
B∈Aj

q(A,B)

)

≥
∑

(i,j)∈I

q(Vi, Vj) +
∑

(i,j)/∈I

q(Vi, Vj) + |I| · k−2ε4.

= q(P ) + ε5.

Step2. 想把 P1 改造成平均划分 P ∗,使得 q(P ∗) ≤ q(P1)− 10
k1

. 且 |P ∗| = k2 ≤ k21 ≤ 22
k .

这里 q中减少的值一定小于第一问中增加的那部分,两步综合起来就证完了引理. (未完) ■
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例题 4.1 Turan定理的一个推广

引理 4.2

♡

设 (A,B)是 ε-正则对, d = d(A,B). 设 Y ⊆ B使得 |Y | ≥ ε|B|. 则除了 ε|A|个点以外,所有 A中点都在 Y

中至少有 (d− ε)|Y |个邻居.

证明 证明是简单的. 令 X = {x ∈ A : |N(x) ∩ Y | < (d− ε)|Y |}.则

d(X,Y ) =
e(X,Y )

|X||Y |
<

(d− ε)|X||Y |
|X||Y |

= d− ε.

于是 d(X,Y ) < d. 而 (A,B)是 ε-正则的, |Y | ≥ ε|B|,于是 |X| ≤ ε|A|. ■

�
注记实际上,除了 2ε|A|个点以外,所有 A中点都在 Y 中有 (d± ε)|Y |个邻居.

这个引理大约可以刻画选取点与选取边之间的等价性. 从随机图的角度考虑,边密度大概刻画了存在边的概
率. 也即: 任给一个 A中的点 x, x大概率地拥有 d|Y |个邻居在 Y 中. 我们看下面的例子.

引理 4.3 (三角形计数)

♡

设 |A| = |B| = |C| = n,两两之间有一个二部图. 令 d(A,B) = c,同理定义 a, b,且 a, b, c > 2ε. 则

|{(A,B,C)上的三角形}| ≥ (1− 2ε)(a− ε)(b− ε)(c− ε)|A||B||C|.

类似上个定理的注记,另一面的界也可以被控制.

|{(A,B,C)上的三角形}| ≤ (1 + 2ε)(a+ ε)(b+ ε)(c+ ε)|A||B||C|.

证明 直观上理解,任取 AB 上面两个点,它们之间有 c的概率连了边. 于是分别取三个点,三条边都存在的概率
为 abc. 具体证明要用到上面的引理.

至少有 (1 − 2ε)|A| 个点分别在 B 中有 B1 作为其邻居, |B1| ≥ (c − ε)|B| > ε|B|; C 中有 C1 作为其邻居,
|C1| ≥ (b− ε)|C| > ε|C|. 于是对 B1 和 C1 使用 ε-正则条件知它们之间的边密度大于 a− ε. 全部乘起来即证. ■

定理 4.2 (移除三角形引理)

♡

任取 ε > 0,存在 δ = δ(ε)使得,若 n点的图 G需要删除掉 εn2条边才能成为K3-free的,那么 G中至少有
δn3 个三角形.

理解一下: 假设 G删掉一个边就可以成为 K3-free的,则 G只需要一个三角形. 但是如果删边的量级足够大,
那三角形的数目会多一个量级. 实际上图 G至多有

(
n
3

)
个三角形,所以三角形不会更多了.

证明 在 G上使用 1
3ε的正则引理,则我们得到了 1

3ε-正则的平均划分.

V (G) = V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vk, (
1

3
ε)−6 ≤ k ≤ T (

1

3
ε).

下面我们使用删除方法. 删掉以下的三类边:
1. 删掉 Vi 的内部边;
2. 删掉不是 1

3ε-正则的对 (Vi, Vj)之间的边;
3. 删掉是 1

3ε-正则的,但是边密度 ≤ 2
3ε的对 (Vi, Vj)之间的边.

则此时我们删掉的边的数目

< k ·
(n

k

2

)
+

ε

3
k2
(n
k

)2
+

(
k

2

)
2

3
ε
(n
k

)2
≤ n2

2k
+

εn2

3
+

εn2

3
< εn2.

由条件,一定有三角形剩下来,这三角形的三个顶点将属于三个不同的 Vi,每两个 Vi, Vj 是 1
3ε-正则的且边密

度不小于 2
3ε. 于是由三角形计数,这三个 Vi 之间至少有

(1− 2

3
ε)(

1

3
ε)3
(n
k

)3
≥ δ(ε)n3.

实际上 δ(ε)将是天文数字地小,因为其中会包含一个 Tow()函数. 但是我们还是证完了. ■
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我们还希望对三角形计数的引理做推广.

引理 4.4 (图计数引理)

♡

设H是一个图, V (H) = [h]. 任意的 ε > 0,设G是一个图使得 V (G) =
⋃k

i=1 Vi,使得任意的 (i, j) ∈ V (H),
Vi, Vj 是 ε-正则的. 则我们考虑集合

T = {(v1, · · · , vh) ∈ V1 × · · · × Vh : (i, j) ∈ E(H) ⇒ (vi, vj) ∈ E(G)}.

对 |T |分析. 用概率的角度去看,它的期望大约是
∏

(i,j)∈E(H)

d(Vi, Vj) ×
k∏

i=1

|Vi|. 但是现在我们是确定的 G.

需要确定式: ∣∣∣∣∣∣|T | ×
k∏

i=1

|Vi|−1 −
∏

(i,j)∈E(H)

d(Vi, Vj)

∣∣∣∣∣∣ ≤ εe(H).

证明 证明基于归纳法. 第一种是对 H 的点数进行归纳,但是这样做不等式右边可能多出一个常数. 具体证明略.
第二种证明稍巧妙: 我们对 H 的边数归纳. 独立地等概率地在 Vi 中分别选取 vi. 令

p = P((i, j) ∈ E(H) ⇒ (vi, vj) ∈ E(G)).

则要证的结论等价于
|p−

∏
(i,j)∈E(H)

d(Vi, Vj)| ≤ εe(H).

设 12 ∈ H . 令 H ′ 为从 H 中删掉 12的图. 令

p′ = P((i, j) ∈ E(H ′) ⇒ (vi, vj) ∈ E(G)).

我们 Claim: |p− d(V1, V2)p
′| ≤ ε. 如果这个 Claim成立,则再由归纳假设,

|p−
∏

(i,j)∈E(H)

d(Vi, Vj)| ≤ |p− d(V1, V2)p
′|+ d(V1, V2)|p′ −

∏
(i,j)∈E(H′)

d(Vi, Vj)|

≤ ε+ d(V1, V2)ε(e(H)− 1) ≤ εe(H).

下面证明归纳假设. 我们只需要考虑将 v3, · · · , vh 固定的条件概率. 仍记作 p和 p′.
此时, v1 ∈ A1 = {v1 : v1vj ∈ E(G), ∀j ∈ NH(1)\{2}} ⊆ V1; v2 ∈ A2 = {v2 : v2vj ∈ E(G), ∀j ∈

NH(2)\{1}} ⊆ V2.
p′ 对应的状态数对应着 |A1||A2|,而 p对应的状态数对应着 e(A1, A2),因为 p还要求 v1v2 ∈ E(G).于是需要

证: ∣∣∣∣e(A1, A2)

|V1||V2|
− d(V1, V2)

|A1||A2|
|V1||V2|

∣∣∣∣ ≤ ε.

Case1. |A1| ≤ ε|V1|,或者 |A1| ≤ ε|V2|. 则绝对值中的两项都 ∈ [0, ε].
Case2. |A1| ≥ ε|V1|,且 |A1| ≥ ε|V2|.则∣∣∣∣e(A1, A2)

|V1||V2|
− d(V1, V2)

|A1||A2|
|V1||V2|

∣∣∣∣ = |A1||A2|
|V1||V2|

|d(A1, A2)− d(V1, V2)| ≤ ε.

综上所述,定理证毕. ■

定理 4.3 (移除图定理)

♡

任意的图 H ,任意 ε > 0. 均存在 δ = δ(H, ε) > 0,使得对于任意的至多有 δn|V (H)| 个 H 作为其子图的 G,
均可以通过删掉 εn2 条边使得它成为 H-自由的.

证明 这个定理和移除三角形定理几乎完全相同,只不过换了一种叙述方式,推广到了一般情形. 证明思路完全一
样: 先删掉一部分边,证明剩下的图里面还会有一定数量级的子图 H . 具体证明略. ■
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定义 4.4

♣
记 h(n)为: 一个有 n个点的图的最大边数,使得每条边恰属于一个三角形中.

推论 4.1

♡
h(n) = o(n2).

证明 反设不对,即 h(n) > εn2 对于某个很大的 n. 不妨设 G是这样的图且恰有 h(n)条边. 因为每条边恰属于一
个三角形中,所以三角形数目也是 n2 量级的,且这些三角形不相交. 因此需要移除 n2 量级的边才能使得图里面
没有三角形. 于是图里面三角形应当有 n3 量级. 导出矛盾. ■

定理 4.4 (Roth定理)

♡

令 r3(n)是最大的 [n]的子集 S 的大小,使得 S 不存在长度为 3的等差数列. 则

r3(n) ≤
h(6n)

3n
= o(n).

证明 令 A = [n], B = [2n], C = [3n]. 对于任意的 x ∈ [n], s ∈ S,连接三角形 (x, x + s, x + 2s) ∈ A× B × C. 由
于 S 中不存在长度为 3的非平凡的等差数列,易于验证在这个图里面每条边恰属于一个三角形. 于是

h(6n) ≥ 3n|S| = 3nr3(n).

■

大家学习愉快!
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