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Part I

正课笔记

1 微分流形

1.1 拓扑流形

1.1.1 拓扑流形

定义 1.1. 设 (M,T) 为具有可数拓扑基的 Hausdorff 空间. 若 ∀p ∈M , 存在开邻域 U 使得 U 与 Rn

中的开集同胚, 则称 M 为一个 n 维拓扑流形.

注 1.2. 1. 拓扑流形是局部欧氏的 Hausdorff 空间.

2. 定义中的条件 C2(具有可数拓扑基), Hausdorff 与局部欧氏彼此独立1.

3. ϕ : U → ϕ(U)
open
⊂ Rn 同胚, 称 (U,ϕ) 是 M 的一个局部坐标.

4. 设 (U,ϕ), (V, ψ) 为 M 的局部坐标, 且 U ∩V 6= ∅. 称同胚映射 ψ ◦ϕ−1 : ϕ(U ∩V ) ↔ ψ(U ∩V )

为转移映射.
1参见第二部分 9.18 习题课给出的例子
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ψ

U
M

V

ψ(U ∩ V )
ϕ(U ∩ V ) ϕ

ψ ◦ ϕ−1

定义 1.3. 设 M 是拓扑流形, 若集合 D = {(Uα, ϕα) : α ∈ A} 满足:

1. {Uα : α ∈ A} 构成 M 的一个开覆盖.

2. ∀α ∈ A, (Uα, ϕα) 是 M 的一个局部坐标.

则称 D 是 M 的一个局部坐标系.

注 1.4. 要说明一个拓扑空间是流形, 只需证明 C2, Hausdorff 并给出它的一个局部坐标系.

下面给出拓扑流形的一个典型例子.

例 1.5. 单位球面 Sn = {x ∈ Rn+1 : |x| = 1} 是 n 维拓扑流形. C2 与 Hausdorff 是显然的. 我们记
N = (0, · · · , 0, 1), S = (0, · · · , 0,−1) ∈ Sn 分别是球面的北极和南极. 设 U = Sn \ {N}, V = Sn \ {S},
则我们可以仿照复变函数的 Riemann 球面构造球极投影, 过程如下.

N

S

P1

P

Q1

Q

O

Rn

Sn

任取 P = (x1, · · · , xn) ∈ U , 设射线 NP 与 Rn 相交于点 P1 = (u1, · · · , un, 0). 由 −−→
PP1 = xn+1−−→NP1

可得

(u1 − x1, · · · , un − xn,−xn+1) = xn+1(u1, · · · , un,−1) ⇒ ui =
xi

1− xn+1
.
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因此北极投影映射为

ϕ(x1, · · · , xn+1) =

(
x1

1− xn+1
, · · · , xn

1− xn+1

)
.

类似可以推得南极投影映射为

ψ(x1, · · · , xn+1) =

(
x1

1 + xn+1
, · · · , xn

1 + xn+1

)
.

现在我们验证 {(U,ϕ), (V, ψ)} 构成 Sn 的一组局部坐标系, 即验证 ϕ,ψ 是同胚映射 (它们的像集均为
Rn). 计算可得

ϕ−1(u1, · · · , un) =
(

2u1

1 + |u|2
, · · · , 2un

1 + |u|2
,
|u|2 − 1

|u|2 + 1

)
.

ψ−1(u1, · · · , un) =
(

2u1

1 + |u|2
, · · · , 2un

1 + |u|2
,
1− |u|2

1 + |u|2

)
.

即证. 由此还可计算得两个转移映射为

ψ ◦ ϕ−1(u1, · · · , un) = ϕ ◦ ψ−1(u1, · · · , un) =
(
u1

|u|2
, · · · , u

n

|u|2

)
.

这是 Rn \ {0} 到自身的 C∞ 映射.

1.1.2 流形的构造

本节我们介绍两种构造流形的简单方式.

开子流形 设 M 是拓扑流形, D = {(Uα, ϕα) : α ∈ A} 是 M 的一个局部坐标系. 设 N 是 M 的开

集, 取子空间 (限制) 拓扑, 则 D′ = {(Uα ∩N,ϕα|N ) : α ∈ A} 是 N 的一个自然的局部坐标系, N 成
为一个与 M 的维数相同的拓扑流形, 我们称其为 M 的开子流形.

例 1.6. 一般线性群 GL(n,R) ≜ {A ∈ Rn×n : detA 6= 0} 是 Rn×n 的开子流形. 事实上, 考虑连续映
射 det : Rn×n → R, 则 GL(n,R) 为开集 R \ {0} 在 det 下的原像.

乘积流形 设 M,N 是拓扑流形, D = {(Uα, ϕα) : α ∈ A}, D′ = {(Vβ , ψβ) : β ∈ A′} 分别是 M,N 的

一组局部坐标系. 在乘积拓扑下, {(Uα × Vβ , ϕα × ψβ) : α ∈ A, β ∈ A′} 构成了 M ×N 的一组局部坐

标系, 这里
ϕα × ψβ : Uα × Vβ → Rm+n, (p, q) 7→ (ϕα(p), ψβ(q)).

所以 M ×N 为 m+ n 维的拓扑流形, 称之为乘积流形.

例 1.7. n-环面 Tn =

n︷ ︸︸ ︷
S1 × · · · × S1 即为 n 维的乘积流形, Sm × Sn 也是拓扑流形.

习题 1.8. 试给出 SU(2), SL(2), SO(3) 的一组局部坐标系. 其中

SU(2) =

{(
z w

−w̄ z̄

)
: z, w ∈ C, |z|2 + |w|2 = 1

}
.

SL(2) = {A ∈ R2×2 : det(A) = 1}.

SO(3) = {A ∈ R3×3 : ATA = I3, det(A) = 1}.
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证明. 1. 下面我们总记 z = a+ bi, w = c+ di, A(z, w) =
(
z w

−w̄ z̄

)
. 定义 SU(2) 中的开集:

Ua+ = {A(z, w) : a > 0}, Ua− = {A(z, w) : a < 0},

Ub+ = {A(z, w) : b > 0}, Ub− = {A(z, w) : b < 0},

Uc+ = {A(z, w) : c > 0}, Uc− = {A(z, w) : c < 0},

Ud+ = {A(z, w) : d > 0}, Ud− = {A(z, w) : d < 0}.

则上述给出了 SU(2) 的一个开覆盖. 我们以 Ua+ , Ua− 为例, 定义映射 ϕa± : Ua± → R3 为

ϕa±(A(z, w)) = (b, c, d).

容易验证 ϕa± 是单射, 并且逆映射 ϕ−1
a± : {x ∈ R3 : |x| < 1} → Ua± 为

ϕ−1
a±(b, c, d) =

(
±
√
1− b2 − c2 − d2 + bi c+ di

−c+ di ±
√
1− b2 − c2 − d2 − bi

)
.

因此 ϕa± 为同胚映射. 可以类似定义同胚 ϕb± , ϕc± , ϕd± , 在上述局部坐标系下 SU(2) 构成了 3
维的拓扑流形. 可以验证它还是光滑流形.

2. 下面我们总记 A =

(
a1 a2

a3 a4

)
. 定义开集

Ui = {A ∈ SL(2) : ai 6= 0}(i = 1, 2, 3, 4).

则上述给出了 SL(2) 的一个开覆盖. 以 U1 为例, 定义映射 ϕ1 : U1 → R3 为

ϕ1(A) = (a1, a2, a3).

容易验证 ϕ1 是单射, 且逆映射 ϕ−1
1 : {x ∈ R3 : x1 6= 0} → U1 为

ϕ−1
1 (u1, u2, u3) =

(
u1 u2

u3
1+u2u3
u1

)
.

因此 ϕ1 是同胚映射. 可以类似定义同胚 ϕ2, ϕ3, ϕ4, 在上述局部坐标系下 SL(2) 构成了 3 维的
拓扑流形. 我们以 ϕ2 ◦ ϕ−1

1 ({x ∈ R3 : x1, x2 6= 0} 到自身的映射) 为例计算转移映射:

ϕ2 ◦ ϕ−1
1 (u1, u2, u3) =

(
u1, u2,

1 + u2u3
u1

)
.

这是光滑映射. 类似可以验证其余转移映射均光滑, 所以 SL(2) 是 3 维光滑流形.
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1.2 微分流形

1.2.1 流形的定义

定义 1.9. 设 M 是拓扑流形, (U,ϕ), (V, ψ) 是 M 的局部坐标. 若转移映射 ψ ◦ ϕ−1, ϕ ◦ ψ−1 都是

Ck(k ⩾ 1) 的, 则称 (U,ϕ), (V, ψ) 是 Ck 相容的.

注 1.10. 1. 若 U ∩ V = ∅, 约定 (U,ϕ) 和 (V, ψ) 是 Ck 相容的.

2. 定义中的 Ck 可以类比改为 C∞, Cω.

3. 定义中 ψ ◦ ϕ−1 和 ϕ ◦ ψ−1 均为 Ck 映射, 缺一不可. 反例如下.

例 1.11. 设 M = R, U = V =M = R. 考虑映射

ϕ : U → R, x 7→ t = x.

ψ : V → R, x 7→ s = x3.

计算转移映射可得

ψ ◦ ϕ−1 : R → R, t 7→ t3. ϕ ◦ ψ−1 : R → R, s 7→ s
1
3 .

由此可见 ψ ◦ ϕ−1 是 C∞ 的, 但 ϕ ◦ ψ−1 甚至不是 C1 的.

定义 1.12. 设 M 为拓扑流形, D = {(Uα, ϕα) : α ∈ A} 为 M 的局部坐标系. 若 ∀α, β ∈ A, (Uα, ϕα)
和 (Uβ , ϕβ) 是 Ck 相容的, 则称 D 是 Ck 局部坐标系. 称 D 是极大的, 是指: 若 (U,ϕ) 是 M 的局部

坐标系且与 D 中任一成员 Ck 相容, 则 (U,ϕ) ∈ D. 我们称一个极大的 Ck 局部坐标系 D 为 M 的

Ck 微分结构, 称 (M,D) 为 (Ck) 微分流形.

注 1.13. 1. Rn, Sn,Tn,GL(n,R) 都是光滑 (C∞) 流形.

2. 拓扑流形上可能存在多个微分结构, 也有可能并不存在微分结构.

命题 1.14. 设 M 是拓扑流形.

1. M 上的每个 Ck 局部坐标系 D 包含于唯一的 Ck 微分结构, 称之为 D 生成的 Ck 微分结构.

2. M 上的两个 Ck 局部坐标系生成相同的微分结构当且仅当它们的并仍为 Ck 局部坐标系.2

证明. 定义 D 为与 D 中任意元素 Ck 相容的所有局部坐标系全体构成的集合. 我们下面验证它是一
个 Ck 微分结构. 极大性是显然的, 只需证明其中任意两个局部坐标系 Ck 相容.

2本命题为笔者所加, 不属于课程讲授内容.
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ψ

U
M

V

ψ(U ∩ V ∩W )

ϕ(U ∩ V ∩W )

ϕ

W

φ

φ(U ∩ V ∩W )

φ ◦ ϕ−1

ψ ◦ φ−1

任取 D 中有交的两个局部坐标系 (U,ϕ), (V, ψ). 要证转移映射 ψ ◦ ϕ−1 是 Ck 的 (由选取的任意性,
我们只需证明一个转移映射是 Ck 的), 我们只需证明对任意 p ∈ U ∩ V , 转移映射在 p 附近是 Ck 的.
由 D 的定义, 存在局部坐标系 (W,φ) ∈ D, 使得 p ∈ U ∩V ∩W , 且 (U,ϕ) 与 (W,φ), (V, ψ) 与 (W,φ)

是 Ck 相容的. 由此可得

φ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ∩W ) → φ(U ∩ V ∩W ), ψ ◦ φ−1 : φ(U ∩ V ∩W ) → ψ(U ∩ V ∩W )

是 Ck 映射. 从而存在 p 的邻域, 在该邻域内 ψ ◦ϕ−1 = (ψ ◦ φ−1) ◦ (φ ◦ϕ−1) 是 Ck 的, 即证. 唯一性
可由极大性立得.
任取 M 上的两个 Ck 局部坐标系 D1,D2, 若它们的并 D = D1 ∪D2 是 Ck 局部坐标系, 则由 1

可得 Di 生成相同的微分结构 D. 反之, 若 D1,D2 生成相同的微分结构 D, 则有 D1 ∪D2 ⊂ D, 自然
成为 Ck 局部坐标系.

注 1.15. 根据这个命题, 我们知道: 要找到拓扑流形 M 上的 (Ck) 微分结构, 只需找到一个 (Ck) 局

部坐标系.

例 1.16. 实投影空间 RPn 是 n 维光滑流形. 这里我们给出一些等价定义:

RPn = {L : L是Rn+1中过原点的直线}

= {V : V 是Rn+1的一维子空间}

= (Rn+1 \ {0})/ ∼, x ∼ y ⇔ ∃λ 6= 0, s.t. y = λx

= Sn/ ∼, x ∼ y ⇔ x = ±y.
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记商映射为 π : Rn+1 \ {0} → RPn, x 7→ [x]. 在 RPn 上取自然的商拓扑, 容易验证 RPn 是 C2 且

Hausdorff 的. 记 Ui = {(x1, · · · , xn+1) ∈ Rn+1 : xi 6= 0}(i = 1, · · · , n+ 1), 则 Vi = π(Ui) 是 RPn 中
的开集, 且构成 RPn 的开覆盖. 定义映射 ϕi : Vi → Rn 为

ϕi([x]) =

(
x1

xi
, · · · , x

i−1

xi
, 1̂,

xi+1

xi
, · · · , x

n+1

xi

)
.

良定性、连续性和单射容易验证. ϕi 的像集为 Rn, 计算其逆映射 ϕ−1
i : Rn → Vi 可得

ϕ−1
i (u1, · · · , un) = [u1, · · · , ui−1, 1, ui+1, · · · , un].

任取 i, j, 计算转移映射 ϕj ◦ ϕ−1
i : {u ∈ Rn : uj 6= 0} → Rn 可得

ϕj ◦ ϕ−1
i (u1, · · · , un) =

(
u1

uj
, · · · , u

i−1

uj
,
1

uj
,
ui+1

uj
, · · · , u

j−1

uj
,
uj+1

uj
, · · · , u

n

uj

)
.

这是 C∞ 映射. 所以 RPn 是光滑流形, {(Vi, ϕi) : i = 1, · · · , n+ 1} 确定了它的一个光滑结构.

习题 1.17. 1. 给出 Mk,n = {A ∈ Rk×n : rank(A) = k} 的一组 C∞ 局部坐标系.

2. 给出 Grassmann 流形 G(k, n) = {V ⊂ Rn : V 是Rn中的 k维子空间} 的一组 C∞ 局部坐标系.

证明. 1. 任取 A ∈Mk,n, 则 A 存在非奇异的子阵 A
[

1 ··· k
j1 ··· jk

]
, 由此可得存在 A 的邻域, 其中任一

矩阵 B ∈ Rk×n 的子阵 B
[

1 ··· k
j1 ··· jk

]
也是非奇异的, 进而 rank(B) = k. 所以 Mk,n 是 Rk×n 的开

子集, 自然成为 kn 维的开子流形. 一个 C∞ 局部坐标系即为 (Mk,n, ι), ι 为嵌入映射.

2. 设 V ∈ G(k, n), 设 v1, · · · , vk 是 V 的一组基. 若 u1, · · · , uk 也构成 V 的一组基, 则存在 m

阶可逆矩阵 (aji ), 使得 ui =
∑k

j=1 a
j
ivj . 由于 V 的每组基表现为满秩的 k × n 矩阵, 故有

G(k, n) =Mk,n/ ∼, 其中 A ∼ B ⇔存在 k 阶可逆阵 P 使得 A = PB. 下面我们来证明 G(k, n)

作为商空间成为 k(n− k) 维光滑流形. 首先证明 Hausdorff 与 C2, 为此需要一个引理:

引理. 设 π : X → X/ ∼, x 7→ [x] 为投影映射. 若拓扑空间 X 是 C2 的, 则商空间 X/ ∼ 也是
C2 的. 若对角线集 ∆ = {(x, y) ∈ X ×X : x ∼ y} 是 X ×X 的闭子集, 则 X/ ∼ 是 Hausdorff
空间.

引理的证明: 若 X 是 C2 的, 则存在可数拓扑基 {Ui : i = 1, 2, · · · }. 则任取 X/ ∼ 中开集 V ,
π−1(V ) 为 X 中开集, 进而

π−1(V ) =
⋃
k

Uik ⇒ V =
⋃
k

π(Uik).

因此开集族 {π(Ui) : i = 1, 2, · · · } 构成 X/ ∼ 的可数拓扑基.

若对角集 ∆ 是闭集, 任取 X/ ∼ 中不同两点 [x], [y], 则有 (x, y) /∈ ∆. 进而存在 (x, y) 在 X ×X
中的开邻域 U × V 使得 (U × V ) ∩∆ = ∅. 由此可得 π(U), π(V ) 分别为 [x], [y] 的开邻域, 且
任取 [x′] ∈ π(U), [y′] ∈ π(V ), 有 (x′, y′) ∈ U × V , 因此 x′ 6∼ y′ ⇒ [x′] 6= [y′]. 所以商空间 X/ ∼
为 Hausdorff 空间.
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由上述引理, 要证明 C2, 只需证投影 π : Mk,n → Mk,n/ ∼ 为开映射. 任取 Mk,n 的开集 U , 只
需证 π−1([U ]) 为开集. 我们有

π−1([U ]) = {PA : A ∈ U,P ∈ GL(k,R)}.

由于左乘映射 `P : A 7→ PA 为同胚映射, 故 π−1([U ]) =
⋃

P∈GL(k,R)
`P (U) 为开集. 即证.

然后要证 Hausdorff, 只需再证对角线集 ∆ 为闭子集. 此时

∆ = {(A,B) ∈Mk,n ×Mk,n : ∃P ∈ GL(k,R), A = PB}.

设 A = (α1, · · · , αk)T , B = (β1, · · · , βk)T , 则

(A,B) ∈ ∆ ⇔ span(α1, · · · , αk) = span(β1, · · · , βk).

由此, 我们定义函数

f(A,B) =
k∑
j=1

∑
1⩽i1<···<ik+1⩽n

∣∣∣∣∣∣∣∣
αi11 · · · αikk βi1j
...

...
...

...
α
ik+1

1 · · · α
ik+1

k β
ik+1

j

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

.

则 f 自然连续, 且 f(A,B) = 0 当且仅当 (A,B) ∈ ∆. 因此 ∆ = f−1(0) 为闭集. 即证.

最后我们来构造 G(k, n) 上的一组光滑局部坐标系. 对于指标 1 ⩽ i1 < · · · < ik ⩽ n, 我们记它
的互补指标为 1 ⩽ ī1 < · · · < īn−k ⩽ n. 定义

Ui1···ik = {A ∈Mk,n : detA
[
1 · k
i1 ··· ik

]
6= 0}.

则 {Ui1···ik} 构成了 Mk,n 上的一族开覆盖, 从而 {π(Ui1···ik)} 构成了 G(k, n) 的一族开覆盖. 任
取 A ∈ Ui1···ik , 则

A
[
1 ··· k
i1 ··· ik

]
·A =


1 aī11 (A) · · · a

īn−k

1 (A)
. . . ...

...
...

1 aī1k (A) · · · a
īn−k

k (A)

 .

这里为书写方便, RHS 中左边 k 列实际表示 i1, · · · , ik 列, 右边 n − k 列代表 ī1, · · · , īn−k 列.
由此, 定义

ϕi1···ik(A) =


aī11 (A) · · · a

īn−k

1 (A)
...

...
...

aī1k (A) · · · a
īn−k

k (A)


则不难验证 {(Ui1···ik , ϕi1···ik) : 1 ⩽ i1 < · · · < ik ⩽ n} 即为所求. 因此 G(k, n) 是 k(n− k) 维的

光滑流形.
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1.2.2 流形间的映射

定义 1.18. 设 f :M → N 是光滑流形 M,N 之间的映射. 若对 M,N 任意的局部坐标 (U,ϕ), (V, ψ),
映射 ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ f−1(V )) → ψ(V ) 是 Ck 的, 则称 f 是 Ck 映射.

ψ

U

M

ψ(V )ϕ
(
U ∩ f−1(V )

)

ϕ

ψ ◦ f ◦ ϕ−1

V

N

f

例 1.19. 设 M 为光滑流形.

1. 若 f :M → R 是光滑的, 称 f 是 M 上的光滑函数, M 上光滑函数全体记为 C∞(M).

2. 若映射 γ : R →M 是光滑的, 称 γ 是 M 上的光滑曲线.

下面我们列举光滑映射的一些基本性质3.

命题 1.20. 光滑映射 f :M → N 是连续的.

证明. 由粘接引理, 我们只需证明 f 在任一 p ∈ M 的开邻域内是连续的. 设 (U,ϕ) 是包含 p 的一个

局部坐标, (V, ψ)是包含 f(p)的一个局部坐标. 不妨设 f(U) ⊂ V (不然选取 U 的适当小开子集即可),
则此时有

f |U = ψ−1 ◦ (ψ ◦ f ◦ ϕ−1) ◦ ϕ.

由 ψ ◦ f ◦ ϕ−1 光滑可知其连续, 而 ϕ,ψ 又是同胚映射, 因此 f |U 连续, 进而 f 连续.

命题 1.21. 设 M,N 是光滑流形, f :M → N 为一映射.

1. 若对任一 p ∈M , 存在开邻域 U 使得 f |U 光滑, 则 f 是光滑的.

2. 反之, 若 f 光滑, 则 f 在 M 的任一开子集上的限制也是光滑的.
3下面的命题 1.20-命题 1.24 均为笔者所加, 不在原课程范围.
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证明. 任取 M 的局部坐标 (V, ϕ) 和 N 的局部坐标 (W,ψ) 使得 V ∩ f−1(W ) 6= ∅. 任取 x ∈
ϕ(V ∩ f−1(W )), 记 p = ϕ−1(x), 则存在 p 的包含于 V ∩ f−1(W ) 的开邻域 U , 使得 f |U 是光滑的,
进而 ψ ◦ f ◦ ϕ−1|φ(U) 是光滑的, 进而 ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(V ∩ f−1(W )) → ψ(W ) 是光滑的, 即 f 是光

滑的. 反之, 任取 M 的开子集 U , 则 U 作为开子流形, 局部坐标形如 (U ∩ V, ϕ|U ). 由 f 光滑可得

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(V ∩ f−1(W )) → ψ(W ), 因此 ψ ◦ f |U ◦ ϕ|−1
U : ϕ(U ∩ V ∩ f−1(W )) → ψ(W ) 也是光滑

映射, 故而 f |U 是光滑映射.

推论 1.22 (光滑映射的粘接引理). 设 M,N 为光滑流形, {Uα : α ∈ A} 是 M 的一个开覆盖. 若
fα : Uα → N 为光滑映射, 且满足相容条件 fα|Uα∩Uβ

= fβ |Uα∩Uβ
, 则存在光滑映射 f : M → N 使得

f |Uα = fα.

命题 1.23. 设 M,N,P 为光滑流形.

1. 常值映射 c :M → N 是光滑的.

2. M 上的恒同映射是光滑的.

3. 设 U 是 M 的开子集, 则嵌入映射 ι : U ↪→M 是光滑的.

4. 设 f :M → N , g : N → P 是光滑的, 则 g ◦ f :M → P 是光滑的.

证明. 1. 此时 ψ ◦ c ◦ ϕ−1 即为常值映射 x 7→ ψ(c), 所以光滑.

2. 由于 ψ ◦ 1 ◦ ϕ−1 即为转移映射 ψ ◦ ϕ−1, 所以光滑.

3. 开子流形 U 的局部坐标形如 (U ∩ V, ϕ|U ), 此时 ψ ◦ ι ◦ϕ|−1
U = (ψ ◦ϕ−1)|φ(U∩V ∩W ) 为光滑函数.

所以 ι 光滑.

4. 我们只需证明 g ◦ f 在任一点 p ∈ M 附近光滑. 取定包含 p 的局部坐标 (U,ϕ), 设局部坐标
(V, ψ) 包含 f(p), (W,φ) 包含 g(f(p)). 不妨设 U ⊂ f(V ), V ⊂ g(W ). 从而在 ϕ(U) 上,

φ ◦ (g ◦ f) ◦ ψ = (φ ◦ g ◦ ψ−1) ◦ (ψ ◦ f ◦ ϕ−1)

是光滑函数的复合, 自然光滑.
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ψ

U

M

φ(W )ϕ(U)

ϕ

ψ ◦ f ◦ ϕ−1

V

N

f W

P

ψ(V )

φ

φ ◦ g ◦ ψ−1

φ ◦ (g ◦ f) ◦ ϕ−1

命题 1.24. 设 M1, · · · ,Mk, N 是光滑流形, 记 πi(i = 1, · · · , k) 为 M1 × · · · ×Mk 到 Mi 的投影映射.
则 f : N →M1 × · · · ×Mk 光滑当且仅当每个分量 fi = πi ◦ f : N →Mi 光滑.

证明. 不难验证每个 πi 是光滑映射. 若 f 光滑, 则复合映射 πi ◦ f 自然光滑. 反之, 任取 N 的局部坐

标 (U,ϕ) 和 M1 × · · · ×Mk 的局部坐标 (V1 × · · · × Vk, ψ). 其中 ψ = ψ1 × · × ψk, 则

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 = (ψ1 ◦ (π1 ◦ f) ◦ ϕ−1
1 , · · · , ψk ◦ (πk ◦ f) ◦ ϕ−1

k )

光滑. 所以 f 为光滑映射.

定义 1.25. 设 f :M → N 是光滑流形间的映射, 若 f 满足:

1. f 是同胚.

2. f 与 f−1 是光滑的.

则称 f 是 M,N 之间的微分同胚映射, 这时称 M,N 微分同胚.

注 1.26. 我们已证明了光滑映射必定连续, 所以性质 1 可以弱化为 f 是双射.

例 1.27. 4设 Bn 为 n 维单位球 {x ∈ Rn : |x| < 1}. 则考虑映射 f : Bn → Rn, 定义为

f(x) =
x√

1− |x|2
.

4例 1.27, 命题 1.28 为笔者所加
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则 f 是光滑的双射, 且其逆映射为
f−1(y) =

y√
1 + |y|2

.

也是光滑的. 因此 f 是微分同胚映射, Bn 同 Rn 微分同胚.

命题 1.28. 这里列举微分同胚的几条性质.

1. 微分同胚的复合仍为微分同胚.

2. 微分同胚的有限乘积仍为微分同胚.

3. 微分同胚 f 在开子集 U 上的限制是 U 到 f(U) 的微分同胚.

证明. 以下我们总设 f :M → N, g : N → P, fk :M → Nk(k = 1, · · · , n) 是微分同胚

1. g ◦ f 自然是光滑双射, 且 (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1 是光滑映射的复合, 从而光滑. 故 g ◦ f 是微分
同胚.

2. f1 × · · · × fn 自然是光滑双射, 且由定义可得 (f1 × · · · × fn)
−1 = f−1

1 × · · · × f−1
n 为光滑映射

的乘积, 从而光滑. 故 f1 × · · · × fn 是微分同胚.

3. f |U : U → f(U) 自然是光滑双射, 而 f(U) 是 N 的开子集, 故 (f |U )−1 = f−1|f(U) 光滑. 因此
f |U 是微分同胚.

习题 1.29. 1. 设 F : Rn+m → Rn 为光滑映射, 试研究什么条件下 M ≜ {(x, y) ∈ Rn+m :

F (x, y) = 0} 称为光滑流形, 并给出它的一组局部坐标系.

2. 利用 (1) 证明下列集合是光滑流形, 并计算其维数.

SO(n) ≜ {A ∈ Rn×n : AAT = In, detA = 1}.

SU(n) ≜ {A ∈ Cn×n : AAH = In, detA = 1}.

SL(n,R) ≜ {A ∈ Rn×n : detA = 1}.

1.3 切向量和切空间

本节的目标是用不依赖于坐标的观点定义 Rn 上的切向量, 并进一步推广到流形上.

1.3.1 Rn 的切向量

定义 1.30. 设 p = (p1, · · · , pn) ∈ Rn, 定义 Rn 在 p 处的切空间为

TpRn ≜ {(p, v) : v ∈ Rn}.

TpRn 中的元素 (p, v) 称为 p 点处的一个切向量.

注 1.31. 1. TpRn 与 Rn 同构. 同构映射为 A : TpRn → Rn, (p, v) 7→ v.

2. 在同构 A 下, 称 {ei = (0, · · · , 0, 1ith, 0, · · · , 0) : i = 1, · · · , n} 为 TpRn 的一组标准基. 但不同
点处 ei 的意义不同, 因为它们的起点不同.
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曲线的相切 设 γ : R → Rn, t 7→ p(t) 为 Rn 中的一条曲线, (Rn, ϕ;xi) 为 Rn 的一个坐标. 我们称
r(t) = (ϕ ◦ γ)(t) 为 γ 的一个参数表示. 记 p0 = γ(0). 现在的问题是: 能否称 dr

dt
∣∣
t=0
为 γ(t) 在 p0 处

的切向量? 答案是否定的. 这是因为:

1. dr
dt
∣∣
t=0
依赖于参数 t 的选取. 作参数变换 t 7→ s 使得 t(0) = 0, 记 r̃(s) = r(t(s)), 则

dr̃
ds

∣∣∣∣
s=0

=
dr
dt

∣∣∣∣
t=0

dt
ds

∣∣∣∣
s=0

.

2. dr
dt
∣∣
t=0
依赖于 Rn 的坐标选取. 设另一个坐标为 (Rn, ψ; yj), 记 J(x) = ( ∂y

i

∂xj
(x))(即转移映射的

Jacobi 阵). 则 r̃ = ψ ◦ γ = (ψ ◦ ϕ−1) ◦ r, 故而

dr̃
dt

∣∣∣∣
t=0

=
dr
dt

∣∣∣∣
t=0

J(x0).

这里 x0 = ϕ(p0).

定义 1.32. 设 γ1, γ2 : R → Rn 为两条光滑曲线, (Rn, ϕ;xi) 为 Rn 的一个局部坐标. 设 ri = ϕ ◦ γi.
若 r1, r2 满足:

1. r1(0) = r2(0) = x0.

2. dr1
dt
∣∣
t=0

= dr2
dt
∣∣
t=0

.

则称曲线 γ1, γ2 相切于 p0 = ϕ−1(x0).

根据定义以及上述讨论, 我们立即得到:

命题 1.33. 曲线的相切与参数变换、坐标选取无关.

定义 1.34. 我们记 Γp 为过 p 点的光滑曲线全体, 则 Γp 上可以定义等价关系 γ1 ∼ γ2 ⇔ γ1 与 γ2 相

切于点 p. 我们称 Γp/ ∼ 中的元素 [γ] 为 Rn 在 p 点处的一个切向量, 一般用 X 来表示.

方向导数

定义 1.35. 设 f : Rn → R, p ∈ R. 若存在 p 的邻域 U 使得 f |U 是 C∞ 的, 则称 f 在 p 点局部 C∞.
记 p 点处局部 C∞ 函数的全体为 C∞

p .

注 1.36. 若 f, g ∈ C∞
p , 则 f ± g, fg ∈ C∞

p .

定义 1.37. 设 γ : R → R, t 7→ γ(t) 为过 p = γ(0) 的光滑曲线. 设 f ∈ C∞
p , 定义 df(γ(t))

dt
∣∣
t=0
为 f 在

p 点沿曲线 γ 的方向导数.

由定义不难证明, 对任意 γ̃ ∈ [γ], 成立 df(γ̃(t))
dt

∣∣
t=0

= df(γ(t))
dt

∣∣
t=0

. 因此, 可以定义 X(f) =

[γ](f) = df(γ(t))
dt

∣∣
t=0

. 下面两条性质是显然的:

1. R 线性: X(αf + βg) = αX(f) + βX(g), ∀α, β ∈ R, f, g ∈ C∞
p .
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2. Leibnitz 规则: X(fg) = X(f)g(p) + f(p)X(g).

这两条是核心的性质:

定义 1.38. 若算子 X : C∞
p → R 满足 R 线性和 Leibnitz 规则, 则称 X 为 p 点的一个方向导子. 所

有的方向导子全体构成一个线性空间.

例 1.39. 设 (Rn, ϕ;xi) 是 Rn 的一个局部坐标, p ∈ Rn, 记 x0 = ϕ(p). 定义:

∂

∂xi
: C∞

p → R, f 7→ ∂

∂xi
(f) ≜ ∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi

∣∣∣∣
x=x0

.

则不难证明 ∂
∂xi
是 p 点的一个方向导子, 也称为坐标 x 下的偏导数算子.

定理 1.40. { ∂
∂xi

: i = 1, · · · , n} 构成 Rn 中 p 点方向导子空间的一组基.

证明. 我们首先证明任一方向导子 X 可以写为 ∂
∂xi
的线性组合. 为此, 需要说明两件事:

1. 对任意常值函数 c, X(c) = 0. 由线性只需证明 X(1) = 0. 由 Leibnitz 规则可得

X(1) = X(1 · 1) = 2X(1) ⇒ X(1) = 0.

2. 任取 f ∈ C∞
p , 取定局部坐标 (Rn, ϕ;xi), 记 x0 = ϕ(p). 设 g = f ◦ ϕ−1, 在 x0 附近任取一点 x,

考虑邻域内的线段 x(t) = x0 + t(x− x0), 则有

g(x) =

ˆ 1

0

dg(x(t))
dt dt+ g(x0) =

ˆ 1

0

n∑
i=1

∂g

∂xi
(x(t))(xi − xi0)dt+ g(x0)

=
n∑
i=1

(xi − xi0)

ˆ 1

0

∂g

∂xi
(x(t))dt+ g(x0) ≜

n∑
i=1

(xi − xi0)fi(x) + g(x0).

设 q = ϕ−1(x), 由此即可得

f(q) =
n∑
i=1

(xi − xi0)fi(x) + f(p), fi(x0) =
∂

∂xi
f.

(式中将 x, xi 视作关于 q 的函数)

由上述即可得

X(f) =
n∑
i=1

X(xi − xi0)fi(x0) =

(
n∑
i=1

X(xi − xi0)
∂

∂xi

)
f ⇒ X =

n∑
i=1

X(xi − xi0)
∂

∂xi
.

然后我们来证明偏导数算子的线性无关性. 设 X =
n∑
i=1

ai
∂
∂xi

= 0. 取 f 为坐标映射 f = xi, 则

ai = X(f) = 0. 即证.

注 1.41. 1. 在基 { ∂
∂xi

} 下, X 由其在坐标函数 xi 上的作用唯一确定.

2. 对 Rn 中的点 p, 有两个线性空间: 切向量空间和方向导子空间. 存在对应 ei ↔ ∂
∂xi

, 由此建立
了两个空间之间的一一对应.

3. 方向导子的定义没有用到局部坐标, 只用到了局部 C∞ 这一概念. 因此, 切向量的定义可以推广
到一般的光滑流形上.
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1.3.2 流形上的切向量

定义 1.42. 设 M 是 n 维光滑流形, p ∈ M , C∞
p 表示 p 点局部 C∞ 函数全体. 若算子 X : C∞

p → R
满足:

1. R 线性: X(αf + βg) = αX(f) + βX(g).

2. Leibnitz 规则: X(fg) = X(f)g(p) + f(p)X(g).

其中 α, β ∈ R, f, g ∈ C∞
p . 则称 X 为 M 在 p 点的一个切向量.

注 1.43. M 在 p 点的所有切向量全体记为 TpM , 在 TpM 上可以引入自然的加法和数乘使其成为线

性空间.

下面我们来做一些具体的计算, 来看看不同局部坐标下偏导数算子对应的切向量之间的关系.

例 1.44. 设 (U,ϕ;xi), (V, ψ; yi) 为 M 的局部坐标, p ∈ U ∩ V , ϕ(p) = x0, ψ(p) = y0. 任取 f ∈ C∞
p ,

定义

Xi(f) ≜
∂

∂xi

∣∣∣∣
x0

(f ◦ ϕ−1), Yi(f) ≜
∂

∂yi

∣∣∣∣
y0

(f ◦ ψ−1).

容易证明 Xi, Yi ∈ TpM . 并且

Xi(f) =
∂

∂xi

∣∣∣∣
x0

(f ◦ ψ−1 ◦ ψ ◦ ϕ−1) =
n∑
j=1

∂

∂yj

∣∣∣∣
y0

(f ◦ ψ−1)
∂yj

∂xi
(x0) =

n∑
j=1

∂yj

∂xi
(x0)Yj(f).

因此

Xi =
n∑
j=1

∂yj

∂xi
(x0)Yj .

1.4 切映射和子流形

1.4.1 切映射

定义 1.45. 设 M,N 是光滑流形, F : M → N 是光滑映射. 设 p ∈ M, q = F (p) ∈ N . 定义线性映射
F∗ : TpM → TqN , X 7→ F∗X, 其中

(F∗X)(f) = X(f ◦ F ), ∀f ∈ C∞
q .

我们称 F∗ 为 F 在 p 点的切映射.

命题 1.46. 设 M,N,L 均为光滑流形.

1. 若 F :M → N,G : N → L 为光滑映射, 则 (G ◦ F )∗ = G∗ ◦ F∗.

2. 设 F :M → N 为微分同胚, 则 F∗ 为线性同构, 且 (F∗)
−1 = (F−1)∗.

证明. 1. 任取 p ∈M , 设 q = F (p) ∈ N, r = G(q) ∈ L. 任取 X ∈ TpM , f ∈ C∞
r , 则

((G ◦ F )∗X)f = X(f ◦ (G ◦ F )) = (F∗X)(f ◦G) = ((G∗ ◦ F∗)X)(f).

由此即可得 (F ◦G)∗ = G∗ ◦ F∗.
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2. 由于 M,N 的切空间维数相同且有限, 要证 F∗ 为线性同构, 只需证明它为单射. 若 X ∈ TpM

使得 F∗X = 0, 则
0 = (F−1)∗(F∗X) = (F−1 ◦ F )∗X = X.

即证. 且由 F∗ ◦ (F−1)∗ = (F ◦ F−1)∗ = 1 可得 (F∗)
−1 = (F−1)∗.

例 1.47. 设 F : Rm → Rn 为光滑映射, x ∈ Rm 且 y = F (x). 则

TxRm = span
{

∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xm

}
, TyRn = span

{
∂

∂y1
, · · · , ∂

∂yn

}
.

现在我们来求 F∗
∂
∂xi

. 任取 f ∈ C∞
y , 则(

F∗
∂

∂xi

)
f =

∂(f ◦ F )
∂xi

=

n∑
α=1

∂f

∂yα
∂yα

∂xi
=

(
n∑

α=1

∂yα

∂xi
∂

∂yα

)
f.

因此 F∗
∂
∂xi

=
∑n

α=1
∂yα

∂xi
∂
∂yα .

例 1.48. 设 M 为光滑流形, (U,ϕ;xi) 是 M 的一个局部坐标. 设 p ∈ U , ϕ(p) = x0 ∈ Rn. 由于
ϕ : U → ϕ(U) 是微分同胚, 则有

1. ∀X ∈ TpM , 存在 ai ∈ R, 使得 ϕ∗X =
∑n

i=1 ai
∂
∂xi

.

2. {Xi = (ϕ−1)∗
∂
∂xi

: i = 1, · · · , n} 构成 TpM 的一组基.

注 1.49. 由于 (ϕ−1)∗ 是同构, 今后我们不再区分 Xi 和
∂
∂xi

.

问题: 对单变量函数 f(x), 若 f ′(x0) 6= 0 可知 f(x) 在 x0 附近单调增或减, 从而 f(x) 在 x0 附近

是单射. 那么对于流形间的映射是否有类似的结论?

定义 1.50. 设 M,N 为光滑流形, dimM = m, dimN = n. 设 p ∈M, q = F (p) ∈ N . 若 F∗ : TpM →
TqN 为单射, 则称 F 在 p 点为浸入. 若 F 在每一点都是浸入, 则称 F 为浸入映射.

注 1.51. 由浸入的定义立得 m ⩽ n.

定理 1.52. 设 F 是光滑流形 M,N 间的光滑映射, 且 F 在 p 点处是浸入, 那么 F 在 p 点处是局部

单射.

注 1.53. 定理的逆不正确. 例如 F : R → R, t 7→ t3 是单射, 但在 t = 0 处不是浸入.
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ψ

U

M

ψ(V )ϕ(U)

ϕ

ψ ◦ F ◦ ϕ−1

V

N

F

ϕ̃ ψ̃

p q

x
y

u
v

ψ̃ ◦ ψ ◦ F ◦ ϕ−1 ◦ ϕ̃−1

证明. 选取 M 上包含 p 的局部坐标 (U,ϕ;xi), 以及 N 上包含 q = F (p) 的局部坐标 (V, ψ; yA). 不妨
设 F (U) ⊂ V . 则转移映射的切映射为

(ψ ◦ F ◦ ϕ−1)∗
∂

∂xi
=

n∑
A=1

∂yA

∂xi
∂

∂yA
.

由 F∗,p 是单射可得 (ψ ◦F ◦ϕ−1)∗,x0 也是单射. 因此 Jacobi 矩阵 (∂y
j

∂xi
, ∂y

α

∂xi
) 1⩽i,j⩽m
m+1⩽α⩽n

是行满秩的. 不

妨设 (∂y
j

∂xi
) 是非奇异阵, 由逆映射定理可得在 x0 附近, x 可以表示为 y1, · · · , ym 的函数. 由此可作局

部的坐标变换:
ϕ̃ : x 7→ (y1(x), · · · , ym(x)) ≜ (u1, · · · , um).

计算可得

ψ ◦ F ◦ ϕ−1 ◦ ϕ̃−1 :

y
i = ui, 1 ⩽ i ⩽ m

yα = yα(x) ≜ gα(u), m+ 1 ⩽ α ⩽ n

然后我们考虑函数 ψ̃ : y 7→ v, 定义为

vi = yi(1 ⩽ i ⩽ m), vα = yα − gα.

其 Jacobi 矩阵为
(
Im O

∗ In−m

)
, 故 ψ̃ 为局部的可逆变换. 计算可得

ψ̃ ◦ ψ ◦ F ◦ ϕ−1 ◦ ϕ̃−1(u) = (u1, · · · , um, 0, · · · , 0).

所以上述映射为局部单射, 进而 F 也是局部单射.
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1.4.2 常秩映射

5本小节我们讨论局部微分同胚和常秩映射, 主要目标是推出流形上的秩定理.

定义 1.54. 设 M,N 为光滑流形, F :M → N 为光滑映射, 我们定义 F 在 p ∈M 处的秩为线性映射

F∗,p 的秩. 若 F 在 M 任一点处的秩恒为常数, 则称 F 为常秩映射.

注 1.55. F 在 p 处为浸入当且仅当在 p 处 rankF = dimM , F 在 p 处为淹没 (即切映射 F∗,p 为满

射) 当且仅当在 p 处 rankF = dimN .

命题 1.56. 设 F : M → N 为光滑映射, p ∈ M . 若 F 在 p 处为浸入 (resp. 淹没), 则存在 p 的邻域

U 使得 F 在 U 上为浸入 (resp. 淹没).

证明. 记 dimM = m, dimN = n. 设 F 在 p 处是浸入, 则 F∗,p 为单射. 设其矩阵表示为 J(p), 则
J(p) 存在非奇异的 m 阶子阵. 从而存在 p 的邻域 U , 使得 J 在对应邻域内总存在非奇异的 m 阶子

阵 (det 的连续性), 故 F 在 U 内为浸入. 淹没同理.

定义 1.57. 称光滑流形间的光滑映射 F : M → N 为局部微分同胚, 是指 ∀p ∈ M , 存在开邻域 U 使

得 F (U) 是开集且 F |U : U → F (U) 为微分同胚.

定理 1.58 (流形上的逆映射定理). 设 M,N 为光滑流形, F :M → N 为光滑映射. 设 p ∈M 处 F∗,p

可逆, 则存在 p 和 q = F (p) 的连通邻域 U0, V0, 使得 F |U0 : U0 → V0 为微分同胚.

证明. 选取 p, q 处的局部坐标 (U,ϕ;x), (V, ψ; y), 记 x0 = ϕ(p), y0 = ψ(q). 不妨设 F (U) ⊂ V . 考虑
映射 F̃ ≜ ψ ◦ F ◦ ϕ : ϕ(U) → Rn. 由于 F∗,p 可逆, 故 F̃∗,x0 可逆. 由 Rn 上的逆映射定理可得存在
x0, y0 的连通邻域 Ũ , Ṽ , 使得 F̃ |Ũ : Ũ → Ṽ 是微分同胚. 取 U0 = ϕ−1(Ũ), V0 = ψ−1(Ṽ ), 即有 U0, V0

是 p, q 的连通邻域, 且 F |U0 是微分同胚.

推论 1.59. 设 M,N 为光滑流形, F :M → N 为光滑映射.

1. F 是局部微分同胚当且仅当 F 既是浸入又是淹没.

2. 若 dimM = dimN , 且 F 是浸入或者淹没, 则 F 是局部微分同胚.

证明. 1. 若 F 既是浸入又是淹没, 则 ∀p ∈M , F∗,p 均可逆. 由流形上的逆映射定理即可得 F 是局

部微分同胚.

反之, 若 F 是局部微分同胚, 则任取 p ∈ M , 存在 p 的邻域 U 使得 F |U : U → V 是微分同胚,
进而 F∗,p 是线性同构, 即 F 既是浸入又是淹没.

2. 若 dimM = dimN , 计算维数可得若 F 为浸入则为淹没. 反之亦然.

作为上一节的局部单射定理的拓展, 我们来证明如下常秩映射的秩定理.
5本小节为笔者所加
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定理 1.60 (Rn上的秩定理). 设 U 为 Rm的开集, F : U → Rn为秩为 r的常秩映射,则 ∀x0 ∈ U ,存在
x0, y0 = F (x0) 的邻域 U0, V0, 以及坐标变换 ϕ : U0 → Rm, ψ : V0 → Rn, 使得 ϕ(x0) = 0, ψ(y0) = 0,
且

ψ ◦ F ◦ ϕ−1(x) = (x1, · · · , xr, 0, · · · , 0).

证明. 不妨设 x0 = 0, y0 = 0, 不然作平移即可. 为方便起见, 我们改写:

x = (x1, · · · , xr), x′ = (xr+1, · · · , xn); y = (y1, · · · , yr), y′ = (yr+1, · · · , yn).

由于 F 的 Jacobi 矩阵 JF 秩恒为 r, 我们不妨设子阵 JF [ 1 ··· r
1 ··· r ] 在局部总是可逆的 (不然重排坐标

顺序即可). 我们设 F (x, x′) = (P (x, x′), Q(x, x′)), 这里 P : U → Rr, 定义

ϕ(x, x′) = (P (x, x′), x′).

则有

Jϕ =

(
∂P i

∂xj
∂P i

∂xα

O Im−r

)
, i, j = 1, · · · , r, α = r + 1, · · · ,m.

而 (∂P
i

∂xj
) = JF [ 1 ··· r

1 ··· r ] 在 x0 处是可逆的, 所以存在 x0 的邻域 U1, 使得 ϕ|U1 是坐标变换. 若设
ϕ−1(x, x′) = (A(x, x′), B(x, x′)), 则有

(x, x′) = ϕ(A(x, x′), B(x, x′)) = (P (A(x, x′), B(x, x′)), B(x, x′)).

由此可得 ϕ−1(x, x′) = (A(x, x′), x′). 所以

(F ◦ ϕ−1)(x, x′) = ((P ◦A)(x, x′), Q(A(x, x′), x′)) ≜ (x,R(x, x′)).

注意到 F ◦ ϕ−1 在 U0 ≜ ϕ(U1) 内也是秩为 r 的常秩映射. 计算 Jacobi 矩阵可得

J(F ◦ ϕ−1) =

(
Ir O
∂Rα

∂xi
∂Rα

∂xβ

)
.

其秩恒为 r, 所以 ∂Rα

∂xα 在 U0 内恒为零. 因此 R(x, x′) = R(x). 然后考虑映射 ψ : F ◦ ϕ−1(U) → Rn,
定义为 ψ(y, y′) = (y, y′ −R(y)). 注意到 ψ 的逆映射是显式的: ψ−1(y, y′) = (y, y′ +R(y)), 因此 ψ 也

是坐标变换. 并且
(ψ ◦ F ◦ ϕ−1)(x, x′) = ψ(x,R(x)) = (x, 0).

即证.

定理 1.61 (流形上的秩定理). 设 M,N 为光滑流形, dimM = m, dimN = n. 设 F : M → N 为秩

为 r 的常秩光滑映射, 则 ∀p ∈ M , 存在以 p 为中心的局部坐标 (U,ϕ)6和以 F (p) 为中心的局部坐标

(V, ψ) 使得 F (U) ⊂ V , 且
ψ ◦ F ◦ ϕ−1(x) = (x1, · · · , xr, 0, · · · , 0).

证明. 用 Rn 上的秩定理容易证明, 仿照前文逆映射定理的手法即可.
6即 φ(p) = 0.
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秩定理刻画了映射的局部性态. 实际上, 我们可以来刻画一些特殊常秩映射的整体性质. 为此我
们要回顾 Baire 纲定理:

定理 1.62 (Baire 纲定理). 设 X 为 LCH 空间7, 则第二纲集不存在内点.

定理 1.63 (整体秩定理). 设 M,N 为光滑流形, F :M → N 为常秩光滑映射.

1. 若 F 为满射, 则 F 为淹没.

2. 若 F 为单射, 则 F 为浸入.

3. 若 F 为双射, 则 F 为微分同胚.

证明. 1. 假设存在 p ∈ M 使得 F 不是淹没, 则有 r < dimN . 由秩定理可得存在以 p 和 F (p) 为

中心的局部坐标 (U,ϕ;xi) 和 (V, ψ; yj), 使得 ψ ◦ F ◦ ϕ−1(x) = (x1, · · · , xr, 0, · · · , 0). 不妨设
F (U) ⊂⊂ V , 则 ψ ◦ F (U) ⊂ {y ∈ Rn : yr+1 = · · · = yn = 0}, 因此 V 的任一非空开集不包含于

F (U), 进而 F (U) 是疏集. 由 Lindelöf 性质可得流形总存在可数的局部坐标系, 因此 F (M) 是

可数个疏集的并, 为第二纲集, 由 Baire 纲定理可得它不存在内点, 所以 F (M) 6= N , F 不是满
射, 矛盾!

2. 假设存在 p ∈M 使得 F 不是浸入, 则有 r < dimM . 由秩定理可得存在以 p 和 F (p) 为中心的

局部坐标 (U,ϕ;xi) 和 (V, ψ; yj), 使得 ψ ◦ F ◦ ϕ−1(x) = (x1, · · · , xr, 0, · · · , 0). 由此可得 F 在

ϕ−1(0, · · · , 0, ε) 处的取值同 ϕ−1(0) 处的取值相同, 这与 F 是单射矛盾.

3. 由 1, 2 可得 F 既是浸入和淹没, 从而是局部微分同胚. 再由 F 是双射可得 F 为微分同胚.

1.4.3 子流形

定义 1.64. 设 F :M → N 是光滑映射, 若 F 既是单射又是浸入, 则称 (M,F ) 是 N 的浸入子流形.

例 1.65. 1. 函数 F : R → R2, t 7→ (cos t, sin t) 是浸入但不是单射, 故 (R, F ) 不是 R2 的浸入子流

形.

2. F : (0, 2π) → R2, t 7→ (cos t, sin t), 则 ((0, 2π), F ) 是 R2 的浸入子流形.

3. F : R → R2, t 7→ (t3, 0) 是单射但不是浸入, 所以 (R, F ) 不是 R2 的浸入子流形.

4. R3 中的正则曲面是浸入子流形.

回忆两种常见的拓扑:

• 限制拓扑: 即常见的子空间拓扑 TA = {A ∩ U : U ∈ T}.
7即局部紧 (locally compact) 的 Hausdorff 空间. 不难验证, 任一拓扑流形都是 LCH 空间.
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• 诱导拓扑: 设 f 是从 (X,T) 到 Y 的映射, 则 Tf = {V ⊂ Y : f−1(V ) ∈ T} 是 Y 上使得 f 连续

的最细拓扑, 称为 f 诱导的拓扑8.

定义 1.66. 设 F :M → N 为光滑映射, (M,F ) 是 N 的浸入子流形. 若 F (M) 的限制拓扑和诱导拓

扑相同, 则称 (M,F ) 是 N 的嵌入子流形.

注 1.67. 换言之, 在限制拓扑的意义下, 有 M ∼= F (M), 同胚映射为 F .

下面的例子说明诱导拓扑和限制拓扑未必相同.

例 1.68 (“8” 字曲线). 考虑函数 F : (−π, π) → R2, t 7→ (sin t, sin 2t).

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

图 1: “8” 字曲线

设 A = F ((−ε, ε))(即原点附近的一小段曲线), 则 F−1(A) = (−π,−π + ε) ∪ (−ε, ε) ∪ (π − ε, π)

为开集, 因此 F ((−ε, ε)) 是诱导拓扑下的开集. 但它不是限制拓扑下的开集 (因为原点附近的开集在
子空间限制下应该是两截曲线). 综上, ((−π, π), F ) 是浸入子流形, 但不是嵌入子流形.

例 1.69. 考虑环面 T2 = S1 × S1, 任取无理数 α. 定义曲线

γ : R → T2, t 7→ (e2πit, e2πiαt).

不难验证 (R, γ) 是 T2 的浸入子流形, 我们这里来证明它不是嵌入子流形. 为此, 需要一个简单的引
理:

引理 1.70. 给定 α ∈ R 和 N ∈ N+, 则存在整数 m,n 满足 1 ⩽ n ⩽ N , 使得 |nα−m| < 1
N .

证明. 记 {x} 为实数 x 的小数部分, 即 {x} = x − bxc ∈ [0, 1). 考虑 k = 0, 1, · · · , N 共 N + 1 个整

数, 以及 [0, 1) 的一个 N -划分 [ j−1
N , jN ) : j = 1, · · · , N . 由鸽巢原理可得存在 0 ⩽ k < ` ⩽ N 使得

{kα}, {`α} 落在同一个划分里, 进而 (`− k)α 的小数部分小于 1
N , 即证.

回到原例的证明. 实际上我们只需证明 γ(0) 是 γ(Z) 的一个聚点, 则 R 6∼= γ(R). 任取 ε > 0, 存
在 n ∈ Z+ 和 m ∈ Z 使得 |nα−m| < ε. 不难验证 |eix − eiy| ⩽ |x− y|(x, y ∈ R), 因此

|γ(n)− γ(0)| = |e2πinα − 1| = |e2πinα − e2πim| ⩽ 2πε.

8在火箭的讲义上, 这个拓扑叫余诱导拓扑 (co-induced topology).
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即证.

9下面我们来更深入地讨论嵌入子流形的相关概念与刻画.

定义 1.71. 设 (S, F ) 为 M 的嵌入子流形, 称 dimM − dimS 为 S 的余维数, 记作 codimS. 称余维
数为 1 的嵌入子流形为嵌入超曲面.

注 1.72. 例如 R3 中的紧致正则曲面为 R3 中的嵌入超曲面.

先看几个简单的嵌入子流形.

命题 1.73. 设 M 为光滑流形, S ⊂M . 则 S 是余维数为零的嵌入子流形当且仅当 S 是开子流形.

证明. 若 S 为开集, 设 ι : S ↪→M 为嵌入映射. 由开子流形局部坐标系的选取即可得 ι 的坐标表示即

为恒同映射. 所以 (S, ι) 为浸入子流形, 又因为 S 上的拓扑即为限制拓扑, 不难看出 (S, ι) 成为嵌入

子流形. 反之, 若 (S, ι) 为嵌入子流形且余维数为零, 则 ι 为浸入且 dimS = dimM , 所以 ι 为局部微

分同胚, 自然为开映射. 所以 S 是 M 的开子流形.

命题 1.74. 设 M,N 为光滑流形, 则 M 和 N 都是 M ×N 的嵌入子流形.

证明. 这里只证 M 是 M × N 的嵌入子流形. 取定一点 q ∈ N , 考虑嵌入映射 ι : M → M × N ,
p 7→ (p, q). 容易验证 (M, ι) 即为嵌入子流形.

命题 1.75. 设 M 为 m 维光滑流形, N 为 n 维光滑流形. U 是 M 的开集, f : U → N 为光滑映射.
Γ(f) ⊂M ×N 为 f 的图, 定义为

Γ(f) = {(x, y) ∈M ×N : x ∈ U, y = f(x)}.

则 Γ(f) 是 M ×N 的 m 维嵌入子流形.

证明. 考虑映射 F : M → Γ(f), x 7→ (x, f(x)), 在图的自然坐标下容易验证 F 为微分同胚. 而 M 为

嵌入子流形, 故 Γ(f) 也为 M ×N 的嵌入子流形.

下面我们来给出一个相当重要的嵌入子流形的等价刻画, 有些流形书上也将其作为嵌入子流形的
定义, 往往称之为正则子流形 (regular submanifold). 首先给出切片的定义:

定义 1.76. 设 U 为 Rn 的开子集, 则定义形如

S = {(x1, · · · , xk, xk+1, · · · , xn) ∈ U : xk+1 = ck+1, · · · , xn = cn}

的子集为 U 的 k-切片 (slice). 类似地, 在光滑流形 M 上, 设 (U,ϕ) 为一个光滑局部坐标, 若 S ⊂ U

使得 ϕ(S) 为 ϕ(U) ⊂ Rn 的 k-切片, 则称 S 为 U 的 k-切片. 我们称 S ⊂ M 满足局部 k-切片条件,
是指对任意 p ∈ S, 存在此处的局部坐标 (U,ϕ), S ∩ U 是 U 的 k-切片.

9本小节余下的内容由笔者所加

25



定理 1.77. 设 M 为 n 维光滑流形. 若 S ⊂ M 为 k 维嵌入子流形, 则 S 满足局部 k-切片条件. 反
之, 若 S 满足 k-切片条件, 则在子空间拓扑下 S 成为 k 维拓扑流形, 并且存在微分结构使其成为 M

的 k 维嵌入子流形.

例 1.78. Sn 是 Rn+1 的嵌入子流形.

证明. 定义

U+
i = {(x1, · · · , xn+1) ∈ Sn : xi > 0}, U+

i = {(x1, · · · , xn+1) ∈ Sn : xi < 0}.

则 {U±
i : i = 1, · · · , n+ 1} 构成 Sn 的开覆盖. 定义

ϕ±
i (x

1, · · · , xn+1) = (x1, · · · , x̂i, · · · , xn+1).

则容易验证 {(U±
i , ϕ

±
i ) : i = 1, · · · , n+ 1} 构成 Sn 的一组光滑局部坐标系, 其中

(ϕ±
i )

−1 = (x1, · · · , xi−1,±
√

1− (x1)2 − · · · − (xi−1)2 − (xi+1)2 − · · · − (xn+1)2, xi+1, · · · , xn+1).

由此可得 Sn 是 Rn+1 的 n 维嵌入子流形.

1.4.4 水平集

10本节我们来介绍一类特殊而又十分常见的嵌入子流形.

定义 1.79. 设 Φ :M → N 为一映射, c 为 N 中的固定点, 则称 Φ−1(c) 为 Φ 的水平集.

注 1.80. 若 N = Rn, c = 0, 则往往称 Φ−1(0) 为 Φ 的零点集.

定理 1.81 (常秩水平集定理). 设 M,N 为光滑流形, Φ :M → N 为秩为 r 的光滑常秩映射, 则 Φ 的

任一水平集都是 M 的嵌入子流形, 余维数为 r.

证明. 任取 c ∈ N , 设 S = Φ−1(c) 为水平集. 任取 p ∈ S, 由秩定理可得存在 M 在 p 处的局部坐标

(U,ϕ) 和 N 在 Φ(p) 处的局部坐标 (V, ψ) 使得

ψ ◦ Φ ◦ ϕ−1(x1, · · · , xn) = (x1, · · · , xr, 0, · · · , 0).

而在 S ∩ U 内, Φ(p) 恒为 c, 因此

ϕ(S ∩ U) = {x ∈ ϕ(U) : x1 = x10, · · · , xr = xr0}.

所以 S 满足局部 m− r-切片条件, 因此 S 是余维数为 r 的嵌入子流形.

推论 1.82. 若 Φ :M → N 是光滑淹没, 则 Φ 的任一水平集都是 M 的嵌入子流形, 余维数为 dimN .

证明. 任一淹没是秩为 dimN 的常秩映射, 即证.
10本小节为笔者所加

26



上述推论虽然有效, 但对 Φ 过于苛求. 事实上, 我们只需要让 Φ 在所研究的水平集上是淹没就足

够了. 这里我们给出一些概念:

定义 1.83. 设 Φ : M → N 为光滑映射, 称 p ∈ M 为 Φ 的正则点, 是指 Φ∗,p 为满射; 反之则称 p 是

Φ 的临界点. 类似地, 若水平集 Φ−1(c) 中均为正则点, 则称 c ∈ N 为 Φ 的正则值, 并称 Φ−1(c) 为正

则水平集. 反之则称 c 为 Φ 的临界值.

注 1.84. 映射 Φ 的正则点全体是 M 的开子集, 因为我们已证明过若 f 在 p 点为淹没, 则存在 p 的邻

域 U 使得 f |U 为淹没.

推论 1.85. Φ :M → N 的每个正则水平集都是 M 的嵌入子流形, 余维数为 dimN .

例 1.86. 再回头看前面已出现的例子: Sn 是 Rn+1 的 n 维嵌入子流形. 考虑光滑映射 f : Rn+1 → R,
x 7→ |x|2. 计算可得 f∗,x(v) = 2

∑
i x

ivi, 其中 v =
∑
vi ∂
∂xi

. 因此除原点外, f 均为淹没. 由此即得
Sn = f−1(1) 是 Rn+1 维嵌入子流形.

例 1.87. 考虑 n 维正交群

O(n) = {A ∈ GL(n,R) : ATA = I}.

定义映射 f : GL(n,R) → Rn×n, A 7→ ATA. 我们来证明 f 是常秩映射, 这需要一点小技巧. 任取
P ∈ GL(n,R), 定义左乘映射 `P : A 7→ PA 和右乘映射 rP : A 7→ AP , 则

P TATAP = (AP )T (AP ) ⇒ `PT ◦ rP ◦ f = f ◦ rP .

两边求切映射可得

(`PT ,∗)ATAP ◦ (rP,∗)ATA ◦ f∗,A = f∗,AP ◦ (rP,∗)A.

由于 `P , rP 均为微分同胚, 因此 rank(f∗,A) = rank(f∗,AP ). 由于 P 是任取的, 故 f 为常秩映射.
为求出 f 的秩, 只需求出 f 在单位阵 I 处的秩. 可以计算得到11f∗,I(X) = XT + X. 线性映射
X 7→ XT + X 的像集为 n 阶实对称阵全体, 故其秩为 n(n+1)

2 . 综上可得 f 是秩为 n(n+1)
2 的常秩映

射, 因此 O(n) 为 GL(n,R) 的 n(n−1)
2 维嵌入子流形.

现在我们已经研究清楚了: 常秩映射的水平集是嵌入子流形. 那反之又如何呢? 事实上, 虽然嵌
入子流形在整体上不总能成为一个水平集, 但在局部是成立的:

命题 1.88. 设 M 为 m 维光滑流形, S ⊂M . S 是 M 的 k 维嵌入子流形当且仅当 ∀p ∈ S, 存在 p 的

邻域 U 使得 U ∩ S 为某个光滑淹没 Φ : U → Rm−k 的水平集.

证明. 若 S 为 k 维嵌入子流形, 任取 p ∈ S, 设 (U,ϕ) 为 p 点的一个局部坐标, 使得 S ∩ U 是 U 的

k-切片. 定义映射 Φ : U → Rm−k, q 7→ (xk+1, · · · , xn), x = ϕ(q), 即有 S ∩ U 是 Φ 的水平集, 并且容
易验证 Φ 是光滑淹没.

反之, 若对任意 p ∈ S, 存在 p 的邻域 U , 使得 U ∩ S 为某个光滑淹没 Φ : U → Rm−k 的水平集,
则 S ∩U 是 U 的 k 维嵌入子流形, 从而它满足局部 k-切片条件, 进而 S 也满足 k-切片条件, 故 S 是

M 的 k 维嵌入子流形.
11具体计算过程在 9.18 习题课里有
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注 1.89. 设 S 为 M 的嵌入子流形. 若存在光滑映射 Φ :M → N 使得 S 为 Φ 的正则水平集, 则称 Φ

为 S 的定义映射 (defining map). 更一般地, 设 U 为 M 的开集, 若光滑映射 Φ : U → N 使得 S ∩ U
为 Φ 的正则水平集, 则称 Φ 为 S 的局部定义映射.

例 1.90 (旋转面). 设 H = {(r, z) : r > 0} 为半平面, C ⊂ H 为 1 维嵌入子流形. 我们定义 C 生成

的旋转面为

SC = {(x, y, z) : (
√
x2 + y2, z) ∈ C} ⊂ R3.

此时 C 称为母线. 设 (U,ϕ) 为 C 的任一局部坐标, 其中 ϕ : U → R. 则我们可以得到旋转面的一个
局部定义映射:

Φ(x, y, z) = ϕ(
√
x2 + y2, z).

其定义域为 Ũ = {(x, y, z) : (
√
x2 + y2, z) ∈ U}.

1.5 向量场

1.5.1 向量场

定义 1.91. 设 M 为光滑流形, 定义 M 的切丛为

TM =
⊔
p∈M

TpM.

习题 1.92. 设 dimM = m, 证明切丛 TM =
⋃
p∈M TpM 是 2m 维光滑流形.

证明. 定义投影映射: π : TM →M , (p, v) 7→ p. 设 M 的一个光滑局部坐标系为 {(Uα, ϕα) : α ∈ A},
则 {π−1(Uα) : α ∈ A} 构成 TM 的一族开覆盖. 定义映射 ψα : π−1(Uα) → R2m 为

ψα(p, v) = (ϕ(p), v).

则容易验证 ψα 是同胚, 其逆映射为 ψ−1
α (x, v) = (ϕ−1

α (x), v). 计算转移映射可得

ψβ ◦ ψ−1
α (x, v) = (ϕβ ◦ ϕ−1

α (x), v).

由 ϕβ ◦ ϕ−1
α 光滑即可得 ψβ ◦ ψ−1

α 光滑.

定义 1.93. 设 M 是光滑流形, U 为 M 的开集. 若光滑映射 X : U → TM 满足 π ◦X = 1U , 则称 X

是 U 上的光滑向量场. 这里 π : TM → M , (p, v) 7→ v 是自然投影. 我们记 U 上光滑向量场全体为

X(U).

注 1.94. 换言之, 开集 U 上的向量场即在流形上每点处指定一个切向量.

设 X ∈ X(U), 则在每点 p 处有

Xp = Xi(p)
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

.

我们称函数 Xi : U → R 为 X 的分量.
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命题 1.95. 设 M 是光滑流形, U 是 M 上的开集. 则 X ∈ X(U) ⇔ 在局部坐标下 X 的分量为 C∞

函数.

证明. 这里切丛的局部坐标即为习题中所给出的. 任取M 中的局部坐标 (U,ϕ)和 TM 中的局部坐标

(π−1(V ), ψ). 由 X 的定义可得 X(U) ∩ π−1(V ) 6= ∅ ⇔ U = V , 故我们即取 V = U . 任取 x ∈ ϕ(U),
设 ϕ(p) = x, 则

(ψ ◦X ◦ ϕ−1)(x) = ψ(p,Xp) = (x1, · · · , xn, X1, · · · , Xn).

由此即可得 X 光滑当且仅当 X1, · · · , Xn 均光滑.

12下面的讨论我们即考虑 M 上的光滑向量场 X(M). 任取 X ∈ X(M) 和 f ∈ C∞(U)(U 为 M

的开集), 则我们可以定义函数 Xf : U → R 为

Xf(p) ≜ Xp(f).

容易证明 Xf 也是光滑函数. 所以我们可以将光滑向量场 X 视为 C∞(M) 到自身的线性映射. 并且
X 也满足 Leibnitz 规则:

X(fg) = X(f)g + fX(g).

由此我们定义:

定义 1.96. 称映射 D : C∞ → C∞ 为一个导数 (derivation), 是指它满足 R 线性与 Leibnitz 条件.

前面我们已经说明了任意光滑向量场可以视为一个导数. 反之, 也有类似的结论:

命题 1.97. 设 M 为光滑流形, 映射 D : C∞(M) → C∞(M) 为导数当且仅当存在 X ∈ X(M) 使得

Df = Xf , ∀f ∈ C∞(M).

证明. 定义 X :M → TM 为 Xpf = (Df)(p). 只需证明 X ∈ X(M).

1. 由 D 满足 R 线性和 Leibnitz 条件容易推得 Xp 也满足上述两条, 所以 Xp ∈ TpM , 进而 X 是

向量场.

2. 任取开集 W ⊂ M , 以及 f ∈ C∞(W ), 我们先来证 Xf ∈ C∞(W ). 事实上, 只需证明 Xf 在任

意 p ∈ W 附近光滑. 选取截断函数 ψ ∈ C∞(M ; [0, 1]), 使得 ψ 在 p 的一个邻域 V 内取值恒为

1, 且 suppψ ⊂ U . 则在 V 内有 Xf = X(fψ) = D(fψ) ∈ C∞. 即证. 要证 X 光滑, 只需证对
任意局部坐标 (U,ϕ;xi), 分量函数 Xi 是光滑函数. 事实上, 有

Xxi =
n∑
j=1

Xj ∂

∂xj
(xi) = Xi.

而由前面演示的结论可知 Xi = Xxi ∈ C∞(U), 即证.

12本小节余下的内容均为笔者所加
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注 1.98. 因此我们此后往往将 C∞(M) 到自身的导数全体与光滑向量场全体 X(M) 等同起来.

下面我们来讨论不同流形间的向量场的关系. 设 F : M → N 为光滑映射, X ∈ X(M), 则我们总
可以在 F (p) 处给定一个切向量 F∗,p(Xp). 但是我们不一定能由此得到 N 上的一个光滑向量场: (1)
若 F 不是满射, 则无法在每点处都给定一个切向量; 若 F 不是单射, 则可能存在不同点 p, p′, 满足
F (p) = F (p′) = q, 但是 F∗,p(Xp) 6= F∗,p′(Xp′).
但是, 受上述启发, 我们可以定义 M,N 上光滑向量场之间的关系:

定义 1.99. 设 F : M → N 是光滑映射, 称 X ∈ X(M), Y ∈ X(N) 是 F -相关的, 是指 YF (p) =

F∗,p(Xp), ∀p ∈M .

命题 1.100. 设 F :M → N 为光滑映射, X ∈ X(M), Y ∈ X(N). 则 X,Y 是 F -相关的当且仅当对任
意 ∀f ∈ C∞

F (p)(p ∈M), 有
X(f ◦ F ) = (Y f) ◦ F.

证明. 计算可得

X(f ◦ F )(p) = Xp(f ◦ F ) = (F∗,pXp)f, (Y f) ◦ F (p) = YF (p)f.

由此即证.

例 1.101. 考虑光滑映射 F : R → R2, t 7→ (cos t, sin t). 则 X = d
dt ∈ X(R)和 Y = x ∂

∂y −y
∂
∂x ∈ X(R2)

是 F -相关的.

证明. 任取 t ∈ R 以及 f ∈ C∞
F (t), 计算可得

X(f ◦ F ) = d
dtf(cos t, sin t) = cos t∂f

∂y
− sin t∂f

∂x
= (Y f) ◦ F.

最后我们来讨论最开始提出的问题: 何时 F∗X 能成为 N 上的光滑向量场? 根据前面的讨论, 我
们可以得到如下命题:

命题 1.102. 设 F :M → N 为微分同胚, 则对任意 X ∈ X(M), 存在唯一的 Y ∈ X(N), 使得 X 与 Y

是 F -相关的.

证明. 我们定义 N 上的向量场 Y 为

Yq = F∗,F−1(q)(XF−1(q)), ∀q ∈ N.

注意到 Y 实际上是下述光滑映射链的复合:

N
F−1

−−→M
X−→ TM

F∗−→ TN.

因此 Y ∈ X(N). 唯一性是自然的.
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我们称上述定义的光滑向量场 Y 为 X 在 F 下的推出 (pushforward).

例 1.103. 考虑如下 R2 中的开子流形:

M = {(x, y) : y > 0, x+ y > 0}, N = {(u, v) : u > 0, v > 0}.

光滑映射 F :M → N 定义为 F (x, y) = (x+ y, xy + 1). 计算可得 F 的逆为

F−1(u, v) =
(
u− u

v
,
u

v

)
.

由此可得 F 是微分同胚. 若我们考虑 X ∈ X(M), 定义为

X(x,y) = y2
∂

∂x

∣∣∣∣
(x,y)

,

则可以求解 X 在 F 下的推出 Y , 这里演示具体计算过程. 首先计算 F 的 Jacobi 矩阵为

JF (x, y) =

(
1 1
1
y − x

y2

)
.

由于 XF−1(u,v) =
u2

v2
∂
∂x

∣∣
(u−u

v
,u
v
)
, 因此 Y(u,v) 在基 { ∂

∂u ,
∂
∂v} 下的坐标为

Y(u,v) = JF
(
u− u

v
,
u

v

)(u2

v2

0

)
=

(
1 1
v
u

v−v2
u

)(
u2

v2

0

)
=

(
u2

v2

u
v

)
.

因此

Y(u,v) =
u2

v2
∂

∂u

∣∣∣∣
(u,v)

+
u

v

∂

∂v

∣∣∣∣
(u,v)

.

1.5.2 李括号

本节我们介绍向量场之间的一类运算.

定义 1.104. 设 X,Y ∈ X(U), 则称 [X,Y ] ≜ XY − Y X 为向量场 X,Y 的李括号. 这里 XY 表示将

XY 视作 C∞ 到自身的映射的复合, 即 (XY )f = X(Y f).

注 1.105. 引入李括号的动机是: 我们希望能给出向量场之间的一个封闭运算, 第一想到的自然是复
合. 但是不难发现仅作一次复合后得到的映射并不一定满足 Leibnitz 性质 (例如 X = ∂

∂x , Y = x ∂
∂y ),

这才创建了李括号这一运算.

命题 1.106. 对任意 X,Y ∈ X(U), [X,Y ] ∈ X(U).

证明. 光滑性和 R-线性是显然的, 这里我们仅证明 Leibnitz 性质. 任取 f, g ∈ C∞(U), 则有

[X,Y ](fg) = X(Y (fg))− Y (X(fg))

= X(Y (f)g + fY (g))− Y (X(f)g + fX(g))

= XY (f)g + Y (f)X(g) +X(f)Y (g) +XY (g)f−

Y X(f)g −X(f)Y (g)− Y (f)X(g)− Y X(g)f

= [X,Y ](f)g − f [X,Y ](g).
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命题 1.107. 李括号满足如下性质:

1. R-线性: [α1X1 + α2X2, Y ] = α1[X1, Y ] + α2[X2, Y ], αi ∈ R.

2. 反交换性: [X,Y ] = −[Y,X].

3. ∀f ∈ C∞(U), [fX, Y ] = f [X,Y ]− Y (f)X. 这里 fX 定义为 (fX)(p) = f(p)Xp
13.

4. Jacobi 恒等式: [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0.

证明. 性质 1, 2 是显然的, 性质 4 计算即可, 我们只证明性质 3. 任取 g ∈ C∞(U), 则

[fX, Y ](g) = fXY (g)− Y (fX(g))

= fXY (g)− fY X(g)− Y (f)X(g)

= (f [X,Y ]− Y (f)X)(g).

因此 [fX, Y ] = f [X,Y ]− Y (f)X.

李括号的局部计算 下面我们来实际计算下述光滑向量场在局部坐标 (U,ϕ;xi) 内的李括号.

X =
m∑
i=1

ai(x)
∂

∂xi
, Y =

m∑
j=1

bj(x)
∂

∂xj
.

首先由上一条性质可得

[fX, gY ] = f [X, gY ]− gY (f)X = fg[X,Y ] + fX(g)Y − gY (f)X.

再由 [ ∂
∂xi
, ∂
∂xj

] = 0 可得

[X,Y ] =
n∑

i,j=1

[
ai

∂

∂xi
, bj

∂

∂xj

]
=

n∑
i,j=1

(
ai
∂bj

∂xi
∂

∂xj
− bj

∂ai

∂xj
∂

∂xi

)

=
n∑
i=1

 n∑
j=1

(
aj
∂bi

∂xj
− bj

∂ai

∂xj

) ∂

∂xi
=

n∑
i=1

(X(bi)− Y (ai))
∂

∂xi
.

命题 1.108. 设 (M,F ) 是 N 的浸入子流形, X,Y 是 M 上的向量场. 则

F∗[X,Y ] = [F∗X,F∗Y ].

证明. 任取 M,N 的局部坐标 (U,ϕ;xi), (V, ψ; yj) 使得 F (U) ⊂ V . 设 X =
m∑
i=1

ai ∂
∂xi

, Y =
m∑
i=1

bi ∂
∂xi

,

则有

F∗[X,Y ] = F∗

(
n∑
i=1

(X(bi)− Y (ai))
∂

∂xi

)
=

m∑
i=1

n∑
j=1

(X(bi)− Y (ai))
∂yj

∂xi
∂

∂yj
.

13这其实定义了光滑向量场的一种数乘运算, 由此可以验证 X(U) 是 C∞(U)-模.
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另一方面, 有

[F∗X,F∗Y ] =

 n∑
j=1

(
m∑
i=1

ai
∂yj

∂xi

)
∂

∂yj
,

n∑
j=1

(
m∑
i=1

bi
∂yj

∂xi

)
∂

∂yj


=

n∑
j=1

 m∑
i,k=1

ai
∂

∂xi

(
bk
∂yj

∂xk

)
−

m∑
i,k=1

bi
∂

∂xi

(
ak
∂yj

∂xk

) ∂

∂yj

=
n∑
j=1

m∑
i,k=1

(
ai
∂bk

∂xi
− bi

∂ak

∂xi

)
∂yj

∂xk
∂

∂yj

=

m∑
i=1

n∑
j=1

(X(bi)− Y (ai))
∂yj

∂xi
∂

∂yj
.

即证.

本命题可以换一种表述方法, 如下所述:

命题 1.109. 设 F : M → N 为光滑浸入, 设 X1, X2 ∈ X(M) 分别与 Y1, Y2 ∈ X(N) 是 F -相关的, 则
[X1, X2] 与 [Y1, Y2] 也是 F -相关的.

证明. 只需证 [X1, X2](f ◦ F ) = ([Y1, Y2]f) ◦ F , ∀f ∈ C∞
F (p), ∀p ∈M . 计算可得

[X1, X2](f ◦ F ) = X1(X2(f ◦ F ))−X2(X1(f ◦ F ))

= X1(Y2f ◦ F )−X2(Y1f ◦ F )

= Y1(Y2f) ◦ F − Y2(Y1f) ◦ F

= [Y1, Y2]f ◦ F.

1.5.3 积分曲线

设 γ : R → U 为光滑曲线, 其中 U 为 M 的开集. 则 γ∗
∂
∂t 是沿着曲线 γ(t) 的切向量场. 问题:

给定 U 上的光滑向量场 X, 以及任一 p ∈ U , 能否找到一条光滑曲线过 p 点且 γ∗
∂
∂t = Xγ(t)?

定义 1.110. 设 X ∈ X(U). 若 γ : I → U 满足 γ∗
∂
∂t = Xγ(t), 则称 γ(t) 为 X 的积分曲线. 若给定

p ∈ U 以及 t0 ∈ I, 满足 γ(t0) = p, 则称 γ 是 X 过 p 点的积分曲线.

注 1.111. 一般 I 取作小开区间 (−ε, ε), t0 取作 0. 不难发现这其实是一阶 ODE 在流形上的版本.

定理 1.112. 设 X ∈ X(U), 则 X 过 U 上任意一点有且仅有一条积分曲线 γ : (−ε, ε) → U .

证明. 不妨设 (U,ϕ;xi) 为局部坐标, 设 X =
n∑
i=1

ai(x) ∂
∂xi

. 则下述 ODE 的初值问题

dx1
dt = a1(x1, · · · , xn)

...
dxn
dt = an(x1, · · · , xn)

x(0) = p

33



在某小区间 (−ε, ε) 内存在唯一解. 记 γ̃ = (x1, · · · , xn) : (−ε, ε) → Rn, 记 γ = ϕ−1 ◦ γ̃, 则 γ 即为 X

过 p 的唯一积分曲线.

定义 1.113. 设 M 为光滑流形. 称向量场组 (X1, · · · , Xk) 在 M 的子集 A 上线性无关, 是指对任意
p ∈ A, 切向量组 (X1|p, · · · , Xk|p) 在 TpM 内是线性无关的.

定义 1.114. 设 X ∈ X(U), 且 p ∈ U . 若 X(p) = 0, 则称 p 是 X 的奇点或零点.

注 1.115. 向量场在奇点处的形态较为复杂, 这一点可以类比 ODE 系统.

习题 1.116. 1. 设 Sn ⊂ Rn+1 为 n 维单位球面.

(a) 构造 S2 上两个向量场 X,Y , 使得它们分别有且仅有一个、两个奇点.

(b) 在 S3 上构造三个线性无关的向量场.

(c) 在 S2n+1 上构造一个处处非零的向量场.

2. 在环面 T2 上构造两个线性无关的向量场.

3. 在 n 维旋转群 SO(n) = {A ∈ Rn×n : ATA = In, detA = 1} 上构造 n(n−1)
2 个线性无关的向量

场.

向量场在非奇点处的形态很好, 即如下定理 (这一点也可以类比 ODE 系统的轨线在常点处可以
“拉直”):

定理 1.117. 设 X ∈ X(U), p ∈ U 不是 X 的奇点. 则存在 p 点处的局部坐标 (V, ψ; ti) 使得

ψ∗X = ∂
∂t1

.

证明. 设 p 点处的局部坐标为 (U,ϕ;xi), X =
n∑
i=1

ai(x) ∂
∂xi

. 由于 p 不是奇点, 不妨设在 x0 = ϕ(p) 处

a1(x0) 6= 0. 考虑下列 ODE 方程组:
dxi
dt1 = ai(x1, · · · , xn)(i = 1, · · · , n)

x1(0) = 0, xα(0) = tα(α = 2, · · · , n)

该 Cauchy 问题存在唯一光滑解 γ(t1, · · · , tn) = (x1, · · · , xn). 计算可得在 t1 = 0 处 Jacobi 矩阵为

J =

(
a1 0
∗ In−1

)
为可逆阵. 所以在 x 附近 γ 是光滑的坐标变换. 选取 ψ = γ−1 ◦ ϕ, 则 (V, ψ; ti) 为

p 点处的局部坐标, 且容易验证 ψ∗X = ∂
∂t1

.

习题 1.118. 已知 R2 上的向量场 X = −y ∂
∂x + x ∂

∂y , 求:

1. 过 (x0, y0) 处的积分曲线.

2. R2 的局部坐标 (t, s)(不包含奇点 (0, 0)) 使得 X = ∂
∂t .
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解答. 1. 此时积分曲线的定义式即对应 Cauchy 问题
dx
dt = −y, dy

dt = x

x(0) = x0, y(0) = y0

由此求解可得积分曲线为

γ(t;x0, y0) = (x(t), y(t)) = (x0 cos t− y0 sin t, y0 cos t+ x0 sin t).

2. 不妨设 y0 6= 0(非奇点). 取 x0 = 0, y0 = s, 则 γ(t; 0, s) = (−s sin t, s cos t). 在非奇点附近, 上述
给出了一个坐标变换 x = −s sin t, y = s cos t. 反解可得

t = − arctan x
y
, s =

√
x2 + y2.

故上述即给出了 R2 的局部坐标, 且使得 X = ∂
∂t . 若 x0 6= 0 可同理求之.

1.5.4 流

14作为本小节的开始, 我们先来证明积分曲线的一些简单性质:

命题 1.119. 设 X ∈ X(U), γ : I → U 为 X 的积分曲线. 则对任意 a ∈ R, γ̃ : Ĩ → U, t 7→ γ(at) 是

aX 的积分曲线, 这里 Ĩ = {t : at ∈ I}.

证明. 任取 t0 ∈ Ĩ, 以及 f ∈ C∞
γ̃(t0)

, 则(
γ̃∗,t0

d
dt

)
f =

d
dt

∣∣∣∣
t0

(f ◦ γ̃) = a
d
dt

∣∣∣∣
at0

(f ◦ γ) = a

(
γ∗,at0

d
dt

)
f = aXγ(at0)f = aXγ̃(t0)f.

由此可得 γ̃ : Ĩ → U 是 aX 的积分曲线.

命题 1.120 (平移不变性). 设 X ∈ X(U), γ : I → U 为 X 的积分曲线. 则对任意 b ∈ R, γ̂ : Î → U ,
t 7→ γ(t+ b) 也是 X 的积分曲线, 这里 Î = b+ I.

证明. 容易验证.

命题 1.121 (积分曲线的泛性质). 设 M,N 为光滑流形, F : M → N 为光滑映射. 则 X ∈ X(M) 和

Y ∈ X(N) 是 F -相关的当且仅当 F 将 X 的积分曲线映为 Y 的积分曲线.

证明. 若 X,Y 是 F -相关的, 设 γ 是 X 的积分曲线, 则

(F ◦ γ)∗,t0
d
dt = F∗,γ(t0)

(
γ∗,t0

d
dt

)
= F∗,γ(t0)(Xγ(t0)) = Y(F◦γ)(t0).

由此可得 F ◦ γ 是 Y 的积分曲线.
任取 p ∈M , 则 X 存在过 p 点的积分曲线 γ : (−ε, ε) →M . 由于 F ◦ γ 是 Y 的积分曲线, 因此

F∗,p(Xp) = F∗,γ(0)(Xγ(0)) = F∗,γ(0)

(
γ∗,0

d
dt

)
= (F ◦ γ)∗,0

d
dt = Y(F◦γ)(0) = YF (p).

14本小节为笔者所加
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现在我们从另一角度来看待向量场的积分曲线族, 这一部分是 ODE 里动力系统的延拓. 设 M

为光滑流形, X ∈ X(M), 则 M 上的任一点 p 确定了唯一一条 X 的积分曲线, 记作 θ(p) : R → M15.
从而对任意 t ∈ R, 可以定义映射 θt :M →M 为

θt(p) = θ(p)(t).

该映射相当于 M 上所有积分曲线在时刻 t 的 “切片”(slice). 由平移不变性, t 7→ θ(p)(t + s) 表示 X

过 q = θ(p)(s) 的积分曲线. 由过一点积分曲线的唯一性可得 θ(q)(t) = θ(p)(t+ s). 换言之, 有

θt ◦ θs(p) = θt+s(p).

不难发现 θ0(p) = p. 由上述可得: θ : R×M →M 是加法群 R 在流形 M 上的一个作用. 由此, 我们
给出下述定义:

定义 1.122. 定义光滑流形 M 上的整体流 (或者单参数群作用) 为 M 上的连续 R-左作用, 即满足下
述条件的连续映射 θ : R×M →M :

θ(t, θ(s, p)) = θ(t+ s, p)(∀t, s ∈ R), θ(0, p) = p.

注 1.123. 类似上面的讨论, 我们定义以下映射:

1. 对任意 t ∈ R, θt :M →M 定义为 θt(p) = θ(t, p). 该映射满足群运算律

θt ◦ θs = θt+s, θ0 = 1M .

此时每个 θt 均为同胚. 若流 θ 还是光滑的, 则 θt 成为微分同胚.

2. 对任意 p ∈M , 定义 θ(p)(t) = θ(t, p).

定义 1.124. 设 θ : R×M →M 为光滑整体流, 定义向量场 X 为

Xp = θ
(p)
∗,0

d
dt , ∀p ∈M.

我们称 X 为 θ 的无穷小生成元 (infinitesimal generator).

命题 1.125. 光滑整体流 θ 的无穷小生成元 X ∈ X(M), 并且对任意 p ∈M , θ(p) 是 X 过 p 点的积分

曲线.

证明. 要证 X ∈ X(M), 只需证明对任意开集 U ⊂M 和 f ∈ C∞(U), Xf ∈ C∞(U). 计算可得

Xf(p) =

(
θ
(p)
∗,0

d
dt

)
f =

d
dt

∣∣∣∣
t=0

f(θ(p)(t)) =
∂

∂t

∣∣∣∣
(0,p)

f(θ(t, p)).

由于 f, θ 均为光滑映射, 故 Xf 也是光滑的.
任取 t0 ∈ R, 设 q = θ(p)(t0), 由流的定义可得

θ(p)(t0 + t) = θ(t, θ(t0, p)) = θ(q)(t).

15这里我们假定积分曲线在 t ∈ R 上有定义
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因此任取 f ∈ C∞
θ(p)(t0)

, 有(
θ
(p)
∗,t0

d
dt

)
f =

d
dt

∣∣∣∣
t=t0

f(θ(p)(t)) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

f(θ(p)(t0 + t)) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

f(θ(q)(t))

=

(
θ
(q)
∗,0

d
dt

)
f = Xqf = Xθ(p)(t0)

f.

由此即可得 θ(p) 是 X 过 p 的积分曲线.

上面我们已经看到: 任一光滑整体流的无穷小生成元必为光滑向量场, 并且可以由流给出该向量
场的积分曲线. 我们现在来考虑逆命题: 是否每个光滑向量场都能成为某个光滑整体流的无穷小生成
元? 首先我们将看到, 该命题并不总是成立的, 因为积分曲线未必能在 R 上存在. 例如:

例 1.126. 设 M = R2, X = x2 ∂
∂x ∈ X(M). 计算可得 X 过 (1, 0) 的积分曲线为

γ(t) =

(
1

1− t
, 0

)
.

该积分曲线的存在区间向右至多延伸至 1.

为此, 我们需要把整体流的概念减弱为局部流.

定义 1.127. 设 M 为光滑流形. 称开集 D ⊂ R×M 为一个流域, 是指对任意 p ∈M , D(p) ≜ {t ∈ R :

(t, p) ∈ D} 是 R 内包含 0 的开区间. 定义 M 上的 (局部) 流为流域上的连续函数 θ : D →M , 满足:

1. θ(0, p) = p.

2. 对任意满足 s+ t ∈ D(p) 的 s ∈ D(p) 和 t ∈ Dθ(s,p), 都有 θ(t, θ(s, p)) = θ(t+ s, p).

注 1.128. 对于局部流 θ, 可以类似定义映射 θ(p) 和 θt, 对于光滑流也同样可以定义其无穷小生成元.

对于局部流, 我们有完全类似的结论, 证明略去.

命题 1.129. 设 θ : D → M 为光滑流, 则其无穷小生成元 X 为光滑向量场, ∀p ∈ M , θ(p) 是 X 过 p

的积分曲线.

定义 1.130. 称积分曲线 γ : I → M 是极大的, 是指 γ 以 I 为极大存在区间. 称流 θ : D → M 是极

大的, 是指 θ 以 D 为极大流域.

定理 1.131 (流的基本定理). 设 X ∈ X(M), 则存在唯一的极大流 θ : D →M 以 X 为无穷小生成元.
并且此流还满足:

1. ∀p ∈M , θ(p) : D(p) →M 为 X 过 p 的唯一极大积分曲线.

2. 若 s ∈ D(p), 则 D(θ(s,p)) = D(p) − s.

3. 对任意 t ∈ R, Mt ≜ {p ∈M : (t, p) ∈ D} 为 M 的开子集, 且 θt :Mt →M−t 为微分同胚, 其逆
为 θ−t.
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证明. 证明较为初等但繁长, 主要运用 ODE 的一系列方法, 可以参考 GTM218(P212-214).

注 1.132. 由存在唯一性, 我们总称基本定理中给出的极大流为向量场 X 生成的流, 或者直接称为 X

的流.

命题 1.133 (流的泛性质). 设 M,N 为光滑流形, F : M → N 为光滑映射, X ∈ X(M), Y ∈ X(N).
设 θ 为 X 的流, η 为 Y 的流. 若 X,Y 是 F -相关的, 则下述图表是可交换的:

Mt Nt

M−t N−t

F

θt ηt

F

1.6 Frobenius 可积性定理

1.6.1 第一可积性定理

我们知道, 向量场在非奇点处总是可以找到局部坐标下是坐标切向量. 那么, 对于开集 U ⊂M 上

` 个线性无关的向量场 X1, · · · , Xℓ, 能否找到局部坐标 (t1, · · · , tm) 使得 Xi =
∂
∂ti

, i = 1, · · · , `. 注意
到若存在这样的局部坐标, 则必有 [Xi, Xj ] = 0, ∀1 ⩽ i, j ⩽ `? 我们将要证明这也是充分条件, 亦即
Frobenius 第一可积性定理.

定理 1.134 (Frobenius 第一可积性定理). 设 X1, · · · , Xℓ 是开集 U 上线性无关的光滑向量场, 则存
在局部坐标 (t1, · · · , tn) 使得 Xi =

∂
∂ti
当且仅当 [Xi, Xj ] = 0, 1 ⩽ i, j ⩽ `. 这样的局部坐标称为平坦

坐标.

证明. 只证充分性,用归纳法. 当 ` = 1时,即为已证结论. 设定理对 1 ⩽ ` < n成立,设 X1, · · · , Xℓ+1

为线性无关光滑向量场, 且 [Xi, Xj ] = 0. 由归纳假设, 存在局部坐标 (x1, · · · , xn) 使得 Xi =
∂
∂xi

(i =

1, · · · , `). 设

Xℓ+1 =
ℓ∑

j=1

aj(x)
∂

∂xj
+

n∑
α=ℓ+1

aα(x)
∂

∂xα
.

由此可得对任意 1 ⩽ i ⩽ `, 有

0 = [Xi, Xℓ+1] =
ℓ∑

j=1

∂aj

∂xi
∂

∂xj
+

n∑
α=ℓ+1

∂aα

∂xi
∂

∂xα
.

由此可得 aj , aα 均仅依赖于 x′ = (xℓ+1, · · · , xn). 设 X̃ =
n∑

α=ℓ+1

aα(x) ∂
∂xα , 由线性无关可得 X̃ 6= 0,

因此存在坐标变换

yj = xj , yα = yα(x′),

使得

Xi =
∂

∂yi
(1 ⩽ i ⩽ `), Xℓ+1 =

ℓ∑
j=1

aj(y′)
∂

∂yj
+

∂

∂yℓ+1
.
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设坐标变换 (y1, · · · , yn) 7→ (t1, · · · , tn) 使得 Xi =
∂
∂ti
, Xℓ+1 =

∂
∂tℓ+1 . 则比对可得须满足

∂yA

∂ti
= 0,

∂yi

∂ti
= 1(1 ⩽ i ⩽ `, 1 ⩽ A ⩽ n,A 6= i).

∂yj

∂tℓ+1
+ aj(y′) = 0(1 ⩽ j ⩽ `),

∂yℓ+1

∂tℓ+1
= 1,

∂yα

∂tℓ+1
= 0(`+ 1 < α ⩽ n).

基于此我们可以构造坐标变换y
i = ti −

ˆ tℓ+1

aj(s, tℓ+2, · · · , tn)ds(1 ⩽ i ⩽ `)

yα = tα(`+ 1 ⩽ α ⩽ n)

从而在坐标 (t1, · · · , tn) 下有 Xi =
∂
∂ti
, Xℓ+1 =

∂
∂tℓ+1 , 即证.

注 1.135. 定理也可以用一阶偏微分方程理论来证明. 设在坐标 (U,ϕ;xα) 下 Xi =
m∑
α=1

aα1 (x)
∂
∂xα . 那

么存在局部坐标 (t1, · · · , tn) 使得 Xi =
∂
∂ti
等价于方程组
∂xα

∂ti
= aαi (x)

xα(0) = xα0

有解, 这又等价于 ∂2xα

∂ti∂tj
= ∂2xα

∂tj∂ti
, 即 [Xi, Xj ] = 0.

上述证明给出了归纳性的构造, 但用其给出的算法实际求解则过于困难. 实际上, 我们可以应用
流来构造一个相当简单的求解算法, 亦即下述的第二种非归纳的证明. 为此, 需要一个引理.

定义 1.136. 称 X,Y ∈ X(M) 是可交换的, 是指 XY = Y X, 即 [X,Y ] = 0. 称 M 上的两个流

θ, ψ 是可交换的, 是指任取 p ∈ M , 若包含 0 的开区间 I, J 使得 θt ◦ ψs(p) 和 ψs ◦ θt(p) 中的一者在
(t, s) ∈ I × J 上有定义, 则另一者在 I × J 上也有定义, 并且 θt ◦ ϕs(p) = ϕs ◦ θt(p).

引理 1.137. X,Y ∈ X(M) 可交换当且仅当它们的流也可交换.

注 1.138. 本引理的证明需要用到李导数, 故略去不表, 可以参考 GTM218: P231-233.

第一可积性定理的构造性证明. 因为定理完全是局部的性质, 故我们不妨设 M = Rn. 任取 p ∈ U , 设
(V, ϕ;xi) 为以 p 为中心的局部坐标, 使得

TpM = span
{
X1|p, · · · , Xℓ|p,

∂

∂xℓ+1
, · · · , ∂

∂xn

}
.

设 θi 为 Xi 对应的流, 则存在 p 的邻域 W ⊂ V , 使得对任意 si 满足 |si| < ε, (θ1)s1 ◦ · · · ◦ (θℓ)sℓ 有定
义且 W 在该复合下的像集包含于 V . 定义

Ω = {(tℓ+1, · · · , tn) ∈ Rn−ℓ : (0, · · · , 0, tℓ+1, · · · , tn) ∈W}.

以及

Φ(t1, · · · , tn) = (θ1)t1 ◦ · · · ◦ (θℓ)tℓ(0, · · · , 0, tℓ+1, · · · , tn).
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由 [Xi, Xj ] = 0 可得 θi 是两两可交换的, 因此(
Φ∗,t0

∂

∂ti

)
f =

∂

∂ti

∣∣∣∣
t0

f((θ1)t1 ◦ · · · ◦ (θℓ)tℓ(0, · · · , 0, tℓ+1, · · · , tn))

=
∂

∂ti

∣∣∣∣
t0

f((θi)ti ◦ (θ1)t1 ◦ · · · ◦ (θi−1)ti−1 ◦ (θi+1)ti+1 ◦ · · · ◦ (θℓ)tℓ(0, · · · , 0, tℓ+1, · · · , tn)).

注意到 t 7→ (θi)t(q)是 Xi 的积分曲线,故上式即等于 (Xi)Φ(t0)f ,由此可得 ∂
∂ti
和 Xi 是 Φ-相关的,从

而 Φ∗,0
∂
∂ti

= (Xi)p. 由于 Φ(0, · · · , 0, tℓ+1, · · · , tn) = (0, · · · , 0, tℓ+1, · · · , tn) 可得 Φ∗,0
∂
∂ti

= ∂
∂xi

∣∣
p
. 综

上可得 Φ∗,0将 T0Rn的一组基 { ∂
∂ti

: i = 1, · · · , n}映成了 TpM 的一组基 {X1|p, · · · , Xℓ|p, ∂
∂xℓ+1 , · · · , ∂

∂xn },
由此可得 Φ∗,0 是可逆的. 由逆映射定理可得 Φ 在 0 附近为微分同胚, 进而 Φ−1 即为坐标变换, 使得
Φ−1
∗ Xi =

∂
∂ti

.

例 1.139. 考虑 R2 上的向量场

X = x
∂

∂y
− y

∂

∂x
, Y = x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
.

计算可得 [X,Y ] = 0. 且计算可得 X 的流为

θt(x, y) = (x cos t− y sin t, x sin t+ y cos t).

Y 的流为

ηs(x, y) = (xes, yes).

在 p = (1, 0) 附近, X,Y 是线性无关的. 此时定义

Φ(t, s) = θt ◦ ηs(1, 0) = (es cos t, es sin t).

由此可得 X,Y 在 (1, 0) 处的一个平坦坐标为

(t, s) = Φ−1(x, y) =
(

arctan y
x
, ln
√
x2 + y2

)
.

1.6.2 分布的可积性

设 (M,F ) 是 N 的浸入子流形, 则

L ≜
⋃
p∈M

F∗(TpM)

在 N 上每一点 q = F (p) 的切空间 TqN 处确定了一个 m 维子空间. 反之, 在 N 上每点 q 处指定一

个 ` 维子空间 Lq, 是否存在 N 的浸入子流形 (M,F ) 使得 F∗,p(TpM) ⊂ LF (p), ∀p ∈M 呢?

定义 1.140. 设 U 为 M 的开集. 若 L 满足:

1. ∀p ∈ U , Lp ⊂ TpM 为 ` 维子空间.

2. 局部上, 存在线性无关的光滑向量场 X1, · · · , Xℓ 使得 Lp = span{X1(p), · · · , Xℓ(p)}.
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则称 L 为 U 上的 ` 维分布.

定义 1.141. 设 L 是 N 上的 ` 维分布, (M,F ) 为 N 的浸入子流形. 若 ∀p ∈M , F∗,p(TpM) ⊂ LF (p),
则称 (M,F ) 为 L 的一个积分子流形. 如果对 ∀q ∈ N , L 存在过 q 点的积分子流形, 则称分布 L 是

完全可积的.

注 1.142. 一维的积分子流形也称为积分曲线. 任何分布总存在一维的积分子流形, 因此积分子流形是
积分曲线的推广 (可以将积分曲线到积分子流形的转变视作 ODE 到一阶 PDE 的转变).

定义 1.143. 设 L 是 U 上的 ` 维分布, X ∈ X(U). 若 ∀p ∈ U , Xp ∈ Lp, 则记 X ∈ L. 如果对任意
X,Y ∈ L, 都有 [X,Y ] ∈ L, 则称分布 L 是对合的.

命题 1.144. 设 L 是 U 上的 ` 维分布, 则 L 是对合的 ⇔ 存在 L 的基向量场 X1, · · · , Xℓ, 存在函数
Ckij 使得

[Xi, Xj ] =

ℓ∑
k=1

CkijXk, Ckij = −Ckji.

证明. ⇒ 是显然的, 只需证 ⇐. 任取 X =
ℓ∑
i=1

aiXi, Y =
ℓ∑

j=1
bjXj . 则

[X,Y ] =
ℓ∑

i,j=1

[aiXi, b
jXj ]

=
ℓ∑

i,j=1

(aibj [Xi, Xj ]− bjXj(a
i)Xi + aiXi(b

j)Xj)

=

ℓ∑
i,j,k=1

aibjCkijXk −
ℓ∑
i=1

(X(bi)− Y (ai))Xi ∈ L.

定理 1.145. 设 L 是开集 U ⊂ N 上的 ` 维分布, 则 L 完全可积 ⇔ L 对合.

证明. 若 L 完全可积, 设 (M,F ) 为 L 的一个 ` 维积分子流形, 由此可选取 M 上的 ` 个线性无关向

量场 {X1, · · · , Xℓ}, 对应的 {Y1, · · · , Yℓ}, Yi = F∗Xi 是 L 的基向量场. 设 [Xi, Xj ] =
ℓ∑

k=1

CkijXk(C
k
ij =

−Ckji), 则

[Yi, Yj ] = F∗[Xi, Xj ] = F∗

ℓ∑
k=1

CkijXk =
ℓ∑

k=1

CkijYk.

因此 L 是对合的.
反之, 若 L 是对合的, 设 (U,ϕ;xA) 是 N 的局部坐标. 设 {X1, · · · , Xℓ} 为 L 的基向量场, 设

Xi =

ℓ∑
j=1

aji
∂

∂xj
+

n∑
α=ℓ+1

aαi
∂

∂xα
.
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由于线性无关, 不妨设 (aji ) 为可逆阵. 设 (bji ) = (aji )
−1, 以及 Yi =

ℓ∑
j=1

bjiXj . 计算可得

Yi =

ℓ∑
j=1

bji

(
ℓ∑

k=1

akj
∂

∂xk
+

n∑
α=ℓ+1

aαj
∂

∂xα

)
=

∂

∂xi
+

n∑
α=ℓ+1

cαi
∂

∂xα
.

计算可得

[Yi, Yj ] =

[
∂

∂xi
+

n∑
α=ℓ+1

cαi
∂

∂xα
,
∂

∂xj
+

n∑
α=ℓ+1

cαj
∂

∂xα

]
=

n∑
α=ℓ+1

dαij
∂

∂xα
.

另一方面, 由于 {Y1, · · · , Yℓ} 线性无关, 故

[Yi, Yj ] =
ℓ∑

k=1

CkijYk =
ℓ∑

k=1

Ckij
∂

∂xk
+

ℓ∑
k=1

n∑
α=ℓ+1

Ckijc
α
k

∂

∂xα
.

比对系数即可得 Ckij = 0,因此 [Yi, Yj ] = 0. 由 Frobenius第一可积性定理可得存在局部坐标 (V, ψ; tA)

使得 Yi =
∂
∂ti

. 任取 p ∈ N , 设 t0 = ψ(p), 设 Σt0 = {t ∈ Rn : tα = tα0 , `+ 1 ⩽ α ⩽ n}, 则 ψ−1(Σt0) 为

N 过点 p 的 ` 维积分子流形.

习题 1.146. 设 X = ∂
∂x + a(x, y) ∂∂z , Y = ∂

∂y + b(x, y) ∂∂z 为 R3 上的两个向量场.

1. 求分布 span{X,Y } 完全可积的条件.

2. 求积分曲面的表达式.

解答. 1. 完全可积等价于对合, 即等价于 [X,Y ] ∈ span(X,Y ). 计算可得

[X,Y ] =

(
∂b

∂x
− ∂a

∂y

)
∂

∂z
.

因此 span{X,Y } 完全可积当且仅当 ay = bx.

2. 定理证明即给出了积分曲面的求解算法. 此时 X,Y 立即可交换, 我们来求在任一点 (x, y) 处的

平坦坐标. 求解 x
′(t) = 1, y′(t) = 0, z′(t) = a(x, y)

x(0) = x, y(0) = y, z(0) = z

可得 X 的流为

θt(x, y, z) =

(
x+ t, y, z +

ˆ t

0
a(x+ τ, y)dτ

)
.

求解 x
′(t) = 0, y′(t) = 1, z′(t) = b(x, y)

x(0) = x, y(0) = y, z(0) = z

可得 Y 的流为

ψs(x, y, z) =

(
x, y + s, z +

ˆ s

0
b(x, y + τ)dτ

)
.
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构造映射

Φ(t, s, u) = θt ◦ ψs(0, 0, u) =
(
t, s, u+

ˆ s

0
b(0, τ)dτ +

ˆ t

0
a(τ, s)dτ

)
.

按照 (t, s, u) = Φ−1(x, y, z) 即给出了一个平坦坐标. 此时

t = x, s = y, u = z −
ˆ x

0
a(τ, y)dτ −

ˆ y

0
b(0, τ)dτ.

取 u 为任意常数 C, 即可得积分曲面

Σ =

{
(x, y, z) : z =

ˆ x

0
a(τ, y)dτ +

ˆ y

0
b(0, τ)dτ + C

}
.
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2 张量代数

2.1 张量代数

2.1.1 双线性型

定义 2.1. 设 V 是 R 上的 n 维线性空间. 若映射 f : V × V → R 满足

1. f(λ1u1 + λ2u2, v) = λ1f(u1, v) + λ2f(u2, v).

2. f(u, µ1v1 + µ2v2) = µ1f(u, v1) + µ2f(u, v2).

则称 f 是 V 上的一个双线性型. 这里 λi, µi ∈ R, ui, vi, u, v ∈ V .

注 2.2. 所有的双线性型在自然的加法和数乘下构成一个向量空间, 记为 T (0,2).

定义 2.3. 设 f, g ∈ V ∗, 定义 f ⊗ g : V × V → R, (u, v) 7→ f(u)g(v). 则 f ⊗ g 是 V 上的一个双线性

型, 称为 f 与 g 的张量积.

注 2.4. 一般地, 有 f ⊗ g 6= g ⊗ f .

例 2.5. 设 V = span(e1, · · · , en), V ∗ = span(f1, · · · , fn), 其中 f i(ej) = δij . 则

1. f i ⊗ f j(ek, eℓ) = f i(ek)f
j(eℓ) = δikδ

j
ℓ .

2. u =
∑
akek, v =

∑
bℓeℓ, 则

f i ⊗ f j(u, v) = f i(u)f j(v) = aibj .

3. f =
∑
aif

i,
∑
g = bjf

j , 则 f ⊗ g =
∑
aibjf

i ⊗ f j .

命题 2.6. {f i ⊗ f j : 1 ⩽ i, j ⩽ n} 构成 T (0,2) 的一组基.

证明. 设 aij ∈ R 使得
∑
aijf

i ⊗ f j = 0. 则 akℓ = (
∑
aijf

i ⊗ f j)(ek, eℓ) = 0. 因此 {f i ⊗ f j : 1 ⩽
i, j ⩽ n} 线性无关. 另一方面, 任取 f ∈ T (0,2), 则有 f =

∑
f(ei, ej)f

i ⊗ f j .

注 2.7. (1) dimT (0,2) = n2. (2) 由此, 有时也记 T (0,2) = V ∗ ⊗ V ∗.

定义 2.8. 设 f ∈ T (0,2), 若 ∀u, v ∈ V , 有 f(u, v) = f(v, u), 则称 f 是对称的. 若 f(u, v) = −f(v, u),
则称 f 是反称的. 若 ∀u ∈ V , 有 f(u, u) ⩾ 0, 且 f(u, u) = 0 ⇔ u = 0, 则称 f 是正定的.

注 2.9. 1. 设 f = aijf
i ⊗ f j , 则 f 对称 ⇔ aij = aji, f 反称 ⇔ aij = −aji.

2. 若 g 是 V 上对称正定的双线性型, 则 (V, g) 是一个欧氏空间.

3. f 正定 ⇔ 矩阵 (aij) > 0.

习题 2.10. 1. 设 f ∈ T (0,2), 则 f 可以唯一分解为 f = g + h, 其中 g 对称, h 反称.
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2. 设 e = {e1, · · · , en}, ẽ = {ẽ1, · · · , ẽn} 的对偶基分别为 {f1, · · · , fn}, {f̃1, · · · , f̃n}, 设 f =∑
bijf

i ⊗ f j =
∑
b̃ij f̃

i ⊗ f̃ j . 证明: 若 ẽi =
∑
ajiej , 则 b̃ij =

∑
bkℓa

k
i a
ℓ
j .

证明. 1. 定义 g, h ∈ T (0,2) 为

g(u, v) =
f(u, v) + f(v, u)

2
, h(u, v) =

f(u, v)− f(v, u)

2
.

则 g 对称, h 反称且 f = g + h.

2. 由 ẽi =
∑
ajiej 可得 f i =

∑
aij f̃

j . 因此∑
b̃ij f̃

i ⊗ f̃ j =
∑

bijf
i ⊗ f j =

∑
bij(a

i
kf̃

k)⊗ (ajℓ f̃
ℓ) =

∑
(bkℓa

k
i a
ℓ
j)f̃

i ⊗ f̃ j .

即有 b̃ij =
∑
bkℓa

k
i a
ℓ
j .

注 2.11. 由 2 可得 T (0,2) 中元素分量的变换与 e 7→ ẽ 的变换一致, 由此也称 T (0,2) 中元素为二阶协变

张量.

2.1.2 高阶张量

定义 2.12. 设 V 是 R 上 n 维线性空间, 映射 f : V ∗ × · · · × V ∗ × V × · · · × V → R 满足:

1. f(ϕ1, · · · , λϕi + µφi, · · · , ϕr, u1, · · · , us) = λf(ϕi, · · · , ϕi, · · · , ϕr, u1, · · · , us) + µ(ϕ1, · · · , φi,
· · ·ϕr, u1, · · · , us).

2. f(ϕ1, · · · , ϕr, u1, · · · , λui + µvi, · · · , vs) = λf(ϕ1, · · · , ϕr, u1, · · · , ui, · · · , us) + µf(ϕ1, · · · , ϕr,
u1, · · · , vi, · · · , us).

称 f 是 V 上的一个 r 阶反变 s 阶协变张量, 其中 λ, µ ∈ R, ϕi, φi ∈ V ∗, ui, vi ∈ V .

注 2.13. 所有的 r 阶反变 s 阶协变张量全体构成的集合记为 T (r,s), 在 T (r,s) 上引入自然的加法和数

乘成为线性空间.

例 2.14. 1. T (0,0) = R.

2. T (0,1) = V ∗.

3. T (1,0) = V .

4. T (1,1) ∼= L(V, V ).

5. T (0,2) = V 上双线性型全体.

定义 2.15. 设 ξ ∈ T (r1,s1), η ∈ T (r2,s2). 若对任意 ϕ1, · · · , ϕr1+r2 ∈ V ∗, v1, · · · , vs1+s2 ∈ V , 定义

ξ⊗η(ϕ1, · · · , ϕr1+r2 , v1, · · · , vs1+s2) = ξ(ϕ1, · · · , ϕr1 , v1, · · · , vs1)η(ϕr1+1, · · · , ϕr1+r2 , vs1+1, · · · , vs1+s2).

易知 ξ ⊗ η ∈ T (r1+r2,s1+s2), 称为 ξ 与 η 的张量积.

由定义立得下述性质:
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命题 2.16. 1. 双线性性:

(λ1ξ1 + λ2ξ2)⊗ η = λ1ξ1 ⊗ η + λ2ξ2 ⊗ η, ξ ⊗ (λ1η1 + λ2η2) = λ1ξ ⊗ η1 + λ2ξ ⊗ η2.

其中 λi ∈ R, ξ, ξi ∈ T (r1,s1), η, ηi ∈ T (r2,s2).

2. 结合律: (ξ ⊗ η)⊗ ζ = ξ ⊗ (η ⊗ ζ).

3. 一般不可交换性: ξ ⊗ η 6= η ⊗ ξ.

类似前文可以证明:

命题 2.17. 设 V = span(e1, · · · , en), V ∗ = span(f1, · · · , fn), 其中 f i(ej) = δij . 则 {ei1 ⊗ · · · ⊗ eir ⊗
f j1 ⊗ · · · ⊗ f js : 1 ⩽ ik, jℓ ⩽ n} 构成了 T (r,s) 的一组基. 进而 dimT (r,s) = nr+s.

注 2.18. 现在我们来解释一下 T (1,1) = L(V, V ). 任取 A ∈ T (1,1), 设 A =
∑n

i,j=1 a
i
jei ⊗ f j . 任取

v ∈ V , 则可以定义

Av =
n∑

i,j=1

aijf
j(v)ei.

例 2.19. 设 ξ =
∑
a
i1···ir1
j1···js1

ei1⊗· · ·⊗eir1 ⊗f
j1⊗· · ·⊗f js1 , η =

∑
b
k1···kr2
ℓ1···ℓs2

ek1⊗· · ·⊗ekr2 ⊗f
ℓ1⊗· · ·⊗f ℓs2 .

则

ξ ⊗ η =
∑

a
i1···ir1
j1···js1

b
k1···kr2
ℓ1···ℓs2

ei1 ⊗ · · · ⊗ eir1 ⊗ ek1 ⊗ · · · ⊗ ekr2 ⊗ f j1 ⊗ · · · ⊗ f js1 ⊗ f ℓ1 ⊗ · · · ⊗ f ℓs2 .

2.1.3 协变张量

本节我们采用记号: T r ≜ T (0,r), P (r) 表示 r 阶置换群.

定义 2.20. 设 T ∈ T r, σ ∈ P (r). 对任意 v1, · · · , vr ∈ V , (σT )(v1, · · · , vr) ≜ T (vσ(1), · · · , vσ(r)), 则
σT ∈ T r, 称之为 T 关于 σ 的置换张量.

例 2.21. 1. 设 T =
∑
aijf

i ⊗ f j ∈ T 2, σ = (2, 1) ∈ P (2) 则 σT =
∑
ajif

i ⊗ f j .

2. T =
∑
ai1···irf

i1 ⊗ · · · ⊗ f ir , σ ∈ P (r). 设 σT =
∑
ãi1···irf

i1 ⊗ · · · ⊗ f ir . 则

ãi1···ir = σT (ei1 , · · · , eir) = T (eiσ(1)
, · · · , eiσ(r)

) = aiσ(1)···iσ(r)
.

即有 σT =
∑
aiσ(1)···iσ(r)

f i1 ⊗ · · · ⊗ f ir .

命题 2.22. 设 T ∈ T r, σ, τ ∈ P (r), 则 (στ)T = σ(τT ).

证明. 任取 v1, · · · , vr ∈ V , 令 ui = vσ(i), 则

(στ)T (v1, · · · , vr) = T (vσ(τ(1)), · · · , vσ(τ(r))) = T (uτ(1), · · · , uτ(r))

= τT (vσ(1), · · · , vσ(r)) = σ(τT )(v1, · · · , vr).

因此 (στ)T = σ(τT ).
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命题 2.23. 设 ξ ∈ T k, η ∈ T ℓ, 以及

σ0 =

(
1 · · · k k + 1 · · · k + `

`+ 1 · · · `+ k 1 · · · `

)
,

则 σ0(ξ ⊗ η) = η ⊗ ξ.

证明. 任取 v1, · · · , vk+ℓ ∈ V , 则

σ0(ξ ⊗ η)(v1, · · · , vk+ℓ) = (ξ ⊗ η)(vℓ+1, · · · , vℓ+k, v1, · · · , vℓ)

= ξ(vℓ+1, · · · , vℓ+k)η(v1, · · · , vℓ)

= (η ⊗ ξ)(v1, · · · , vk+ℓ).

因此 σ0(ξ ⊗ η) = η ⊗ ξ.

定义 2.24. 设 T ∈ T r, 若对任意 σ ∈ P (r), 成立 σT = T , 则称 T 为 r 阶对称张量. 若对任意
σ ∈ P (r) 有 σT = (−1)σT , 则称 T 为 r 阶反称张量.

注 2.25. 设 T =
∑
ai1···irf

i1 ⊗· · ·⊗ f ir , σ ∈ P (r), 则前面已计算过 σT =
∑
aiσ(1)···iσ(r)

f i1 ⊗· · ·⊗ f ir .
因此 T 对称当且仅当 ai1···ir = aiσ(1)···iσ(r)

, T 反称当且仅当 ai1···ir = (−1)σaiσ(1)···iσ(r)
.

定义 2.26. 设 T ∈ T r, 称 Sr(T ) ≜ 1
r!

∑
σ σT 为 T 的对称化, Ar(T ) ≜ 1

r!

∑
σ(−1)σσT 为 T 的反称

化.

例 2.27. T = f i1 ⊗ f i2 , 则

S2(T ) =
1

2
(f i1 ⊗ f i2 + f i2 ⊗ f i1), A2(T ) =

1

2
(f i1 ⊗ f i2 − f i2 ⊗ f i1).

习题 2.28. 设 T = f i1 ⊗ f i2 ⊗ f i3 , 求 S3(T ) 和 A3(T ).

证明. 由定义可得

σ
r⊗
i=1

f i =
r⊗
i=1

fσ
−1(i).

所以有

S3(T ) =
1

3!

∑
σ∈P (3)

f
iσ−1(1) ⊗ f

iσ−1(2) ⊗ f
iσ−1(3) .

A3(T ) =
1

3!

∑
σ∈P (3)

(−1)σf
iσ−1(1) ⊗ f

iσ−1(2) ⊗ f
iσ−1(3) .

定理 2.29. 设 T ∈ T r, 则 T 对称当且仅当 Sr(T ) = T , T 反称当且仅当 Ar(T ) = T .
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证明. 仅证明反称的结论, 对称可完全类似证明. 若 T 是反称的, 则 (−1)σT = T , 因此 Ar(T ) = T .
反之, 任取 τ ∈ P (r), 则

τT =
1

r!

∑
σ∈P (r)

(−1)στ(σT ) = (−1)τ
1

r!

∑
σ∈P (r)

(−1)τσ(τσ)T

τ ′=τσ
===== (−1)τ

1

r!

∑
τ ′∈P (r)

(−1)τ
′
τ ′T = (−1)τT.

因此 T 是反称的.

命题 2.30. 设 T ∈ T r, σ ∈ P (r), 则 Ar(σT ) = (−1)σAr(T ).

证明. 直接计算可得

Ar(σT ) =
1

r!

∑
τ∈P (r)

(−1)ττ(σT ) = (−1)σ
1

r!

∑
τ∈P (r)

(−1)τσ(τσ)T = (−1)σAr(T ).

命题 2.31. ξ ∈ T r, η ∈ T s, σ ∈ P (r), τ ∈ P (s), 则

1. Ar+s(ξ ⊗ η) = (−1)rsAr+s(η ⊗ ξ).

2. Ar+s(σξ ⊗ η) = (−1)σAr+s(ξ ⊗ η).

3. Ar+s(ξ ⊗ τη) = (−1)τAr+s(ξ ⊗ η).

证明. 1. 选取 σ0 ∈ P (r + s) 为

σ0 =

(
1 · · · r r + 1 · · · r + s

s+ 1 · · · r + s 1 · · · s

)
.

此前已证明过 ξ ⊗ η = σ0(η ⊗ ξ), 而 σ0 的逆序数为 rs, 因此

Ar+s(ξ ⊗ η) = Ar+s(σ0(η ⊗ ξ)) = (−1)rsAr+s(η ⊗ ξ).

2. 选取 σ̃ ∈ P (r + s) 为

σ̃ =

(
1 · · · r r + 1 · · · r + s

σ(1) · · · σ(r) r + 1 · · · r + s

)
= (σ, id).

则有

Ar+s(σξ ⊗ η) = Ar+s(σ̃(ξ ⊗ η)) = (−1)σ̃Ar+s(ξ ⊗ η) = (−1)σAr+s(ξ ⊗ η).

3. 与 2 同理.

命题 2.32. 设 ξ ∈ T k, η ∈ T ℓ, 则 Ak+ℓ(Ak(ξ)⊗ η) = Ak+ℓ(ξ ⊗Aℓ(η)) = Ak+ℓ(ξ ⊗ η).

证明. 直接计算可得

Ak+ℓ(Ak(ξ)⊗ η) =
1

k!

∑
σ∈P (k)

(−1)σAk+ℓ(σξ ⊗ η) =
1

k!

∑
σ∈P (k)

Ak+ℓ(ξ ⊗ η) = Ak+ℓ(ξ ⊗ η).

另一个等式同理可证.
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2.2 Grassmann 代数

2.2.1 Grassmann 代数

设 V 为 R 上的 n 维线性空间, V ∗ 为对偶空间. Λk(V ∗) 定义为 V 上的 k 阶反称协变张量全

体. 在 Λk(V ∗) 上可以引进自然的加法和数乘, 使 Λk(V ∗) 成为线性空间. 我们约定: Λ1(V ∗) = V ∗,
Λ0(V ∗) = R.

定义 2.33. 设 ξ ∈ Λk(V ∗), η ∈ Λℓ(V ∗). 定义

ξ ∧ η ≜ (k + `)!

k!`!
Ak+ℓ(ξ ⊗ η) ∈ Λk+ℓ(V ∗)

称为 ξ 和 η 的外积.

注 2.34. ∧ : Λk(V ∗)× Λℓ(V ∗) → Λk+ℓ(V ∗), (ξ, η) 7→ ξ ∧ η.

命题 2.35. 外积运算满足如下性质:

1. 分配律:
(λ1ξ1 + λ2ξ2) ∧ η = λ1ξ1 ∧ η + λ2ξ2 ∧ η.

ξ ∧ (λ1η1 + λ2η2) = λ1ξ ∧ η1 + λ2ξ ∧ η2.

2. 外交换性: ∀ξ ∈ Λk(V ∗), η ∈ Λℓ(V ∗), 则 ξ ∧ η = (−1)kℓη ∧ ξ. 特别地, 若 k 为奇数, 则 ξ ∧ ξ = 0;
更特别地, f ∧ f = 0, ∀f ∈ V ∗.

3. 结合律: ∀ξ ∈ Λk(V ∗), η ∈ Λℓ(V ∗), ζ ∈ Λm(V ∗), 则 (ξ ∧ η) ∧ ζ = ξ ∧ (η ∧ ζ).

证明. 1. 容易验证.

2. 依定义可得

ξ ∧ η =
(k + `)!

k!`!
Ak+ℓ(ξ ⊗ η) = (−1)kℓ

(`+ k)!

`!k!
Aℓ+k(η ⊗ ξ) = (−1)kℓη ∧ ξ.

3. 直接计算可得

(ξ ∧ η) ∧ ζ =
(k + `!)

k!`!
Ak+ℓ(ξ ⊗ η) ∧ ζ

=
(k + `)!

k!`!

(k + `+m)!

(k + `)!m!
Ak+ℓ+m(Ak+ℓ(ξ ⊗ η)⊗ ζ)

=
(k + `+m)!

k!`!m!
Ak+ℓ+m(ξ ⊗ η ⊗ ζ).

类似也可计算得 ξ ∧ (η ∧ ζ) = RHS, 所以 (ξ ∧ η) ∧ ζ = ξ ∧ (η ∧ ζ).

习题 2.36. 1. 设 f1, f2 ∈ V ∗, 则 f1 ∧ f2 = f1 ⊗ f2 − f2 ⊗ f1.

2. 设 f1, f2, f3 ∈ V ∗, 计算 f1 ∧ f2 ∧ f3.
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3. 设 f1, · · · , f r ∈ V ∗, 计算
∧r
i=1 f

i.

证明. 我们直接计算 3. 断言:
r∧
i=1

f i = r!Ar

(
r⊗
i=1

f i

)
=

∑
σ∈P (r)

(−1)σ
r⊗
i=1

fσ
−1(i).

用归纳法证明. 当 r = 2 时, 即有

f1 ∧ f2 = 2!A2(f
1 ⊗ f2) = f1 ⊗ f2 − f2 ⊗ f1.

设命题对 r ⩾ 2 成立, 则

r+1∧
i=1

f i = r!Ar

(
r⊗
i=1

f i

)
∧ f r+1

= (r + 1)!Ar+1

(
Ar

(
r⊗
i=1

f i

)
⊗ f r+1

)

= (r + 1)!Ar+1

(
r+1⊗
i=1

f i

)
.

即证.

设 V = span(e1, · · · , en), V ∗ = span(f1, · · · , fn), f i(ej) = δij , 则只有 i1, · · · , ir 互不相同时才有
f i1 ∧ · · · ∧ f i2 6= 0. 当 r > n 时 f i1 ∧ · · · ∧ f ir = 0. 此时计算可得

(f i1 ∧ · · · ∧ f ir)(ej1 , · · · , ejr) = r!Ar(f
i1 ⊗ · · · ⊗ f ir)(ej1 , · · · , ejr)

=
∑

σ∈P (r)

(−1)σf i1 ⊗ · · · ⊗ f ir(ejσ(1)
, · · · , ejσ(r)

)

=
∑

σ∈P (r)

(−1)σδi1jσ(1)
· · · δirjσ(r)

= det(δikjℓ )1⩽k,ℓ⩽r ≜ δi1···irj1···jr .

我们称 δi1···irj1···jr 为广义Kronecker delta. 下面我们来讨论 δi1···irj1···jr 的取值. 若 {i1, · · · , ir} 6= {j1, · · · , jr},
则存在全为零的一行 (列), 此时 δi1···irj1···jr = 0. 所以存在 σ ∈ P (r), 使得 jk = iσ(k). 此时

δi1···irj1···jr =
∑

τ∈P (r)

(−1)τδi1iτσ(1)
· · · δirτσ(r) = (−1)σ

−1
= (−1)σ.

因此 σ 为偶置换时, δi1···irj1···jr = 1; σ 为奇置换时, δi1···irj1···jr = −1.

定理 2.37. {f i1 ∧ · · · ∧ f ir : 1 ⩽ i1 < · · · < ir ⩽ n} 构成 Λr(V ∗) 的一组基, 进而 dimΛr(V ∗) =
(
n
r

)
.

证明. 约定:
∑
i<
表示对所有满足 1 ⩽ i1 < i2 < · · · < ir ⩽ n 的指标求和,

∑
(i)

表示对所有不同指标

1 ⩽ i1, · · · , ir ⩽ n 求和.
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• 线性无关: 设 ξ =
∑
i<
ai1···irf

i1 ∧ · · · ∧ f ir = 0, 则

aj1···jr = ξ(ej1 , · · · , ejr) = 0, ∀1 ⩽ j1 < j2 < · · · < jr ⩽ n.

• 线性组合. 任取 ξ =
∑
(i)

ai1···irf
i1 ⊗ · · · ⊗ f ir ∈ Λr(V ∗), 则 aiσ(1)···iσ(r)

= (−1)σai1···ir . 因此

ξ = Ar(ξ) =
∑
(i)

ai1···irAr

(
r⊗

k=1

f ik

)
=

1

r!

∑
(i)

ai1···irf
i1 ∧ · · · ∧ f ir =

∑
i<

ai1···irf
i1 ∧ · · · ∧ f ir .

注 2.38. (1) Λ(V ∗) =
n∑
r=0

Λr(V ∗) 关于外积构成一个代数, 称为 Grassmann 代数. (2) 上述讨论完全

适用于反变反称张量.

2.2.2 应用

命题 2.39. v1, · · · , vr ∈ V 线性无关 ⇔ v1 ∧ · · · ∧ vr = 0.

证明. ⇒: 不妨设 vr =
r−1∑
i=1

αivi, 则

r∧
i=1

vi =
r−1∑
i=1

αi(v1 ∧ · · · ∧ vr−1 ∧ vi) = 0.

⇐: 假设 v1, · · · , vr 线性无关,则可以扩充为 V 的一组基 v1, · · · , vr, vr+1, · · · , vn,从而 {vi1∧· · ·∧vir :

1 ⩽ i1 < · · · < ir ⩽ n} 构成 Λr(V ) 的一组基, 这与 v1 ∧ · · · ∧ vr = 0 矛盾.

命题 2.40. 设向量组 u1, · · · , ur 和 v1, · · · , vr 线性无关, 则 span(u1, · · · , ur) = span(v1, · · · , vr) ⇔
∃λ 6= 0 使得 u1 ∧ · · · ∧ ur = λv1 ∧ · · · ∧ vr.

证明. ⇒: 设 ui =
n∑
j=1

aijvj , 则

r∧
i=1

ui =
∑
(j)

a1j1 · · · arjrvj1 ∧ · · · ∧ vjr

=

 ∑
σ∈P (r)

(−1)σa1σ(1) · · · arσ(r)

 r∧
i=1

vi

= det(aij) ·
r∧
i=1

vi.

由线性无关可得 u1 ∧ · · · ∧ ur 6= 0, 自然有 det(aij) 6= 0.
⇐: 若存在 λ 6= 0 使得 u1 ∧ · · · ∧ ur = λv1 ∧ · · · ∧ vr, 则对任意 i ∈ [n], ui ∧ (v1 ∧ · · · ∧ vr) = 0,

从而 ui ∈ span(v1, · · · , vr). 由此即可得 span(u1, · · · , ur) = span(v1, · · · , vr).
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命题 2.41 (E. Cartan). 设 v1, · · · , vr 线性无关, 向量组 u1, · · · , ur 满足方程
r∑
i=1

ui ∧ vi = 0, 则

ui =
r∑
j=1

ajivj , a
j
i = aij .

证明. 将 v1, · · · , vr 扩充为 V 的一组基 v1, · · · , vn. 设 ui =
r∑
j=1

ajivj +
n∑

α=r+1
aαi vα. 则有

0 =
r∑
i=1

ui ∧ vi =
r∑

i,j=1

ajivj ∧ vi +
r∑
i=1

n∑
α=j+1

aαi vα ∧ vi

=
∑

1⩽i<j⩽r
(aij − aji )vi ∧ vj −

n∑
α=r+1

aαi vi ∧ vα.

由于 {vi ∧ vj : 1 ⩽ i < j ⩽ n} 构成 Λ2(V ) 的一组基, 故 aji = aij 且 aαi = 0, 即证.

问题: 对任意 v1, · · · , vr ∈ V , v1 ∧ · · · ∧ vr ∈ Λr(V ). 反之, 给定 T ∈ Λr(V ), 是否一定存在
v1, · · · , vr ∈ V , 使得 T = v1 ∧ · · · ∧ vr?

定义 2.42. 设 T ∈ Λr(V ), 若存在 v1, · · · , vr ∈ V , 使得 T = v1 ∧ · · · ∧ vr, 则称 T 是可分解的.

命题 2.43. 设 T ∈ Λ2(V ). 则 T 可分解当且仅当 T ∧ T = 0.

证明. 若 T 可分解, 则 T = u ∧ v. 容易验证此时 T ∧ T = 0.
反之, 先任取 V 的一组基 v1, · · · , vn, 设 T =

n∑
i,j=1

ajivi ∧ vj , 则 A = (aji ) 是实反对称阵. 从而存

在正交阵 P 使得

PAP T = diag
((

0 b1

−b1 0

)
, · · · ,

(
0 bs

−bs 0

)
, O

)
(b1, · · · , bs 6= 0).

因此在基 ui =
∑
pjivj 下, 有

T =
s∑
i=1

biu2i−1 ∧ u2i.

然后作替换 u2i−1 7→ biu2i−1, 在这组基下即有 T =
s∑
i=1

u2i−1 ∧ u2i. 结合 T ∧ T = 0 可得 s = 1, 因此

T = u1 ∧ u2 可分解.

命题 2.44. 设 dimV = n, 则任一 T ∈ Λn−1(V ) 可解.

证明. 任取一组基 v1, · · · , vn, 设 T =
n∑
i=1

aiv1 ∧ · · · ∧ v̂i ∧ · · · ∧ vn 6= 0. 定义 U = {v ∈ V : v ∧ T = 0},

容易验证 U 是 V 的线性子空间. 任取 v =
n∑
i=1

bivi ∈ V , 则有

v ∧ T =

(
n∑
i=1

aibi

)
v1 ∧ · · · ∧ vn.
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由此可得 dimU = n − 1. 取 U 的一组基 u1, · · · , un−1, 并将其延拓为 V 的一组基 u1, · · · , un. 设
T =

n∑
i=1

ciu1 ∧ · · · ∧ ûi ∧ · · · ∧ un, 则

0 = ui ∧ T = (−1)i−1ciu1 ∧ · · · ∧ un ⇒ ci = 0, i = 1, · · · , n− 1.

因此 T = cnu1 ∧ · · · ∧ un−1 可分解.

习题 2.45. 1. 试用归纳法证明上述两个关于可解的命题.

2. 设 dimV = n, T ∈ Λr(V )(2 < r < n− 1). 试给出 T 可分解的充要条件.

3. 设 dimV = 4, g 是 V 上的一个欧氏内积.

(a) 设 {e1, · · · , e4} 是 V 的一组单位正交基, θ1, · · · , θ4 是其对偶基, 则 g =
4∑
i=1

θi ⊗ θi.

(b) 定义

ϕ+
1 ≜ θ1 ∧ θ2 + θ3 ∧ θ4, ϕ+

2 ≜ θ1 ∧ θ3 − θ2 ∧ θ4, ϕ+
3 ≜ θ1 ∧ θ4 + θ2 ∧ θ3.

则 Λ+
g ≜ span(ϕ+

1 , ϕ
+
2 , ϕ

+
3 )作为 Λ2(V )的子空间不依赖于 (a)中正交基的选取,且 dimΛ+

g =

3.

(c) 记 dVg = θ1 ∧ · · · θ4, 定义映射

Λ : Λ2(V )× Λ2(V ) → R, (ϕ1, ϕ2) 7→
ϕ1 ∧ ϕ2

dVg
.

则 Λ 是 Λ2(V ) 上的一个双线性型, 其正负惯性指数为 3.

(d) 称 Λ2(V )中的一个子空间 Λ̃是正定的,是指映射 Λ限制在 Λ̃上为正定双线性型. 试证: 给
定 Λ2(V ) 中一个正定的 3 维子空间 Λ̃, 存在 V 上唯一的内积 g̃, 使得 dVg̃ = dVg, Λ̃ = Λ+

g̃ .

4. 证明: Grassmann 流形 G(2, 4) ∼= (S2 × S2)/Z2.

证明. 1. 命题 2.43的证明: 对 V 的维数作归纳. 若 dimV = 1, 2,则结论显然. 假设 dimV = n−1

时命题成立. 设 dimV = n, T ∈ Λ2(V ). 已知 T ∧ T = 0, 设 V 的一组基为 v1, · · · , vn, 则可设

T =
∑

1⩽i<j⩽n
ajivi ∧ vj =

∑
1⩽i<j⩽n−1

ajivi ∧ vj +
n−1∑
i=1

(ani − ain)vi ∧ vn ≜ S + v ∧ vn.

设 U = span(v1, · · · , vn−1) 为 n− 1 维子空间, 则 S ∈ Λ2(U). 由于

0 = T ∧ T = S ∧ S + 2(S ∧ v) ∧ vn.

因此 S ∧ v = 0 且 S ∧ S = 0. 由归纳假设可得存在 u1, u2 ∈ U 使得 S = u1 ∧ u2(不妨设 u1, u2

线性无关, 不然 S = 0, T = v ∧ vn 即可分解). 再由 S ∧ v = u1 ∧ u2 ∧ v = 0 可得存在 α, β ∈ R
使得 v = αu1 + βu2. 因此

T = u1 ∧ u2 + u1 ∧ (αvn)− (βvn) ∧ u2 = (u1 − βvn) ∧ (u2 + αvn)

可分解.

命题 2.44 的证明:
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2. 我们仿照命题 2.44 的证明给出一个充要条件: T ∈ Λr(V ) 可分解当且仅当 U = {v ∈ V :

v ∧ T = 0} 是 r 维的线性子空间. 例如: 设 v1, · · · , v4 是 V 的一组基, T = v1 ∧ v2 + v3 ∧ v4. 则
任取 v =

∑
aivi, 有

v ∧ T = a3v1 ∧ v2 ∧ v3 + a4v1 ∧ v2 ∧ v4 + a1v1 ∧ v3 ∧ v4 + a2v2 ∧ v3 ∧ v4.

由此可得此时 U = {0}. 故 T = v1 ∧ v2 + v3 ∧ v4 不是可分解的.

现在我们来证明上面给出的充要条件. 若 T 可分解, 设 T = u1 ∧ · · · ∧ ur, 这里 u1, · · · , ur 线性
无关. 从而 U = span(u1, · · · , ur) 为 r 维线性子空间.

反之, 设 u1, · · · , ur 是 U 的一组基, 则可以将其延拓为 V 的一组基 u1, · · · , un. 设

T =
∑
<

ai1···irui1 ∧ · · · ∧ uir .

由 u1 ∧ T = 0 可得 ai1···ir = 0(1 < i1 < · · · < ir ⩽ n). 因此

T =
∑

2⩽i2<···<ir⩽n
a1i2···iru1 ∧ ui2 ∧ · · · ∧ uir .

再由 u2∧T = 0可得 a1i2···ir = 0(2 < i1 < · · · < ir ⩽ n). 以此类推,即可得 T = a12···ru1∧· · ·∧ur
可分解.

3. (a) 只需证明它们在 (eα, eβ), 1 ⩽ α, β ⩽ 4 处的取值相同. 计算可得

4∑
i=1

θi ⊗ θi(eα, eβ) =
4∑
i=1

δiαδ
i
β = δαβ , g(eα, eβ) = δαβ .

即证.
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3 外微分形式

3.1 余切向量场

3.1.1 余切空间

定义 3.1. 设 M 为光滑流形, p ∈ M , 称切空间 TpM 的对偶空间 T ∗
pM 为 M 在点 p 处的余切空间,

T ∗
pM 中的元素称为余切向量. 不难看到 dimT ∗

pM = dimM .

定义 3.2. 设 M 为光滑流形, p ∈ M , f ∈ C∞
p . 定义 (df)p : TpM → R, X 7→ X(f). 易知

(df)p ∈ T ∗
pM , 称之为 f 在 p 点处的微分.

注 3.3. 1. 称 (U,ϕ;xi) 为 M 的局部坐标, 则坐标函数 xi ∈ C∞
p , (dxi)p ∈ T ∗

pM .

2. {dx1, · · · , dxm} 构成 T ∗
pM 的一组基, 与 { ∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xm } 互为对偶基.

3. (df)p 与通常函数的微分一致, 即 df =
m∑
i=1

∂f
∂xi

dxi.

微分的形式不变性 设 (U,ϕ;xi), (V, ψ; yi) 是 M 的局部坐标, 且 U ∩ V 6= ∅. 在 (U,ϕ;xi) 上

df =
m∑
i=1

∂f
∂xi

dxi; 在 (V, ψ; yi) 上 df =
m∑
i=1

∂f
∂yi

dyi. 问是否成立
m∑
i=1

∂f
∂xi

dxi =
m∑
i=1

∂f
∂yi

dyi?

证明. 注意到 dyj =
m∑
i=1

∂yj

∂xi
dxi, 因此

m∑
i=1

∂f

∂xi
dxi =

m∑
i=1

 m∑
j=1

∂f

∂yj
∂yj

∂xi

dxi =
m∑
j=1

∂f

∂yj

(
m∑
i=1

∂yj

∂xi
dxi
)

=
m∑
j=1

∂f

∂yj
dyj .

注 3.4. 函数微分与偏导数的本质区别在于微分不依赖于坐标的选取, 但偏导数与坐标选取有关.

习题 3.5. 设 M 为 m 维光滑流形, 记 T ∗M =
⋃
p∈M

T ∗
pM = {(p, θ) : p ∈M, θ ∈ T ∗

pM}.

1. 证明: T ∗M 为 2m 维光滑流形, 我们称 T ∗M 为 M 的余切丛.

2. 证明: 投影映射 π : T ∗M →M, (p, θ) 7→ p 为光滑映射.

证明. 设 M 的光滑坐标系为 {(Uα, ϕα) : α ∈ Λ}, 考虑题设投影 π. 由此可得 {π−1(Uα) : α ∈ Λ} 是
T ∗M 的开覆盖. 定义映射

ψα : π−1(Uα) → R2m,

(
p,

m∑
i=1

vidxi
)

7→ (ϕα(p), v
1, · · · , vm).

容易证明 ψα 是同胚, 计算转移映射可得

ψβ ◦ ψ−1
α (x, v) = (ϕβ ◦ ϕ−1

α (x), v).

由 ϕβ ◦ ϕ−1
α 光滑可得 ψβ ◦ ψ−1

α 光滑. 因此 T ∗M 是 2m 维光滑流形.
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投影 π 在上述坐标下的表示

ϕβ ◦ π ◦ ψ−1
α (x, v) = ϕβ ◦ π(ϕ−1

α (x),
∑

vddxi) = ϕβ ◦ ϕ−1
α (x)

光滑, 因此 π 是光滑映射.

3.1.2 余切向量场

定义 3.6. 设M 为光滑流形, π : T ∗M →M 为自然投影. 若光滑映射 θ :M → T ∗M 满足 π◦θ = 1M ,
则称 θ 为 M 上的 (光滑) 余切向量场或线性微分式.

注 3.7. 1. M 上的一余切向量场就是在每一点指定一个余切向量, 并且光滑得依赖于 M 的点.

2. 对任意 f ∈ C∞(M), df 是 M 上的一个线性微分式.

3. 在局部坐标下, 余切向量场 θ =
m∑
i=1

ai(x)dxi, 其中 ai(x) 是光滑的.

定义 3.8. 设 F : M → N 是光滑映射, ∀p ∈ M , 定义 F 在 p 点的余切映射为 F ∗ : T ∗
F (p)N → T ∗

pM ,
θ 7→ F ∗θ, 这里 F ∗θ(X) = θ(F∗X).

命题 3.9. 设 F : M → N,G : N → L 为光滑流形间的光滑映射, 则 (G ◦ F )∗ = F ∗ ◦G∗. 特别地, F
是微分同胚时, (F−1)∗ = (F ∗)−1.

证明. 任取 p ∈M , 记 q = G(F (p)) ∈ L, 任取 θ ∈ T ∗
q L 及 X ∈ TpM , 有

((G ◦ F )∗θ)X = θ((G ◦ F )∗X) = θ((G∗ ◦ F∗)X) = G∗θ(F∗X) = ((F ∗ ◦G∗)θ)X.

因此 (G ◦ F )∗ = F ∗ ◦G∗.

余切映射的计算 设 F : Rm → Rn, (x1, · · · , xm) 7→ y = (y1(x), · · · , yn(x)) 为光滑映射. 任取
p ∈ Rm, q ∈ Rn 有 T ∗

pRm = {dx1, · · · , dxm}, T ∗
q Rn = {dy1, · · · , dyn}. 设 F ∗dyα =

m∑
i=1

aαi dxi. 则

aαi = (F ∗dyα) ∂

∂xi
= dyα

 n∑
j=1

∂yj

∂xi
∂

∂yj

 =
∂yα

∂xi
.

因此 F ∗dyα =
m∑
i=1

∂yα

∂xi
dxi. 更一般地, 若 θ =

n∑
i=1

aα(y)dyα, 则

F ∗θ =
∑
i,α

aα(y(x))
∂yα

∂xi
dxi.

3.2 外微分形式

3.2.1 张量场

定义 3.10. 设 M 为 m 维光滑流形, ∀p ∈ M , 记 T
(r,s)
p M 为切空间 TpM 上的 (r, s) 型张量全体, 称

T (r,s)M ≜
⋃
p∈M

T
(r,s)
p M 为 M 上的 (r, s) 型张量丛.
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注 3.11. 1. 可以完全类似地证明 T (r,s)M 为 m+mr+s 维光滑流形.

2. T (1,0) = TM , T (0,1) = T ∗M .

定义 3.12. 设 M 为 m 维光滑流形, π : T (r,s)M → M , (p, ξ) 7→ p 为自然投影. 若光滑映射
ξ :M → T (r,s)M 满足 π ◦ ξ = 1M , 则称 ξ 为 M 上的一个 (光滑)(r, s) 型张量场. 所有 (r, s) 型张量

场构成的集合记为 Γ(T (r,s)M). 特别地, 所有 r 阶反称协变张量场全体记为 Λr(M) 或 Ωr(M), 其中
的元素称为 r 次外微分形式.

注 3.13. 1. Λ0(M) = C∞(M), Λ1(M) = Γ(T ∗M).

2. Γ(T (0,0)M) = Γ(TM) = X(M), Γ(T (0,1)M) = Γ(T ∗M) = Λ1(M) 为 M 上所有线性微分式全

体.

3. 在局部坐标 (U,ϕ;xi) 下, ξ ∈ Γ(T (r,s)M) 可以写为

ξ =
∑

ai1···irj1···js(x)
∂

∂xi1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xir
⊗ dxj1 · · · ⊗ · · · dxjs .

ω ∈ Λr(M) 可以写为

ω =
∑

ai1···ir(x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxir ,

其中 ai1···ir 关于下标反称.

4. 设 g ∈ Γ(T (0,2)M)是正定对称的,称 g是M 上的一个 Riemann度量, (M, g)称为一个 Riemann
流形. g 的正定对称性是指: ∀p ∈M , gp 是 TpM 上的一个内积.

5. 外微分形式关于外积有分配律, 外交换律, 结合律.

定义 3.14. 设 F :M → N 为光滑映射, ξ ∈ Γ(T (0,r)N). 定义 F ∗ : T
(0,r)
F (p)N → T

(0,r)
p M , F ∗ξ(v1, · · · , vr) ≜

ξ(F∗v1, · · · , F∗vr).

例 3.15. 设 F : Rm → Rn, x 7→ y(x) 为光滑映射.

1. ω = dyα1 ⊗ · · · ⊗ dyαr , 求 F ∗ω.

2. 若 m = n, ω = dy1 ∧ · · · ∧ dyn, 求 F ∗ω.

证明. 1. 首先计算可得

(F ∗ω)

(
∂

∂xi1
, · · · , ∂

∂xir

)
= ω

(
F∗

∂

∂xi1
, · · · , F∗

∂

∂xir

)
= (dyα1 ⊗ · · · ⊗ dyαr)

(
n∑

α=1

∂yα

∂xi1
∂

∂yα
, · · · ,

n∑
α=1

∂yα

∂xir
∂

∂yα

)

=
∂yα1

∂xi1
· · · ∂y

αr

∂xir
.

因此

F ∗ω =
∑ ∂yα1

∂xi1
· · · ∂y

αr

∂xir
dxi1 ⊗ · · · ⊗ dxir .
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2. 计算可得

(F ∗ω)

(
∂

∂xi1
, · · · , ∂

∂xin

)
= ω

(
F∗

∂

∂xi1
, · · · , F∗

∂

∂xin

)
= (dy1 ∧ · · · ∧ dyn)

(
n∑

α=1

∂yα

∂xi1
∂

∂yα
, · · · ,

n∑
α=1

∂yα

∂xin
∂

∂yα

)

=
∑
σ∈Pn

(−1)σ
∂y1

∂xiσ(1)
· · · ∂yn

∂xiσ(n)

= δ1···ni1···in

∑
σ∈Pn

(−1)τσ
∂y1

∂xτ(σ(1))
· · · ∂yn

∂xτ(σ(n))
(τ(k) = ik, ∀k)

= δ1···ni1···in det
(
∂yα

∂xi

)
.

因此

F ∗ω =
∑

i1,,··· ,in

δ1···ni1···in det
(
∂yα

∂xi

)
dxi1 ⊗ · · · ⊗ dxin = det

(
∂yα

∂xi

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

习题 3.16. 设 Sn 为 n 维球面, ι : Sn ↪→ Rn+1 为嵌入映射, 考虑

ω =

n+1∑
i=1

(−1)i+1xidx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn+1.

设 (Sn \ {N}, ϕ;ui), (Sn \ {S}, ψ; vi) 分别为 Sn 的北极和南极投影坐标, 求 (ι ◦ ϕ−1)∗ω, (ι ◦ ψ−1)∗ω.

解答. 这里我们仅计算南极投影下的余切映射, 北极类似. 计算可得

F ≜ ι ◦ ψ−1 : (u1, · · · , un) 7→
(

2u1

1 + |u|2
, · · · , 2un

1 + |u|2
,
1− |u|2

1 + |u|2

)
.

其 Jacobi 矩阵为

JF =


2(1+|u|2−2(u1)2)

(1+|u|2)2 − 4u1u2

(1+|u|2)2 · · · − 4u1un

(1+|u|2)2 − 4u1

1+|u|2

− 4u1u2

(1+|u|2)2
2(1+|u|2−2(u2)2)

(1+|u|2)2 · · · − 4u2un

(1+|u|2)2 − 4u2

(1+|u|2)2
...

... . . . ...
...

− 4u1un

(1+|u|2)2 − 4u2un

(1+|u|2)2 · · · 2(1+|u|2−2(un)2)
(1+|u|2)2 − 4un

(1+|u|2)2

 .

下面我们记 Ji 为删去第 i 列的 n 阶子阵 JF
[
1 ··· i−1 i ··· n
1 ··· i−1 i+1 ··· n+1

]
, 首先有

Jn+1 =
2

1 + |u|2
In −


2u1

1+|u|2
...

2un

1+|u|2

( 2u1

1+|u|2 · · · 2un

1+|u|2

)
≜ 2

1 + |u|2
In − αTα.

因此

det Jn+1 =

(
2

1 + |u|2

)n−1( 2

1 + |u|2
− ααT

)
=

2n(1− |u|2)
(1 + |u|2)n+1

.
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对于 det Ji(1 ⩽ i ⩽ n), 将第 k(1 ⩽ k < i) 列减去 uk 倍的第 n 列, 第 k(i ⩽ k < n) 列减去 uk+1 倍的

第 n 列, 可以得到

det Ji =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2
1+|u|2 − 4u1

(1+|u|2)2
. . . ...

2
1+|u|2 − 4ui−1

(1+|u|2)2

− 4ui

(1+|u|2)2
2

1+|u|2 − 4ui+1

(1+|u|2)2
. . . ...

2
1+|u|2 − 4un

(1+|u|2)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)n+i+1 2n+1ui

(1 + |u|2)n+1
.

我们记 ωi = (−1)i+1xidx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn+1, 则

F ∗ωi = (−1)i+1 2ui

1 + |u|2
· det(Ji)du1 ∧ · · · ∧ dun =

(−2)n+2(ui)2

(1 + |u|2)n+2
du1 ∧ · · · ∧ dun(1 ⩽ i ⩽ n).

F ∗ωn+1 = (−1)n+2 1− |u|2

1 + |u|2
· det(Jn+1)du1 ∧ · · · ∧ dun =

(−2)n(1− |u|2)2

(1 + |u|2)n+2
du1 ∧ · · · ∧ dun.

因此

F ∗ω =
n+1∑
i=1

F ∗ωi =

(
− 2

1 + |u|2

)n
du1 ∧ · · · ∧ dun.

3.2.2 外微分算子

定义 3.17. 设 M 为光滑流形, 定义外微分算子为 d : Λr(M) → Λr+1(M),

ω =
∑
I

aI(x)dxI 7→ dω ≜
∑
I

daI(x) ∧ dxI .

其中 I = (i1, · · · , ir), dxI = dxi1 ∧ · · · ∧ dxir .

注 3.18. 考虑光滑函数 f ∈ Λ0(M), 则 df 即为函数的微分.

命题 3.19. d 的定义与局部坐标的选取无关.

证明. 仅证明 r = 1 的情形. 设 ω =
∑

i ai(x)dxi =
∑

j bj(y)dyj , 则有 ai(x) =
∑

j bj(y(x))
∂yj

∂xi
. 因此

dai ∧ dxi =
∑
j

dbj ∧
∂yj

∂xi
dxi +

∑
j,k

bj
∂2yj

∂xi∂xk
dxk ∧ dxi.

因此 ∑
i

dai ∧ dxi =
∑
j

dbj ∧
(∑

i

∂yj

∂xi
dxi
)

+
∑
j

bj

(∑
i<k

(
∂2yj

∂xk∂xi
− ∂2yj

∂xi∂xk

)
dxi ∧ dxk

)
=
∑
j

dbj ∧ dyj .
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命题 3.20. 1. ∀f ∈ C∞(M), d(df) = 0.

2. ∀ω ∈ Λk(M), θ ∈ Λℓ(M), d(ω ∧ θ) = dω ∧ θ + (−1)kω ∧ dθ.

证明. 1. 在局部坐标 (U,ϕ;xi) 下, 计算可得

d(df) = d
∑
i

∂f

∂xi
dxi =

∑
i<j

(
∂2f

∂xj∂xi
− ∂2f

∂xi∂xj

)
dxi ∧ dxj = 0.

2. 设 ω =
∑

I aIdxI , θ =
∑

J bJdxJ , 其中 |I| = k, |J | = `, 则 ω ∧ θ =
∑

I,J aIbJdxI ∧ dxJ , 因此

d(ω ∧ θ) =
∑
I,J

bJdaI ∧ dxI ∧ dxJ +
∑
I,J

aIdbJ ∧ dxI ∧ dxJ

=

(∑
I

daI ∧ dxI
)

∧

(∑
J

bJdxJ
)

+ (−1)k

(∑
I

aIdxI
)

∧

(∑
J

dbJ ∧ dxJ
)

= dω ∧ θ + (−1)kω ∧ dθ.

命题 3.21 (Poincare). ∀ω ∈ Λr(M), d(dω) = 0.

证明. 容易验证 d(dxI) = 0, 设 ω =
∑

I aIdxI , 则

d(dω) = d
∑
I

daI ∧ dxI =
∑
I

d(daI) ∧ dxI −
∑
I

daI ∧ d(dxI) = 0.

命题 3.22. 设 F :M → N 为光滑映射, 则 dF ∗ = F ∗d.

注 3.23. 须注意 dF ∗ = F ∗d 左右两边的 d 分别是流形 M,N 上的外微分算子.

Λr(M) Λr+1(M)

Λr(N) Λr+1(N)

d

d

F ∗ F ∗

证明. 不难验证 F ∗(ω1 ∧ · · · ∧ ωk) = F ∗ω1 ∧ · · · ∧ F ∗ωk, 因此

F ∗dyI = F ∗dyi1 ∧ · · · ∧ F ∗dyir =
∑
J

∂yi1

∂xj1
· · · ∂y

ir

∂xjr
dxJ ≜

∑
J

∂yI

∂xJ
dxJ .

任取 ω =
∑

I aIdyI ∈ Λr(N), 则

d(F ∗ω) = d
∑
I,J

aI(y(x))
∂yI

∂xJ
dxJ

=
∑
I,J

daI(y(x)) ∧
∂yI

∂xJ
dxJ +

∑
I,J

aI(y(x))d
(
∂yI

∂xJ

)
∧ dxJ

=
∑
I

daI(y(x)) ∧ F ∗dyI = F ∗(dω).
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命题 3.24. 设 ω ∈ Λ1(M),则对任意光滑向量场X,Y 有 dω(X,Y ) = X(ω(Y ))−Y (ω(X))−ω([X,Y ]).

证明. 设 X =
n∑
i=1

Xi
∂
∂xi

, Y =
n∑
j=1

Yj
∂
∂xj

, ω =
n∑
k=1

akdxk, 则

dω(X,Y ) =
∑
i,k

∂ak
∂xi

dxi ∧ dxk
 n∑
i=1

Xi
∂

∂xi
,

n∑
j=1

Yj
∂

∂xj


=
∑
i,k

∂ak
∂xi

(dxi ⊗ dxk − dxk ⊗ dxi)

 n∑
i=1

Xi
∂

∂xi
,

n∑
j=1

Yj
∂

∂xj


=
∑
i,k

∂ak
∂xi

(XiYk −XkYi).

另一方面, 也有

X(ω(Y )) =

n∑
i=1

Xi
∂

∂xi

(
n∑
k=1

akYk

)
=

n∑
i,k=1

Xi

(
∂ak
∂xi

Yk + ak
∂Yk
∂xi

)
.

Y (ω(X)) =
n∑
i=1

Yi
∂

∂xi

(
n∑
k=1

akXk

)
=

n∑
i,k=1

Yi

(
∂ak
∂xi

Xk + ak
∂Xk

∂xi

)
.

ω([X,Y ]) =

n∑
k=1

akdxk
n∑

i,j=1

(
Xi
∂Yj
∂xi

− Yi
∂Xj

∂xi

)
∂

∂xj
=

n∑
i,k=1

ak

(
Xi
∂Yk
∂xi

− Yi
∂Xk

∂xi

)
.

综上可得

dω(X,Y ) = X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X,Y ]).

注 3.25. 更一般地, 我们有:

dω(X1, · · · , Xr+1) =

r+1∑
i=1

(−1)i+1Xi(ω(X1, · · · , X̂i, · · · , Xr+1))+∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj ], X1, · · · , X̂i, · · · , X̂j , · · · , Xr+1).

有的教材用上式作为外微分算子 d 的定义式, 称为 d 的不变定义式.

证明. 这里我们来证明这个不变定义式, 首先证明该式对单项式 ω = fdxI = fdxi1 ∧ · · · ∧ dxir 成立.
计算可得

dω
(

∂

∂xj1
, · · · , ∂

∂xjr+1

)
=
∑
k

∂f

∂xk
dxk ∧ dxI

(
∂

∂xJ

)
=
∑
k

∂f

∂xk
δkIJ .

根据 δkIJ 的定义, 若不存在 ` 使得 k = jℓ, 则 δkIJ = 0. 若 k = jℓ, 对行列式 δkIJ 的第 1 行第 ` 列展开,
可得 δkIJ = (−1)ℓ+1δI

Ĵℓ
. 因此

dω
(

∂

∂xJ

)
=

r+1∑
ℓ=1

(−1)ℓ+1 ∂f

∂xjℓ
δI
Ĵℓ
.
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注意到此时 [Xi, Xj ] = 0, 只需计算 RHS 的第一项. 有

r+1∑
ℓ=1

(−1)ℓ+1 ∂

∂xjℓ

(
ω

∂

∂xĴℓ

)
=

r+1∑
ℓ=1

∂f

∂xjℓ
δI
Ĵℓ
.

即证. 下面我们只需证明 RHS(记作 ϕ(X1, · · · , Xr+1)) 是多重线性函数. 换言之, 要证明

ϕ(X1, · · · , gXk, · · · , Xr+1) = gϕ(X1, · · · , Xr+1).

设 ϕ 中的两项分别为 ϕ1, ϕ2. 首先有

ϕ1(X1, · · · , gXk, · · · , Xr+1)

=
∑
i ̸=k

(−1)i+1(Xi(g)ω(X1, · · · , X̂i, · · · , Xr+1)+

gXi(ω(X1, · · · , X̂i, · · · , Xr+1))) + (−1)k+1gXk(ω(X1, · · · X̂k, · · · , Xr+1))

=gϕ1(X1, · · · , Xr+1) +
∑
i ̸=k

(−1)i+1Xi(g)ω(X1, · · · , X̂i, · · · , Xr+1).

对于 ϕ2, 回忆有:

[gXk, Xj ] = g[Xk, Xj ]−Xj(g)Xk, [Xi, gXk] = g[Xi, Xk] +Xi(g)Xk.

因此有

ϕ2(X1, · · · , gXk, · · · , Xr+1)

=
∑

k ̸=i<j ̸=k
(−1)i+jgω([Xi, Xj ], X1, · · · , X̂i, · · · , X̂j , · · · , Xr+1)+∑

k<j

(−1)k+jω(g[Xk, Xj ]−Xj(g)Xk, X1, · · · , X̂k, · · · , X̂j , · · · , Xr+1)+∑
i<k

(−1)i+kω(g[Xi, Xk] +Xi(g)Xk, X1, · · · , X̂i, · · · , X̂k, · · · , Xr+1)

=gϕ2(X1, · · · , Xr+1)−
∑
j>k

(−1)j+1Xj(g)ω(X1, · · · , X̂j , · · · , Xr+1)−∑
i<k

(−1)i+1Xi(g)ω(X1, · · · , X̂i, · · · , Xr+1)

= gϕ2(X1, · · · , Xr+1)−
∑
i ̸=k

(−1)i+1Xi(g)ω(X1, · · · , X̂i, · · · , Xr+1).

综上即证.

习题 3.26. 用 d 的不变定义式证明 Poincaré 引理.
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证明. 任取 ω ∈ Λr−1(M), 以及 I = (i1, · · · , ir+1), 则

d2ω

(
∂

∂xI

)
=

r+1∑
k=1

(−1)k+1 ∂

∂xik

(
dω
(

∂

∂xi1
, · · · , ∂̂

∂xik
, · · · , ∂

∂xir+1

))

=

r+1∑
k=1

(−1)k+1 ∂

∂xik

 ∑
1⩽ℓ<k

(−1)ℓ+1 ∂

∂xiℓ
ω

(
∂

∂xi1
, · · · , ∂̂

∂xik
, · · · , ∂̂

∂xiℓ
, · · · , ∂

∂xir+1

)
+

∑
k<ℓ⩽r+1

(−1)ℓ
∂

∂xiℓ
ω

(
∂

∂xi1
, · · · , ∂̂

∂xik
, · · · , ∂̂

∂xiℓ
, · · · , ∂

∂xir+1

)
=

(∑
ℓ<k

−
∑
k<ℓ

)
(−1)k+ℓ

∂2

∂xik∂xiℓ
ω

(
∂

∂xi1
, · · · , ∂̂

∂xik
, · · · , ∂̂

∂xiℓ
, · · · , ∂

∂xir+1

)
= 0.

Poincaré 引理即证.

现在我们回顾目前已知的 d 的性质:

1. 线性: d(ω1 + ω2) = dω1 + dω2.

2. 若 f ∈ C∞(M), df 是 f 的微分.

3. 若 f ∈ C∞(M), d(df) ≜ d2f = 0.

4. 广义 Leibniz 公式: d(ω ∧ θ) = dω ∧ θ + (−1)rω ∧ dθ, 其中 ω ∈ Λr(M).

定理 3.27. 设 M 为光滑流形, 在 M 上存在唯一算子 d : Λr(M) → Λr+1(M) 适合上述性质 1 ∼ 4.

证明. 我们首先证明 d 是局部算子, 即: 若 ω, η ∈ Λr(M) 以及开集 U ⊂ M 使得 ω|U = η|U , 则
dω|U = dη|U . 由线性, 只需证明 ω|U = 0 ⇒ dω|U = 0. 任取 V ⊂⊂ U , 存在从属于 (V, U) 的截断函数

ϕ ∈ C∞(M), 即满足 0 ⩽ ϕ ⩽ 1, ϕ|V ≡ 1 以及 ϕ|M\U ≡ 0. 因此 ϕω ≡ 0, 由此可得

0 = d(ϕω) = dϕ ∧ ω + ϕdω = ϕdω.

由此可得 dω|V = 0. 结合 V 的任意性可得 dω|U = 0. 即证. 任取 ω ∈ Λr(M) 以及任一局部坐标

(U,ϕ;xi), 设 ω =
∑

I aIdxI , 则

dω = d
(∑

I

aIdxI
)

=
∑
I

d(aIdxI) =
∑
I

(daI ∧ dxI + aId2xI) =
∑
I

daI ∧ dxI .

综上即证 d 只能是外微分算子.

3.2.3 Frobenius 定理的对偶形式

设 M 为 n 维流形, U 是 M 的开集. X1, · · · , Xℓ 为 U 上处处线性无关的向量场, 则 L =

span(X1, · · · , Xℓ) 是 U 上的 ` 维分布. 我们可以补上 Xℓ+1, · · · , Xn 使得 X1, · · · , Xn 构成 U 上的

一组基向量场, 其对偶记为 ω1, · · · , ωn. 由对偶性可得, 分布 L 等价于 Paff 方程组 {ωα = 0 : α =

`+ 1, · · · , n}, 即 L = {X ∈ TpM : p ∈ U, ωα(X) = 0, α = `+ 1, · · · , n}.
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定理 3.28. 光滑分布 L 对合当且仅当存在 (n− `)2 个线性微分式 θαβ , 使得 dωα =
n∑

β=ℓ+1

θαβ ∧ ωβ, 或

者写作 dωα ≡ 0(modωℓ+1, · · · , ωn).

证明. 定义指标: A,B = 1, · · · , n, i, j, k = 1, · · · , `, α, β, γ = `+ 1, · · · , n. 设

dωα =
∑
i,j

Cαijω
i ∧ ωj + 2

∑
i,γ

Cαiγω
i ∧ ωγ +

∑
β,γ

Cγαβω
β ∧ ωγ .

其中 CαAB = −CαBA. 由此可得

2Cαij = dωα(Xi, Xj) = Xi(ω
α(Xj))−Xj(ω

α(Xi))− ωα([Xi, Xj ]) = −ωα([Xi, Xj ]).

我们设

[Xi, Xj ] =
∑
k

akijXk +
∑
β

aβijXβ .

则有

2Cαij = −ωα([Xi, Xj ]) = −aαij .

由此即可得 dωα ≡ 0(modωℓ+1, · · · , ωn) 当且仅当 L 对合.

习题 3.29. 设 ω = x2dx+ y2dy − dz 是 R3 上的 1-形式.

1. 给出 ω = 0 所确定的分布 L 的一组基向量场.

2. 求上述分布 L 过 (0, 0, 1) 点的积分曲面.

证明. 由 ω 的定义可得

L = kerω = {X = a∂x + b∂y + c∂z ∈ Γ(TR3) : ax2 + by2 = c}.

由此可得 L 的一组基向量场

X =
∂

∂x
+ x2

∂

∂z
, Y =

∂

∂y
+ y2

∂

∂z
.

计算可得 [X,Y ] = 0, 所以 L 是完全可积的. 或者计算可得 dω = 0, 因此 L 是完全可积的.
分别计算 X,Y 的流可得

ϕt(x, y, z) =

(
x+ t, y,

(x+ t)3 − x3

3
+ z

)
, θs(x, y, z) =

(
x, y + s,

(y + s)3 − y3

3
+ z

)
.

由此构造映射

Φ(t, s, u) = (ϕt ◦ θs)(0, 0, u) =
(
t, s, u+

s3 + t3

3

)
.

按照 (t, s, u) = Φ−1(x, y, z) 即给出了一个平坦坐标. 此时

t = x, s = y, u = z − s3 + t3

3
.

将 x = 0, y = 0, z = 1 代入可确定 u = 1, 所以过 (0, 0, 1) 的积分曲面为{
(x, y, z) ∈ R3 : z = 1 +

x3 + y3

3

}
.

64



3.3 de Rham 上同调

3.3.1 定义与例子

定义 3.30. 设 ω ∈ Ωr(M), 若 dω = 0, 则称 ω 是 M 上的闭形式. 若存在 θ ∈ Ωr−1(M), 使得 dθ = ω,
则称 ω 为 M 上的一个正合形式.

注 3.31. 1. 由 Poincaré 引理可得正合形式一定是闭形式.

2. 我们记 Zr(M ;R) 为闭 r-形式全体, Br(M ;R) 为正合 r-形式全体. 它们分别为线性算子 d 的
ker 与 im, 所以是线性空间.

定义 3.32. 称 Hr(M ;R) ≜ Zr(M ;R)/Br(M ;R) 为流形 M 上的第 r 个 de Rham 上同调群,
Hr(M ;R) 中的元素称为 r 次上同调类.

注 3.33. de Rham 上同调群实际上反映了闭形式与正合形式的差异.

这里, 我们不加证明地介绍如下定理.

定理 3.34 (de Rham). 设 M 为紧致光滑流形, 则 M 的第 r 个上同调群 Hr(M ;R) 与第 r 个拓扑同

调群 Hr(M) 同构.

注 3.35. 设 F : M → N 为光滑映射, 根据 dF ∗ = F ∗d, 不难验证 F 诱导了良定的线性映射 F ∗ :

Hr(N ;R) → Hr(M ;R), [ω] 7→ [F ∗ω].

例 3.36. Hr(Rn;R) =

R, r = 0

{0}, 1 ⩽ r ⩽ n

证明. r = 0 时, H0(Rn;R) = {f ∈ C∞(R) : df = 0}, 即为 R.
当 r = n 时, 对任意 ω = a(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn, 我们记

b(x) =

ˆ xn

0
a(x′, t)dt, ϕ = (−1)n+1b(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn−1.

则有 dϕ = ω, 因此 Hn(Rn,R) = {0}.

3.3.2 两个定理
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4 流形上的积分

4.1 单位分解

4.1.1 截断函数

引理 4.1. 设 Ba(0) ⊂ Bb(0) ⊂ Rn, 0 < a < b <∞. 则存在 Rn 上的非负函数 f 满足:

1. 0 ⩽ f ⩽ 1.

2. supp(f) ⊂ Bb(0).

3. f(x) = 1, ∀x ∈ Ba(0).

称 f 为从属于 (Ba(0), Bb(0)) 的截断函数.

证明. 考虑 R 上的光滑函数

h(t) =

e
− 1

t , t > 0

0, t ⩽ 0

取 f(x) = h(b−|x|)
h(|x|−a)+h(b−|x|) 即可.

引理 4.2. 设 U ⊂ Rn 为开集, V ⊂⊂ U , 则存在 Rn 上的光滑函数 f 满足:

1. 0 ⩽ f ⩽ 1.

2. f |V ≡ 1.

3. f |Rn\U ≡ 0.

称 f 为从属于 (V, U) 的截断函数.

证明. 任取 x ∈ V , 存在 rx > 0 使得 Brx(x) ⊂ U . 由于 {Brx/2(x) : x ∈ V } 构成 V 的开覆

盖, 故存在有限开覆盖 {Bri/2(xi) : 1 ⩽ i ⩽ N, ri = rxi}. 设 fi 是从属 (Bri/2(xi), Bri(xi)) 的

截断函数, 令 f = 1 −
∏N
i=1(1 − fi). 则 f ∈ C∞ 且 0 ⩽ f ⩽ 1. 另一方面, 任取 x ∈ V , 存

在 i 使得 x ∈ Bri/2(xi) ⇒ fi(x) = 1, 所以 f(x) = 1; 任取 x /∈ U , 则有 x /∈ Bri(xi), ∀i, 因此
fi(x) = 0 ⇒ f(x) = 0. 综上可得 f 即为所求.

4.1.2 单位分解

定义 4.3. 设 Σ = {Uα : α ∈ A} 是拓扑空间 M 的一个开覆盖.

1. 若 ∀p ∈M , 存在 p 的邻域只与 Σ 中有限个成员相交, 称 Σ 为局部有限的开覆盖.

2. 若 Σ′ = {Vλ : λ ∈ Λ} 是 M 的另一开覆盖, 满足: ∀λ ∈ Λ, ∃α ∈ A 使得 Vλ ⊂ Uα, 则称 Σ′ 是 Σ

的一个加细.

例 4.4. 在 Rn 中, {Bn(x) : n ∈ Z, x ∈ Zn} 是 {Br(0) : r > 0} 的一个加细.
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定义 4.5. 设 M 是光滑流形, 如果 Σ = {(Vα, Uα, ϕ) : α ∈ A} 满足:

1. {(Uα, ϕα)} 是 M 的局部有限坐标系.

2. {Vα : α ∈ A} 为 M 的开覆盖.

3. ∀α, 有 Vα ⊂⊂ Uα ⊂⊂M .

则称 Σ 为 M 的一个正则坐标系.

定理 4.6. 设 M 是 C2 光滑流形, Σ 是 M 的任一开覆盖. 则存在正则坐标系 {(Vα, Uα, ϕα) : α ∈ A}
使得 {Uα : α ∈ A} 是 Σ 的加细.

定义 4.7. 设 {fλ : λ ∈ Λ} 是 M 上一族光滑函数, 若它满足:

1. 0 ⩽ fλ ⩽ 1.

2. {(supp fλ)◦ : λ ∈ Λ} 构成 M 的局部有限开覆盖.

3.
∑

λ fλ = 1.

则称 {fλ : λ ∈ Λ} 是 M 的一个单位分解. 进一步, 若 Σ = {Uα : α ∈ A} 是 M 的开覆盖, 且
∀λ ∈ Λ, ∃α ∈ A, 使得 supp(fλ) ⊂ Uα, 则称 {fλ : λ ∈ Λ} 是从属于 Σ 的单位分解.

定理 4.8. 设 M 是 C2 光滑流形, Σ = {Wα : α ∈ A} 为开覆盖. 则 M 上存在从属于 Σ 的单位分解

{fλ : λ ∈ Λ}.

证明. 考虑正则坐标系 {(Vλ, Uλ, ϕλ) : λ ∈ Λ}, 其中 {Uλ : λ ∈ Λ} 是 Σ 的加细. 设 gλ 是从属于

(Vλ, Uλ) 的截断函数, 由于 {Uλ} 局部有限, 故 g ≜
∑

λ gλ 良定, 由 {Vλ} 是开覆盖可得 g 非零. 令
fλ = gλ/g, 则 0 ⩽ fλ ⩽ 1 且

∑
λ fλ = 1. 又因为 Vα ⊂ (supp fλ)◦ ⊂ Uλ, 故 {(supp fλ)◦ : λ ∈ Λ}

构成局部有限开覆盖. 最后, 由 {Uλ} 是 Σ 的加细可得 ∀λ, ∃α 使得 supp fλ ⊂ Uλ ⊂ Wα. 所以
{fλ : λ ∈ Λ} 即为从属于 Σ 的一个单位分解.

单位分解是微分流形理论中联系局部和整体的桥梁. 下面我们给出一个应用.

4.1.3 Riemann 度量

定义 4.9. 设 M 是 n 维光滑流形, g 是 M 上二阶的对称正定协变张量. 则称 g 是 M 上的一个

Riemann 度量, (M, g) 称为 Riemann 流形.

定理 4.10. 设 M 是具有可数基的 n 维光滑流形, 则 M 上存在 Riemann 度量.

证明. 取 M 的一个正则坐标系 {(Vα, Uα, ϕα) : α ∈ A}, {fλ : λ ∈ Λ} 是从属于 {Uα : α ∈ A} 的一个
单位分解. 设 ϕα : p 7→ xα(p) = (x1α, · · · , xnα), 记 gα = ϕ∗

α(
∑n

i=1 dxiα ⊗ dxiα), 则 gα 是 Uα 上的二阶对

称正定协变张量. ∀λ, 设 τ(λ) ∈ A 使得 supp fλ ⊂ Uτ(λ), 则 g =
∑

λ fλgτ(λ) 是 M 上的 Riemann 度
量.
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4.2 流形的定向

4.2.1 向量空间的定向

定义 4.11. 设 V 为 n 维实向量空间, e = {e1, · · · , en}, ẽ = {ẽ1, · · · , ẽn} 均为 V 的基, ẽ = eA. 若
detA > 0, 则称 e 与 ẽ 定向相同, 若 detA < 0, 则称 e 与 ẽ 定向相反.

注 4.12. 1. 定向相同是一个等价关系, 我们用 [e] 表示 e 所在的等价类.

2. 给定 V 的一组基 e, 称 [e] 是 V 的一个定向, 称 (V, [e]) 为定向向量空间.

3. 一个向量空间有且仅有两个定向.

例 4.13. 设 e = {e1, · · · , en} 为 V 的一组基, σ ∈ Pn, 则 ẽ = {eσ(1), · · · , eσ(n)} 与 e 的定向关系与

(−1)σ 的符号相同.

4.2.2 流形的定向

定义 4.14. 设 (U,ϕ;xi), (V, ψ; yi) 为光滑流形 M 的局部坐标, 其中 U ∩ V 6= ∅. 设 JUV 为转移映

射 ψ ◦ ϕ−1 的 Jacobi 矩阵. 若 det JUV > 0, 则称 (U,ϕ) 与 (V, ψ) 定向相同. 若 det JUV < 0, 则称
(U,ϕ) 与 (V, ψ) 定向相反.

注 4.15. 1. 若 U ∩ V = ∅, 我们约定 (U,ϕ) 与 (V, ψ) 定向相同.

2. 设 p ∈ U ∩ V , 在坐标 (U,ϕ;xi) 下切空间 TpM 的自然基为 ex = { ∂
∂x1

, · · · , ∂
∂xn }, 在坐标

(V, ψ; yi) 下切空间 TpM 的自然基为 ey = { ∂
∂y1

, · · · , ∂
∂yn }. 由于 ex = eyJUV , 因此 (U,ϕ) 和

(V, ψ) 定向相同当且仅当 ex, ey 作为 TpM, ∀p ∈ U ∩ V 的基定向相同.

定义 4.16. 设 M 为 n 维光滑流形, 若 D = {(Uα, ϕα) : α ∈ A} 满足:

1. {(Uα, ϕα) : α ∈ A} 是 M 的局部坐标.

2. ∀α, β ∈ A, (Uα, ϕα) 与 (Uβ , ϕβ) 定向相同.

则称 D 为 M 的一个定向, 并称 M 是可定向的.

注 4.17. 1. 可以用两个坐标 (U,ϕ), (V, ψ) 覆盖的流形在 U ∩ V 连通时一定是可定向的, 所以球面
可定向.

2. 可定向流形有且仅有两个定向.

下面给出一个判定流形是否可定向的重要定理:

定理 4.18. n 维光滑流形 M 可定向当且仅当 M 上存在 n 次处处非零的微分式.
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证明. ⇒: 若 M 可定向, 设 {(Uα, ϕα)} 为一个定向, 则存在定向相同的正则坐标系 {(Vλ, Uλ, ψλ) :

λ ∈ Λ}, 设 {fλ} 为从属于 {Vλ} 的单位分解. 由此我们可以构造 Vλ 上 n 次微分式 ωλ = fλψ
∗
λ(dx1λ ∧

· · · ∧ dxnλ), 其中 supp(ωλ) ⊂ Vλ. 由 Vλ 局部有限可定义 M 上的 n 次微分式 ω =
∑

λ ωλ, 下证 ω 处

处非零. 任取 p ∈M , 则存在 λ0 ∈ Λ 使得 fλ0(p) > 0, 自然有 p ∈ Vλ0 . 计算可得

(ψ−1
λ0

)∗ω =
∑
λ

fλ(ψλ ◦ ψ−1
λ0

)∗(dx1λ ∧ · · · ∧ dxnλ) =
(∑

λ

fλ det Jλ0λ

)
dx1λ0 ∧ · · · ∧ dxnλ0 .

由 fλ ⩾ 0, det Jλλ0 > 0 以及 fλ0(p) > 0 即可得 ω|p 6= 0.
⇐: 设 ω 为 M 上处处非零的 n 次微分式, 任取 M 的一个光滑坐标 {(Uα, ϕα;xiα) : α ∈ A}, 则

存在光滑非零函数 fα 使得 (ϕ−1
α )∗ω = fαdx1α ∧ · · · ∧ dxnα. 事实上, 我们可设 fα > 0, ∀α ∈ A. 若某个

fα < 0, 则考虑新的坐标系 {(Uα, ψα; yiα) : α ∈ A}, 其中 (y1α, · · · , ynα) = (−x1α, x2α, · · · , xnα), 则 yiα 关

于 xiα 的 Jacobi 行列式为 −1. 此时

(ψ−1
α )∗ω = −fα(−y1α, · · · , ynα)dy1α ∧ · · · ∧ dynα = f̃αdy1α ∧ · · · ∧ dynα.

其中 f̃α = −fα > 0. 在 fα > 0 的情况下, 由 (ϕβ ◦ ϕ−1
α )∗dx1β ∧ · · · ∧ dxnβ = det(Jαβ)dx1α ∧ · · · ∧ dxnα

可得

fαdx1α ∧ · · · ∧ dxnα = (ϕβ ◦ ϕ−1
α )∗(ϕ−1

β )∗ω = fβ det(Jαβ)dx1α ∧ · · · ∧ dxnα.

因此 det Jαβ = fα
fβ
> 0, 故 {(Uα,φα)} 是 M 的一个定向.

例 4.19. ω =
n+1∑
i=1

(−1)i+1xidx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn+1, 则 ι∗ω 是 Sn = {x ∈ Rn+1 : |x|2 = 1} 上处

处非零的 n 次微分式.

例 4.20. n 维实投影空间 RPn 可定向当且仅当 n 为奇数.

证明. 若 n 为奇数, 回顾 RPn 的自然坐标: 定义 Ui = {[x] : xi 6= 0}(i = 1, · · · , n+ 1), 以及

ϕi : Ui → Rn, [x] 7→ (u1i , · · · , uni ) =
(
x1

xi
, · · · , x

i−1

xi
,
xi+1

xi
, · · · , x

n+1

xi

)
.

计算转移映射可得

ϕj ◦ ϕ−1
i (u1i , · · · , ûii, · · · , u

n+1
i ) =

(
u1i

uji
, · · · ,

ui−1
i

uji
,
1

uji
,
ui+1
i

uji
, · · · ,

uj−1
i

uji
,
uj+1
i

uji
, · · · ,

un+1
i

uji

)
.

记 θi = du1i ∧ · · · dui−1
i ∧ dui+1

i ∧ · · · ∧ dun+1
i , 则

θj = d
(
u1i

uji

)
∧ · · · ∧ d

(
1

uji

)
∧ · · · ∧ d

(
uj−1
i

uji

)
∧ d

(
uj+1
i

uji

)
∧ · · · ∧ d

(
un+1
i

uji

)

=
du1i
uji

∧ · · · ∧
−duji
(uji )

2
∧ · · · ∧

duj−1
i

uji
∧

duj+1
i

uji
∧ · · · ∧

dun+1
i

uji

=
(−1)j−i

(uji )
n+1

θi.
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若 ω 是 RPn 上的处处非零 n 次微分式, 则 (ϕ−1
i )∗ω = fiθi, 其中 fi 为非零函数. 我们只需找到合适

的 fi 使得 fiθi = fjθj , ∀i, j. 我们选取

fi(u
1
i , · · · , û

j
i , · · · , u

n+1
i ) =

(−1)i

(1 +
∑
k ̸=i

(uki )
2)

n+1
2

.

则有

fj =
(−1)j

(1 +
∑
k ̸=i,j

(
uki
uji
)2 + 1

(uji )
2
)
n+1
2

n是奇数
========

(−1)j(uji )
n+1

(1 +
∑
k ̸=i

(uki )
2)

n+1
2

=
(uji )

n+1

(−1)j−i
fi.

因此即有 fiθi = fjθj . 由此可得 ω 是整体定义的.
若 n 为偶数, 记对径映射为 A : Sn → Sn, x 7→ −x. 设 π : Sn → RPn, x 7→ [x] 为自然投影, 则

有 π = π ◦A. 计算可得 π 的坐标表示的 Jacobi 矩阵总满秩, 进而 π 是局部微分同胚. 假设此时 RPn

可定向, 则存在整体定义的非零 n 阶微分式 θ ∈ Λn(RPn). 注意到 Sn 上存在处处非零的 n 阶微分式,
即

ω = ι∗

(
n+1∑
i=1

(−1)i+1xidx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn+1

)
.

故存在处处非零的函数 f : Sn → R, 使得 π∗θ = fω. 由 π = π ◦ A 可得 fω = A∗(π∗θ) = A∗(fω) =

−f(−x)ω, 因此 f(x) = −f(−x). 由 Sn 连通可得 f 恒为正或恒为负, 立得矛盾.

习题 4.21. 1. 在 Sn 上构造定向相同的局部坐标系.

2. 在 RP2n+1 上构造一组定向相同的局部坐标系.

解答. 1. 考虑球极投影坐标系, 此时 Sn 上只有北极坐标 (U,ϕ) 和南极坐标 (V, ψ), 计算可得转移
映射为

ψ ◦ ϕ−1(u1, · · · , un) =
(
u1

|u|2
, · · · , u

n

|u|2

)
,

其 Jacobi 行列式为

det JUV = det
(

1

|u|2
In − 2ααT

)
=

1

|u|2n−2
det
(

1

|u|2
− 2

|u|2

)
= − 1

|u|2n
< 0.

其中 α = ( u
1

|u|2 , · · · ,
un

|u|2 )
T . 故只需将南极投影修改为

ψ̃(x1, · · · , xn+1) = ψ(−x1, x2, · · · , xn+1) =

(
− x1

1 + xn+1
,

x2

1 + xn+1
, · · · , xn

1 + xn+1

)
.

即可得定向相同的局部坐标系.

2. 根据 RPn 的定向讨论一例中的计算, 我们知道

θj =
(−1)j−i

(uji )
2n+2

θi ⇒ det(Jϕj ◦ ϕ−1
i ) =

(−1)j−i

(uji )
2n+2

.

由此, 我们定义 ψi = (−1)iϕi, 则

det(Jψj ◦ ψ−1
i ) = (−1)(i+j)(2n+1) det(Jϕj ◦ ϕ−1

i ) =
1

(uji )
2n+2

> 0.

此时 {(Ui, ψi) : i = 1, 2, · · · , 2n+ 2} 即为定向相同的坐标系.
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4.2.3 自然诱导定向

本节我们采用如下记号:
Rn+ ≜ {x ∈ Rn : xn ⩾ 0}.

∂Rn+ ≜ {x ∈ Rn : xn = 0} = Rn−1.

R̊n+ ≜ {x ∈ Rn : xn > 0}.

定义 4.22. Rn 在自然坐标下的基向量场 e ≜ { ∂
∂x1

, · · · , ∂
∂xn } 在 Rn 上确定了一个定向 [e], 称为 Rn

的自然定向. [e] 在 Rn+ 的边界 ∂Rn+ 上诱导了一个定向 [e′], 其中 e′ ≜ { ∂
∂x1

, · · · , ∂
∂xn−1 }, 称为 ∂Rn+ 的

自然诱导定向.

注 4.23. ∂Rn+ 的自然诱导定向可以视作内法向量 (即指向 Rn+ 内部).

我们现在的目标是把自然诱导定向推广到流形的一类区域上去.

定义 4.24. 设 M 为 n 维流形, D ⊂M 为区域. 若 D 满足:

1. ∂D 是 M 的 n− 1 维嵌入子流形.

2. ∀p ∈ ∂D, 存在 M 的局部坐标 (U,ϕ) 使得

• ϕ(U ∩D) ⊂ Rn+.

• ϕ(U ∩ ∂D) ⊂ ∂Rn+ = Rn−1.

则称 D 为 M 的正则区域.

例 4.25. 单位球 Dn = {x ∈ Rn : |x| ⩽ 1} 是 Rn 的一个正则区域.

引理 4.26. 设 ϕ : Rn → Rn, x 7→ y(x) 为坐标变换. J 为 ϕ 的 Jacobi 矩阵. 若 ϕ 满足:

1. det J > 0.

2. yn = yn(x′, xn) > 0, ∀xn > 0.

3. yn = yn(x′, 0) = 0.

则映射 ϕ|∂Rn
+
的 Jacobi 矩阵 J ′ 满足 det J ′ > 0.

证明. 在 ∂Rn+ 上, 我们由性质 2, 3 可得

∂yn

∂xn
= lim

xn↓0

yn(x1, · · · , xn)
xn

⩾ 0.

另一方面, 由

det J |∂Rn
+
= det

(
J ′ ∗
0 ∂yn

∂xn

)
= det J ′ · ∂y

n

∂xn
> 0

即可得 det J ′ > 0.
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定理 4.27. 设 M 为 n 维定向流形, D ⊂M 为正则区域, 则 ∂D 可定向.

证明. 由 D 正则可得存在 M 的一组定向相同的坐标系 D = {(Uα, ϕα) : α ∈ A}, 使得 ϕα(Uα ∩ D̊) ⊂
R̊n+ 且 ϕα(Uα ∩ ∂D) ⊂ ∂Rn+. 由于 ∂D 是嵌入子流形, 我们可以选取 ∂D 的坐标系为 D′ = {(Uα ∩
∂D,ϕα|∂D) : α ∈ A}. 由于 ϕαβ = ϕβ ◦ ϕ−1

α 满足上条引理, 因此 D′ 是 ∂D 的一个定向.

注 4.28. 我们将上述构造的定向 D′ 称为 ∂D 的自然诱导定向.

例 4.29. 设 D 为 Rn 的正则区域, ∀p ∈ ∂D, 取 en ∈ TpRn 使得 en 是 ∂D 的内法向量, 再取 Tp(∂D)

的一组基 e′ = {e1, · · · , en−1} 使得 e = {e1, · · · , en} 确定的定向是 Rn 的自然定向, 则 [e′] 是 Tp(∂D)

的自然诱导定向.

注 4.30. 目前, 一般流形上的子流形还没有法向量这个概念.

4.3 流形上的积分

4.3.1 定向流形上的积分

定义 4.31. 设 ω = fdx1 ∧ · · · ∧ dxn ∈ Λn(Rn), 且 supp(ω) ⊂⊂ Rn. 称
´
Rn ω ≜

´
Rn fdx1 · · · dxn 为 ω

在 Rn 上的积分.

命题 4.32. 上述定义与保定向的坐标变换无关.

证明. 设 ϕ : x 7→ y(x) 为保定向的坐标变换, 即 det Jϕ > 0. 则有ˆ
Rn

ϕ∗ω =

ˆ
Rn

f(ϕ(x)) det Jϕ(x)dx =

ˆ
Rn

f(ϕ(x))| det Jϕ(x)|dx =

ˆ
Rn

f(y)dy =

ˆ
Rn

ω.

定义 4.33. 设 M 为 n 维定向流形, ω ∈ Λn(M), supp(ω) ⊂⊂M .

1. 设 (U,ϕ) 为 M 的一个局部坐标, 称
´
U ω ≜

´
φ(U)(ϕ

−1)∗ω 为 ω 在 U 上的积分.

2. 设 {(Vλ, Uλ, ϕλ) : λ ∈ Λ} 为 M 的一个正则坐标, {fλ : λ ∈ Λ} 为从属于它的单位分解. 记
ωλ = fλω, 则 supp(ωλ) ⊂⊂ Uλ. 称

´
M ω ≜

´
M

∑
λ ωλ =

∑
λ

´
Uλ
ωλ 为 ω 在 M 上的积分.

注 4.34. 由于 ω 具有紧支集, 上式的本质是有限和.

命题 4.35. 积分的定义与正则坐标系和单位分解的选取无关.

证明. 任取 M 的正则坐标系 {(Ṽα, Ũα, ψα) : α ∈ A} 以及任一从属于它的单位分解 {gα : α ∈ A}, 定
义 Wλα = Uλ ∩ Ũα, 容易验证 {fλgα : λ ∈ Λ, α ∈ A} 是从属于局部有限开覆盖 {Wλα : λ ∈ Λ, α ∈ A}
的单位分解. 因此ˆ

M

∑
λ

ωλ =

ˆ
M

∑
α

gα
∑
λ

ωλ =

ˆ
M

∑
λ,α

fλgαω =
∑
λ,α

ˆ
Wλα

fλgαω.

同理可得 ˆ
M

∑
α

ωα =
∑
λ,α

ˆ
Wλα

fλgαω =

ˆ
M

∑
λ

ωλ.
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注 4.36. 我们约定: 当 M 取相反定向时, 积分值相差一个正号.

命题 4.37. 设 M 为可定向光滑流形.

1.
´
M ω1 + ω2 =

´
M ω1 +

´
M ω2.

2. ∀c ∈ R,
´
M cω = c

´
M ω.

3. ∀p ∈M ,
´
M ω =

´
M\{p} ω.

证明. 都是 Rn 上 Riemann 积分性质的直接推论.

习题 4.38. 设 ω =
n+1∑
i=1

(−1)i+1xidx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn+1, 计算积分
´
Sn ι

∗ω.

解答. 设 ψ 为南极投影映射, 回忆我们曾计算过

(ι ◦ ψ−1)∗ω =

(
− 2

1 + |u|2

)n
du1 ∧ · · · ∧ dun.

因此 ˆ
Sn
ι∗ω =

ˆ
Sn\{S}

ι∗ω =

ˆ
Rn

(
− 2

1 + |u|2

)n
du =

ˆ ∞

0

(
− 2

1 + r2

)n
· nωnrn−1dr.

4.3.2 Stokes 公式

定理 4.39. 设 D ⊂ Rn 为正则区域, ω ∈ Λn−1(Rn) 且 supp(ω) ⊂⊂ Rn, 则
ˆ
D

dω = (−1)n
ˆ
∂D

ω.

这里 ∂D 取自然诱导定向.

证明. Λn−1(Rn) 中的元素 ω 总可以写为 ω =
n∑
i=1

(−1)i+1ai(x)dx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn, 从而 dω =

(
n∑
i=1

∂ai
∂xi

)dx1 ∧ · · · ∧ dxn. 设 supp(ω) ⊂⊂ U , 其中 U 为 Rn 中开集. 我们考虑两种情况:

1. U ∩ ∂D = ∅, 此时 U ⊂ D̊ 或 U ⊂ Rn \D. 对于后一种情况, 在 D 上恒有 ω = 0, 在 ∂D 上恒

有 dω = 0, 结论成立. 对于前一种情况, 考虑以原点为中心的长方体 Q = {x ∈ Rn : |xi| ⩽ bi},
使得 U ⊂ Q. 则有

ˆ
D

dω =

ˆ
Q

(
n∑
i=1

∂ai
∂xi

)
dx =

n∑
i=1

ˆ
Ki

(ˆ bi

−bi

∂ai
∂xi

dxi
)

dx1 · · · d̂xi · · · dxn = 0.

其中 Ki = {(x1, · · · , x̂i, · · · , xn) ∈ Rn−1 : |xi| ⩽ bi}, 最后的等号成立是因为 ai|xi=±bi = 0(在支
集外). 此时在 ∂D 上亦恒有 dω = 0, 因此结论成立.
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2. U ∩ ∂D 6= ∅. 此时我们不妨设 U ∩D ⊂ Rn+, U ∩ ∂D ⊂ ∂Rn+, 不然由隐函数定理可局部作坐标
变换使得 ϕ(U ∩D) ⊂ Rn+. 作长方体 Q = {x ∈ Rn : |xi| ⩽ bi(1 ⩽ i ⩽ n − 1), 0 ⩽ xn ⩽ bn} 使
得 U ∩D ⊂ Q, 首先有

ˆ
∂D

ω =
n∑
i=1

(−1)i+1

ˆ
∂D

ai(x
′, 0)dx1 · · · d̂xi · · · dxn = (−1)n+1

ˆ
K′
an(x

′, 0)dx′.

其中 K ′ = {x′ ∈ Rn−1 : |xi| ⩽ bi, 1 ⩽ i ⩽ n− 1}. 另一方面, 也有
ˆ
D

dω =
n∑
i=1

ˆ
D

∂ai
∂xi

dx =
n−1∑
i=1

ˆ
K

∂ai
∂xi

dx+

ˆ
K

∂an
∂xn

dx

=
n−1∑
i=1

ˆ
Ki

(ˆ bi

−bi

∂ai
∂xi

dxi
)

dx1 · · · d̂xi · · · dxn +
ˆ
K′

(ˆ bn

0

∂an
∂xn

dxn
)

dx′

= −
ˆ
K′
an(x

′, 0)dx′.

综上结论即证.

定理 4.40 (Stokes). 设 D 是 n 维可定向流形 M 上的正则区域, ω ∈ Λn−1(M), supp(ω) ⊂⊂M , 则
ˆ
D

dω = (−1)n
ˆ
∂D

ω.

其中 ∂D 取自然诱导定向.

证明. 设 {(Uα, ϕα) : α ∈ A} 是 M 的一个定向相同的坐标系, {fα : α ∈ A} 为从属于它的一个单位分
解, 记 ωα = fαω, 则

ˆ
D

dω =

ˆ
D

d
(∑

α

ωα

)
=
∑
α

ˆ
Uα∩D

dωα =
∑
α

ˆ
φα(Uα∩D)

(ϕ−1
α )∗dωα

=
∑
α

ˆ
φα(Uα∩D)

d((ϕ−1
α )∗ωα) = (−1)n

∑
α

ˆ
∂φα(Uα∩D)

(ϕ−1
α )∗ωα

= (−1)n
∑
α

ˆ
φα(Uα∩∂D)

(ϕ−1
α )∗ωα = (−1)n

∑
α

ˆ
Uα∩∂D

ωα

= (−1)n
ˆ
∂D

ω.

注 4.41. 1. 当 n 为偶数时, ∂D 取自然诱导定向. 当 n 为奇数时, ∂D 取与自然诱导定向相反的定
向, 称为 ∂D 的 Stokes 定向.

2. 当 ∂D 取 Stokes 定向时, Stokes 公式可改写为
´
D dω =

´
∂D ω.

习题 4.42. 利用外微分形式将数学分析中的 Newton-Leibniz公式, Green公式, Gauss公式和 Stokes
公式写成统一形式.
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证明. 当 n = 1, D = [a, b] 时, 取 ω = f , 则有 dω = f ′(x)dx. 此时在 ∂D = {a, b} 上取 Stokes 定向
(外法向), 由 Stokes 公式可得 N-L 公式

ˆ
[a,b]

f ′(x)dx = f(b)− f(a).

当 n = 2, D ⊂ R2 为平面区域时, 取 ω = Pdx+Qdy, 则有 dω = (∂Q∂x − ∂P
∂y )dx ∧ dy. 此时在 ∂D 上

取自然诱导定向 (内法向), 由 Stokes 公式可得 Green 公式
¨
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy =

˛
∂D

Pdx+Qdy.

当 n = 3, D ⊂ R3 为三维区域时, 取 ω = Pdy ∧ dz +Qdz ∧ dx+ Rdx ∧ dy, 则有 dω = (∂P∂x + ∂Q
∂y +

∂R
∂z )dx ∧ dy ∧ dz. 此时在 ∂D 上取 Stokes 定向 (外法向), 由 Stokes 公式可得 Gauss 公式

˚
D

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)
dxdydz =

"
∂D

Pdydz +Qdzdx+Rdxdy.

在 R3 中, 当 D ⊂ R3 为 n = 2 维曲面时, 取 ω = Pdx+Qdy +Rdz, 则有

dω =

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy +

(
∂R

∂y
− ∂P

∂z

)
dy ∧ dz +

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dz ∧ dx.

此时在 ∂D 上取自然诱导定向 (外法向), 由 Stokes 公式可得数分中的 Stokes 公式
¨
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy +

(
∂R

∂y
− ∂P

∂z

)
dydz +

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dzdx =

˛
∂D

Pdx+Qdy +Rdz.
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5 李群初步

5.1 一般线性群

本节我们采用如下记号:
Mn(R) ≜ {ξ : ξ ∈ Rn×n}.

G ≜ GLn(R) ≜ {g ∈ Rn×n : det g 6= 0}.

e ≜ n阶单位阵.

GLn(R) 在 Rn×n 中的自然坐标记为 X = (xij) 或 Y = (yij). 我们的目标是讨论 GLn(R) 上的群结
构与流形相容和的一些性质.

5.1.1 李群结构

命题 5.1. 在 GLn(R) 的标准微分结构下, 有

1. ϕ : G×G→ G, (g, h) 7→ gh 是光滑的.

2. ι : G→ G, g 7→ g−1 是光滑的.

证明. 下面设 g = (gij) 和 h = (hij).

1. 注意到 (gh)ij =
∑n

k=1 gikhkj 为多项式, 从而 ϕ 光滑.

2. (g−1)ij = gij = 1
det gGij , 其中 Gij 是 g 在 ij 处的代数余子式. 由于 Gij , det g 均为关于

gij(1 ⩽ i, j ⩽ n) 的多项式, 故 ι 光滑.

命题 5.2. 给定 g ∈ GLn(R), Lg : G→ G, h 7→ gh 是微分同胚, 称为 GLn(R) 的一个左移动.

证明. 由命题5.1可得 Lg 是光滑映射, 又易证 L−1
g = Lg−1 光滑, 所以 Lg 是微分同胚.

注 5.3. 右移动 Rg : G→ G, h 7→ hg 也是微分同胚.

5.1.2 左不变向量场

定义 5.4. 设 ξ̃ ∈ Γ(TG), 若 ξ̃ 满足 (Lg)∗ξ̃ = ξ̃, ∀g ∈ G, 则称 ξ̃ 是 GLn(R) 上的左不变向量场.

注 5.5. 这里 (Lg)∗ξ̃ = ξ̃ 是指: (Lg)∗ξ̃|h = ξ̃|gh. 所有的左不变向量场构成一个向量空间, 记为 g.

命题 5.6. 设 ξ̃, η̃ ∈ g, 则 [ξ̃, η̃] ∈ g.

证明. 由于 Lg 是微分同胚, 故 (Lg)∗[ξ̃, η̃] = [(Lg)∗ξ̃, (Lg)∗η̃] = [ξ̃, η̃].

回顾 Lie 括号的几条性质, 我们知道 g 中的元素满足:
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1. [αξ̃ + βη̃, ζ̃] = α[ξ̃, ζ̃] + β[η̃, ζ̃], ∀α, β ∈ R.

2. [ξ̃, η̃] = −[η̃, ξ̃].

3. [ξ̃, [η̃, ζ̃]] + [ζ̃, [ξ̃, η̃]] + [η̃, [ζ̃, ξ̃]] = 0.

事实上, 我们有如下更一般的定义:

定义 5.7. 设 V 为实线性空间, 若 [·, ·] : V × V → V 满足上述三条性质, 则称 (V, [·, ·]) 是一个李代数.
若 ϕ : (V, [·, ·]) → (Ṽ , [·, ·]) 是保持李括号的线性映射, 则称 ϕ 是 V 到 Ṽ 的李代数同态. 特别地, 若 ϕ

是线性同构, 则称 ϕ 是 V 到 Ṽ 的李代数同构.

命题 5.8. ϕ : g → TeG, ξ̃ 7→ ξ ≜ ξ̃|e 是线性同构.

证明. 线性显然. 我们来验证它是双射.

• 任取 ξ̃ ∈ g 使得 ξ = ξ̃|e = 0, 则对任意 g ∈ G, ξ̃|g = (Lg)∗ξ = 0 ⇒ ξ̃ = 0. 因此 ϕ 是单射.

• 任取 ξ ∈ TeG, 定义向量场 ξ̃ 为 ξ̃|g = (Lg)∗ξ, 则首先有 ξ̃|e = ξ. 另一方面, 任取 h ∈ G 有

(Lg)∗ξ̃|h = (Lg)∗(Lh)∗ξ = (Lgh)∗ξ = ξ̃|gh.

所以 ξ̃ ∈ g, 故 ϕ 是满射.

注 5.9. 由此立得 dim g = dim GLn(R) = n2.

定义 5.10. 对任意 ξ̃, η̃ ∈ g, 记 ξ = ξ̃|e, η = η̃|e ∈ TeG, 定义 [ξ, η] = [ξ̃, η̃]|e.

注 5.11. 1. 在上述意义下, (TeG, [·, ·]) 构成一个李代数.

2. 此时 ϕ : g → TeG, ξ̃ 7→ ξ = ξ̃|e 为李代数同构.

命题 5.12. 设 ξ ∈ TeG = Mn(R), 由 ξ 确定的左不变向量场记为 ξ̃, 则 ∀g ∈ G, ξ̃|g = gξ.

证明. 设 Lg : x = (xij) 7→ y(x) = (yij), 则有 yij =
∑

k gikx
kj . 因此

(Lg)∗
∂

∂xij
=
∑
k,ℓ

∂ykℓ

∂xij
∂

∂ykℓ
=
∑
k,ℓ,r

gkrδirδjℓ
∂

∂ykℓ
=
∑
k

gki
∂

∂ykj
.

从而对 ξ =
∑
ξij

∂
∂xij

∈ TeG, 有

(Lg)∗ξ =
∑
i,j

ξij(Lg)∗
∂

∂xij
=
∑
k,j

(∑
i

gkiξij

)
∂

∂ykj
.

写成矩阵形式即为 ξ̃|g = gξ.

注 5.13. 记 Eij 为 n 阶方阵中第 (i, j) 元素为 1, 其余为 0 的方阵. 则 {Ẽij = gEij : 1 ⩽ i, j ⩽ n} 构
成 g 的一组基.
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命题 5.14. 设 ξ, η ∈ TeG, ξ̃, η̃ 为 ξ, η 确定的左不变向量场, 则 [ξ̃, η̃]|g = g(ξη − ηξ).

证明. 设 g = (xij). 由 ξ̃|g = gξ, η̃|g = gη 可得

ξ̃ =
∑
i,j

(∑
k

xikξkj

)
∂

∂xij
, η̃ =

∑
p,q

(∑
r

xprηrq

)
∂

∂xpq
.

因此

[ξ̃, η̃] =
∑
p,q

ξ̃

(∑
r

xprηrq

)
∂

∂xpq
−
∑
i,j

η̃

(∑
k

xikξkj

)
∂

∂xij

=
∑

xikξkj
∂

∂xij
(xprηrq)

∂

∂xpq
−
∑

xprηrq
∂

∂xpq
(xikξkj)

∂

∂xij

=
∑

xikξkjηrqδipδjr
∂

∂xpq
−
∑

xprηrqξkjδipδkq
∂

∂xij

=
∑

xpkξkrηrq
∂

∂xpq
−
∑

xirηrkξkj
∂

∂xij

=
∑

xik(ξkrηrj − ηkrξrj)
∂

∂xij
.

写成矩阵形式即为 [ξ̃, η̃]|g = g(ξη − ηξ).

注 5.15. 1. 设 Ẽij 为 Eij ∈ TeG 生成的左不变向量场, 则

[Ẽij , Ẽkℓ]|g = g(EijEkℓ − EkℓEij) = g(δjkEiℓ − δℓiEkj)

= (δjkẼiℓ − δℓiẼkj)|g =
∑
p,q

(δjkδipδℓq − δℓiδkpδjq)Ẽpq|g

≜
∑
p,q

Cpqij,kℓẼpq|g.

2. 在 TeG 中, 有
[Eij , Ekℓ] = [Ẽij , Ẽkℓ]|ℓ = Cpqij,kℓEpq, [ξ, η] = ξη − ηξ.

3. 类似地, 可以讨论右不变向量场.

5.1.3 左不变微分形式

定义 5.16. 设 ω̃ ∈ Ω1(G), 若 ∀g ∈ G, 有 (Lg)
∗ω̃ = ω̃, 则称 ω̃ 是 G 上的左不变 1-形式. 左不变 1-形

式全体记作 g∗.

注 5.17. (Lg)
∗ω̃ = ω̃ 是指: ∀h ∈ G, (Lg)∗ω̃|h = ω̃|g−1h. 特别地, (Lg)∗ω̃|g = ω̃|e, (Lg−1)∗ω̃|e = ω̃|g.

命题 5.18. g∗ 与 T ∗
eG 线性同构.

证明. 考虑映射 ϕ : g∗ → T ∗
eG, ω̃ 7→ ω ≜ ω̃|e. 若 ω̃|e = 0, 则 ω̃|g = (Lg−1)∗ω̃|e = 0, ∀g ∈ G. 由此可

得 ϕ 是单射. 另一方面, 任取 ω ∈ T ∗
eG, 定义 ω̃ ∈ Ω1(G) 为 ω̃|g = (Lg−1)∗ω, 容易验证 ω̃ ∈ g∗, 因此

ϕ 是线性同构.
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命题 5.19. 设 ξ̃ ∈ g, ω̃ ∈ g∗, 则 ω̃(ξ̃) 为常数.

证明. 设 ω = ω̃|e, ξ = ξ̃|e. 任取 g ∈ G, 有

ω̃|g(ξ̃|g) = ((Lg−1)∗ω)((Lg)∗ξ) = ω((Lg−1)∗ ◦ (Lg)∗ξ) = ω(ξ).

命题 5.20. 设 ω =
∑
i,j
aijdyij |e ∈ T ∗

eG, 则由 ω 确定的左不变 1-形式为 ω̃|g =
∑
akqg

kpdxpq|g. 这里

(gkp) = g−1.

证明. 设 Lg−1 : x = (xij) 7→ y(x) = (ypq), 则有 ypq =
∑

k g
pkxkq. 因此

(Lg−1)∗dypq =
∑
i,j

∂ypq

∂xij
dxij =

∑
i,j

∂

∂xij

(∑
k

gpkxkq

)
dxij

=
∑
i,j,k

gpkδikδjqdxij =
∑
k

gpkdxkq.

进而

ω̃|g = (Lg−1)∗ω =
∑
p,q

apq
∑
k

gpkdxkq.

注 5.21. 1. 设 ω̃ij 为 dxij |e 生成的左不变 1-形式, Ẽij 是 ∂
∂xij

|e 生成的左不变向量场. 由命题可得
ω̃(Ẽkℓ) = dxij |e( ∂

∂xkℓ
|e) = δikδjℓ. 即 {ω̃ij : 1 ⩽ i, j ⩽ n} 是 {Ẽij : 1 ⩽ i, j ⩽ n} 的对偶基.

2. 注意到 g 在自然坐标下的坐标为 (xij), 逆为 (xij). 首先, 我们来求解 ∂xik

∂xpq
. 为此, 考虑映射

i : G → G, g 7→ g−1 在 g 处的切映射. 考虑光滑曲线 γ : (−ε, ε) → G, t 7→ geth, 则 γ(0) = g 且

γ′(0) = gh, 因此

i∗,g(gh) = (i ◦ γ)′(0) = d
dt

∣∣∣∣
t=0

(e−thg−1) = −hg−1.

由此可得 i∗,gh = −g−1hg−1. 故而

∂xik

∂xpq
= −(g−1Epqg

−1)ik = −xipxqk.

由此, 可得

dω̃ij = d
(∑

k

xikdxkj

)
=
∑
k

dxik ∧ dxkj =
∑
p,q,k

∂xik

∂xpq
dxpq ∧ dxkj

= −
∑
p,q,k

xipxqkdxpq ∧ dxkj = −
∑
q

ω̃iq ∧ ω̃qj

= −
∑
p,q,k,ℓ

δipδkqδjℓω̃pq ∧ ω̃kℓ = −1

2

(∑
δipδkqδjℓω̃pq ∧ ω̃kℓ −

∑
δipδkqδjℓω̃kℓ ∧ ω̃pq

)
= −1

2

∑
(δipδkqδjℓ − δikδpℓδjq)ω̃pq ∧ ω̃kℓ = −1

2

∑
p,q,k,ℓ

Cijpq,kℓω̃pq ∧ ω̃kℓ.
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令 ω̃ ≜
∑

i,j ω̃ij ⊗ Eij , dω̃ =
∑

dω̃ij ⊗ Eij , 则

dω̃ = −1

2

∑
Cijpq,kℓ(ω̃pq ∧ ω̃kℓ)⊗ Eij = −1

2

∑
p,q,k,ℓ

(ω̃pq ∧ ω̃kℓ)⊗ [Epq, Ekℓ] ≜ −1

2
[ω̃ ∧ ω̃].

称之为 GLn(R) 的 Maurer-Cartan 方程.

5.1.4 单参数子群

定义 5.22. 设 ϕ : R → G 是光滑映射, 若 ϕ 满足:

1. ϕ(0) = e.

2. ϕ(s+ t) = ϕ(s)ϕ(t).

则称 ϕ 是 G 的一个单参数子群.

命题 5.23. 设 ξ ∈ Mn(R), 定义 eξ ≜
∞∑
k=0

1
k!ξ

k. 则

1. 对任意 s, t ∈ R, e(s+t)ξ = esξetξ.

2. eξ ∈ G 且 (eξ)−1 = e−ξ.

证明. 线代内容.

注 5.24. 1. 称 exp : Mn(R) → G, ξ 7→ eξ 为 G 的指数映射.

2. 给定 ξ ∈ TeG = G, ϕξ : R → G, t 7→ etξ 是 G 的一个单参数子群.

3. 设 ϕ : R → G 为单参数子群, 记 ξ = ϕ∗(
∂
∂t |0) ∈ TeG, ξ̃ 为 ξ 生成的左不变向量场, 则 ϕ∗(

∂
∂t) =

ξ̃|φ(t).

证明. 我们来证明 3. 给定 t ∈ R, 设 ψ(s) = ϕ(t+ s) = ϕ(t)ϕ(s) = Lφ(t) ◦ ϕ(s), 则

ϕ∗

(
∂

∂t

)
= ψ∗

(
∂

∂s

∣∣∣∣
0

)
= (Lφ(t))∗ ◦ ϕ∗

(
∂

∂s

∣∣∣∣
0

)
= (Lg)∗ξ = ξ̃|φ(t).

换言之, ϕ(t) 是 ξ̃ 过单位元的积分曲线.

命题 5.25. 设 ξ ∈ TeG, ξ̃ 是 ξ 生成的左不变向量场. 设 γ(t) 是 ξ̃ 过 e 点的积分曲线, 则 γ(t) = etξ,
∀t ∈ R.

证明. 容易验证 etξ 是 ξ̃ 过点 e 的积分曲线, 由积分曲线的唯一性即可得 γ(t) = etξ.

注 5.26. 由上述可得 GLn(R) 的单参数子群和 GLn(R) 的左不变向量场一一对应.
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5.1.5 伴随表示

设 g ∈ GLn(R), 则 αg : G → G, h 7→ ghg−1 是微分同胚. 注意到 αg(e) = e, 则 (αg)∗ : TeG =

g → TeG = g 是同构, 即 (αg)∗ ∈ GL(g,R).

定义 5.27. 称 Ad : G → GL(g,R), g 7→ (αg)∗ 为 G 的伴随表示. 记 ad ≜ (Ad)∗|e : g → gL(g,R) =
End(g,R).

命题 5.28. ∀g ∈ G, (αg)∗ = Ad(g) : TeG→ TeG, ξ 7→ gξg−1.

证明. 设 γ 是经过 e 的曲线, 且 γ( ∂∂t |0) = ξ. 则

(αg)∗(ξ) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(αg ◦ γ) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(gγ(t)g−1) = g

(
d
dt

∣∣∣∣
t=0

γ(t)

)
g−1 = gξg−1.

命题 5.29. ∀ξ ∈ TeG, ad : TeG→ gL(g,R), ξ 7→ ad(ξ), ad(ξ)(η) = [ξ, η] = ξη − ηξ.

证明. 考虑光滑曲线 γ : (−ε, ε) → GLn(R), 满足 γ(0) = e, d
dt |t=0γ = ξ, 由此可选取 γ(t) = etξ. 任取

η ∈ g = TeG, 则

ad(ξ)(η) = (Ad)∗|e(ξ)(η) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(Ad(etξ))(η) = d
dt

∣∣∣∣
t=0

(etξηe−tξ) = ξη − ηξ = [ξ, η].

5.2 李群

5.2.1 定义

定义 5.30. 设 G 为群, 且 G 为 n 维光滑流形. 若 G 满足:

1. ϕ : G×G→ G, (g, h) 7→ gh 是光滑的.

2. τ : G→ G, g 7→ g−1 是光滑的.

则称 G 为 n 维李群 (Lie group).

注 5.31. 1. 左移动 Lg : G→ G, h 7→ gh; 右移动 Rg : h 7→ hg 是 G 上的微分同胚.

2. Lg ◦Rh = Rh ◦ Lg.

例 5.32. 下列流形均为李群.

1. (Rn,+).

2. S1. 首先 S1 在复数乘法下构成群. 可以取辐角函数对应的坐标系 (U, θ)(见 Lee 书习题 1-8), 此
时乘法即为 (θ1, θ2) 7→ θ1 + θ2, 逆运算即为 θ 7→ −θ. 显然它们是光滑的.

3. GLn(R).
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4. SLn(R) ≜ {A ∈ GLn(R) : detA = 1}. 首先看到 SLn(R) 既是 GLn(R) 的子群, 又是 n2 − 1 维

的嵌入子流形. 回忆第二次习题课中所讲的: 设 F :M → N 为光滑映射, 则

• 若 S ⊂M 为浸入子流形, 则 F |S : S → N 为光滑映射.

• 若 S ⊂ N 为嵌入子流形, 则 F :M → S 是光滑映射.

设 G 为李群, H 为 G 的子群, 也为嵌入子流形. 设 ϕ 为 G 上的乘法运算, 由 H 是浸入子流形

可得 ϕ|H×H : H ×H → G 为光滑映射. 再由 H 是嵌入子流形可得 ϕ|H×H : H ×H → H 是光

滑映射. 类似可证 H 上的逆运算光滑, 故 H 为李群. 由此即得 SLn(R) 是李群.

5. SO(n) ≜ {A ∈ GLn(R) : AAT = I}. 我们在例 1.87 中曾证明过 SO(n) 是 GL(n,R) 的 n(n−1)
2

维嵌入子流形, 由 4 中结论可得 SO(n) 为李群.

6. S3 = {x ∈ R4 : |x|2 = 1}. 它显然是 R4 的嵌入子流形, 同时它作为四元数群 H 的子集为子群
{p ∈ H : pp∗ = 1}.

7. G,H 为李群, 在 G×H 上定义乘法: (g1, h1)(g2, h2) = (g1g2, h1h2), 则 G×H 为李群.

5.2.2 左不变向量场

定义 5.33. 设 ξ̃ ∈ Γ(TG), 若 ∀g ∈ G, 有 (Lg)∗ξ̃|h = ξ̃|gh, 即 (Lg)∗ξ̃ = ξ̃, 则称 ξ̃ 是 G 上的左不变向

量场.

注 5.34. 1. G 上所有的左不变向量场全体记为 g, 构成一个李代数.

2. 左不变向量场 ξ̃ 由它在单位元处的值 ξ = ξ̃|e 唯一确定.

3. 对任意 ξ, η ∈ TeG, 定义 [ξ, η] = [ξ̃, η̃]|e, 则 TeG 构成了一个李代数.

4. ϕ : g → TeG, ξ̃ → ϕ(ξ̃) = ξ̃|e 是李代数同构, 因此 dim g = dimTeG = n. 今后不再区分 g 与

TeG.

5. 取 g 的一组基 {ξ̃i : 1 ⩽ i ⩽ n} 或 {ξi : 1 ⩽ i ⩽ n}, 则存在常数 Ckij , C
k
ij = −Ckji 使得

[ξ̃i, ξ̃j ] =
n∑
k=1

Ckij ξ̃k, 称 Ckij 为 g 的结构常数 (与基有关). 此前我们计算过, GLn(R) 的左不变向

量场 g 关于基 {Ẽij : 1 ⩽ i, j ⩽ n} 的结构常数为 Cpqij,kℓ = δjkδipδqℓ − δiℓδkpδjq.

5.2.3 左不变 1-形式

定义 5.35. 设 ω̃ ∈ Ω1(G), 若 ∀g ∈ G, (Lg)∗ω̃|h = ω̃|g−1h, 即 (Lg)
∗ω̃ = ω̃, 则称 ω̃ 为 G 上的左不变

1-形式. 所有左不变 1-形式全体记作 g∗.

注 5.36. 1. g∗ 中元素与 T ∗
eG 中元素一一对应.

2. 设 ξ̃ ∈ g, ω̃ ∈ g∗, 则 ω̃(ξ̃) = ω̃|e(ξ̃|e) 为常数.
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命题 5.37. 设 {Ei : 1 ⩽ i ⩽ n} 为 TeG 的一组基, 其对偶基为 {ωi : 1 ⩽ i ⩽ n}, Ckij 为 g 关于 {Ẽi}
的结构常数. 设 ω̃i 是 ωi 生成的左不变 1-形式, 则

dω̃k = −1

2

∑
i,j

Ckijω̃
i ∧ ω̃j .

证明. 由外微分算子的不变定义式可得

dω̃k(Ẽi, Ẽj) = Ẽi(ω̃
k(Ẽj))− Ẽj(ω̃

k(Ẽi))− ω̃k([Ẽi, Ẽj ])

= Ẽi(ω
k(Ej))− Ẽj(ω

k(Ei))− ω̃k

(
n∑
ℓ=1

CℓijẼℓ

)

= Ẽi(δ
k
j )− Ẽj(δ

k
i )−

n∑
ℓ=1

Cℓijω̃
k(Ẽℓ)

= −
n∑
ℓ=1

Cℓijδ
k
ℓ = −Ckij .

由此即证.

注 5.38. 令 ω̃ ≜
∑
ω̃k ⊗ Ek, 定义

dω̃ ≜
∑
k

dω̃k ⊗ Ek = −1

2

∑
i,j,k

Ckijω̃
i ∧ ω̃j ⊗ Ek = −1

2

∑
i,j

ω̃i ∧ ω̃j ⊗ [Ei, Ej ] ≜ −1

2
[ω̃ ∧ ω̃].

习题 5.39. 设 ω̃i(1 ⩽ i ⩽ n) 是 G 上左不变且处处线性无关的 1-形式, dimG = n. 设 σ : G→ G 为

光滑映射, 若 ∀i, σ∗ω̃i = ω̃i, 则 σ = Lσ(e).

证明. 定义 π1, π2 为 G×G 到 G 的两个自然投影. 考虑 θi ≜ ((π1)
∗ − (π2)

∗)ω̃i, 由 ω̃i 线性无关可得

θi 也是线性无关的, 从而确定了一个 G×G 的 n 维光滑分布 L. 计算可得

dθi = (π1 − π2)
∗(dω̃i) = −1

2
(π1 − π2)

∗
∑
j,k

Cijkω̃
j ∧ ω̃k = −1

2

∑
j,k

Cijkθ
j ∧ θk ≡ 0(mod θi).

由 Frobenius 定理可得 L 是对合的, 从而过点 (e, σ(e)) 有唯一的积分流形. 定义映射 F : G →
G×G, g 7→ (g, σ(g)), 则

F ∗θi = (π1 ◦ F − π2 ◦ F )∗ω̃i = ω̃i − σ∗ω̃i = 0.

故 F 是 L 过点 (e, σ(e)) 的积分流形. 另一方面, 定义 H : G→ G×G, g 7→ (g, Lσ(e)(g)), 由 ω̃i 左不

变可得 H 也是 L 过点 (e, σ(e)) 的积分流形. 由唯一性可得 σ = Lσ(e).

5.2.4 单参数子群

定义 5.40. 若光滑映射 ϕ : R → G 满足:

1. ϕ(0) = e.

2. ϕ(s+ t) = ϕ(s)ϕ(t).
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称 ϕ 是 G 的一个单参数子群.

注 5.41. 1. 设 ϕ : R → G 为 G 的单参数子群, ξ ≜ ϕ∗(
∂
∂t |0) 生成的左不变向量场为 ξ̃, 则 ϕ(t) 为

ξ̃ 过 e 的积分曲线.

2. 给定 ξ ∈ TeG, ξ̃ 是 ξ 生成的左不变向量场. ξ̃ 过 e 点的积分曲线确定了 G 的一个单参数子群

ϕξ : R → G.

定义 5.42. 称 exp : TeG→ G,ξ 7→ ϕξ(1) 为李群 G 的指数映射.

定理 5.43. exp : TeG→ G 是光滑映射.

证明. 选取 e 附近的局部坐标 (U,ψ;xi) 使得 xi(e) = 0. 设 ξ̃i =
∑
aij(x)

∂
∂xj
为 ∂

∂xi
|e 生成的左不变

向量场, 则 ξ̃ =
∑
ξi

∂
∂xi

|e 生成的左不变向量场为 ξ̃ =
∑
ξiaij(x)

∂
∂xj

. 因此单参数子群 ϕξ(t), 即 ξ̃ 过

e 的积分曲线满足 ODE 的初值问题:
dxj(t)

dt =
∑
i

ξiaij(x)(1 ⩽ j ⩽ n), xj(0) = 0.

此时指数映射即为 exp : TeG → G, (ξ1, · · · , ξn) 7→ (x1(1; ξ), · · · , xn(1; ξ)), 由解对初值的光滑依赖性
可得 exp 是光滑映射.

命题 5.44. exp(tξ) = ϕξ(t), 进而也有 (exp)∗|0 = 1 : TeG→ TeG.

证明. 定义 ψ(s) = ϕξ(st). 容易验证 ϕ 是 G 的一个单参数子群, 计算可得

ψ∗

(
∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

)
= tϕ∗

(
∂

∂s

∣∣∣∣
s=0

)
= tξ.

所以 ψ 是 tξ ∈ TeG 生成的单参数子群, 即 ψ(s) = ϕtξ(s). 所以 exp(tξ) = ϕtξ(1) = ψ(1) = ϕξ(t). 由
于光滑曲线 γ : (−ε, ε) → TeG, t 7→ tξ 满足 γ(0) = 0, γ∗

∂
∂t |0 = ξ, 故

(exp)∗|0(ξ) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(exp(tξ)) = d
dt

∣∣∣∣
t=0

ϕξ(t) = ξ.

即 (exp)∗|0 = 1.

5.2.5 伴随表示

回忆 TeG = g. 给定 g ∈ G, 定义 αg : G → G, h 7→ ghg−1. αg(e) = e, 且 (αg)∗ : TeG → TeG 为

同构.

命题 5.45. Ad : G→ GL(g,R), g 7→ (αg)∗ 是群同态, 称为 G 的伴随表示.

证明. 由定义可得 αg = Lg ◦Rg−1 . 因此

Ad(gh) = (Lgh ◦Rh−1g−1)∗ = (Lg ◦ Lh ◦Rg−1 ◦Rh−1)∗

= (Lg ◦Rg−1 ◦ Lh ◦Rh−1)∗ = (αg ◦ αh)∗

= (αg)∗ ◦ (αh)∗ = Ad(g) ◦ Ad(h).

所以 Ad 是群同态.
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类似地, 记 ad = (Ad)∗|e : TeG→ gL(g,R) = End(g), 我们仍然有

命题 5.46. ad : TeG→ gL(g,R), ξ 7→ ad(ξ), 则 ad(ξ)(η) = [ξ, η].

证明. 由 exp(tξ) = ϕξ(t) 可得 exp(tξ)−1 = exp(−tξ). 因此

ad(ξ)(η) = d
dt

∣∣∣∣
t=0

Ad(exp(tξ))(η) = d
dt

∣∣∣∣
t=0

exp(tξ)η exp(−tξ) = ξη − ηξ = [ξ, η].

习题 5.47. 设 G 为 Lie 群, g = TeG 为其 Lie 代数, Ad : G → GL(g) 为 G 的伴随表示. 试证明:
∀ξ, η ∈ g, g ∈ G 均有

[Ad(g)ξ,Ad(g)η] = Ad(g)[ξ, η].

证明. 我们首先证明: 对任意 ζ ∈ g, 有 Ãd(g)ζ = Ad(g)ζ̃. 分别计算:

Ãd(g)ζ|h = (̃αg)∗ζ|h = (Lh ◦ αg)∗ζ.

(Ad(g)ζ̃)|h = (αg)∗ζ̃|α−1
g (h) = (αg ◦ Lg−1hg)∗ζ.

任取 k ∈ G, 有

(Lh ◦ αg)(k) = hgkg−1, (αg ◦ Lg−1hg)(k) = g(g−1hgk)g−1 = hgkg−1.

所以 Lh ◦ αg = αg ◦ Lg−1hg, 由此即证. 因此我们有

[Ad(g)ξ,Ad(g)η] = [Ãd(g)ξ, Ãd(g)η]|e = [(αg)∗ξ̃, (αg)∗η̃]|e = (αg)∗[ξ̃, η̃]|e = Ad(g)[ξ, η].

5.3 李氏变换群

5.3.1 单参数变换群

定义 5.48. 设 M 为光滑流形, ϕ : R ×M → M , (t, p) 7→ ϕ(t, p) 为光滑映射. 记 ϕt : M → M ,
p 7→ ϕt(p) ≜ ϕ(t, p). 若 ϕt 满足:

1. ϕ0 = 1M .

2. ϕs+t = ϕs ◦ ϕt.

称 ϕ 为作用在 M 上的单参数变换群.

例 5.49. 设 ξ ∈ Mn(R), Rn ≜ {x = (x1, · · · , xn)T : xi ∈ R}, ϕ : R × Rn → Rn, (t, x) 7→ etξx. 则
ϕt : x 7→ etξx 为 Rn 的单参数变换群.

注 5.50. 1. 给定 p ∈M , γp(t) ≜ ϕ(t, p) 是过 p 点的一条曲线, 称为 ϕt 过 p 的轨线.
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2. 给定 s ∈ R, 记 q ≜ γp(s) = ϕs(p), 则 γp(t+ s) = ϕt+s(p) = ϕt ◦ ϕs(p) = ϕt(q) = γq(t) 是 ϕt 过

q 点的轨线.

命题 5.51. ∀p ∈ M , Xp ≜ (γp)∗(
∂
∂t |0) =

d
dt |t=0γp(t), 则 X 是 M 上的光滑向量场, 称之为 ϕt 在 M

上诱导的向量场.

证明. 只需证明 ∀f ∈ C∞(M), Xf ∈ C∞(M). 由定义可得

Xpf =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(f(γp(t))) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

f(ϕ(t, p)).

由 f, ϕ 光滑可得 Xf 光滑.

注 5.52. ∀q ∈ γp(s), 则 γq(t) = ϕt(ϕs(p)) = ϕt+s(p) = γp(t+ s). 由此可得

Xq = (γq)∗

(
∂

∂t

∣∣∣∣
t=0

)
= (γp)∗

(
∂

∂t

∣∣∣∣
s

)
.

即 γp(t) 是 X 的积分曲线.

定理 5.53. 设 ϕt 是作用在 M 上的单参数变换群, X 是 ϕt 诱导的向量场. F :M →M 是微分同胚,
则 F∗X 是单参数变换群 F ◦ ϕt ◦ F−1 诱导的向量场.

证明. 设 γ̃q(t) = F ◦ ϕt ◦ F−1(q) = F ◦ γp(t), 其中 q = F (p) ∈M , X̃ 为其诱导的向量场, 则

X̃|q = (γ̃q)∗

(
∂

∂t

∣∣∣∣
t=0

)
= (F ◦ γp)∗

(
∂

∂t

∣∣∣∣
0

)
= F∗X.

5.3.2 局部单参数变换群

现在我们考虑: 给定 M 上的光滑向量场 X, 是否存在单参数变换群 ϕt 使得它诱导的向量场为

X?

定义 5.54. M 为光滑流形, U ⊂ M 为开邻域. 若有光滑映射 ϕ : (−ε, ε)× U → M , ∀p ∈ U , |t| < ε,
ϕt(p) ≜ ϕ(t, p) 满足:

1. ϕ0(p) = p, ∀p ∈ U .

2. 若 |t| < ε, |s| < ε, |t+ s| < ε, 则 ϕt+s(p) = ϕs ◦ ϕt(p).

则我们称 ϕt 是作用在 U 上的单参数变换群, 或 M 的一个局部单参数变换群.

注 5.55. 局部单参数变换群在 U 上诱导光滑的向量场.

定理 5.56. 设 X 是 M 上的光滑向量场, 则 ∀p ∈ M , 存在 p 的邻域 U 和作用在 U 上的单参数变换

群 ϕt, 使得 X|U 为 ϕt 在 U 上诱导的向量场.
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证明. 任取 p ∈ M , 取 p 点的一个局部坐标 (V ;xi), 设 X|V =
n∑
i=1

ai(x) ∂
∂xi

, 则存在 ε > 0, 以及 p 的

邻域 U ⊂ V , 使得 ∀q ∈ U , 有唯一的积分曲线 γq(t), |t| < ε 满足

dxiq(t)
dt = ai(xq(t))(1 ⩽ i ⩽ n), xq(0) = q.

且 xq(t) 光滑地依赖于 (t, q). 定义 ϕ(t, q) ≜ ϕt(q) = γq(t), 则 ϕ : (−ε, ε) × U → M 是光滑映射. 由
定义可得 ϕq(0) = q, 并且任取 |t| < ε, |s| < ε, |t+ s| < ε, 则 xq(t+ s), xφs(q)(t) 满足上述方程且经过

点 xq(s) = ϕs(q) 点. 由积分曲线的唯一性可得 xq(t + s) = xφs(q)(t), 即 ϕ(t + s, q) = ϕ(t, ϕs(q)) =

ϕt ◦ ϕs(q).

注 5.57. 我们称 ϕt 是 X 决定的一个局部单参数变换群.

推论 5.58. 设 X 是紧致流形 M 上的光滑向量场, 则 X 在 M 上决定一个单参数变换群.

证明. 任取 p ∈ M , 存在邻域 Up 使得 X 在 Up 上决定局部单参数变换群 ϕ
(p)
t (|t| < εp). 由于

{Up : p ∈ M} 是 M 的一个开覆盖, 故存在有限开覆盖 {Up1 , · · · , UpN }. 定义 ϕ = min1⩽i⩽N εpi , 作
ϕ̃ : (−ε, ε)×M →M ,当 p ∈ Uk 时, ϕ̃(t, p) = ϕ(pk)(t, p). 当 p ∈ Uk 时, ∀t ∈ R, ∃N ∈ N使得 | tN | < ε,
令 ϕt(p) ≜ ϕ̃Nt/N (p)(复合 N 次), 则 ϕ : R×M →M 是 M 上的单参数变换群.

习题 5.59. 验证 ϕ̃ 和 ϕ 是良定的, 并且 ϕ 确实是 X 确定的单参数变换群.

证明. 根据局部单参数变换群的构造, ϕ̃(t, p) = γp(t) 即为向量场 X 过 p 点的积分曲线, 由积分曲
线的唯一性可得 ϕ̃ 与 Uk 的选取无关, 从而是良定的. 任取 t ∈ R, 以及任意 N1, N2 ∈ N 使得
| tNi

| < ε, i = 1, 2. 由 ϕ̃ 是局部单参数变换群可得

ϕ̃N1
t

N1

= (ϕ̃N2
t

N1N2

)N1 = ϕ̃N1N2
t

N1N2

, ϕ̃N2
t

N2

= (ϕ̃N1
t

N1N2

)N2 = ϕ̃N1N2
t

N1N2

.

由此可得 ϕ̃N1

t/N1
= ϕ̃N2

t/N2
, 故 ϕ 是良定的.

然后验证 ϕ 是 X 确定的单参数变换群. 首先 ϕ0(p) = ϕ̃0(p) = p. 任取 t, s ∈ R, 设 N1, N2R 使
得 |t| < N1ε, |s| < N2ε, 则 |t+ s| ⩽ |t|+ |s| < (N1 +N2)ε. 由此可得

ϕt+s(p) = ϕ̃N1+N2

(t+s)/(N1+N2)
(p) = (ϕ̃t/(N1+N2) ◦ ϕ̃s/(N1+N2))

N1+N2(p)

= (ϕ̃N1+N2

t/(N1+N2)
◦ ϕ̃N1+N2

s/(N1+N2)
)(p) = ϕt ◦ ϕs(p).

故 ϕ 是单参数变换群. 并且 X 也是 ϕ 生成的向量场.

注 5.60. 设 M 为光滑流形, 但不一定紧. 若 X 是 M 上具有紧支集的光滑向量场, 则 X 在 M 上确

定一个单参数变换群.

命题 5.61. 设 F : M → M 为微分同胚, X 是 M 上的向量场. ϕt 是 X 在 M 上决定的局部单参数

变换群. 则 F∗X = X ⇔ F ◦ ϕt = ϕt ◦ F .

证明. 若 F ◦ ϕt = ϕt ◦ F , 则 ϕt = F ◦ ϕt ◦ F−1, 二者分别诱导向量场 X, F∗X, 因此 F∗X = X. 反
之, F∗X,X 生成相同的局部单参数变换群, 因此 F ◦ ϕt = ϕt ◦ F .
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推论 5.62. 设 G 为李群, X 是 G 上的左不变向量场, 则 X 在 G 上决定了一个单参数可微变换群.

证明. 设 X 在幺元 e 的邻域 U 内确定局部单参数变换群 ϕt(|t| < ε). 任取 g ∈ G, 由 X 左不变可得

(Lg)∗X = X, 因此 Lg ◦ ϕt = ϕt ◦ Lg. 因此在 g 的开邻域 gU 内可定义

ϕ : (−ε, ε)× gU → G, (t, h) 7→ Lg ◦ ϕt ◦ Lg−1(h) = ϕt(h),

它是 gU 内的局部单参数变换群. 仿照此前紧致流形上的操作即可得到 X 确定的单参数变换群.

注 5.63. a : R → G, t 7→ a(t) ≜ ϕt(e) 是 G 的单参数子群.

5.3.3 李导数

定义 5.64. 设X,Y 是流形M 上任意两个向量场, ϕt为X 的单参数变换群. 称 LXY ≜ d
dt
∣∣
t=0

(ϕ−1
t )∗Y

为向量场 Y 关于 X 的李导数.

注 5.65. 这里的定义即为: ∀p ∈M ,(
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(ϕ−1
t )∗Y

)
p

= lim
t→0

(ϕ−1
t )∗Y |φt(p) − Yp

t
.

命题 5.66. LXY = [X,Y ].

证明. 取定一点 p ∈M , 以及 ∀f ∈ C∞
p , 定义 Fp(t) = f ◦ ϕ−1

t (p), 则

Fp(t) = Fp(0) +

ˆ 1

0

dFp(st)
ds ds = f(p) + t

ˆ 1

0
F ′(u)

∣∣∣∣
u=st

ds ≜ f(p) + tgt(p).

其中

g0(p) = F ′(0) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

f ◦ ϕ−1
t (p) =

d
dt

∣∣∣∣
t=0

f ◦ ϕ−t(p) = − d
dt

∣∣∣∣
t=0

f ◦ ϕt(p) = −Xpf.

因此 g0 = −Xf . 然后可得

(LXY )pf = lim
t→0

((ϕ−1
t )∗Yφt(p))f − Ypf

t
= lim

t→0

Yφt(p)Fp(t)− Ypf

t

= lim
t→0

Yφt(p)(f + tgt)− Ypf

t
= lim

t→0

Yφt(p)f − Ypf

t
+ lim
t→0

Yφt(p)gt(p)

=
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(Y f) ◦ γp − Yp(Xf) = Xp(Y f)− Yp(Xf).

由此即可得

LXY = XY − Y X = [X,Y ].

定义 5.67. 设 X 是 M 上的光滑向量场, ϕt 是 X 生成的局部单参数变换群. 设 ω ∈ Ωr(M), 称
d
dt |t=0ϕ

∗
tω 为 ω 关于 X 的李导数, 记为 LXω.
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注 5.68. 这里的定义即为
(LXω)p = lim

t→0

ϕ∗
tω|φt(p) − ωp

t
.

命题 5.69. 设 M 为光滑流形, X ∈ Γ(TM) 为光滑向量场, ω ∈ Ωr(M), 则对 ∀Y1, · · · , Yr ∈ Γ(TM),
有

(LXω)(Y1, · · · , Yr) = X(ω(Y1, · · · , Yr))−
r∑

k=1

ω(Y1, · · · ,LXYk, · · · , Yr).

证明. 任取 p ∈M , 则

ϕ∗
tωφt(p)(Y1, · · · , Yr)− ωp(Y1, · · · , Yr) =

r∑
k=1

(ϕ∗
tωφt(p)((ϕ

−1
t )∗Y1, · · · , (ϕ−1

t )∗Yk−1, Yk, · · · , Yr)−

ϕ∗
tωφt(p)((ϕ

−1
t )∗Y1, · · · , (ϕ−1

t )∗Yk, Yk+1, · · · , Yr))+

ωφt(p)(Y1, · · · , Yr)− ωp(Y1, · · · , Yr).

由此可得

(LXω)p(Y1, · · · , Yr) =
r∑

k=1

lim
t→0

ϕ∗
tωφt(p)((ϕ

−1
t )∗Y1, · · · ,

Yk − (ϕ−1
t )∗Yk
t

, Yk+1, · · · , Yr)

+ lim
t→0

ωφt(p)(Y1, · · · , Yr)− ωp(Y1, · · · , Yr)
t

=
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(ωp(Y1, · · · , Yr) ◦ γp)−
r∑

k=1

ω(Y1, · · · ,
d
dt(ϕ

−1
t )∗Yk, · · · , Yr)

= Xp(ω(Y1, · · · , Yr))−
r∑

k=1

ωp(Y1, · · · ,LXYk, · · · , Yr).

定义 5.70. 设 X ∈ Γ(TM), 定义内积 iX : Ωr(M) → Ωr−1(M), ω 7→ iXω. 这里 iXω(Y1, · · · , Yr−1) ≜
ω(X,Y1, · · · , Yr−1), ∀Yk ∈ Γ(TM).

习题 5.71. 设 ω ∈ Ωk(M), θ ∈ Ωℓ(M), 则 iX(ω ∧ θ) = iXω ∧ θ + (−1)kω ∧ iXθ.

证明. 注意到待证式两端都是多重线性的, 我们只需证该式对可解的 ω, θ 成立. 我们先证明: 对任意
1-形式 ω1, · · · , ωr, 有

iX(ω
1 ∧ · · · ∧ ωr) =

r∑
i=1

(−1)i+1ωi(X)ω1 ∧ · · · ω̂i ∧ · · · ∧ ωr.

记 X = Y1, 任取 Y2, · · · , Yr. 注意到 ω1 ∧ · · · ∧ ωr(Y1, · · · , Yr) 即为行列式 det(ωi(Yj)), 沿第一列
Laplace 展开即证上式. 设 ω = ω1 ∧ · · · ∧ ωk, θ = θ1 ∧ · · · ∧ θℓ, 则

iX(ω ∧ θ) =
k∑
i=1

(−1)i+1ωi(X)ω1 ∧ · · · ω̂i ∧ · · · ∧ ωr ∧ θ +
ℓ∑

j=1

(−1)(−1)k+j+1ω ∧ θ1 ∧ · · · θ̂j ∧ · · · ∧ θℓ

= iXω ∧ θ + (−1)kω ∧ iXθ.
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命题 5.72. 李导数算子 LX 满足如下性质:

1. LX = d ◦ iX + iX ◦ d.

2. d ◦ LX = LX ◦ d.

3. LX ◦ LY − LY ◦ LX = L[X,Y ].

4. LX ◦ iY − iY ◦ LX = i[X,Y ].

证明. 我们只证明上述性质对 1-形式成立 (第 4 条对 2-形式成立).

1. 此时 iXω = ω(X) 即为光滑函数. 因此

(LXω)(Y ) = X(ω(Y ))− ω([X,Y ]) = Y (ω(X)) +X(ω(Y ))− Y (ω(X))− ω([X,Y ])

= d(iXω)(Y ) + dω(X,Y ) = (d ◦ iX)ω(Y ) + (iX ◦ d)ω(Y ).

2. 由 1 可得

d ◦ LX = d ◦ (d ◦ iX + iX ◦ d) = d ◦ iX ◦ d = (d ◦ iX + iX ◦ d) ◦ d = LX ◦ d.

3. 计算可得

LX ◦ LY (ω)(Z) = X(LY ω(Z))− LY ω([X,Z])

= (XY )ω(Z)−X(ω([Y, Z]))− Y (ω([X,Z])) + ω([Y, [X,Z]]),

LY ◦ LX(ω)(Z) = Y (LXω(Z))− LXω([Y, Z])

= (Y X)ω(Z)− Y (ω([X,Z]))−X(ω([Y, Z])) + ω([X, [Y, Z]]).

结合李括号的 Jacobi 等式 [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0 可得

(LX ◦ LY − LY ◦ LX)(ω)(Z) = [X,Y ]ω(Z)− ω([Z, [X,Y ]]) = L[X,Y ]ω(Z).

4. 对于 2-形式 ω, 计算可得

(LX ◦ iY )ω(Z) = X(iY ω(Z))− (iY ω)([X,Z]) = X(ω(Y, Z))− ω(Y, [X,Z]).

(iY ◦ LX)ω(Z) = LXω(Y, Z) = X(ω(Y, Z))− ω([X,Y ], Z)− ω(Y, [X,Z]).

由此可得

(LX ◦ iY − iY ◦ LX)ω(Z) = ω([X,Y ], Z) = i[X,Y ](Z).

推论 5.73. 设 M 为光滑流形, 任取 ω ∈ Ωk(M), θ ∈ Ωℓ(M), 以及向量场 X ∈ Γ(TM), 则

LX(ω ∧ θ) = LXω ∧ θ + ω ∧ LXθ.
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证明. 计算可得

LX(ω ∧ θ) = (d ◦ iX + iX ◦ d)(ω ∧ θ)

= d(iXω ∧ θ + (−1)kω ∧ iXθ) + iX(dω ∧ θ + (−1)kω ∧ dθ)

= ((d ◦ iX)ω) ∧ θ + (−1)k−1iXω ∧ dθ + (−1)kdω ∧ iXθ + ω ∧ ((d ◦ iX)θ)

+ ((iX ◦ d)ω) ∧ θ + (−1)k+1dω ∧ iXθ + (−1)kiXω ∧ dθ + ω ∧ ((iX ◦ d)θ)

= LXω ∧ θ + ω ∧ LXθ.

注 5.74. 类似于向量场和微分形式李导数的定义, 可以定义一般张量场的李导数.

现在我们用李导数重新证明以下此前伴随表示的一个定理.

定理 5.75. 设 Ad : G→ GL(g,R) 是李群 G 的伴随表示, ad = Ad∗|e : TeG→ gl(g,R) 是李代数的伴
随表示. 那么, ∀X,Y ∈ TeG, 有

ad(X)(Y ) = [X,Y ].

证明. 设 X̃ 为 X 生成的左不变向量场, ϕt 是 X̃ 生成的单参数变换群. 定义 ψt = ϕt(e) 为单参数子

群. 由于
ϕt(g) = ϕt ◦ Lg(e) = Lg ◦ ϕt(e) = Lg(ψt) = Rψt(g).

由此可得

ad(X)(Y ) = Ad∗|e(X)(Y ) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(Ad(ψt))(Y ) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(Rψ−1
t
)∗ ◦ (Lψt)∗(Y )

= lim
t→0

(Rψ−1
t
)∗Ỹ |ψt − Y

t
= lim

t→0

(ψ−1
t )∗Ỹ |ψt − Y

t

= (LXY )|e = [X,Y ].

5.3.4 李氏变换群

定义 5.76. 设 M 为光滑流形, G 为 r 维李群. 若有光滑映射 θ : G ×M → M , (g, x) 7→ θ(g, x). 记
g · x ≜ θ(g, x), 满足:

1. ∀x ∈M , e · x = x.

2. ∀g, h ∈ G, g · (h · x) = (gh) · x.

称 G 是左作用在 M 上的李氏变换群.

例 5.77. 1. G = GLn(R), M = Rn 为 n 维列向量全体. 考虑函数 θ : G× Rn → Rn, (g, x) 7→ gx,
则 GLn(R) 是作用在 Rn 上的李氏变换群.
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2. G = S1 = {eit : t ∈ R}, M = Cn = {z = (z1, · · · , zn) : zi ∈ C}, 考虑函数 θ : G ×M → M ,
(eit, z) = eitz ≜ (eitz1, · · · , eitzn), 则 S1 是作用在 Cn 上的李氏变换群.

定义 5.78. 设 G 是作用在 M 上的李氏变换群.

1. ∀g ∈ G \ {e}, ∃x ∈M , 使得 g · x 6= x, 则称 G 在 M 上的作用是有效的.

2. ∀g ∈ G \ {e}, ∀x ∈M , 使得 g · x 6= x, 则称 G 在 M 上的作用是自由的.

3. 任给 x, y ∈M , ∃g ∈ G 使得 g · x = y, 则称 G 在 M 上的作用是可迁的.

定义 5.79. 设 X ∈ TeG, ϕX(t) 是 X 生成的单参数子群. 则 ∀p ∈M , ϕX(t) · p 是 M 上过 p 点的光

滑曲线. 定义
X̄p =

d
dt

∣∣∣∣
t=0

ϕX(t) · p ∈ TpM,

则 X̄ 是 M 上的光滑向量场 (光滑性由 θ 的光滑性得知), 称为 X 在 M 上决定的基本向量场. 记基
本向量场全体为 ḡ.

定理 5.80. 设 θ : G×M →M 是李氏变换群, g = TeG, ḡ 是 M 上所有的基本向量场全体.

1. σ : g → ḡ, X 7→ X̄ 是李代数同态.

2. 若 θ 是有效的, 则 σ 是李代数同构.

3. 若 θ 是自由的, {X1, · · · , Xr} 是 TeG 的一组基, 则 {X̄1, · · · , X̄r} 处处线性无关.

证明. 固定一点 p ∈M , 定义映射 σp : G→M , g 7→ g · p. 设 ϕX 是 X 确定的单参数子群.

1. 计算可得
(σp)∗|e(X) =

d
dt

∣∣∣∣
t=0

(ϕX(t) · p) = X̄|p = σ(X)p.

由此可得 σ 是线性映射. 设 X̃ 是 X 生成的右不变向量场, 则

(σp)∗|g(X̃|g) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

((ϕX(t)g) · p) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

ϕX(t) · (g · p) = X̄|g·p.

由此可得 (σp)∗X̃ = X̄. 因此

[X̄, Ȳ ] = [(σp)∗X̃, (σp)∗Ỹ ] = (σp)∗[X̃, Ỹ ] = (σp)∗ [̃X,Y ] = [X,Y ].

因此 (ḡ, [·, ·]) 是李代数, 并且 σ 是 g 到 ḡ 的李代数同构.

2. 满射是显然的, 下证 σ 单, 即证 X̄ = 0 ⇒ X = 0. 由定义可得 d
dt |t=0ϕX(t) · p = 0. 由此可得

d
dt(ϕX(t) · p) =

d
ds

∣∣∣∣
s=0

(ϕX(t+ s) · p) = d
ds

∣∣∣∣
s=0

(ϕX(s) · (ϕX(t) · p)) = 0.

因此 ϕX(t) · p = ϕX(0) · p = p, ∀p ∈M . 由 θ 有效可得 ϕX(t) = e, ∀t ∈ R, 从而 X = 0.

92



3. 我们只需证明: 若 X 6= 0, 则 X̄ 处处非零. 假设存在 p ∈ M 使得 X̄p = 0. 对固定的 g ∈ G, 我
们定义函数 ρg :M →M , q 7→ g · q. 则

d
dt(ϕX(t) · p) =

d
ds

∣∣∣∣
s=0

(ϕX(t+ s) · p) = d
ds

∣∣∣∣
s=0

(ϕX(t) · ϕX(s) · p) = (ρφX(t))∗,p(X̄p) = 0.

因此 ϕX(t) · p = ϕX(0) · p = p, ∀t ∈ R. 由 θ 自由可得 ϕX(t) = e, ∀t. 因此 X = 0, 矛盾!
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6 向量丛与主丛

6.1 向量丛

6.1.1 定义

定义 6.1. 设 E,M 为光滑流形, π : E →M 为光滑映射, k 为非负整数. 若三元组 (π,E,M) 满足:

1. π 是淹没.

2. ∀p ∈M , Ep ≜ π−1(p) 是向量空间 (称之为 p 点的纤维, fiber).

3. ∀p ∈M , 存在 p 的邻域 U 以及微分同胚 ϕU 使得下图交换:

π−1(U) U × Rk

U

φU

π π1

4. 对任意固定的 p, ϕU : Ep → {p} × Rk 是线性同构.

则称 (π,E,M) 是秩为 k 的向量丛, E 称为全空间, M 称为底空间, π 称为丛投影.

注 6.2. 称 ϕU 为 E 的局部平凡化 (local trivialigation), 此时也称 E 在 U 上可平凡化.

例 6.3. 1. 设 M 为光滑流形, E ≜ M × Rk, π : E → M , (p, v) 7→ p, 容易验证 (π,E,M) 为向量

丛, 称之为平凡丛.

2. 若 dimM = m, 则 TM, T ∗M 是秩为 m 的向量丛.

证明. 我们来验证 2, 只证明 TM 是秩为 m 的向量丛. 设 M 的一个坐标系为 {(Uα, ϕα) : α ∈ A}.

1. 定义 π : TM →M , (p, v) 7→ p. 在切丛上自然诱导的坐标 {(π−1(Uα), ψα) : α ∈ A} 下计算可得

ϕβ ◦ π ◦ ψ−1
α (u1, · · · , u2m) = ϕβ ◦ ϕ−1

α (u1, · · · , um).

由此即可得 π 是秩为 m 的常秩映射, 从而为淹没.

2. 任取 p ∈M , π−1(p) 即为切空间 TpM , 是向量空间.

3. ∀p ∈M , 设 (U,ϕ;xi) 为 p 所在的坐标, 定义微分同胚 ϕU : π−1(U) → U × Rm 为

v =

m∑
i=1

vi
∂

∂xi

∣∣∣∣
q

7→ (q, v1, · · · , vm).

直接验证可得 π = π1 ◦ ϕU .

4. 固定一点 p, ϕU : TpM → {p} × Rm 自然是线性同构.
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注 6.4. 类似可验证 T (r,s)M 是秩为 mr+s 的向量丛.

定义 6.5. 设 (πE , E,M), (πF , F,M) 为向量丛. 若光滑映射 ψ : E → F 使得图表

E F

M

ψ

πE πF

可交换, 并且 ∀p ∈M , ψEp : Ep → Fp 为线性映射 (resp. 同构), 则称 ψ 是丛同态 (resp. 丛同构). 若
ψ 是丛同构, 则称向量丛 E 与 F 同构.

6.1.2 向量丛的构造

回顾 设 V,W 是向量空间, dimV = m, dimW = n. 我们有如下定义:

• V ∗ = L(V,R) 表示 V 上的线性泛函全体, dimV ∗ = m.

• Λk(V ) 表示 V 上的反称张量全体, 我们证明过

Λk(V ) = span{vi1 ∧ · · · ∧ vik : 1 ⩽ i1, · · · , ik ⩽ m, v1, · · · , vm为V 的一组基}.

dimΛk(V ) =

(
m

k

)
=

m!

k!(m− k)!
.

• V ⊕ W = {(v, w) : v ∈ V,w ∈ W}. 若 {v1, · · · , vm}, {w1, · · · , wn} 分别为 V,W 的基, 则
{(vi, 0), (0, wα) : 1 ⩽ i ⩽ m, 1 ⩽ α ⩽ n} 为 V ⊕W 的一组基, 进而 dimV ⊕W = m+ n.

• V ⊗W = L(V ∗ ×W ∗,R) 表示 V ∗ ×W ∗ 上的线性泛函全体, {vi ⊗ wα : 1 ⩽ i ⩽ m, 1 ⩽ α ⩽ n}
为 V ⊗W 的一组基, dimV ⊗W = mn.

• hom(V,W ) = L(V,W ) 表示 V 到 W 的线性映射全体, 容易验证 hom(V,W ) ∼= V ∗ ⊗W (考虑映
射 ϕ : hom(V,W ) → V ∗ ⊗W , 定义为 (ϕT )(v, f) = f(Tv)), 从而 dim hom(V,W ) = mn.

例 6.6. 设 E,F 为 M 上的向量丛, 秩分别为 m,n. 可以按如下几种方式构造向量丛:

1. 对偶丛: E∗ =
⊔
p∈M (Ep)

∗. 记 {e1|p, · · · , em|p} 为 Ep 的一组基, {f1|p, · · · , fm|p} 为其对偶
基. 定义 π′ : E∗ → M ,

∑
aifi|p 7→ p, 容易验证 E∗ 的纤维为 (E∗)p = (Ep)

∗, ϕ′
U (
∑
aifi|p) ≜

ϕU (
∑
aiei|p) 为一个局部平凡化, 秩为 m. 下列丛的构造与之类似, 故我们只指明它们的纤维与

秩.

2. k 次外积丛: ∧kE =
⊔
p∈M ∧kEp, (∧kE)p = ∧kEp. 秩为

(
m
k

)
.

3. 直和丛: E ⊕ F =
⊔
p∈M Ep ⊕ Fp, (E ⊕ F )p = Ep ⊕ Fp. 秩为 m+ n.

4. 张量积丛: E ⊗ F =
⊔
p∈M Ep ⊗ Fp, (E ⊗ F )p = Ep ⊗ Fp, 秩为 mn.

5. hom 丛: hom(E,F ) =
⊔
p∈M hom(Ep, Fp), (hom(E,F ))p = hom(Ep, Fp), 秩为 mn.

例 6.7. 设 f : M → N 为光滑映射, E 是 N 上秩为 k 的向量丛. ∀p ∈ M , 定义 (f∗E)p = Ef(p), 则
f∗E 是 M 上秩为 k 的向量丛, 称为 f 的拉回丛, 有时也记为 f−1(E).
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6.1.3 截面

定义 6.8. 设 (π,E,M) 为向量丛, U ⊂ M 为开集. 若光滑映射 s : U → E 满足 π ◦ s = 1U , 则称 s

为 U 上的一个截面 (section), 所有截面全体记为 Γ(U ;E).

注 6.9. 1. 通俗来说, 截面就是在 U 上每点 p 处, 从纤维 Ep 中选定一个向量 s(p), 并且该选取光
滑地依赖于 p.

2. 当 E = TM, T ∗M 时, 截面即分别为光滑向量场、线性微分式.

命题 6.10. 设 (π,E,M) 是秩为 k 的向量丛, U 是 M 的开集. E 在 U 上可平凡化 ⇔ ∃e1, · · · , ek ∈
Γ(U ;E) 使得 ∀p ∈ U , e1(p), · · · , ek(p) 是 Ep 的一组基.

证明. ⇐: 此时定义映射 ϕU : π−1(U) → U × Rk 为

s(p) =

k∑
i=1

viei(p) 7→ (p, v1, · · · , vk).

容易验证这是一个局部平凡化.
⇒: 记 ei = (0, · · · , 1ith, · · · , 0) ∈ Rk, 设 ϕU 是 E 在 U 上的局部平凡化, 定义

ei : U → π−1(U), p 7→ ϕ−1
U (p, ei).

光滑性显然, 由 π ◦ ei(p) = π ◦ ϕ−1
U (p, ei) = π1(p, ei) = p 可得 ei ∈ Γ(U ;E). 由 ϕU |Ep 是线性同构容

易看出 {e1(p), · · · , en(p)} 是 Ep 的一组基.

注 6.11. 1. 根据命题, 给定 U 上 k 个处处线性无关的截面 e ≜ (e1, · · · , ek), 也称 e 为 E 的局部

平凡化, 或 e 是 E 的一个 (局部) 标架.

2. 设 s ∈ Γ(U ;E), 则 ∃σi : U → R, 使得 s(p) =
∑m

i=1 σi(p)ei(p). 记 σ ≜ (σ1, · · · , σk)T : U → Rk,
称 σ 为 s 的局部表示.

3. 设 e′ 是 E 在 V 上的局部平凡化, U ∩ V 6= ∅. 则存在光滑映射 gUV : U ∩ V → GLk(R),
p 7→ g(p), 使得 e = e′g. 称 gUV 为过渡函数.

4. 设 σ′ : V → Rk 是 s 的另一局部表示, 则 σ′ = gσ.

习题 6.12. 设M 是m维光滑流形, {Uα : α ∈ A}为M 的开覆盖. ∀α.β ∈ A, gαβ : Uα∩Uβ → GLk(R)
满足:

1. gαα : Uα → GLk(R), p 7→ gαα(p) = 1.

2. 当 Uα ∩ Uβ ∩ Uγ 6= ∅ 时, gαβ(p) · gβγ(p) · gγα(p) = I.

试在 M 上构造一个秩为 k 的向量丛以 gαβ 为过渡函数.
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证明. 由已知可得 gαβ(p) · gβα(p) = I. 定义

Ẽ =
⋃
α∈A

{α} × Uα × Rk.

定义 Ẽ 上的关系 ∼ 为 (α, p, x) ∼ (β, q, y) ⇔ p = q ∈ Uα ∩ Uβ, x = gαβ(p)y. 由 gαβ 所满足的几条性

质容易验证 ∼ 是等价关系. 定义等价类全体为 E = Ẽ/ ∼.
首先构造 E 上的光滑结构. 定义 π : E →M , [α, p, x] 7→ p. 这是良定的连续映射. 故 {π−1(Uα) :

α ∈ A} 为 E 的一个开覆盖. 设 Uα 所在的局部坐标为 (Uα, ϕα; y
i
α), 定义

ψα : π−1(Uα) → Rm+k, [α, p, x] 7→ (y1α, · · · , ymα , x1, · · · , xk).

则 ψ−1
α (y, x) = [α, ϕ−1

α (y), x]. 由此可得

ψβ ◦ ψ−1
α (y, x) = (ϕβ ◦ ϕ−1

α (y), x),

为光滑映射. 因此 {π−1(Uα, ψα) : α ∈ A} 即为 E 的一个光滑结构. 在此光滑结构下, 计算 π 的坐标

表示为

ϕβ ◦ π ◦ ψ−1
α (y, x) = ϕβ ◦ ϕ−1

α (y).

由此可得 π 是淹没.
任取 p ∈M , Ep = π−1(p) = {[α, p, x] : α ∈ A, x ∈ Rk, Uα 3 p}. 定义 Ep 上的加法和数乘为

[α, p, x] + [β, p, y] = [α, p, x+ gαβ(p)y], λ[α, p, x] = [α, p, λx].

我们来证明在上述运算下 Ep 成为线性空间. 只证明较不平凡的几条性质.

1. 依定义 [β, p, y] + [α, p, x] = [β, p, y + gβα(p)x]. 由 gαβ ◦ gβα = 1 可得

gαβ(p)(y + gβα(p)x) = x+ gαβ(p).

所以 [α, p, x+ gαβ(p)y] = [β, p, y + gβα(p)x], 加法可交换.

2. 计算可得

([α, p, x] + [β, p, y]) + [γ, p, z] = [α, p, x+ gαβ(p)y] + [γ, p, z] = [α, p, x+ gαβ(p)y + gαγ(p)z],

[α, p, z] + ([β, p, y] + [γ, p, z]) = [α, p, x] + [β, p, y + gβγ(p)z] = [α, p, x+ gαβ(p)y + gαβgβγ(p)z].

由 gαβ · gβγ = gαγ 即可得加法结合律成立.

其余性质显然. 定义映射

φα : π−1(Uα) → Uα × Rk, [α, p, x] 7→ (p, x).

在局部坐标下计算可得坐标表示为

φ̃α(y, x) = (ϕγ × 1) ◦ φα([β, ϕ−1
β (y), x])

= (ϕγ × 1) ◦ φα([α, ϕ−1
β (y), gαβ(ϕ

−1
β (y))x])

= ((ϕγ ◦ ϕ−1
β )(y), gαβ(ϕ

−1
β (y))x).
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由此可得 φα 是微分同胚. 设 π1 : Uα × Rk → Uα 为自然投影. 则

(π1 ◦ ϕα)([α, p, x]) = π1(p, x) = p⇒ π1 ◦ ϕα = π.

所以 ϕα 是 E 在 Uα 上的局部平凡化. 容易验证 ϕα : Ep → Rk 是线性同构. 所以 (π,E,M) 是 M 上

秩为 k 的向量丛.
最后我们来证明 gαβ 是 E 的过渡映射. 实际上, 有

φα ◦ φ−1
β (p, x) = φα([β, p, x]) = (p, gαβ(p)x).

按照上一命题中局部标架的选取, 容易看到 gαβ 即为过渡函数.

6.2 向量丛的联络

6.2.1 联络的定义

定义 6.13. 设 E 是 M 上的向量丛. 若实线性映射 ∇ : Γ(M ;E) → Γ(M ;T ∗M ⊗ E) 满足: ∀f ∈
C∞(M), s ∈ Γ(M ;E), 有:

∇(fs) = df ⊗ s+ f∇s, ∇(s1 + s2) = ∇s1 +∇s2.

则称 ∇ 为 E 上的一个联络 (connection). E 上所有联络全体记为 A(E).

例 6.14. M = RN , 对 M 上的任意光滑向量场 X = (X1, · · · , XN ) =
∑N

k=1X
k ∂
∂xk

, 定义

∇X ≜ (dX1, · · · , dXN ) =

N∑
k=1

dXk ⊗ ∂

∂xk
.

则 ∇ 是 TRN 上的联络.

例 6.15. E = M × Rk, s : M → M × Rk, p 7→ (p, s1(p), · · · , sk(p)), 定义 ∇s ≜ (p, ds1, · · · , dsk). 则
∇ 是 E 上的联络.

注 6.16. 其实可以这样理解: ∇sp 即为映射 TpM → Ep, Xp 7→ (ds1(Xp), · · · , dsk(Xp)). 所以 ∇ ∈
Γ(hom(TM,E)) = Γ(T ∗M ⊗ E).

例 6.17. 设 Σ ⊂ RN 是嵌入子流形, 对 Σ 上的任意向量场 X = (X1, · · · , XN ) =
∑N

k=1X
k ∂
∂xk

, 定义
dX = (dX1, · · · , dXN ) =

∑
dXk ⊗ ∂

∂xk
, 则 dX ∈ Γ(Σ;T ∗Σ ⊗ TRN ). 令 π : TRN → TΣ 为正交投

影, 则 ∇ = π ◦ d 是 TΣ 上的联络.

引理 6.18. 设 π : E → M 为向量丛, ∇i : Γ(E) → Γ(T ∗M ⊗ E) 为联络, 其中 i = 1, · · · ,m,
fi ∈ C∞(M) 且

∑m
i=1 fi = 1, 则 ∇ =

∑m
i=1 fi∇i : Γ(E) → Γ(T ∗M ⊗ E) 是联络.

证明. 直接验证可得

∇(s1 + s2) =

m∑
i=1

fi∇i(s1 + s2) = ∇(s1) +∇(s2).

∇(fs) =
m∑
i=1

fi(df ⊗ s+ f∇is) = df ⊗ s+ f∇s.
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下面我们引入记号: 设 π : F →M 为向量丛, 记 Ωp(F ) ≜ Γ(∧pT ∗M ⊗ F ).

引理 6.19. 设 A : Γ(E) → Ωp(F ) 是 C∞(M)-线性的, 则存在 a ∈ Ωp(hom(E,F )), 使得 A(s) = a · s.

证明. 设 rank(E) = m, rank(F ) = n. 记 e1, · · · , em 为 E 的一个局部平凡化, f1, · · · , fn 为 F 的一个

局部平凡化. 由此可得 e∗1, · · · , e∗m 是 E∗ 的一个局部平凡化. 由 A(ei) ∈ Ωp(F )可得存在 ωαi ∈ Ωp(M)

使得

A(ei) =
∑
α

ωαi ⊗ fα.

定义 a =
∑

i,α ω
α
i ⊗ e∗i ⊗ fα ∈ Ωp(hom(E,F )), 则

A(s) = A

(
m∑
k=1

siei

)
=
∑
i,α

eαi (s) · ωαi ⊗ fα = a · s.

定理 6.20. 设 π : E →M 为向量丛.

1. A(E) 非空.

2. 设 ∇, ∇̃ ∈ A(E), 则 ∇− ∇̃ ∈ Ω1(End(E)).

3. 设 ∇ ∈ A(E), a ∈ Ω1(End(E)), 则 ∇+ a ∈ A(E).

证明. 设 M 的秩为 k.

1. 设 {Uα : α ∈ A}为M 的开覆盖, ϕα为 E在 Uα上的局部平凡化. 回忆在平凡向量丛 Uα×Rk上,
可以定义联络 ds(p) = (p, ds1(p), · · · , dsk(p)). 故任取 s ∈ Γ(E), d(ϕα◦s) ∈ Γ(T ∗M⊗(E×Rk)).
然后通过 ϕα 将其拉回到丛 T ∗M × π−1(Uα), 即可定义 π−1(Uα) 上的联络

∇α(s) = ϕ−1
α (d(ϕα ◦ s)).

设 {ψα : α ∈ A} 为从属于 {Uα} 的单位分解, 则由引理 6.17 可得 ∇ ≜
∑

α fα∇α ∈ A(E).

2. 计算可得
(∇− ∇̃)(fs) = (df ⊗ s+ f∇s)− (df ⊗ s− f∇̃s) = f(∇− ∇̃)s.

故 ∇− ∇̃ : Γ(M) → Ω1(M) 是 C∞(M)-线性的, 由引理 6.18 可得 ∇− ∇̃ = a ∈ Ω1(End(E)).

3. 直接验证可得

(∇+ a)(fs) = df ⊗ s+ f∇s+ fa(s) = df ⊗ s+ f(∇+ a)(s).

因此 ∇+ a ∈ A(E).
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注 6.21. 1. 设 e = (e1, · · · , ek) 是 E 的一个局部平凡化, 则存在 1-形式 ωji ∈ Ω1(U), 使得

∇ei =
k∑
j=1

ejω
j
i .

因此存在 k 阶 1-形式方阵 A ≜ A(∇, e) ∈ Ω1(U ; glk(R)) 使得 ∇e = e ·A.

2. ∀s ∈ Γ(E), 在局部有 s = e · σ. 因此

∇s = ∇e · σ + e⊗ dσ = e · (Aσ + dσ).

因此, 有时候也记 ∇ = d +A.

3. 设 ẽ = eg 为另一局部平凡化, 则

∇ẽ = ∇e · g + e⊗ dg = e · (Ag + dg) = ẽ · g−1(Ag + dg).

所以 Ã = g−1Ag + g−1dg.

4. ∀X ∈ Γ(TM), ∇s ∈ Γ(T ∗M ⊗E), 则 ∇Xs ≜ iX∇s ∈ Γ(E), 称之为 ∇X 为 s 沿方向 X 的共变

导数.

6.2.2 曲率形式

定义 6.22. 设 ∇是向量丛 π : E →M 上的联络, 定义 d∇ : Ωp(E) → Ωp+1(E), ω⊗ s 7→ d∇(ω⊗ s) ≜
dω ⊗ s+ (−1)pω ∧∇s, 其中 ω ∈ Ωp(M), s ∈ Γ(E).

命题 6.23. 设 α ∈ Ωq(M), ω ∈ Ωp(E), d∇(α ∧ ω) = dα ∧ ω + (−1)qα ∧ d∇ω.

证明. 设 ω = θ ⊗ s, 其中 θ ∈ Ωp(M), s ∈ Γ(E). 计算可得

d∇(α ∧ ω) = d∇((α ∧ θ)⊗ s) = d(α ∧ θ)⊗ s+ (−1)p+q(α ∧ θ) ∧∇s

= (dα ∧ θ + (−1)qα ∧ dθ)⊗ s+ (−1)p+qα ∧ (θ ∧∇s)

= dα ∧ (θ ⊗ s) + (−1)qα ∧ (dθ ⊗ s+ (−1)pθ ∧∇s)

= dα ∧ ω + (−1)qα ∧ d∇ω.

命题 6.24. 存在 F∇ ∈ Ω2(End(E)), 使得 d2
∇ = F∇. 即 ∀ω ∈ Ωp(E), 有 d∇(d∇ω) = F∇ ∧ ω.

证明. 首先证明 p = 0 的情况, 此时 d2
∇ : Γ(E) → Ω2(E). 计算可得

d2
∇(fs) = d∇(df ⊗ s+ f∇s) = d2f ⊗ ω − df ∧∇s+ df ∧∇s+ fd∇(∇s) = fd2

∇s.

所以 d2
∇ 是 C∞(M)-线性的. 由引理 6.18 可得存在 F∇ ∈ Ω2(End(E)) 使得 d2

∇ = F∇.
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对于一般的 p, 设 ω = θ ⊗ s, 其中 θ ∈ Ωp(M), s ∈ Γ(E), 则

d2
∇ω = d∇(dθ ⊗ ω + (−1)pθ ∧∇s)

= d2θ ⊗ ω + (−1)p+1dθ ∧∇s+ (−1)pdθ ∧∇s+ θ ∧ d2
∇s

= θ ∧ F∇s = F∇ ∧ (θ ⊗ s) = F∇ ∧ ω.

定义 6.25. 称 F∇ = d2
∇ ∈ Ω2(End(E)) 为联络 ∇ 的曲率形式.

曲率的意义 设 (U, xi) 为 M 的局部坐标, 记切向量 ∂i ≜ ∂
∂xi

, 以及共变导数 ∇i ≜ ∇∂i , 则

∇ =

m∑
i=1

dxi ⊗∇i.

由此可得

F∇ ∧ s = d∇(∇s) =
m∑
i=1

d∇(dxi ⊗∇is) = −
m∑
i=1

dxi ∧∇(∇is)

= −
m∑
i=1

dxi ∧
m∑
j=1

dxj ⊗∇j(∇is) =

m∑
i,j=1

dxi ∧ dxj ⊗∇i(∇js).

所以

F∇(∂i, ∂j)(s) = ∇i(∇js)−∇j(∇is).

所以曲率反映了二次方向共变导数的交换程度.

曲率形式的局部计算 设 e 是向量丛 E 的局部标架, σ 是 s ∈ Γ(E) 的局部表示, 即 s = e · σ, 则

F∇ ∧ s = d∇(∇s) = d∇(∇e · σ + e⊗ dσ) = d∇(e · (Aσ + dσ))

= ∇e ∧ (Aσ + dσ) + e · d(Aσ + dσ) = (eA) ∧ (Aσ + dσ) + e(dA)σ

= e(A ∧A+ dA)σ.

所以局部上记 F∇ = A ∧A+ dA.

注 6.26. 1. 如果把 A 视为 glk(R) 值 1-形式, 则 F∇ 可以写为 F∇ = dA+ 1
2 [A ∧A]. 事实上, 设

A = (ωij)1⩽i,j⩽n =

n∑
i,j=1

ωij ⊗ Eij .

则有

A ∧A =

(
n∑
k=1

ωik ∧ ωkj

)
1⩽i,j⩽n

=
n∑

i,j,k=1

ωik ∧ ωkj ⊗ Eij .
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1

2
[A ∧A] = 1

2

∑
i,j,k,ℓ

ωiℓ ∧ ωkj ⊗ [Eiℓ, Ekj ]

=
1

2

∑
ωiℓ ∧ ωkj ⊗ EiℓEkj −

1

2

∑
ωiℓ ∧ ωkj ⊗ EkjEiℓ

=
1

2

∑
ωik ∧ ωkj ⊗ Eij −

1

2

∑
ωiℓ ∧ ωki ⊗ Ekℓ

=
∑

ωik ∧ ωkj ⊗ Eij .

由此即可得 A ∧A = 1
2 [A ∧A].

2. 设 e′ = eg 为另一标架, ∇e′ = e′A′. 由 gg−1 = I 可得

0 = d(gg−1) = (dg)g−1 + gd(g−1) ⇒ d(g−1) = −g−1(dg)g−1.

则由 A′ = g−1dg + g−1Ag 可得

F ′
∇ = A′ ∧A′ + dA′ = (g−1dg + g−1Ag) ∧ (g−1dg + g−1Ag) + d(g−1dg + g−1Ag)

= (g−1dg + g−1Ag) ∧ (g−1dg + g−1Ag)− (g−1dg) ∧ (g−1dg)

− (g−1dg) ∧ (g−1Ag) + g−1(dA)g − g−1A(dg)

= g−1(A ∧A+ dA)g = g−1F∇g.

命题 6.27. 设 a ∈ Ω1(End(E)), ∇ ∈ A(E), 则 F∇+a = F∇ + d∇a+ a ∧ a.

注 6.28. 解释一下这里 d∇a 的意义. End(E) 上的联络 ∇ 可以定义为

(∇A)s ≜ ∇(A(s))−A(∇s)

(实际上形如 Leibnitz 法则). 由此就可以得到 Ω1(End(E)) 上的算子 d∇.

证明. 首先证明: d∇+aω = d∇ω+ a ·ω. 设 ω = θ⊗ s, 其中 θ ∈ Ωp(M), s ∈ Γ(E). 并设 a = ωα⊗Aα,
其中 ωα ∈ Ω1(M), Aα ∈ Γ(End(E)). 则

d∇+aω = dθ ∧ s+ (−1)pθ ∧ (∇+ a)s = d∇ω + (−1)pθ ∧ (ωα ⊗Aα(s))

= d∇ω + (ωα ∧ θ)⊗ (Aα(s)) = d∇ω + a · ω.

下面先给出完整的推导过程, 再补充其中的细节. 计算可得

F∇+a ∧ s = d∇+a(∇s+ a · s) = d∇+a(∇s) + d∇+a(a · s)

= d∇(∇s) + a · ∇s+ d∇(a · s) + (a ∧ a) · s

= F∇ ∧ s+ (d∇a) · s+ (a ∧ a) · s.
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我们只需证明: (d∇a) ·s = a ·∇s+d∇(a ·s). 设 A1, · · · , Ak 是 End(E)的局部平凡化,设 a = ωα⊗Aα,
其中系数 ωα ∈ Ω1(M). 则

(d∇a) · s = (d∇(ω
α ⊗Aα)) · s = (dωα ⊗Aα − ωα ∧∇Aα) · s

= dωα ⊗Aαs− ωα ∧ (∇(Aαs)−Aα(∇s))

= dωα ⊗Aαs− ωα ∧∇(Aαs) + (ωα ⊗Aα) · (∇s)

= d∇(ω
α ⊗ (Aαs)) + a · ∇s

= d∇(a · s) + a · (∇s).

6.2.3 规范群

对于向量丛 (π,E,M), 我们引入记号 Aut(E), 其中 Aut(E)p ≜ GL(Ep), 即纤维 Ep 上的可逆线

性变换全体.

注 6.29. 值得注意的是, Aut(E)p 并不是向量丛的纤维, 而是下一节要讲的主丛的纤维.

定义 6.30. 设 E 是 M 上的向量丛. 称 G(E) ≜ Γ(Aut(E)) 为 E 的规范群 (gauge group). G(E) 中

的元素称为 E 的规范变换 (gauge transformation).

命题 6.31. 设 ∇ ∈ A(E), g ∈ G(E). 定义 ∇gs ≜ g−1∇(gs), ∀s ∈ Γ(E), 则 ∇g ∈ A(E).

证明. ∇(s1 + s2) = ∇s1 +∇s2 是显然的. 任取 f ∈ C∞(M), 则

∇g(fs) = g−1∇(f(gs)) = g−1(df ⊗ (gs) + f∇(gs)) = df ⊗ s+ f(g−1∇(gs)) = df ⊗ s+ f∇gs.

命题 6.32. 设 g ∈ G(E), ∇ ∈ A(E). 设 e 是 E 的局部标架, A = A(∇, e), ∇e = eA. 则 A(∇g, e) =

A(∇, eg).

证明. 计算可得
∇ge = g−1∇(ge) = g−1(e(Ag + dg)) = e · (g−1Ag + g−1dg).

∇(eg) = e(Ag + dg) = (eg) · (g−1Ag + g−1dg).

因此 A(∇g, e) = g−1Ag + g−1dg = A(∇, eg).

推论 6.33. F∇g = g−1F∇g.

证明. 记 Ag = A(∇g, e), 直接计算可得

F∇g = dAg +Ag ∧Ag = d(g−1Ag + g−1dg) + (g−1Ag + g−1dg) ∧ (g−1Ag + g−1dg)

= −gdg ∧ g−1Ag + g−1(dA)g − g−1Adg − g−1dg ∧ g−1dg

+ (g−1Ag + g−1dg) ∧ (g−1Ag + g−1dg)

= g−1(dA+A ∧A)g = g−1F∇g.
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6.3 主丛

6.3.1 定义

定义 6.34. 设 P,M 为光滑流形, π : P →M 为光滑映射, G 为李群. 若它们满足:

1. π 是满射并且是淹没.

2. G 右作用在 P 上, 满足 π(p · g) = π(p), ∀p ∈ P, g ∈ G.

3. ∀x ∈M , G 作用在 π−1(x) 上是自由的、可迁的.

4. ∀x ∈M , 存在 x 的邻域 U 以及微分同胚 ϕU 使得下图交换:

π−1(U) U ×G

U

φU

π π1

5. ϕU (p · g) = ϕU (p) · g, 这里 RHS 的李群作用为 (U ×G)×G→ U ×G, ((x, g), h) 7→ (x, gh).

则称 (P,M, π) 是以 G 为结构群的主丛 (principle bundle).

注 6.35. 1. ∀x ∈ U , ϕU,x ≜ ϕU |π−1(x) : π
−1(x) → {x} ×G 是同胚.

2. 当 U ∩ V 6= ∅ 时, ∀x ∈ U ∩ V , ϕU,x ◦ ϕ−1
V,x : {x} ×G→ {x} ×G 可以看作 G→ G 的同胚.

3. 在主丛上可以完全类似地定义截面.

例 6.36 (标架丛, frame bundle). 设 E 为 M 的向量丛, rank(E) = k. ∀x ∈M , 定义

Fr(Ex) ≜ {e = (e1, · · · , ek) : e是Ex的一组基}.

记 Fr(E) ≜
⊔
x∈M Fr(Ex). 定义 π : Fr(E) → M , Ex 3 e 7→ x. 则 (Fr(E),M, π) 是以 GLk(R) 为结

构群的主丛.

证明. 首先定义 Fr(E)上的光滑结构. 设 {(Uα, ϕα)}是 M 的局部坐标系, 则 {π−1(Uα)}是 Fr(E)的

开覆盖. 取定 E 的局部标架 e, 任取 ẽ ∈ π−1(Uα), 设 ẽ 是 Ex 的基, 则存在 g = g(ẽ) ∈ GLn(R) 使得
ẽ = e(x)g. 由此可定义

ψα : π−1(Uα) → Rm+k2 , Ex 3 ẽ 7→ (ϕα(x), g(ẽ)).

计算可得

ψ−1
α : (y, g) 7→ (e ◦ ϕ−1

α )(y) · g.

因此

ψβ ◦ ψ−1
α : (y, g) 7→ ((ϕβ ◦ ϕ−1

α )(y), g)
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为光滑映射. 故 {(π−1(Uα), ψα)} 确定了 Fr(E) 的光滑结构, 因此 Fr(E) 是 m + k2 维光滑流形. 此
时计算 π 的坐标表示可得

ϕβ ◦ π ◦ ψ−1
α : (y, g) 7→ (ϕβ ◦ ϕ−1

α )(y).

因此 π 是淹没, 满射显然.
设 G = GLk(R) 为李群, 存在自然的右作用:

Fr(E)×G→ Fr(E), (e, g) 7→ e · g.

该作用显然是自由的、可迁的, 并且 π(e · g) = π(e).
然后来定义 π−1(Uα) 上的微分同胚 ϕα, 我们沿用此前的记号 g(ẽ) ∈ GLk(R). 定义

ϕα : π−1(Uα) → Uα ×G, ẽ 7→ (π(ẽ), g(ẽ)).

容易验证这是微分同胚, 它的逆为 ϕ−1
α : (x, g) 7→ e(x) · g. 并且容易看到 π = π1 ◦ ϕα.

容易验证 g(ẽ · h) = g(ẽ) · h. 因此

ϕα(ẽ · h) = (π(ẽ · h), g(ẽ · h)) = (π(ẽ), g(ẽ) · h) = ϕα(ẽ) · h.

综上可得 (Fr(E),M, π) 是以 GLk(R) 为结构群的主丛.

由上例可得, 任一秩 k 向量丛诱导出一个 GLk(R)-主丛, 即标架丛. 反之, 是否能从 G-主丛诱导
出向量丛呢?

6.3.2 相配向量丛 (配丛)

定义 6.37. 设 G 为李群, V 为向量空间, GL(V ) 为 V 的自同构群. 若映射 ρ : G→ GL(V ) 为李群同

态, 则称 (ρ, V ) 为 G 的一个表示, V 称为表示空间.

设 (P,M, π) 是 G-丛, (ρ, V ) 为 G 的一个表示. 定义 G 在 P × V 上的右作用为:

(P × V )×G→ P × V, ((p, v), g) 7→ (pg, ρ(g−1)v).

该作用确定了 P × V 上的一个等价关系: (p, v) ∼ (q, u) ⇔ ∃g ∈ G, 使得 (q, u) = (p, v) · g. 由此可得
商空间 P ×ρ V ≜ (P × V )/ ∼(即李群作用的一个轨道). 定义投影 π̃ : P ×ρ V → M , [p, v] 7→ π(p),
由主丛定义的性质 2 可得 π̃ 是良定的. 类似此前的操作可以定义商空间 P ×ρ V 上的光滑结构, 并证
明 π̃ 是淹没. 并且由于 G 在 π−1(x) 上的作用是可迁的, 对任意 x = π(p), π̃−1(x) 里的元素均形如

[p, v]. 于是可以定义 π̃−1(x) 上的线性结构:

[p, v1] + [p, v2] = [p, v1 + v2], λ[p, v] = [p, λv].

取 P 的一个局部截面 s ∈ Γ(U ;P ), 可定义

ψ : π̃−1(U) → U × V, [p, v] 7→ (π(p), v) = (x, v).

其中 p = s(x).
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定义 6.38. 称向量丛 (P ×ρ V,M, π̃) 为 (P, ρ) 的相配向量丛 (associated vector bundle).

注 6.39. 记 Π : P × V → P ×ρ V 为自然投影.

习题 6.40. P = Fr(E), G = GLk(R), ρ = id : GLk(R) → GLk(R). 证明: Fr(E)×ρ Rk ∼= E.

证明. 定义映射 ϕ : Fr(E)×ρ Rk → E, [e, v] 7→ e · v. 光滑性是容易检验的, 我们只证明它是双射.

1. 良定性: 由配丛的构造可得, 若 [e, v] = [ẽ, u], 则存在 g ∈ GLk(R) 使得 ẽ = eg, u = g−1v, 从而
ẽ · u = e · v.

2. 单射: 若 e · v = ẽ · u, 则 e, ẽ 从属于同一纤维. 设 g ∈ GLk(R) 使得 ẽ = eg, 则 e · v = e · (gṽ) ⇒
ṽ = g−1v, 因此 (e, v) ∼ (ẽ, u), 即 ϕ 是单射.

3. 满射: 任取 x ∈ E, 设 x 属于纤维 Ep, e ∈ Fr(E) 是 Ep 的一组基, 则存在 v ∈ Rk 使得 x = e · v,
即 x = ϕ([e, v]).

定义 6.41. 设 P 为 G-主丛, (ρ, V ) 为 G 的一个表示. 若映射 s̃ : P → V 满足 s̃(pg) = ρ(g−1)s̃(p),
∀p ∈ P , g ∈ G, 则称 s̃ 为 G-等变的.

注 6.42. 1. 我们记 C∞(P, V )G 为所有 P 到 V 的 C∞ G-等变映射全体.

2. 给定 s̃ ∈ C∞(P, V )G, 可以定义 1× s̃ : P → P × V , p 7→ (p, v), v = s̃(p).

命题 6.43. 集合 C∞(P, V )G 与 Γ(P ×ρ V ) 之间是一一对应.

证明. 给定 s̃ ∈ C∞(P, V )G, 任取 x ∈M , 设 p ∈ P 使得 x = π(p), 可以定义

s(x) = (Π ◦ (1× s̃))(p).

首先验证良定性. 设 q ∈ π−1(x), 由主丛定义可得存在 g ∈ G 使得 q = p · g. 因此 s̃(q) = ρ(g−1)p, 由
此可得 (p, s̃(p)) ∼ (p · g, ρ(g−1)p) = (q, s̃(q)), 因此 Π(p, s̃(p)) = Π(q, s̃(q)). 另一方面, 有

(π̃ ◦ s)(x) = π̃([p, s̃(p)]) = π(p) = x.

所以 π̃ ◦ s = 1, 即 s ∈ Γ(P ×ρ V ). 容易看到 s̃ 7→ s 是一一的.
反之, 任取 s ∈ Γ(P ×ρ V ), 由 s(π(p)) = [p, s̃(p)] 可唯一确定 s̃(p). 只需证明 s̃ 是等变的. 事实

上, 我们有
[p · g, s̃(p · g)] = s(π(p · g)) = s(π(p)) = [p, s̃(p)].

即 (p, s̃(p)) ∼ (p · g, s̃(p · g)), 即 s̃(p · g) = ρ(g−1)s̃(p).

定义 6.44. 设 (P,M, π) 为 G-主丛, ∀p ∈ P , π∗ : TpP → TxM . 称 Vp ≜ kerπ∗ 为垂直空间.

命题 6.45. 设 g 为 G 的李代数, 任取 ξ ∈ g, 设 Xξ 为 ξ 生成的 P 上的基本向量场, 则

Vp ≜ {Xξ(p) : ξ ∈ g} ∼= g.
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证明. 考虑映射 σp : G→ P , g 7→ p · g, 回忆我们证明过

Xξ(p) ≜
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(p · exp(tξ)) = (σp)∗|e(ξ).

由主丛定义可得 π ◦ σp = π(p) 为常值映射, 由此可得

π∗(Xξ(p)) = (π ◦ σp)∗|e(ξ) = 0.

因此 Xξ(p) ∈ Vp. 反之, 由于 dimVp = dimP − dimM = dimG, 比较维数即证.

定义 6.46. 设 (P,M, π) 为 G-主丛, (ρ, V ) 为 G 的表示.

1. 若 ω ∈ Ωq(P ;V ) ≜ Ωq(P ) ⊗ V 满足 R∗
gω = ρ(g−1)ω, 则称 ω 为 G-等变的. 这里 Rg : P → P

定义为 Rg(p) = p · g.

2. 若 ω ∈ Ωp(P ;V ), 当 v1, · · · , vq 中有一个垂直向量时 ω(v1, · · · , vq) = 0, 则称 ω 为基本的.

注 6.47. 1. 设 ε1, · · · , εn 是 V 的一组基, 则存在 ωα ∈ Ωq(P ) 使得 ω = ωα ⊗ εα. 因此 ω 是 G-等
变的当且仅当对任意 p ∈ P , v1, · · · , vq ∈ TpP , 成立

ωα((Rg)∗v1, · · · , (Rg)∗vq) · εα = ωα(v1, · · · , vq) · ρ(g−1)(εα).

2. 定义 Ωqbas(P, V )G ≜ {ω : ω ∈ Ωq(P ;V )是G-等变的, 基本的}.

3. Ωq(P ;V )G ≜ {ω : ω ∈ Ωq(P, V )是G-等变的}.

命题 6.48. Ωq(P ×ρ V ) ≜ Γ(∧qT ∗M ⊗ (P ×ρ V )) 与 Ωqbas(P ;V )G 之间是一一对应的.

证明. 任取 a ∈ Ωq(P ×ρ V ), 以及 ∀p ∈ P , ṽ1, · · · , ṽq ∈ TpP , 有

π∗a(ṽ1, · · · , ṽq) = [p, s̃p(ṽ1, · · · , ṽq)].

由此可唯一确定 s̃ ∈ Ωq(P ;V ). 下面我们来证明它是 G-等变且基本的. 由定义立得 s̃ 基本. 注意到
π = π ◦Rg, 故

[p, s̃p(ṽ1, · · · , ṽq)] = π∗a(ṽ1, · · · , ṽq) = π∗a((Rg)∗ṽ1, · · · , (Rg)∗ṽq)

= [p · g, s̃p((Rg)∗ṽ1, · · · , (Rg)∗ṽq)].

由此即可得

R∗
g s̃p(ṽ1, · · · , ṽq) = ρ(g−1)s̃p(ṽ1, · · · , ṽq).

所以 s̃ 是 G-等变的.
反之, 任取 s̃ ∈ Ωqbas(P ;V )G. 对任意 x ∈M , 以及 p ∈ π−1(x), v1, · · · , vq ∈ TxM , 设 ṽi ∈ TpP 使

得 π∗(ṽi) = vi, 我们定义
sx(v1, · · · , vq) ≜ [p, s̃p(ṽ1, · · · , ṽq)].

只需证明 s 与 p, ṽi 的选取无关.
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任取 ṽi, ṽ
′
i 满足定义, 则 ṽi − ṽ′i ∈ Vp, 由 s̃ 是基本的可得

s̃p(ṽ1, · · · , ṽq) = s̃p(ṽ
′
1, · · · , ṽ′q).

所以 s 与 ṽi 的选取无关. 任取 g ∈ G, 设 v̂i ∈ Tp·gP 使得 π∗(v̂i) = vi, 则存在 ṽi ∈ TpP 使得

v̂i = (Rg)∗ṽi. 因此

[p, s̃p(ṽ1, · · · , ṽq)] = [p · g, ρ(g−1)s̃p(ṽ1, · · · , ṽp)] = [p · g,R∗
g s̃p(ṽ1, · · · , ṽq)]

= [p · g, s̃p·g((Rg)∗ṽ1, · · · , (Rg)∗ṽq)] = [p · g, s̃p·g(v̂1, · · · , v̂q)].

因此 s 与 p 的选取无关.

6.4 主丛联络

6.4.1 定义

设 G 是李群, g 为 G 的李代数, Ad : G → GL(g) 为伴随表示. 设 (P,M, π) 为 G-主丛, 得到
(P,Ad) 的相配向量丛 AdP ≜ P ×Ad g.

定义 6.49. 设 (P,M, π) 为 G-主丛, 若 a ∈ Ω1(P ; g)G 满足 a(Xξ) = ξ, ∀ξ ∈ g, 其中 Xξ 为 ξ 确定的

基本向量场, 则称 a 是 P 上的一个联络. P 上的联络全体记为 A(P ).

命题 6.50. 若 a, a′ ∈ A(P ), 则 a− a′ ∈ Ω1
bas(P ;V )G ∼= Ω1(AdP ).

证明. 回忆我们证明过 Vp = {Xξ(p) : ξ ∈ g}, 因此任取 v ∈ Xξ(p) ∈ Vp, 有

(a− a′)v = ξ − ξ = 0 ⇒ a− a′ ∈ Ω1
bas(P, V )G.

例 6.51 (标架丛上的联络). 设 (E,M, π) 为向量丛, ∇ ∈ A(E), (Fr(E),M, π̃) 为标架丛. 设 e 为 E

在 U 上的局部标架, 则 Fr(E)|U → U × GLk(R), Ex 3 ẽ 7→ (x, g) 给出了 Fr(E) 在 U 上的局部平凡

化, 其中 ẽ = eg. 则 a = g−1dg + g−1Ag 给出了 Fr(E) 上的联络. 事实上, 我们需要验证:

1. a 是整体定义的.

2. a ∈ Ω1(Fr(E); g)G.

3. a(Xξ) = ξ, ∀ξ ∈ g.

证明. 1. 任取 U, V 满足 U ∩ V , 设 ẽ 为 V 上的一个标架, 在 U ∩ V 上设 ẽ = eg0, 则 Ã =

g−1
0 dg0 + g−1

0 Ag0. 任取 e′ ∈ π̃−1(U), 设 e′ = eg = ẽg̃, 则 g̃ = g−1
0 g. 则

g̃−1dg̃ + g̃−1Ãg̃ = g−1g0(−g−1
0 dg0g−1

0 g + g−1
0 dg) + g−1g0(g

−1
0 dg0 + g−1

0 Ag0)g
−1
0 g

= −g−1dg0g−1
0 g + g−1dg + g−1dg0g−1

0 g + g−1Ag

= g−1dg + g−1Ag.
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2. 任取 g0 ∈ GLk(R), 则

R−1
g0 a = (gg0)

−1d(gg0) + (gg0)
−1Agg0 = g−1

0 g−1dgg0 + g−1
0 g−1Agg0

= g−1
0 (g−1dg + g−1Ag)g0 = Ad(g−1

0 )a.

即 a ∈ Ω1(Fr(E); g)G.

3. 设 e 在局部平凡化下为 (x, g), 则 ξ 生成的基本向量场即为

Xξ = gξ =
∑
i,j

(gξ)ij
∂

∂gij
.

由于 A 是 U ⊂M 上的 1-形式, 故 A(gξ) = 0. 因此

a(Xξ) = (g−1dg + g−1Ag)(gξ) = g−1dg

∑
i,j

(gξ)ij
∂

∂gij

 = g−1 · gξ = ξ.

例 6.52 (相配向量丛的联络). 设 (P,M, π) 为 G-主丛, a ∈ Ω1(P ; g)G 为 P 的一个联络, (ρ, V ) 为 G

的一个表示. 则 P ×ρ V 上存在唯一的联络 ∇ 使得

∇s = ds̃+ a · s̃.

其中 s ∈ Γ(ρ×ρ V ), 对应于 s̃ ∈ C∞(P ;V )G, ∇s 视作 Ω1
bas(P ;V )G 的元素.

定义 6.53. 设 (P,M, π) 为 G-主丛, a ∈ A(P ). ∀p ∈ P , 记 Hp ≜ {X : X ∈ TpP, a(X) = 0}, 称 Hp 为

P 在点 p 的水平空间 (horizontal 空间).

命题 6.54. ∀g ∈ G, p ∈ P , (Rg)∗Hp = Hp·g.

证明. 任取 X ∈ Hp, 则

a|p·g((Rg)∗X|p) = (R∗
ga|p·g)(X|p) = Ad(g−1)a|pX|p = 0.

因此 (Rg)∗Hp ⊂ Hp·g, 结合 Rg 是微分同胚, 比较维数即可得 (Rg)∗Hp = Hp·g.

命题 6.55. 任取 p ∈ P , 则 TpP = Hp ⊕ Vp, 称为 TpP 的水平与垂直空间分解.

证明. 任取 Xξ|p ∈ Hp∩Vp, 则 ξ = a(Xξ|p) = 0, 从而 Xξ|p = 0, 故 Hp+Vp 为直和. 任取 v ∈ TpP , 设
ξ = a(v) ∈ g,则 a(v−Xξ|p) = a(v)−ξ = 0,即 v−Xξ|p ∈ Hp. 因此 v = (v−Xξ|p)+Xξ|p ∈ Hp⊕Vp.

6.4.2 曲率

定义 6.56. 设 (P,M, π) 为 G-丛, a ∈ A(P ). 称 Fa ≜ da+ 1
2 [a ∧ a] 为联络 a 的曲率.

命题 6.57. Fa ∈ Ω2
bas(P ; g)

G.
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证明. 分别证明 Fa 是等变的、基本的. 任取 g ∈ G, 首先有

R∗
g(da) = d(R∗

ga) = d(Ad(g−1)a) = Ad(g−1)(da).

设 ξα 为 g 的一组基, 则存在 ωα ∈ Ω1(P ), 使得 a = ωα ⊗ ξα, 从而 [a ∧ a] = ωα ∧ ωβ ⊗ [ξα, ξβ ], 因此

R∗
g

1

2
[a ∧ a] = 1

2
(R∗

g(ω
α ∧ ωβ)⊗ [ξα, ξβ ]) =

1

2
(R∗

gω
α ∧R∗

gω
β ⊗ [ξα, ξβ ])

=
1

2
(Ad(g−1)ωα ∧ Ad(g−1)ωβ ⊗ [ξα, ξβ ]) = Ad(g−1)

1

2
[a ∧ a].

因此 Fa = da+ 1
2a ∧ a 是等变的.

任取 ξ ∈ g, 若能证明 iXξ
Fa = 0, 则 Fa 是基本的. 利用李导数和伴随表示的性质计算可得

iXξ
Fa = LXξ

a− d(iXξ
a) +

1

2
iXξ

[a ∧ a]

=
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(R∗
exp(tξ)a)− da(Xξ) +

1

2
[a(Xξ), a]−

1

2
[a, aXξ

]

=
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(Ad(exp(−tξ))a) + 1

2
[ξ, a]− 1

2
[a, ξ]

= −ad(ξ)(a) + [ξ, a] = 0.

命题 6.58 (Bianchi). 设 a ∈ A(P ), Fa 为 a 的曲率形式, 则 dFa = [Fa ∧ a].

证明. 我们先来证明: [[a ∧ a] ∧ a] = 0. 设 ξα 为 g 的一组基, a = ωα ⊗ ξα, 其中 ωα ∈ Ω1(P ). 由此计
算可得

[[a ∧ a] ∧ a] = [(ωα ∧ ωβ ⊗ [ξα, ξβ ]) ∧ (ωγ ⊗ ξγ)] = ωα ∧ ωβ ∧ ωγ ⊗ [[ξα, ξβ ], ξγ ] = 0.

最后一步由 Jacobi 恒等式以及 1-形式外积的反对称性可得. 由此可得

dFa =
1

2
d[a ∧ a] = 1

2
d[da ∧ a]− 1

2
[a ∧ da]

=
1

2

[(
Fa −

1

2
[a ∧ a]

)
∧ a
]
− 1

2

[
a ∧

(
Fa −

1

2
[a ∧ a]

)]
= [Fa ∧ a]−

1

2
[[a ∧ a] ∧ a]

= [Fa ∧ a].

注 6.59. 有时记 DFa = dFa − [Fa ∧ a] = dFa + [a ∧ Fa] = 0, 均称为 Bianchi 恒等式.

习题 6.60. 1. 研究向量场上联络的曲率与其在标架丛诱导出联络的曲率之间的关系.

2. 研究主丛上联络的曲率与其相配向量丛诱导的联络的曲率之间的关系.
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6.4.3 规范群

定义 6.61. (P,M, π) 为 G-主丛, 若微分同胚 Φ : P → P 满足:

1. Φ(p · g) = Φ(p) · g, ∀p ∈ P , g ∈ G.

2. π ◦ Φ = π.

则称 Φ 是 P 上的一个规范变换. 所有规范变换全体记为 G(P ), 构成一个群, 称为 P 的规范群 (gauge
group).

命题 6.62. 1. 设 Φ ∈ G(P ), 则存在 φ : P → G, 使得 Φ(p) = p · φ(p), ∀p ∈ P , 并且 φ(p · g) =

g−1φ(p)g, ∀g ∈ G.

2. 设 φ : P → G 使得 φ(p · g) = g−1φ(p)g, ∀p, g. 则 Φ(p) ≜ p · φ(p) ∈ G(P ).

证明. 1. 由 π◦Φ = π可得 Φ(p), p从属同一纤维,因此存在唯一的 g使得 Φ(p) = p·g,记 φ(p) = g.
则

p · (gφ(p · g)) = Φ(p · g) = Φ(p) · g = p · (φ(p)g).

因此 gφ(p · g) = φ(p)g ⇒ φ(p · g) = g−1φ(p)g.

2. 验证可得
Φ(p · g) = p · gφ(p · g) = p · φ(p)g = Φ(p) · g.

π(Φ(p)) = π(p · φ(p)) = π(p).

所以 Φ ∈ G(P ).

命题 6.63. 设 Φ ∈ G(P ), a ∈ A(P ), 则有

1. Φ∗a ∈ A(P ).

2. FΦ∗a = Ad(φ−1) · Fa.

证明. 1. 由 Φ ◦Rg = Rg ◦ Φ 可得

R∗
g(Φ

∗a) = Φ∗(R∗
ga) = Φ∗(Ad(g−1)a) = Ad(g−1)(Φ∗a).

任取 ξ ∈ g, Xξ 是 ξ 生成的基本向量场. 记映射 σp : G→ G, g 7→ p · g, 则 Φ ◦ σp = σΦ(p). 因此

Φ∗a|p(Xξ|p) = a(Φ∗Xξ|p) = a((σΦ(p))∗ξ) = a(Xξ|Φ(p)) = ξ.

2. 由 Φ(p) = p · φ(p) 可得 Φ = Rϕ, 因此

FΦ∗a = d(Φ∗a) +
1

2
[Φ∗a ∧ Φ∗a] = Φ∗

(
da+ 1

2
[a ∧ a]

)
= R∗

ϕFa = Ad(φ−1)Fa.
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Part II

习题课笔记

7 9.18: 拓扑流形, 光滑流形与切映射

7.1 拓扑流形的拓扑性质

拓扑流形的基本拓扑性质 回忆拓扑流形定义里的三条拓扑性质: C2, Hausdorff, 局部欧氏.

1. 局部欧氏 Hausdorff−−−−−−→ 局部紧 Hausdorff−−−−−−→ T4 空间
C2−→ 可度量化. 这就说明每个拓扑流形都是可度量

化的.

2. 局部欧氏 → 局部道路连通 C2−→ 有可数个连通分支. 回忆局部道路连通空间的性质: (1) 连通分
支既开又闭; (2) 连通分支就是道路连通分支. 所以对于拓扑流形, 连通性等价于道路连通性.

然后我们来说明拓扑流形定义中三条拓扑性质的独立性. C2 与 Hausdorff 自然是独立的, 而下例
则说明: 局部欧氏 + C2 6→ Hausdorff.

例 7.1 (有两个原点的直线). 考虑商空间 M = {(x, y) : x ∈ R, y = ±1}/ ∼, 其中等价关系定义为:
(x,−1) ∼ (x, 1), ∀x 6= 0. 证明 M 为 C2, 局部欧氏的, 但不是 Hausdorff 的.

7.2 光滑流形的例子

例 7.2. 任意有限维赋范线性空间 (V, ‖ · ‖) 为光滑流形.

1. 有限维空间上的范数均等价, 所以 V ∼= Rn, 进而是 Hausdorff 且 C2 的.

2. 局部坐标: 设 {e1, · · · , en} 为 V 的一组基, 则任取 x ∈ V , 存在 x = (x1, · · · , xn), 使得 x =
n∑
i=1

xiei. 由此可以定义映射 ϕ : V → Rn, x 7→ x.

3. 转移映射: 设 {ẽ1, · · · , ẽn} 为另一组基, 对应映射为 ψ : V → Rn, x 7→ x′. 设 (ẽ1, · · · , ẽn) =

(e1, · · · , en)A, 其中 A ∈ Rn×n 为可逆阵. 设 x =
n∑
i=1

xiei =
n∑
i=1

x̃iẽi, 则有

ψ ◦ ϕ−1


x1

...
xn

 =


x̃1

...
x̃n

 = A−1


x1

...
xn


为光滑映射.

例 7.3. 设 M 为平面上所有直线构成的集合, 试定义 M 上的拓扑使之成为光滑流形.

证明. 定义 U 为非竖直的直线全体, V 为非水平的直线全体, 即

U = {{(x, y) : y = kx+ b} : k, b ∈ R}, V = {{(x, y) : x = my + n} : m,n ∈ R}.

112



我们现在来定义一个 M 上一个合适的拓扑. 设

ϕ : R2 → U, (k, b) 7→ {(x, y) : y = kx+ b}; ψ : R2 → V, (m,n) 7→ {(x, y) : x = my + n}.

定义

T = {E ⊂M : ϕ−1(E ∩ U), ψ−1(E ∩ V )均为R2中开集}.

容易验证 T 是 M 上的拓扑, 且 U, V ∈ T.

7.3 切映射的例子

根据切映射的复合运算, 很容易得到下面的命题:

命题 7.4. 设 F :M → N 为光滑映射, γ : (−ε, ε) →M 为一条光滑曲线. 设 p = γ(0), γ′(0) = γ∗,0
d
dt

为 γ 在 γ(0) 处的切向量. 则
F∗,p(γ

′(0)) = (F ◦ γ)′(0).

事实上, 这个命题反过来也是成立的:

命题 7.5. 设 M 为光滑流形, p ∈ M . 对任意 Xp ∈ TpM , 存在光滑曲线 γ : (−ε, ε) → M , 使得
γ(0) = p 且 γ′(0) = Xp.

证明. 设 p 处的局部坐标为 (U,ϕ;xi), 设 ϕ(p) = x0, ϕ∗(Xp) =
n∑
i=1

ai ∂
∂xi

. 则我们可以构造 x0 附近的

一条光滑曲线:
γ̃ : (−ε, ε) → Rn, t 7→ (x10 + a1t, · · · , xn0 + ant).

不难看到 γ̃(0) = x0 且 γ̃′(0) =
n∑
i=1

ai ∂
∂xi

. 因此 γ = ϕ−1 ◦ γ̃ 即为所求.

注 7.6. 上述命题开辟了一条求切映射的蹊径: 任取 v ∈ TpM , 可以作一条光滑曲线 γ : (−ε, ε) → M

使得 γ(0) = p, γ′(0) = v, 则有 F∗,p(v) = (F ◦ γ)′(0). 从而把切映射的求解化为了求曲线 F ◦ γ 在
t = 0 处的切向量. 下面我们举一些例子来体现这个方法的应用.

习题 7.7. 任取 G ∈ GL(n,R), 定义 GL(n,R) 上的左乘运算 LG : GL(n,R) → GL(n,R), A 7→ GA.
求 LG 在单位阵 I 处的切映射.

解答. 由于 TIGL(n,R) ∼= Rn×n, 故我们可以将切向量也视作 Rn×n 中的矩阵. 任取 A ∈ TIGL(n,R),
考虑曲线 γ : R → GL(n,R), t 7→ eAt. 则 γ(0) = I 且 γ′(0) = A, 因此

(LG,∗)IA = (LG ◦ γ)′(0) = d
dt

∣∣∣∣
t=0

(GeAt) = GA.

所以 LG,∗ = LG 为左乘映射.

注 7.8. 回忆矩阵指数映射 eX = I +X + X2

2! + · · · 的性质:

1. eA · eB = eA+B, e−A = (eA)−1.
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2. d
dt(e

tX) = XetX = etXX.

3. det(eX) = etr(X).

习题 7.9. 求行列式映射 det : GL(n,R) → R 在 A ∈ GL(n,R) 处的切映射.

解答. 任取矩阵 X ∈ TAGL(n,R), 考虑光滑曲线 γ(t) = AetA
−1X , 则 γ(0) = A 且 γ′(0) = X. 因此

det∗,A(X) = (det ◦γ)′(0) = d
dt

∣∣∣∣
t=0

(det(A)et·tr(A−1X)) = det(A)tr(A−1X).

习题 7.10. 求特殊线性群 SL(n,R) 在单位阵 I 处的切空间.

解答. 在特殊线性群上, 行列式映射 det 为常值映射. 任取 X ∈ TISL(n,R), 由前题结论可得 0 =

det∗,I(X) = tr(X), 因此
TISL(n,R) ⊂ {X : tr(X) = 0}.

另一方面, 由于 SL(n,R) = det−1(1) 为 det 的水平集, 故其维数为 n2 − 1, 因此 TISL(n,R) 的维数也
为 n2 − 1. 比较维数可得

TISL(n,R) = {X : tr(X) = 0}.

习题 7.11. 求映射 F : GL(n,R) → Sym(n), A 7→ ATA 的切映射 F∗,A, 其中 Sym(n) = {A ∈ Rn×n :

AT = A}.

解答. 任取 X ∈ TAGL(n,R), 考虑光滑曲线 γ(t) = AetA
−1X , 则

F∗,A(X) = (F ◦ γ)′(0) = d
dt

∣∣∣∣
t=0

(etX
TA−T

ATAetA
−1X) = XTA+ATX.

习题 7.12 (球面空间上的切向量). 任取 p = (p1, · · · , pn+1) ∈ Sn, 则 Xp =
n+1∑
i=1

ai ∂
∂xi

∣∣
p
为 Sn 在 p 点

处的切向量 ⇔
n+1∑
i=1

aipi = 0.

证明. ⇒: 若 Xp ∈ TpSn, 则存在光滑曲线 γ : (−ε, ε) → Sn, t 7→ (x1(t), · · · , xn+1(t)), 使得 γ(0) =

(p1, · · · , pn+1), γ′(0) = (a1, · · · , an+1). 由 γ(t) ∈ Sn 即可得
n+1∑
i=1

xi(t)2 = 1 ⇒
n∑
i=1

xi(t)ẋi(t) = 0.

取 t = 0 即可得
n+1∑
i=1

aipi = 0. 反之, 考虑曲线

γ : (−ε, ε) → Sn, t 7→ (p1 + ta1, · · · , pn+1 + tan+1)√
(p1 + ta1)2 + · · ·+ (pn+1 + tan+1)2

=
(p1 + ta1, · · · , pn+1 + tan+1)√
1 + t2((a1)2 + · · ·+ (an+1)2)

.

则计算可得 γ(0) = (p1, · · · , pn+1) 且 γ′(0) = (a1, · · · , an+1). 因此
n+1∑
i=1

ai ∂
∂xi

∣∣
p
∈ TpSn.
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习题 7.13 (求包含映射的切映射). 设 S2+ = {(a, b, c) ∈ R3 : c =
√
1− a2 − b2,−1 < a, b < 1} 为上半

球面, 给定坐标系
ϕ : S2+ → R2, (a, b, c) 7→ (u, v) = (a, b).

则 ∂
∂u

∣∣
p
, ∂∂v
∣∣
p
为 S2 在 p 处的切向量. 考虑包含映射 ι : S2 ↪→ R3, (x, y, z) 为标准坐标系, 设

ι∗,p
∂

∂u
= α1 ∂

∂x

∣∣∣∣
p

+ β1
∂

∂y

∣∣∣∣
p

+ γ1
∂

∂z

∣∣∣∣
p

.

ι∗,p
∂

∂v
= α2 ∂

∂x

∣∣∣∣
p

+ β2
∂

∂y

∣∣∣∣
p

+ γ2
∂

∂z

∣∣∣∣
p

.

试确定 αi, βi, γi.

解答. 计算 ι 的坐标表示可得

ι ◦ ϕ−1(u, v) = (u, v,
√
1− u2 − v2).

因此

ι∗,p
∂

∂u
=

∂

∂x

∣∣∣∣
p

− u√
1− u2 − v2

∣∣∣∣
p

∂

∂z

∣∣∣∣
p

=
∂

∂x

∣∣∣∣
p

− a

c

∂

∂z

∣∣∣∣
p

.

ι∗,p
∂

∂v
=

∂

∂y

∣∣∣∣
p

− v√
1− u2 − v2

∣∣∣∣
p

∂

∂z

∣∣∣∣
p

=
∂

∂y

∣∣∣∣
p

− b

c

∂

∂z

∣∣∣∣
p

.

习题 7.14. 设 F :M → N 为光滑流形之间的光滑映射, M 是连通的. 若对任意 p ∈M , 有 F∗,p = 0,
则 F 必为常值映射.

证明. 取定 p0 ∈ M , 考虑集合 A = {p ∈ M : F (p) = F (p0)}. A 自然是闭集, 若能证明 A 还是开集,
由 M 的连通性可得 A =M , 进而 F 是常值映射. 任取 p ∈ A, 设 p 处的局部坐标为 (U,ϕ), F (p) 处
的局部坐标为 (V, ψ), 不妨设 F (U) ⊂ V . 由于 ψ ◦ F ◦ ϕ−1 : ϕ(U)(⊂ Rm) → Rn 的切映射恒为零, 因
此 ψ ◦ F ◦ ϕ−1 在 ϕ(U) 内恒为常数, 由 ϕ,ψ 均为微分同胚可得 F 在 U 内恒为常数, 即证.
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8 10.16: 子流形, 积分流形

8.1 映射在子流形上的限制

问题: 设 M,N 为光滑流形, F :M → N 为光滑映射, SM , SN 分别为 M,N 的浸入 (嵌入) 子流
形, 则: (1) F : SM → N 是否光滑? (2) F :M → SN 是否光滑? 不难看到问题 (1) 是成立的:

命题 8.1. 若 M,N 为光滑流形, F : M → N 为光滑映射, S ⊂ M 为浸入或嵌入子流形. 则
F |S : S → N 光滑.

证明. 由于此时包含映射 ι : S ↪→M 是光滑的, 因此 F |S = F ◦ ι 为光滑映射.

但是 (2) 不总是成立的. 我们还是来看 “8” 字曲线这一典型的反例.

例 8.2. 考虑浸入映射 F : I = (−π
2 ,

3π
2 ) → R2, t 7→ (cos t,− sin 2t). 令 S = F (I), 则 “8” 字形曲线 S

是 R2 的浸入子流形而非嵌入子流形.

图 2: “8” 字曲线

定义 G : I → R2, t 7→ (cos t, sin 2t), 则 G(I) ⊂ S. 此时我们考虑映射 G̃ : I → S, 注意到弧 AB

是原点在 (0, 0) 点的开邻域, 但弧 AB 在 G̃ 下的原像不是 t = π
2 在 I 中的开邻域, 故 G̃ 在 t = π

2 处

不连续, 从而不光滑.

注 8.3. 由此例可得当 SN 为浸入子流形时, (2) 未必成立, 原因是 F : M → SN 可能不连续. 以下我
们说明若 F :M → SN 连续, 则 F :M → SN 光滑.

定理 8.4. 设 M,N 为光滑流形, S ⊂ N 为浸入子流形. 若 F : M → N 光滑, F (M) ⊂ S, 且
F :M → S 连续, 则 F :M → S 光滑.
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8.2 子流形的切空间

8.3 求平坦坐标与积分流形

习题 8.5. 考虑 R2 上的向量场

X = x
∂

∂y
− y

∂

∂x
, Y = x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
.

求 X,Y 在 (1, 0) 附近的平坦坐标 (t, s).

解答. 计算可得 [X,Y ] = 0. 且计算可得 X 的流为

θt(x, y) = (x cos t− y sin t, x sin t+ y cos t).

Y 的流为

ηs(x, y) = (xes, yes).

在 p = (1, 0) 附近, X,Y 是线性无关的. 此时定义

Φ(t, s) = θt ◦ ηs(1, 0) = (es cos t, es sin t).

由此可得 X,Y 在 (1, 0) 处的一个平坦坐标为

(t, s) = Φ−1(x, y) =
(

arctan y
x
, ln
√
x2 + y2

)
.

习题 8.6. 若 L ⊂ TR3 是由

X = x
∂

∂x
+

∂

∂y
+ x(y + 1)

∂

∂z
, Y =

∂

∂x
+ y

∂

∂z

生成的光滑分布, 即 L = span(X,Y ), 验证 L 完全可积, 并求 L 的积分曲面.

解答. 计算可得
[X,Y ] = − ∂

∂x
− y

∂

∂z
= −Y ∈ L.

因此 L 是对合的, 即完全可积的. 作变换(
V

W

)
=

(
x 1

1 0

)−1(
X

Y

)
=

(
Y

X − xY

)
=

(
∂
∂x + y ∂

∂z
∂
∂y + x ∂

∂z

)
.

此时有 [V,W ] = 0 且 L = span(V,W ). 现在来求 {V,W} 在任一点 (x, y, z) 处的平坦坐标. 求解

x′(t) = 1, y′(t) = 0, z′(t) = y(t); x(0) = x, y(0) = y, z(0) = z

可得 V 的流为 θt(x, y, z) = (x+ t, y, z + yt). 求解

x′(s) = 0, y′(s) = 1, z′(s) = x(s); x(0) = x, y(0) = y, z(0) = z
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可得 W 的流为 ψs(x, y, z) = (x, y + s, z + xs). 考虑映射

Φ(t, s, u) = θt ◦ ψs(0, 0, u) = (t, s, u+ st).

因此 Φ−1(x, y, z) = (x, y, z − xy), 故积分曲面为

Σ = {(x, y, z) : z − xy = C}, C = const.
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9 10.30: 张量代数, 外微分形式

9.1 张量代数习题

9.2 外微分形式的相关计算
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10 11.13: Poincare 引理, Stokes 定理

10.1 Poincare 引理

10.2 Stokes 定理的相关计算

习题 10.1 (Brouwer 不动点定理). 若 B = {p ∈ Rn : |p| ⩽ 1} ⊂ Rn 为球体, 则任何光滑映射
g : B → B 都存在不动点, 即存在 q ∈ B 使得 g(q) = q.

证明. 我们首先证明: 若M 为 n维紧致可定向带边光滑流形,则对任意光滑映射 f :M → ∂M , f |∂M
不是恒等映射.
如若不然, 设 ι : ∂M ↪→ M 为嵌入映射. 由于 ∂M 可定向, 选取 ω ∈ Ωn−1(∂M) 且处处非零, 则

dω = 0, 进而 d(f∗ω) = f∗(dω) = 0. 因此

0 =

ˆ
M

d(f∗ω) Stokes
=====

ˆ
∂M

ι∗(f∗ω) =

ˆ
∂M

(f |∂M )∗ω =

ˆ
∂M

ω 6= 0,

矛盾! 即证.
回到原命题. 假设存在光滑映射 g : B → B 不存在不动点, 则对任意 p ∈ B, 以 g(p) 为起点, 指

向 p 的射线与 ∂B 相交于唯一一点, 记为 f(p). 由此确定了光滑映射 f : B → ∂B. 但由定义可得
f |∂B 为恒等映射, 矛盾!

习题 10.2. 若 M 为紧支可定向无边的 n 维光滑流形, 证明 M 不可缩.

习题 10.3. 定义映射 f : D → R3 为 f(u, v) = (u, v, u2 + v2 + 1), 其中 D = [0, 1]2. 设 ω =

ydy ∧ dz + xzdx ∧ dz ∈ Ω2(R3), 求积分
´
D f

∗ω.

证明. 首先计算可得

f∗ω = vdv ∧ d(u2 + v2 + 1) + u(u2 + v2 + 1)du ∧ d(u2 + v2 + 1) = 2uv(u2 + v2)du ∧ dv.

所以 ˆ
D
f∗ω =

ˆ 1

0

ˆ 1

0
2uv(u2 + v2)dudv =

ˆ 1

0

(v
2
+ v3

)
dv =

1

2
.

习题 10.4. 在 R3 \ {0} 中定义

ω =
x

r3
dy ∧ dz + y

r3
dz ∧ dx+

z

r3
dx ∧ dy.

其中 r =
√
x2 + y2 + z2. 记 S2(r0) 为 R3 中以原点为中心, r0 为半径的球面. 计算

´
S2(r0)

ι∗ω.

证明. 设 η = r3ω = xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy, 则 dη = 3dx ∧ dy ∧ dz. 因此
ˆ
S2(r0)

ι∗ ∗ ω =
1

r30

ˆ
S2(r0)

ι∗η =
1

r30

ˆ
B2(r0)

dη =
1

r30
× 3|B2(r0)| = 4π.
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11 11.27, 12.11: 李群相关习题

习题 11.1. 求一般线性群 GL(n,R) = {A ∈ Rn×n : detA 6= 0} 的左不变向量场, 结构常数, 左不变
1-形式, 结构方程以及左不变向量场生成的单参数子群.

证明. 任取 A = (aij) ∈ G, 则 LA : X 7→ AX, (xij) 7→ (yij), yij =
∑

k aikxkj . 则

(LA)∗|I
∂

∂xij
=
∑
p,q

∂

∂xij

(∑
k

apkxkq

)
∂

∂ypq
=
∑
p,q,k

apkδikδjq
∂

∂ypq
=
∑
p

api
∂

∂ypj
.

由此可得左不变向量场的一组基为{
Ẽij =

∑
p

xpi
∂

∂xpj
: i, j = 1, · · · , n

}
.

计算可得

[Ẽij , Ẽkℓ] =
∑
p,q

[
xpi

∂

∂xpj
, xqk

∂

∂xqℓ

]
=
∑
p,q

δpq

(
xpiδjk

∂

∂xqℓ
− xqkδiℓ

∂

∂xpj

)
= δjkẼiℓ − δiℓẼkj =

∑
p,q

(δipδℓqδjk − δkpδjqδiℓ)Ẽpq.

由此可得结构常数为 Cpqij,kℓ = δipδℓqδjk − δkpδjqδiℓ. 计算可得

(LA−1)∗|Idyij =
∑
p,q

∂

∂xpq

(∑
k

aikxkj

)
dxpq =

∑
p,q,k

aikδkpδjqdxpq =
∑
k

aikdxkj .

由此可得左不变 1-形式的一组基为{
ω̃ij =

∑
k

xikdxkj : 1 ⩽ i, j ⩽ n

}
.

换言之, 一组基由 ω = X−1dX 确定. 由结构常数可得结构方程为

dω̃pq = −1

2

∑
i,j,k,ℓ

(δipδℓqδjk − δkpδjqδiℓ)ω̃ij ∧ ω̃kℓ.

习题 11.2. 求特殊线性群

G = SL(2) =
{
A =

(
u1 u2

u3 u4

)
∈ R2×2 : detA = u1u4 − u2u3 = 1

}

的左不变向量场, 结构常数, 左不变 1-形式, 结构方程及左不变向量场生成的单参数子群.

证明. 首先构造 G 的光滑结构. 定义

U1 = {A ∈ G : u1 6= 0}, U2 = {A ∈ G : v2 6= 0}.
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分别定义坐标映射

ϕ1(A) = (u1, u2, u3), ϕ3(A) = (v1, v2, v4).

上述使得 G 成为三维光滑流形, 并且单位阵 I ∈ U1.
然后求解左移动 LA : X 7→ AX 的坐标表示, 我们仅考虑 I 附近的局部坐标 U1. 此时

ϕ1 ◦ LA ◦ ϕ−1
1 (u1, u2, u3) = ϕ1

(
a1 a2

a3 1+a2a3

a1

)(
u1 u2

u3 1+u2u3

u1

)

=

(
a1u1 + a2u3, a1u2 + a2

1 + u2u3

u1
, a3u1 +

1 + a2a3

a1
u3
)

≜ (v1, v2, v3).

由此可得

(LA)∗
∂

∂u1

∣∣∣∣
I

=
∂v1

∂u1

∣∣∣∣
I

∂

∂v1

∣∣∣∣
A

+
∂v2

∂u1

∣∣∣∣
I

∂

∂v2

∣∣∣∣
A

+
∂v3

∂u1

∣∣∣∣
I

∂

∂v3

∣∣∣∣
A

= a1
∂

∂v1

∣∣∣∣
A

− a2
∂

∂v2

∣∣∣∣
A

+ a3
∂

∂v3

∣∣∣∣
A

.

(LA)∗
∂

∂u2

∣∣∣∣
I

=
∂v1

∂u2

∣∣∣∣
I

∂

∂v1

∣∣∣∣
A

+
∂v2

∂u2

∣∣∣∣
I

∂

∂v2

∣∣∣∣
A

+
∂v3

∂u2

∣∣∣∣
I

∂

∂v3

∣∣∣∣
A

= a1
∂

∂v2

∣∣∣∣
A

(LA)∗
∂

∂u3

∣∣∣∣
I

=
∂v1

∂u3
∂

∂v1

∣∣∣∣
A

+
∂v2

∂u3
∂

∂v2

∣∣∣∣
A

+
∂v3

∂u3
∂

∂v3

∣∣∣∣
A

= a2
∂

∂v1

∣∣∣∣
A

+
1 + a2a3

a1
∂

∂v3

∣∣∣∣
A

.

综上可得 G 的所有左不变向量场由基

X1 = u1
∂

∂u1
− u2

∂

∂u2
+ u3

∂

∂u3
, X2 = u1

∂

∂u2
, X3 = u2

∂

∂u1
+

1 + u2u3

u1
∂

∂u3

确定.
然后计算结构常数:

[X1, X2] = 2u1
∂

∂u2
= 2X2, [X1, X3] = −2u2

∂

∂u1
− 2

1 + u2u3

u1
∂

∂u3
= −2X3.

[X2, X3] = u1
∂

∂u1
− u2

∂

∂u2
+ u3

∂

∂u3
= X1.

由此可得

C1
12 = C3

12 = 0, C2
12 = 2; C1

13 = C2
13 = 0, C3

13 = −2; C1
23 = 1, C2

23 = C3
23 = 0.
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然后计算左不变 1-形式. 首先计算 GL(2,R) 的左不变 1-形式为

ω = X−1dX =
1

x1x4 − x2x3

(
x4 −x2

−x3 x1

)(
dx1 dx2

dx3 dx4

)

=
1

x1x4 − x2x3

(
x4dx1 − x2dx3 x4dx2 − x2dx4

−x3dx1 + x1dx3 −x3dx2 + x1dx4

)

≜
(
ω1 ω2

ω3 ω4

)
.

即 GL(2,R) 的全体左不变 1-形式由 ωi 确定. 设 ι : G ↪→ GL2(R) 为嵌入映射, 则

η1 ≜ ι∗ω1 =
1 + u2u3

u1
du1,

η2 ≜ ι∗ω2 =
u2(1 + u2u3)

(u1)2
du1 + 1

u1
du2 − (u2)2

u1
du3.

η3 ≜ ι∗ω3 = −u3du1 + u1du3

确定了 G 的左不变 1-形式.
注意到

X1|I =
∂

∂u1
, X2|I =

∂

∂u2
, X3|I =

∂

∂u3
; η1|I = du1, η2|I = du2, η3 = du3.

故它们在 I 处互为对偶基. 故由结构常数可得结构方程

dη1 = −1

2
η2 ∧ η3, dη2 = −η1 ∧ η2, dη3 = η1 ∧ η3.

分别计算 X1, X2, X3 的积分曲线可得:


du1
dt = u1,

du2
dt = −u2, du3

dt = u3

u1(0) = 1, u2(0) = 0, u3(0) = 0

⇒


u1(t) = et

u2(t) = 0

u3(t) = 0

⇒ ϕ1(t) =

(
et 0

0 e−t

)
.


du1
dt = 0,

du2
dt = u1,

du3
dt = 0

u1(0) = 1, u2(0) = 0, u3(0) = 0

⇒


u1(t) = 1

u2(t) = t

u3(t) = 0

⇒ ϕ2(t) =

(
1 t

0 1

)
.


du1
dt = u2,

du2
dt = 0,

du3
dt =

1 + u2u3

u1

u1(0) = 1, u2(0) = 0, u3(0) = 0

⇒


u1(t) = 1

u2(t) = 0

u3(t) = t

⇒ ϕ3(t) =

(
1 0

t 1

)
.
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习题 11.3. 设 H = R4, 取 H 的基底为 {1, i, j, k}, 乘法表为

1 · 1 = 1, i · i = j · j = k · k = −1, 1 · i = i · 1 = i, 1 · j = j · 1 = j, 1 · k = k · 1 = k.

i · j = −j · i = k, j · k = −k · j = i, k · i = −i · k = j.

则 H 中元素 x 称为四元数, 可表为 x = x01 + x1i + x2j + x3k, x0, x1, x2, x3 ∈ R4. 由上述基底元素
的乘法表定义了 H 中任意两个四元数的乘法.

1. 定义 H∗ = H \ {0}, 证明: H∗ 关于四元数乘法构成一个四维李群.

2. 求 H∗ 的左不变向量场.

3. 求 H∗ 的结构常数.

4. 求 H∗ 的左不变 1-形式和结构方程.

证明. 1. H∗ 是 R4 的开子流形, 有自然的坐标映射 ϕ : x0 + x1i + x2j + x3k 7→ (x0, x1, x2, x3),
(H∗, ϕ) 即为光滑坐标系. 四元数乘法的坐标表示为

(x0, x1, x2, x3, y0, y1, y2, y3) 7→ (x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y3, x0y1 + x1y0 + x2y3 − x3y2,

x0y2 − x1y3 + x2y0 + x3y1, x0y3 + x1y2 − x2y1 + x3y0).

这是 H∗ 上的封闭运算, 并且是光滑的. 逆运算的坐标表示为

(x0, x1, x2, x3) 7→ 1

(x0)2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2
(x0,−x1,−x2,−x3).

这是光滑的. 所以 H∗ 在四元数乘法下构成四维李群.

2. 任取 x ∈ H∗, 以及 y ∈ H∗, 设 z = xy 的坐标为 (z1, z2, z3, z4)(表达式 1 中已给出), 则

(Lx)∗
∂

∂y0

∣∣∣∣
1

=
∂z0

∂y0
∂

∂z0

∣∣∣∣
x

+
∂z1

∂y0
∂

∂z1

∣∣∣∣
x

+
∂z2

∂y0
∂

∂z2

∣∣∣∣
x

+
∂z3

∂y0
∂

∂z3

∣∣∣∣
x

= x0
∂

∂z0

∣∣∣∣
x

+ x1
∂

∂z1

∣∣∣∣
x

+ x2
∂

∂z2

∣∣∣∣
x

+ x3
∂

∂z3

∣∣∣∣
x

.

(Lx)∗
∂

∂y1

∣∣∣∣
1

=
∂z0

∂y1
∂

∂z0

∣∣∣∣
x

+
∂z1

∂y1
∂

∂z1

∣∣∣∣
x

+
∂z2

∂y1
∂

∂z2

∣∣∣∣
x

+
∂z3

∂y1
∂

∂z3

∣∣∣∣
x

= −x1 ∂

∂z0

∣∣∣∣
x

+ x0
∂

∂z1

∣∣∣∣
x

+ x3
∂

∂z2

∣∣∣∣
x

− x2
∂

∂z3

∣∣∣∣
x

.

(Lx)∗
∂

∂y2

∣∣∣∣
1

=
∂z0

∂y2
∂

∂z0

∣∣∣∣
x

+
∂z1

∂y2
∂

∂z1

∣∣∣∣
x

+
∂z2

∂y2
∂

∂z2

∣∣∣∣
x

+
∂z3

∂y2
∂

∂z3

∣∣∣∣
x

= −x2 ∂

∂z0

∣∣∣∣
x

− x3
∂

∂z1

∣∣∣∣
x

+ x0
∂

∂z2

∣∣∣∣
x

+ x1
∂

∂z3

∣∣∣∣
x

.

(Lx)∗
∂

∂y3

∣∣∣∣
1

=
∂z0

∂y3
∂

∂z0

∣∣∣∣
x

+
∂z1

∂y3
∂

∂z1

∣∣∣∣
x

+
∂z2

∂y3
∂

∂z2

∣∣∣∣
x

+
∂z3

∂y3
∂

∂z3

∣∣∣∣
x

= −x3 ∂

∂z0

∣∣∣∣
x

+ x2
∂

∂z1

∣∣∣∣
x

− x1
∂

∂z2

∣∣∣∣
x

+ x0
∂

∂z3

∣∣∣∣
x

.
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由此可得

X0 = x0
∂

∂x0
+ x1

∂

∂x1
+ x2

∂

∂x2
+ x3

∂

∂x3
, X1 = −x1 ∂

∂x0
+ x0

∂

∂x1
+ x3

∂

∂x2
− x2

∂

∂x3
.

X2 = −x2 ∂

∂x0
− x3

∂

∂x1
+ x0

∂

∂x2
+ x1

∂

∂x3
, X3 = −x3 ∂

∂x0
+ x2

∂

∂x1
− x1

∂

∂x2
+ x0

∂

∂x3

构成了 H∗ 的左不变向量场的一组基.

3. 计算可得

[X0, X1] = 0, [X1, X2] = −2x3
∂

∂x0
+ 2x2

∂

∂x1
− 2x1

∂

∂x2
+ 2x0

∂

∂x3
= 2X3.

[X2, X3] = −2x1
∂

∂x1
+ 2x0

∂

∂x1
+ 2x3

∂

∂x2
− 2x2

∂

∂x3
= 2X1,

[X0, X2] = 0, [X1, X3] = 2x2
∂

∂x1
+ 2x3

∂

∂x1
− 2x0

∂

∂x2
− 2x1

∂

∂x3
= −2X2, [X0, X3] = 0.

由此可得结构常数

C0
0,1 = C1

0,1 = C2
0,1 = C3

0,1 = 0,

C0
0,2 = C1

0,2 = C2
0,2 = C3

0,2 = 0,

C0
0,3 = C1

0,3 = C2
0,3 = C3

0,3 = 0,

C0
1,2 = C1

1,2 = C2
1,2 = 0, C3

1,2 = 2.

C0
2,3 = C2

2,3 = C3
2,3 = 0, C1

2,3 = 2.

C0
1,3 = C1

1,3 = C3
1,3 = 0, C2

1,3 = −2.

4. 注意到 (Xi)|e = ∂
∂xi

|e, i = 0, 1, 2, 3, 设 ωi 是对应对偶基 dxi|e 确定的左不变 1-形式. 首先注意
到

(
X0 X1 X2 X3

)
=
(

∂
∂x0

∂
∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

)

x0 −x1 −x2 −x3

x1 x0 −x3 x2

x2 x3 x0 −x1

x3 −x2 x1 x0

 .

记右侧矩阵为 A. 则
(
ω0 ω1 ω2 ω3

)
=
(

dx0 dx1 dx2 dx3
)
(AT )−1. 我们有

AAT = ((x0)2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2)I ⇒ (AT )−1 =
1

(x0)2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2
A.

因此

ω0 =
1

(x0)2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2
(x0dx0 + x1dx1 + x2dx2 + x3dx3).

ω1 =
1

(x0)2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2
(−x1dx0 + x0dx1 + x3dx2 − x2dx3).

ω2 =
1

(x0)2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2
(−x2dx0 − x3dx1 + x0dx2 + x1dx3).

125



ω3 =
1

(x0)2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2
(−x3dx0 + x2dx1 − x1dx2 + x0dx3).

由结构常数可得结构方程

dω0 = 0, dω1 = −ω2 ∧ ω3, dω2 = ω1 ∧ ω3, dω3 = −ω1 ∧ ω2.

习题 11.4. 考虑单位球面 S3 = {x ∈ H : xx̄ = 1}, 其中 x = x01 + x1i+ x2j + x3k, x̄ = x01− x1i−
x2j − x3k. 则 S3 关于四元数乘法封闭, 是一个三维李群.

1. 求 S3 上的左不变向量场.

2. 求李群 S3 的结构常数.

证明. 设 i : S3 ↪→ H∗ 为嵌入映射.

1. S3 的左不变 1-形式的一组基为

η1 = i∗ω1 = −x1dx0 + x0dx1 + x3dx2 − x2dx3.

η2 = i∗ω2 = −x2dx0 − x3dx1 + x0dx2 − x1dx3.

η3 = i∗ω3 = −x3dx0 + x2dx1 − x1dx2 + x0dx3.

其中

η0 = i∗ω0 = x0dx0 + x1dx1 + x2dx2 + x3dx3 = 1

2
d(|x|2) = 0.

因此左不变向量场的一组基即为其对应的对偶基

X1 = −x1 ∂

∂x0
+ x0

∂

∂x1
+ x3

∂

∂x2
− x2

∂

∂x3
= x · i.

X2 = −x2 ∂

∂x0
− x3

∂

∂x1
+ x0

∂

∂x2
− x1

∂

∂x3
= x · j.

X3 = −x3 ∂

∂x0
+ x2

∂

∂x1
− x1

∂

∂x2
+ x0

∂

∂x3
= x · k.

2. 由于余切映射保外积, 故 S3 上的结构方程与 H∗ 的形式相同, 结构常数也对应相同.

习题 11.5. 设 SO(3) = {A ∈ R3×3 : ATA = I3} 为旋转群, 求:

1. SO(3) 的左不变向量场, 左不变 1-形式, 左不变向量场生成的单参数子群.

2. 考虑 SO(3) 在 R3 上的右作用 θ : R3 × SO(3) → R3, (x,A) 7→ xA ≜ y, 其中 x = (x1, x2, x3) ∈
R3, y = (y1, y2, y3) ∈ R3. 求右作用 θ 生成的 R3 的基本向量场.
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证明. 首先求 G = SO(3) 的切空间 TIG. 考虑映射 f : GLn(R) → GLn(R), A 7→ ATA. 任取
X ∈ TIGLn(R), 考虑指数映射 γ(t) = etX , 则

(f∗)I(X) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(f ◦ γ(t)) = d
dt

∣∣∣∣
t=0

(et(XT+X)) = XT +X.

由 G 的定义可得 TIG ⊂ {X ∈ R3 : XT +X = O}. 比较维数可得二者相等. 由此可得 TIG 的一组基

为

E1 =


0 1 0

−1 0 0

0 0 0

 , E2 =


0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 , E3 =


0 0 0

0 0 1

0 −1 0

 .

结合 (LX)∗ : Y 7→ XY 可得

Ẽ1|X = XE1 =


−x12 x11 0

−x22 x21 0

−x32 x31 0

 ,

Ẽ2|X = XE2 =


−x13 0 x11

−x23 0 x21

−x33 0 x31

 .

Ẽ3|X = XE3 =


0 −x13 x12

0 −x23 x22

0 −x33 x32

 .

所以 G 的左不变向量场的一组基为

Ẽ1 = −x12
∂

∂x11
+ x11

∂

∂x12
− x22

∂

∂x21
+ x21

∂

∂x22
− x32

∂

∂x31
+ x31

∂

∂x32
,

Ẽ2 = −x13
∂

∂x11
+ x11

∂

∂x13
− x23

∂

∂x21
+ x21

∂

∂x23
− x33

∂

∂x31
+ x31

∂

∂x33
,

Ẽ3 = −x13
∂

∂x12
+ x12

∂

∂x13
− x23

∂

∂x22
+ x22

∂

∂x23
− x33

∂

∂x32
+ x32

∂

∂x33
.

回忆 GLn(R) 的左不变 1-形式的一组基由 ω = X−1dX, X = (xij) 确定. 由 XTX = I 可得

dXT ·X +XTdX = O ⇒ dX = −XdXTX. 因此

ι∗ω = −X−1 ·XdXTX = −


dx11 dx21 dx31
dx12 dx22 dx32
dx13 dx23 dx33



x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33

 .

由此可得 G 的左不变 1-形式的一组基为

ω1 = −x12dx11 − x22dx21 − x32dx31.

ω2 = −x13dx11 − x23dx21 − x33dx31.

ω3 = −x13dx12 − x23dx22 − x33dx32.
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计算 Ẽ1, Ẽ2, Ẽ3 生成的单参数子群 (即过 I 的积分曲线) 可得

ϕ1(t) =


cos t sin t 0

− sin t cos t 0

0 0 1

 , ϕ2(t) =


cos t 0 sin t
0 1 0

− sin t 0 cos t

 , ϕ3(t) =


1 0 0

0 cos t sin t
0 − sin t cos t

 .

设 x = (x1, x2, x3), 直接计算可得基本向量场的一组基为

Ē1 =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

x · ϕ1(t) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(x1 cos t− x2 sin t, x1 sin t+ x2 cos t, x3) = −x2 ∂

∂x1
+ x1

∂

∂x2
.

Ē2 =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

x · ϕ2(t) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(x1 cos t− x3 sin t, x2, x1 sin t+ x3 cos t) = −x3 ∂

∂x1
+ x1

∂

∂x3
.

Ē3 =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

x · ϕ3(t) =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(x1, x2 cos t− x3 sin t, x2 sin t+ x3 cos t) = −x3 ∂

∂x2
+ x2

∂

∂x3
.

习题 11.6. 设 M = R, G = R× R∗. 定义 G 上的乘法 ϕ : G×G→ G, ((a, ã), (b, b̃)) 7→ (a+ ãb, ãb̃),
则 G 是李群. 定义 G 在 M 上的左作用 ψ : G×M →M , ((a, ã), x) 7→ a+ ãx.

1. 证明: G 是左作用在 M 上的李氏变换群.

2. 求李氏变换群 G 在 M 上产生的基本向量场.

证明. 容易验证 G 是李群, 幺元为 e = (0, 1).

1. 任取 (a, ã), (b, b̃) ∈ G, x ∈M , 则

e · x = (0, 1) · x = x.

(a, ã) · ((b, b̃) · x) = (a, ã) · (b+ b̃x) = a+ ãb+ ãb̃x.

((a, ã) · (b, b̃)) · x = (a+ ãb+ ãb̃) · x = a+ ãb+ ãb̃x.

由此可得 G 是左作用在 M 上的李氏变换群.

2. 任取 α = (a, ã) ∈ G, 记 Lα : (b, b̃) 7→ (a+ ãb, ãb̃) ≜ (c, c̃). 则

(Lα)∗|e
∂

∂b

∣∣∣∣
e

=
∂c

∂b

∣∣∣∣
e

∂

∂c

∣∣∣∣
α

+
∂c̃

∂b

∣∣∣∣
e

∂

∂c̃

∣∣∣∣
α

= ã
∂

∂c

∣∣∣∣
α

.

(Lα)∗|e
∂

∂b̃

∣∣∣∣
e

=
∂c

∂b̃

∣∣∣∣
e

∂

∂c

∣∣∣∣
α

+
∂c̃

∂b̃

∣∣∣∣
e

∂

∂c̃

∣∣∣∣
α

= ã
∂

∂c̃

∣∣∣∣
α

.

因此 G 的左不变向量场为

Ẽ1 = ã
∂

∂a
, Ẽ2 = ã

∂

∂ã
.

计算可得对应的两个单参数子群为

ϕ1(t) = (t, 1), ϕ2(t) = (0, et).
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因此对应的基本向量场为

Ē1 =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

ϕ1(t) · x =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(t+ x) =
∂

∂x
.

Ē2 =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

ϕ2(t) · x =
d
dt

∣∣∣∣
t=0

(etx) = x
∂

∂x
.

习题 11.7. 设 M = R2, 考虑 V = x1 ∂
∂x2

− x2 ∂
∂x1

∈ Γ(TM), ω = dx1 ∧ dx2 ∈ Λ2(R2). 求 LV ω.

证明. 直接计算可得

LV ω = LV dx1 ∧ dx2 + dx1 ∧ LV dx2 = d(LV x1) ∧ dx2 + dx1 ∧ d(LV x2)

= d(V (x1)) ∧ dx2 + dx1 ∧ d(V (x2)) = (−dx2) ∧ dx2 + dx1 ∧ dx1 = 0.

习题 11.8. 设 X 是光滑流形 M 上的完备向量场, φt 为 X 生成的单参数变换群. 则存在线性算子
Q : Ωk(M) → Ωk−1(M), 使得 ∀ω ∈ Ωk(M), 有

φ∗1ω − ω = dQ(ω) +Q(dω).

证明. 计算可得

φ∗1ω − ω =

ˆ 1

0

d
dt(φ

∗
tω)dt =

ˆ 1

0

d
ds

∣∣∣∣
s=0

(φ∗t+sω)dt =
ˆ 1

0

d
ds

∣∣∣∣
s=0

(φ∗s(φ
∗
tω))dt

=

ˆ 1

0
LX(φ

∗
tω)dt =

ˆ 1

0
(d ◦ iX + iX ◦ d)(φ∗tω)dt

= d
(ˆ 1

0
(iX ◦ φ∗t )ωdt

)
+

ˆ 1

0
(iX ◦ φ∗t )(dω)dt.

由此可得待求的线性算子 Q 为

Q : Ωk(M) → Ωk−1(M), ω 7→
ˆ 1

0
(iX ◦ φ∗t )ωdt.
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12 12.4: 齐性流形
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