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1 题目 2

1 题目

1.
(1) 已知 v ∈ [22, 34], 且存在设计 (v, 6, 1). 求证 v = 31.

(2) 给出 PG(3) 与 AG(3) 的 “清晰的” 构造.

个人猜测 “清晰的” 指的是不能直接把讲义上的构造流程复述一遍, 必须要
写出具体的子集族.

2.
集合 X 上的一个超滤 (ultrafilter) 指的是其一个非空子集族 F . F 中元素

满足:

(a). 若 A ∈ F 且 A ⊆ B, 则 B ⊆ F ;

(b). 对于每一个子集 A, A 与 AC 中恰好有一个在 F 中.

证明: 一个超滤一定是一个相交系, 而一个相交系一定包含于某个超滤.

3.
设 a1, a2, ..., an, b1, b2, ..., bn 均为不大于 n 的正整数.

证明: 存在非空指标集 I, J ⊆ [n], 使得
∑
i∈I

ai =
∑
j∈J

bj .

4.
正整数 k ≥ 3. F 是 [n] 上的一个 k-均匀子集族 (∀A ∈ F, |A| = k). 证明:
如果
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|F | < 3k−1

2k
,

则存在一个对 [n] 中元素的 3-染色, 使得 ∀A ∈ F , A 中含有每种不同颜色
的元素.

5.
A1, A2, ..., Am 均为 [n] 的子集, 且 m > n.

证明: 存在指标集 I, J ∈ [m]满足 I ∩J = ∅, I ∪J ̸= ∅, 使得
∪
i∈I

Ai =
∪
j∈J

Aj .

6.
证明: 存在常数 c, 使得对于任意正整数 n, 存在一个 C100-free 的 n 阶图 G,
满足 e(G) ≥ c · n 100

99 .

7.
对于偏序集 ⟨P,≤⟩, 定义二分图 G = ⟨X ∪Y,E⟩, 其中 X = {xa|a ∈ P}, Y =

{ya|a ∈ P}, xayb ∈ E 当且仅当 a > b.

利用 Konig 定理证明: 在偏序集 ⟨P,≤⟩ 中, 存在一条反链 A, 以及一个对
⟨P,≤⟩ 的 Hasse 图中边的划分 C1 ∪ C2 ∪ ... ∪ Cm, 其中 Ci 均为链, 且满足
|A| = m.



2 个人解答 4

2 个人解答

1.
(1) 讲义 8.10 的直接应用, 8.7 与 8.8 的推论.

由于 X 中有 v 个元素, 含有 1 的无序对 (pair) 共有 v − 1 种. 其中的每一
种在全体子集族中出现一次, 则总共出现 v − 1 次. 子集族中每个子集有 6
个元素, 每个含 1 的子集均含有 5 个其它元素, 故每个含 1 的子集恰能够容
纳 5 个这样的 pair. 故 1 应当恰好出现在 v−1

5
个子集中, 即有 5|(v − 1).

由上文元素 1 选取的任意性, 实际上每个元素都应恰好出现在 v−1
5
个子集

中. 总共有 v 个元素, 而每个子集中有 6 个元素, 故应恰好有 v(v−1)
30
个子集,

即有 30|v(v − 1).

从而只可能有 v = 31.

(2) 讲义上 8.3.1, 8.4.2 分别给了构造流程.
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2.
每个超滤是一个相交系:

反证法: 假设存在 A,B ∈ F 且 A ∩B = ∅. 则 B ⊆ AC 从而 F 中同时存在

AC , A, 与性质 (b) 矛盾.

每个相交系包含于某个超滤:

考虑将 X 的子集组成形如 {A,AC} 的 pairs. 显然在一个相交系 F 中, 每
个 pair 与 F 的交集大小至多为 1.

如果每个 pair 都与 F 有交, 可以证明 F 本身便是一个超滤. 若不然, F 只
能违反性质 (a) 即 ∃A,B s.t. A ∈ F,B /∈ F,A ⊆ B. 但这意味着 BC ∈ F ,
而 A ∩BC = ∅, 与相交系的定义矛盾.

如果有些 pair 与 F 不交, 我们考虑将这些 pair 中的某个元素逐步添加到 F

中使得 F 变成一个超滤. 为了保持性质 (a), 我们在添加一个子集 A 时还要

添加所有满足 A ⊆ B 的集合 B. 下面证明对于任何一个当前不在 F 中的

A, A 与 AC 必有一个可以以这种方式添加到 F 中 (即总可以这样添加子集
直到 F 变成一个超滤) :

如果 A 不能这样添加到 F 中, 则一定是因为违反了相交系的定义, 即存
在某个满足 A ⊆ B 的 B 添加后会违反相交系的性质. 这说明当前 ∃C ∈
F s.t. B ∩ C = ∅ (实际上这里只考虑 B = A 也一样) , 即 C ⊆ AC . 如果
AC 也不能添加, 同理一定是因为有 D ∈ F s.t. D ⊆ A. 但这意味着 F 中已

经有 C ∩D =⊆, 即 F 此时已经不是一个相交系. 换言之, 只要 F 起初是一

个相交系, 则一定可以保证添加后依然是一个相交系, 从而一定可以持续添
加直到没有与 F 不交的 pair.

由此得到了一个包含 F 的超滤.
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3.
反证法: 假设不存在这样的指标集 I, J . 则有

n∑
i=1

ai ̸=
n∑

j=1

bj , 不妨设
n∑

i=1

ai >

n∑
j=1

bj

考虑每一个 q ∈ [n] 及对应的
q∑

j=1

bj . 由于
n∑

i=1

ai >
n∑

j=1

bj , 又根据假设,

∀q ∈ [n], ∃p ∈ {0} ∪ [n] s.t.
p−1∑
i=1

ai <
q∑

j=1

bj <
p∑

i=1

ai. 由于每个 ai 不大于 n,

一定有 0 <
p∑

i=1

ai −
q∑

j=1

bj ≤ n − 1. 由于 q 取遍 [n] 中的元素, 一共有 n 个

这样的差值, 但差值的取值只能是 [n − 1] 中的元素, 从而一定有至少一对
q1, q2 (不妨设 q1 < q2) 对应的差值相同. 则有:
p1∑
i=1

ai −
q1∑
j=1

bi =
p2∑
i=1

ai −
q2∑
j=1

bi

即:
p2∑

i=p1+1

ai =
q2∑

j=q1+1

bj

由此导出矛盾.
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4.
运用概率方法:

考虑一个随机染色 c, c 将 [n] 中每个元素独立等概率地染成 1, 2, 3 三种颜
色之一.

定义事件 X 为 “存在一个子集不含有全部三种颜色的元素” , XA 为 “子集
A 不含有全部三种颜色的元素” , XA,i 为 “子集 A 不含有染成颜色 i 的元

素” . 下面计算事件概率 P (X):

P (X) = P (
∪
A∈F

XA)

≤
∑
A∈F

P (XA)

≤
∑
A∈F

(P (XA,1) + P (XA,2) + P (XA,3))

= |F | · 3 · (2
3
)k

= |F | · 2k

3k−1

|F | < 3k−1

2k
时, P (X) < 1, 即存在使所有子集含有全部三色元素的染色.
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5.
运用代数方法:

对每个子集 Ai 定义 (实数域 R 上的) 指示向量 v⃗i. 其中 ∀i ∈ [m], j ∈
[n], vij = 1 当且仅当 j ∈ Ai, 否则 vij = 0.

由于 v⃗i ∈ Rn 而 m > n, 因此必有 {v⃗i} 线性相关, 即存在不全为 0 的
ai(i ∈ [m]) 使得:∑
i∈[m]

aiv⃗i = 0⃗.

由于 vi 的分量均非负, {ai} 中必定有正有负. 将系数分别为正/负的项移到
等式两端, 则有:∑
ai>0

aiv⃗i =
∑
aj<0

(−aj)v⃗i

此时等式两端的线性组合的所有系数均为正. 所以左端的式子中某个分量∑
j 为正, 当且仅当其对应的元素 j 满足 j ∈

∪
ai>0

Ai, 右端同理. 因此有:

∪
ai>0

Ai =
∪

aj<0

Aj
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6.
使用 deleting method:

考虑一个 n 阶随机图 G, Kn 的每条边独立地以 p 的概率存在于 E(G) 中.

定义变量 N 为 “G 中子图 C100 的数量” ; 对 V (G) = [n] 的一个长为 100
的排列 A = (i1, i2, ..., i100), 定义事件 XA 为 “G 中 i1 − i2 − ...− i100 − i1 构

成了一个 C100” , NA 为 XA 对应的示性变量, 即 XA 成立时 NA = 1, 否则
NA = 0.

下面计算期望 E(N):

E(N) ≤ E(
∑

A∈[n]100

NA)

=
∑

A∈[n]100

E(NA)

=
∑

A∈[n]100

P (XA)

=
∑

A∈[n]100

p100

= (n)100p
100

(这里 [n]100 表示 [n] 的所有长为 100 的排列构成的集合. )

然后我们从 G 的每个子图 C100 中删掉一条边得到新图 G′, 从而 G′ 中不存

在 C100, 而被删去的边数等于 G 中 C100 的数量. 下面计算期望 E(e(G′)):

E(e(G′)) = E(e(G)−N)

= E(e(G))− E(N)

=
(
n
2

)
p− (n)100p

100

其中前一项
(
n
2

)
p 同阶于 n2p, 后一项 (n)100p

100 同阶于 n100p100. 故

E(e(G′)) 同阶于:
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E′ = n2p− n100p100.

计算 E′ 对 p 的导数, 可知 p ∼ n− 98
99 时 E′ 取到最大值, 此时 E′ ∼ n

100
99 .

而 E′ 为一族 n 阶 C100-free 图 G′ 的边数期望, 说明必定存在边数不低于这
个期望的 n 阶图 G′ 是 C100-free 的. 即证.
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7.
这题我考试的时候没做出来, 这里放一个标准解答. 来自 GTM173 的 2.5
节, “Dilworth 对偶定理” .
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