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1 2020年春季期末

1 判断题(21分)

(1) 命题演算L的三条公理模式是相互独立的.

(2) 已知Γ和Σ都是相容公式集, 若Γ ∪ Σ是不相容公式集, 则存在公式q使得Γ ` q且Σ ` ¬q.

(3) 不含否定词的命题公式都是可满足公式.

(4) KN的所有模型中, 等词一定解释为论域上的相等关系.

(5) ∀x∀y(R(x, y)→ R(y, x))→ ∀x∃yR(x, y)是逻辑有效式.

(6) 重言式集合是命题语言范围内逻辑推理规律的形式化表达.

(7) 哥德尔不完备性定理证明中的不可判定命题是一个真命题.

2 简答题(12*2分)

(1) 简述关于逻辑研究内容的三种主要观点. ”公设”在应用逻辑系统中的作用是什么. 并举例说明.

(2) 严格地说, 什么是”证明”. 关于”证明”与”计算”之间关系已得到一些严格证明结果. 描述一个一阶

逻辑中的, 得到严格证明的结果.

3 直接证明

` (¬p→ p)→ (q → p)

4 三个箱子, 有且只有一个里面有金子. 三句话有且只有一个是真话:

(1) 第二个箱子没有金子

(2) 第二个箱子有金子

(3) 第一个箱子没有金子
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请使用命题演算证明哪个箱子里有金子.

5 证明

` ∀x1∀x2(R1(x1)→ R1(x2))→ (∃x1R1(x1)→ ∀x1R1(x1))

6 证明

N ` 0× x ≈ 0
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2 2018年春季期末

1 判断题(3%*8)

(1) (p→ q)→ ((r → ¬p)→ (r → ¬q))是重言式. [x]

(2) 所有的自然数是整数不能在L中表达, 但能在K中较好地表达. [�]

(3) Γ的一个正规模型不一定把≈解释为相等. [x]

(4) f(a, x2)对R2
1(b, x1)→ ∀x1R

2
2(x1, x2)中的x2是自由的. [�]

(5) 递归函数是KN可表示的. [�]

(6) ` p的判定可以用真值表的方法. [x]

(7) Γ � p, 则p的每个模型也是Γ的模型. [x]

(8)

2 简答题

(1) 本学期你学习数理逻辑的最大收获是什么?

最大的收获是让自己一定程度上克服了对直觉的依赖, 转而借助逻辑来考虑事情. 这种品质是十

分重要的. 在数学发展的历史上, 就有很多克服直觉而获得的新创造, 甚至是推翻了原有不合理的

理论. 比如哥德尔就能够在大家都在依照自己的直觉, 想要尝试去证明完备的大势之下, 毅然证明

出了哥德尔不完备性定理.

(2) 直观地解释”模型”的含义. 模型相当于一个给定的问题的讨论域, 在这个讨论域下, 前提集的内容

都是成立的, 那么也就能够以此为基础去进行推导, 进而得到其他命题的真伪.

(3) Godel不完全性定理证明的主要步骤?

1◦ 先构造一个公式p(m), 其直观理解是”它从KN不可证”

2◦ 证明` p(m)和` ¬p(m)都不成立

3◦ 从而得到不完备

3 ` p→ ¬¬p的直接证明和简化证明.

• 直接证明:
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• 简化证明:

课本P26

4 ` ∀x1R
2
1(x1, x2)→ ¬∃x2∀x1R

2
1(x1, x2)是否正确?证明你的结论

设M = {N,∅, {≥}}, I把x2指派成0, 那么I(∀x1R
2
1(x1, x2)) = t, 但I(¬∃x2∀x1R

2
1(x1, x2)) = f ,

从而2 ∀x1R
2
1(x1, x2)→ ¬∃x2∀x1R

2
1(x1, x2)

也就是0 ∀x1R
2
1(x1, x2)→ ¬∃x2∀x1R

2
1(x1, x2)
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5 将公式(∀x1R
2
1(x1, x2)→ ¬∃x2R

1
1(x2))→ ∀x1∀x2R

2
2(x1, x2)化为前束合取范式

1. (∀x1R
2
1(x1, x2)→ ¬∃x2R

1
1(x2))→ ∀x3∀x4R

2
2(x3, x4)

2. ∀x3∀x4((∀x1R
2
1(x1, x2)→ ¬∃x2R

1
1(x2))→ R2

2(x3, x4))

3. ∀x3∀x4((∀x1R
2
1(x1, x2)→ ∀x2¬R1

1(x2))→ R2
2(x3, x4))

4. ∀x3∀x4((∃x1(R
2
1(x1, x2)→ ∀x2¬R1

1(x2))))→ R2
2(x3, x4))

5. ∀x3∀x4∀x1((∀x5(R
2
1(x1, x2)→ ¬R1

1(x5)))→ R2
2(x3, x4))

6. ∀x3∀x4∀x1∃x5((R
2
1(x1, x2)→ ¬R1

1(x5))→ R2
2(x3, x4))

7. ∀x3∀x4∀x1∃x5(¬(¬R2
1(x1, x2) ∨ ¬R1

1(x5)) ∨R2
2(x3, x4))

8. ∀x3∀x4∀x1∃x5((R
2
1(x1, x2) ∧R1

1(x5)) ∨R2
2(x3, x4))

9. ∀x3∀x4∀x1∃x5(R
2
1(x1, x2) ∨R2

2(x3, x4)) ∧ (R1
1(x5) ∨R2

2(x3, x4)))

6 Γ是公式集,其中的公式都形如p(a1, a2),直观解释为a1是a2的父母,谓词A(a1, a2)的直观解释为a1是a2的

祖先, 且有

Γ ∪ {A(x1, x2)↔ p(x1, x2)} ` A(a1, a2)

试写出p(x1, x2)在一阶逻辑中的形式.
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3 2017年春季期末

1 判断题3× 10分

2 简答题 14分

(1) K5限制条件的意义. 举例说明.

抄思考题

(2) 哥德尔不完备性定理怎么构造不可证明命题p(m)的?

抄书

3 直接证明与简化证明

{p→ (q → r)} ` (((q → p)→ q)→ (q → p))→ (((q → p)→ q)→ r)

这踏马是小测题.

• 直接证明

1) p→ (q → r) (已知)

2) (((q → p) → q) → ((q → p) → r)) → (((q → p) → q) → (q → p)) → (((q → p) → q) → r)

(L2)

3) (((q → p)→ (q → r))→ (((q → p)→ q)→ ((q → p)→ r)) (L2)

4) (q → (p→ r))→ ((q → p)→ (q → r)) (L2)

5) q → (p→ q) (L1)

6) (p→ (q → r))→ ((p→ q)→ (p→ r)) (L2)

7) (p→ q)→ (p→ r) (MP 1, 6)

8) ((p→ q)→ (p→ r))→ (q → ((p→ q)→ (p→ r))) (L1)

9) q → ((p→ q)→ (p→ r)) (MP 7,8)

10) (q → ((p→ q)→ (p→ r)))→ ((q → (p→ q))→ (q → (p→ r))) (L2)

11) (q → (p→ q))→ (q → (p→ r)) (MP 9, 10)

12) q → (p→ r) (MP 5, 11)

13) (q → p)→ (q → r) (MP 12, 4)

14) ((q → p)→ q)→ ((q → p)→ r) (MP 13, 3)

15) (((q → p)→ q)→ (q → p))→ (((q → p)→ q)→ r) (MP 14, 2)
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• 简化证明:

以下公式由{p→ (q → r), ((q → p)→ q)→ (q → p), (q → p)→ q}可证:

1) (q → p)→ q (已知)

2) ((q → p)→ q)→ (q → p) (已知)

3) q → p (MP 1, 2)

4) q (MP 3, 1)

5) p (MP 4, 3)

6) p→ (q → r) (已知)

7) q → r (MP 5, 6)

8) r (MP 4, 7)

故由演绎定理, 知{p→ (q → r)} ` (((q → p)→ q)→ (q → p))→ (((q → p)→ q)→ r)

4 证明

` ∃x1∀x2R(x1, x2)→ ∀x2∃x1R(x1, x2)

1) R(x1, x2)→ ∃x1R(x1, x2) (∃1规则)

2) ∀x2((R(x1, x2)→ ∃x1R(x1, x2)) (1, Gen)

3) ∀x2((R(x1, x2)→ ∃x1R(x1, x2))→ (∀x2R(x1, x2)→ ∀x2∃x1R(x1, x2)) (练习15.2)

4) ∀x2R(x1, x2)→ ∀x2∃x1R(x1, x2) (MP 2, 3)

由演绎定理:

{∀x2R(x1, x2)} ` ∀x2∃x1R(x1, x2)

由∃2规则(Gen变元x2不在∀x2R(x1, x2)中自由出现, 且x1不在∀x2∃x1R(x1, x2)中自由出现):

{∃x1∀x2R(x1, x2)} ` ∀x2∃x1R(x1, x2)

由演绎定理(Gen变元x2不在∃x1∀x2R(x1, x2)中自由出现):

∃x1∀x2R(x1, x2)→ ∀x2∃x1R(x1, x2)

5 前束范式

∃x1R(x1, x2) ∨ (R′(x2)→ ¬∀x1∃x2(x2 ≈ x1))

1) (¬∃x1R(x1, x2))→ (R′(x2)→ ∃x4∀x3¬(x3 ≈ x4)) (∨,∀和∃的定义, 两个双否律)

2) ∀x1¬R(x1, x2)→ ∃x4∀x3(R
′(x2)→ ¬(x3 ≈ x4)) (78页命题2的2◦, ∃的定义, 两个双否律)
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3) ∃x4∀x3(∀x1¬R(x1, x2)→ (R′(x2)→ ¬(x3 ≈ x4))) (78页命题2的2◦)

4) ∃x4∀x3∃x1(¬R(x1, x2)→ (R′(x2)→ ¬(x3 ≈ x4))) (78页命题2的3◦)

6 构造一个Kp偏序运算 ????????????????????????????????????????????????????
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