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何家志 整理 泛函分析

本文档为我整理的泛函分析笔记, 仅供学习交流.1教材: 张
恭庆等《泛函分析讲义》(第二版),参考书:许全华等《泛函分析
讲义》, 有兴趣可阅读《泛函分析史》. 泛函分析的研究对象为
无限维线性空间及它们之间的线性算子 (映射) 的性质 + 拓扑

条件. 主要包括以下几部分内容:

1. (一般) 度量空间: 定义, 完备化, 完备度量空间刻画, 度量空
间的紧性, 紧空间上的连续函数.

2. 赋范空间

• 基本性质: 有限维空间的刻画

• 线性算子: 赋范空间之间的线性映射

• 三大定理: 开映射定理; 闭图像定理; 共鸣定理

3. Hilbert 空间: 基本概念, 正交投影

4. 线性泛函

• Hilbert 空间上线性泛函,Riesz 表示定理

• Hahn-Banach 定理 (实, 复)

• 几何刻画: 凸集分离定理

• 共轭理论: 弱收敛, ∗ 弱收敛

5. 谱理论

• 闭算子的谱,Gelfand

• 紧算子及紧算子的谱理论

1邮箱:hjz346594825@mail.ustc.edu.cn
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1 度量空间
本章主要介绍一般度量空间的基本概念及性质, 主要包括度量空间的完备性,

紧性等.

1.1 度量空间
1.1.1 定义

回忆 Rn := {x = (x1, · · · , xn) | xi ∈ R}, 定义映射 ρ : Rn × Rn → R

ρ(x, y) :=

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2

则 ρ 有性质:
(1) 正定性: ρ(x, y) ≥ 0, ρ(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y

(2) 对称性: ρ(x, y) = ρ(y, x)

(3) 三角不等式: ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z)

定义 1.1. 设 X 是非空集合, 若映射 ρ : X × X → R, (x, y) 7→ ρ(x, y) ∈ R
满足上述性质 (1), (2), (3), 称 ρ 是 X 上的一个 度量 或 距离, (X, ρ) 称为

度量空间.

[注记: (X, ρ) 为度量空间, X ′ ⊂ X, 则 (X ′, ρ|X′×X′) 也是一个度量空间.]

例子:

1. (Rn, ρ∞) 是度量空间

ρ∞(x, y) := max
1≤i≤n

|xi − yi|

2. (Rn, ρp), p ≥ 1 是度量空间

ρp(x, y) :=

(
n∑

k=1

|xk − yk|p
) 1

p

三角不等式用 Minkowski 不等式证明. [注记: 同一个集合上可以有不同的
度量.]
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3. C[a, b] := {x(t) | x(t)是[a, b]上的连续函数}

ρ(x, y) := max
t∈[a,b]

|x(t)− y(t)|

则 (C[a, b], ρ) 是度量空间.

4. 对 Lp(Rn)

ρ(u, v) :=

(∫
Rn

|u− v|p
) 1

p

则 (Lp(Rn), ρ) 是度量空间.

1.1.2 度量空间上的拓扑

(X, ρ) 度量空间,x0 ∈ X, r > 0

Br(x0) := {x ∈ X | ρ(x, x0) < r}

称为 X 中以 x0 为球心, r 为半径的开球.

定义 1.2. (X, ρ) 是度量空间, O ⊂ X 是子集, 若 ∀x ∈ O, ∃r > 0 使得

Br(x) ⊂ O, 称 O 为 X 的一个开集. 若 X 的子集 F 满足 F c 是 X 中的开

集, 称 F 是 X 的一个闭集.

开集有性质:
(1) ϕ,X 是开集

(2) 若 O1, · · · , On ⊂ X 是开集, 则
n⋂

k=1

Ok ⊂ X 是开集.

(3) 若 Oα ⊂ X 是开集, α ∈ Λ, 则
⋃
α∈Λ

Oα ⊂ X 是开集.

[注记: 给定集合 X, 及 X 上一个子集族 T , 若 T 中元素满足上面性质

(1), (2), (3), 称 T 为 X 上的一个 拓扑 , (X,T ) 称为 拓扑空间.]

定义 1.3. (X, ρ) 度量空间, {xn} ⊂ X,x0 ∈ X, 若 lim
n→∞

ρ(xn, x0) = 0, 称
xn 收敛于 x0, 记作 lim

n→∞
xn = x0 或 xn → x0. 若 lim

n,m→∞
ρ(xn, xm) = 0, 称

{xn} 为 X 中的基本列或 Cauchy 列.
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1.1.3 连续映射

定义 1.4. (X, ρ), (Y, ρ′) 是度量空间, 若映射 φ : X → Y 满足对 ∀x ∈ X, 若

xn → x, 有 ρ′(φ(xn), φ(x)) → 0(n → ∞), 称 φ 是连续映射.

[注记: φ连续⇐⇒ ∀ε > 0,∀x ∈ X, ∃δ = δ(x, ε)使得 φ(Bδ(x)) ⊂ Bε(φ(x)).]

性质 1.5. φ 是度量空间 (X, ρ), (Y, ρ′) 之间的连续映射 ⇐⇒ 对 Y 中的任意

开集 O , φ−1(O) := {x ∈ X | φ(x) ∈ O} 是 X 中的开集. 即开集的原像是
开集

证明. (=⇒) ∀x ∈ φ−1(O), φ(x) ∈ O , 由 O ⊂ Y 是开集, ∃ε > 0, 使得
Bε(φ(x)) ⊂ O. 由上面的注记, ∃δ > 0, 使得

φ(Bδ(x)) ⊂ Bε(φ(x))

即 Bδ(x) ⊂ φ−1(Bε(φ(x))) ⊂ φ−1(O), 即 φ−1(O) ⊂ X 是开集.

(⇐=) ∀ε > 0,∀x ∈ X, 因为 Bε(φ(x)) ⊂ Y 是开集, 由条件得
φ−1(Bε(φ(x))) ⊂ X 是开集, 且 x ∈ φ−1(Bε(φ(x))). ∃δ > 0 使得 Bδ(x) ⊂
φ−1(Bε(φ(x))), 即

φ(Bδ(x)) ⊂ Bε(φ(x))

即 φ 在 x 处连续.

1.2 度量空间的完备化
本节主要内容: 把从有理数建立实数系的过程推广到一般度量空间的情形, 此

外, 为了分类度量空间, 引入等距的概念.

——9——
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1.2.1 等距映射

定义 1.6. (X, ρ), (Y, ρ′) 是度量空间, 若映射 φ : X → Y 满足:

ρ(x, y) = ρ′(φ(x), φ(y)), ∀x, y ∈ X

称 φ 是 (X, ρ) 到 (Y, ρ′) 的一个 等距 (映射), 特别地, 若 φ 还是满射, 称 φ

是 (X, ρ) 到 (Y, ρ′) 的一个等距同构.

[注记: (1) 条件保证了 φ 是单射且连续. (2) 若 φ 是一个等距, 把 (X, ρ) 与

(φ(X), ρ′|φ(X)×φ(X)) 等同, 则 (X, ρ) 可以看成 (Y, ρ′) 的一个子空间.(3) 若 φ 是等

距同构, 今后不区分 (X, ρ) 与 (Y, ρ′)(在等距同构意义下).(4) 从 (X, ρ) 到 (Y, ρ′)

的等距映射不一定唯一, 例如平移 φa : Q → R, q 7→ q + a 是等距.]

1.2.2 完备化

回顾有理数集 Q 与实数集 R 有如下关系:
(1) R 是完备的
(2) Q ⊂ R
(3) ∀x0 ∈ R, r > 0, ∃x ∈ Q 使得 x0 ∈ Br(x), 即 Q 在 R 中稠密. [性质 (3) 说明
R 中元素都可以看成 Q 中基本列的极限.]

定义 1.7. 若度量空间 (X, ρ) 中任意基本列都收敛, 称 (X, ρ) 是 完备的.

完备度量空间的例子:
(1) (Rn, ρ), (Rn, ρ∞), (Rn, ρp), p ≥ 1 都是完备度量空间.
(2) (C[a, b], ρ) 是完备的, ρ(x, y) := max

t∈[a,b]
|x(t)− y(t)|

证明. 设 {xn} ⊂ C[a, b] 是基本列, 那么对 ∀ε > 0, ∃N, 当 n,m > N 时, 有

(1.8) |xn(t)− xm(t)| ≤ max
t∈[a,b]

|xn(t)− xm(t)| = ρ(xn, xm) < ε
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于是, ∀t ∈ [a, b], {xn(t)} ⊂ R 是基本列, 收敛. 设

x0(t) = lim
n→∞

xn(t)

在 (1.8)式中令 m → ∞ , 有

|xn(t)− x0(t)| ≤ ε

于是, {xn} 一致收敛于 x0(t) 且 x0(t) ∈ C[a, b] . 同样由 (1.8)式知

ρ(xn(t), x0(t)) = max
t∈[a,b]

|xn(t)− x0(t)| ≤ ε

即 xn(t)
ρ−→ x0(t).(注意在度量 ρ 意义下收敛与上面一致收敛是不一样的)

[注记: 完备空间的闭子集是完备的.]

不完备度量空间的例子:
(1) (Q, ρ), ρ(x, y) = |x− y| 不完备

(2) (C[a, b], ρ1), ρ1(x, y) =

∫ b

a
|x(t)− y(t)| dt 不完备, 考虑

fn(t) =



1 t ∈
[
a, c− 1

n

]
−n(t− c) t ∈

(
c− 1

n
, c+

1

n

)
−1 t ∈

[
c+

1

n
, b

]

则 ρ1(fn, fm) ≤ 1

m
+

1

n
→ 0(n,m → ∞), {fn} 是基本列, 但 fn

L1

−→ f /∈ C[a, b].
由 Riesz-Fischer 定理,

f
a.e.
==== g =


1 t ∈ [a, c)

0 t = c

−1 t ∈ (c, b]
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定义 1.9. 设 (X, ρ) 是度量空间, (X, ρ) 是完备度量空间. 若存在映射 φ :

X → X 满足:
(1) φ 是等距映射

(2) φ(X) 在 X 中稠密

称 (X, ρ) 是度量空间 (X, ρ) 的 完备化空间.

定理 1.10. 任何度量空间都可以完备化

证明. 设 (X, ρ) 是度量空间, 记

X := {{xn} | {xn}是X中的基本列}

在 X 上引入等价关系:

{xn} ∼ {yn} ⇐⇒ lim
n→∞

ρ(xn, yn) = 0

得到商空间记为 X := X/ ∼= {ξ = [xn] | {xn}是X中的基本列}
Step1. 在 X 上引入度量 ρ, 对 ∀ξ = [xn], η = [yn] ∈ X, 定义

ρ(ξ, η) = lim
n→∞

ρ(xn, yn)

易知, ρ 的定义与 ξ, η 的代表元选取无关, 且为 X 上的度量.
Step2. 构造 (X, ρ) 到 (X, ρ) 的等距, 定义 φ : X → X,x 7→ ξx, 其中 ξx =

[xn], xn = x,∀n. 直接验证 φ 是等距:

ρ(φ(x), φ(y)) = ρ(ξx, ξy)

= lim
n→∞

ρ(xn, yn)

= lim
n→∞

ρ(x, y)

= ρ(x, y)

因此,可以把 (X, ρ)看成 (X, ρ)的子空间,下证 φ(X)在X 中稠密. ∀ξ = [xk] ∈ X,
取 ξn = ξxn , 则有

lim
n→∞

ρ(ξn, ξ) = lim
n→∞

lim
k→∞

ρ(xn, xk) = 0
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其中后一个等号是因为 {xn} 是基本列. 所以 ξn
ρ−→ ξ .

Step3. 证明 (X, ρ) 是完备的. 设 {ξn} ⊂ X 是基本列, 由 X 在 X 中稠密性,
∀n, ∃ηn = ξxn ∈ φ(X) 使得 ρ(ηn, ξn) <

1

n
. 注意到 xn = φ−1(ηn), 由

ρ(xn, xm) = ρ(ηm, ηn)

≤ ρ(ηm, ξm) + ρ(ξm, ξn) + ρ(ξn, ηn)

≤ 1

m
+ ρ(ξm, ξn) +

1

n
→ 0(m,n → ∞)

其中 ρ(ξm, ξn) → 0 是因为 {ξn} ⊂ X 是基本列. 因此可得 {xn} ⊂ X 是基本列,
令 ξ = [xn], 则

lim
n→∞

ρ(ξn, ξ) ≤ lim
n→∞

ρ(ξn, ηn) + lim
n→∞

ρ(ηn, ξ)

≤ lim
n→∞

1

n
+ lim

n→∞
ρ(ηn, ξ)

= lim
n→∞

lim
k→∞

ρ(xn, xk) = 0

因此 ξn
ρ−→ ξ.

综上, (X, ρ) 是 (X, ρ) 的完备化空间.

[注记:完备化空间是包含该度量空间的完备度量空间中最小的空间,这里“最
小”是在等距的意义下.]

例子: (1) P [a, b] := {p(t) | p(t)是[a, b]上的多项式}, 由 Weierstrass 定理,
P [a, b] 在度量 ρ(x, y) = max

t∈[a,b]
|x(t)− y(t)| 下的完备化空间是 (C[a, b], ρ).

(2) 在 C[a, b] 上引入新的度量

ρ′(x, y) =

∫ b

a
|x(t)− y(t)| dt

则 (C[a, b], ρ′) 完备化空间为 L1[a, b].
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1.2.3 Baire 纲定理 (刻画完备化)

定义 1.11. (X, ρ) 是度量空间, E ⊂ X 是子集. 若 E̊ = ∅, 称 E 为 疏集;

若 E =

∞⋃
n=1

En, En 为疏集, 称 E 为 第一纲集; 不是第一纲集的集合称为 第

二纲集.

例子:
(1) E = {p1, · · · , pn} ⊂ (Rn, ρ) 是疏集.
(2) Cantor 集是疏集.

(3) E = {p1, p2, · · · , pn, · · · } ⊂ (X, ρ) 为第一纲集. 因为 E =

∞⋃
k=1

Ek, Ek = {pk}.

(4) E 为疏集, 则 E 也为疏集. (
˚
E = E̊ = ∅)

(5) E1, E2 为疏集, 则 E1 ∪ E2 也是疏集.

证明. ∀Br0(x0) ⊂ X, 由性质 (1.12)知, ∃Br1(x1) ⊂ Br0(x0) 且 Br1(x1) ∩ E1 = ∅,

再对 Br1(x1) 使用性质 (1.12), ∃Br(x) ⊂ Br1(x1) 且 Br(x) ∩ E = ∅. 因此,

Br(x) ∩ (E1 ∪ E2) = ∅

所以再次使用性质(1.12)知, E1 ∪ E2 为疏集.

性质 1.12. 设 (X, ρ) 是度量空间, E ⊂ X 是疏集 ⇐⇒ ∀Br0(x0) ⊂
X, ∃Br(x) ⊂ Br0(x0) 使得 Br(x) ∩ E = ∅.

证明. (=⇒) 对 ∀Br0(x0) ⊂ X,Br0(x0) 6⊂ E, 否则 x0 是 E 的内点, 矛盾. 于
是取 x ∈ Br0(x0) 且 x /∈ E. 注意到 X\E 是开集, ∃r1 使得 Br1(x) ⊂ X\E. 取
0 < r < r0 使得 Br(x) ⊂ Br0(x0) ∩Br1(x) ⊂ X\E, 则有 Br(x) ∩ E = ∅.

(⇐=) 对 ∀x0 ∈ E, ∀r0 > 0, Br0(x0) ⊂ X, 根据条件 ∃Br(x) ⊂ Br0(x0) 使得

Br(x) ∩ E = ∅ , 即 Br0(x0) 中有非 E 的点. 由 r0 的任意性, x0 /∈ E̊.
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定理 1.13. Baire 纲定理: 完备度量空间是第二纲集.

证明. 反证.假设 (X, ρ)是完备度量空间, X =

∞⋃
n=1

En, En 是疏集.由性质(1.12)知

∀Br0(x0) ⊂ X, ∃Br1(x1) ⊂ Br0(x0), r1 < 1 使得

Br1(x1)
⋂

E1 = ∅

对 Br1(x) 用性质 (1.12), ∃Br2(x2) ⊂ Br1(x1), r2 <
1

2
使得

Br2(x2)
⋂ 2⋃

k=1

Ek = ∅

依此类推, ∃Brn+1(xn+1) ⊂ Brn(xn), rn+1 <
1

n+ 1
使得

Brn+1(xn)
⋂ n+1⋃

k=1

Ek = ∅

考虑点列 {xn} ⊂ X, ∀p ∈ N

Brn+p(xn+p) ⊂ Brn(xn)

则 ρ(xn+p, xn) ≤ rn <
1

n
, 即 {xn} ⊂ X 是基本列, 由 X 的完备性, 设 lim

n→∞
xn =

x ∈ X. 在 ρ(xn+p, xn) ≤ rn 中令 p → ∞ 得

ρ(x, xn) ≤ rn

即 x ∈ Brn(xn), ∀n ∈ N. 由 Brn(xn)
⋂ n⋃

k=1

Ek = ∅ 知 x /∈
∞⋃
k=1

Ek, 矛盾.

推论 1.14. Baire 纲定理: (X, ρ) 是完备度量空间, {On | n = 1, 2, · · · } 是 X

中开集族 On 且 On 在 X 中稠密, 则 O =

∞⋂
n=1

On 在 X 中稠密.
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证明. 要证 O 在 X 中稠密,只需证明 ∀x0 ∈ X,对 x0 的任意开邻域 U0, U0∩O 6=
∅. 因为 O1 稠密, U0 ∩O1 6= ∅, 可取 x1 ∈ U0 ∩O1, 0 < r1 < 1 使得

B(x1, r1) ⊂ U0 ∩O1

因为 O2 稠密, 所以 B(x1, r1) ∩O2 6= ∅, 取 x2 ∈ B(x1, r1) ∩O2, r2 <
1

2
使得

B(x2, r2) ⊂ B(x1, r1) ∩O2

依此类推, 得到一列 xn, 0 < rn <
1

n
使得

B(xn, rn) ⊂ B(xn−1, rn−1) ∩On

(这里需要选择公理, 以及开集的有限交仍为开集.) 因为 xn ∈ B(xm, rm), n > m,
所以

ρ(xn, xm) < rm <
1

m

因此 {xn} 是基本列, 由 X 的完备性知 xn → x ∈ X. ∀n, 由闭集的性质, x ∈
B(xn, rn). 因此, x ∈ U0, x ∈ On,∀n. 所以, U0 ∩O 6= ∅.

[注记: 定理(1.13) 和推论 (1.14)等价.]

Baire 纲定理的两种表述:
(1) 完备度量空间中每一个非空开集均是第二纲集
(2) 设 (X, ρ) 是完备度量空间, 则 X 中可数个稠密开子集的交也在 X 中稠.
是等价的.

证明. (1) =⇒ (2) 设 {On}n≥1 是 X 中可数个稠密开集, 则

∞⋂
n=1

On = X ⇔ ∅ =

( ∞⋂
n=1

On

)c

=

(( ∞⋂
n=1

On

)c)◦

=

( ∞⋃
n=1

Oc
n

)◦

反证法, 若
∞⋂
n=1

On 6= X, 则 ∃x0 ∈ X, 使得 x0 ∈

( ∞⋃
n=1

Oc
n

)◦

, 即 ∃r0 > 0, 使得

B(x0, r0) ⊂
∞⋃
n=1

Oc
n, 故

(1.15) B(x0, r0) =

∞⋃
n=1

(B(x0, r0) ∩Oc
n)
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注意到 On = X, 有 O̊c
n =

(
O̊n

)c
=
(
On

)c
= Xc = ∅, 即 Oc

n 是疏集, 从而
B(x0, r0) ∩ Oc

n 是疏集, 由 (1.15)知 B(x0, r0) 是第一纲集, 矛盾于假设 B(x0, r0)

是第二纲集.

(2) =⇒ (1) 反证, 若非空开集 U ⊂ X 是第一纲集, 则存在 X 中的疏集

{En}n≥1 使得 U =
∞⋃
n=1

En. 由 En 是疏集知 E̊n = ∅, 因此
(
En

)c
= X, 即

(
En

)c
是 X 中的稠密开集, 但是

∞⋂
n=1

(
En

)c
=

( ∞⋃
n=1

En

)c

⊂ U c = U c 6= X

与 (2) 中结论

∞⋂
n=1

(
En

)c
应在 X 中稠密矛盾.

[注记: 内部和补集的运算: A◦ =
(
Ac
)c

, 即 (A◦)c = Ac.]

1.3 压缩映射定理
本节主要介绍压缩映射定理及相关应用.

1.3.1 压缩映射定理

定义 1.16. (X, ρ) 是度量空间, φ : X → X. 若 ∃α ∈ (0, 1) 使得

ρ(φ(x), φ(y)) ≤ αρ(x, y), ∀x, y ∈ X

称 φ 是 X 上的一个 压缩映射.

[注记: 压缩映射是连续映射.]

定理 1.17. (Banach)设 (X, ρ) 是完备度量空间, φ 是 X 上的一个压缩映射,
则 φ 有唯一的不动点. 即存在唯一 x ∈ X, 使得 φ(x) = x.
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证明. 任取 x0 ∈ X, 记 xn = φn(x0) = φ ◦ · · · ◦ φ︸ ︷︷ ︸
n个

(x0), 即

xn+1 = φ(xn)

对任意 n ∈ N, 有

(1.18)

ρ(xn+1, xn) = ρ(φ(xn), φ(xn−1))

≤ αρ(xn, xn−1)

≤ αnρ(x1, x0)

那么对 ∀p ∈ N, 有

ρ(xn+p, xn) ≤
p∑

k=1

ρ(xn+k, xn+k−1) (三角不等式)

≤
p∑

k=1

αn+k−1ρ(x1, x0) (利用(1.18))

= αnρ(x1, x0)

p∑
k=1

αk−1

≤ αn

1− α
ρ(x1, x0)

因此, {xn} ⊂ X 是基本列, 由 X 的完备性, 设 lim
n→∞

xn = x. 在 xn+1 = φ(xn) 中

令 n → ∞(压缩映射是连续的), 则 x = φ(x), 即 x 是 φ 的不动点.

下面证明唯一性, 假设 x, y ∈ X 使得 φ(x) = x, φ(y) = y. 则

ρ(x, y) = ρ(φ(x), φ(y)) ≤ αρ(x, y)

注意 α ∈ (0, 1), 则 ρ(x, y) = 0, 即 x = y.

1.3.2 应用

例 1:常微分方程解的存在唯一性.设 f(t, x)是D = [−h, h]×[ξ−δ, ξ+δ] ⊂ R2

上的连续函数,f 对变元 x 关于 t 一致地满足局部 Lipschitz 条件:

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ L · |x− y|
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其中 L > 0 为常数, 考虑方程

(1.19)


dx(t)

dt = f(t, x(t))

x(0) = ξ

定理 1.20. 记 M = max
(t,x)∈D

|f(t, x)|. 当 h < min
{

δ

M
,
1

L

}
时, 方程 (1.19)有

唯一的解.

证明. 想法: 找一个合适的完备度量空间, 将原问题转化为压缩映射的不动点问题.

注意到方程 (1.19)等价于积分方程

(1.21) x(t) = ξ +

∫ t

0
f(τ, x(τ))dτ

为此, 考虑映射

φ : C[−h, h] → C[−h, h]

x(t) 7→ φ(x) := ξ +

∫ t

0
f(τ, x(τ))dτ

取 X := {x ∈ C[−h, h] | x(0) = ξ, ρ(x, ξ) = max
t∈[−h,h]

|x(t)− ξ| ≤ δ}, 则 X ⊂

C[−h, h] 为闭子集, 从而 (X, ρ) 是完备的.
Step1. 先证 φ(X) ⊂ X , 对 ∀x(t) ∈ X,

|φ(x)− ξ| =
∣∣∣∣∫ t

0
f(τ, x(τ))dτ

∣∣∣∣
≤
∫ t

0
|f(τ, x(τ))| dτ

≤ M

∫ t

0
dτ ≤ Mh ≤ δ

即 ρ(φ(x), ξ) ≤ δ 或 φ(x) ∈ X.
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Step2. 再证 φ 是 X 上的压缩映射, 对 ∀x(t), y(t) ∈ X,

|φ(x)− φ(y)| =
∣∣∣∣∫ t

0
(f(τ, x(τ))− f(τ, y(τ))dτ)

∣∣∣∣
≤
∫ t

0
|f(τ, x(τ))− f(τ, y(τ))dτ | dτ

≤ L

∫ t

0
|x(τ)− y(τ)| dτ (Lipschitz)

≤ Lρ(x, y)

∫ t

0
dτ

≤ Lhρ(x, y)

左边关于 t 在 [−h, h] 上取最大值有

ρ(φ(x), φ(y)) ≤ Lhρ(x, y)

即当 h < min
{

δ

M
,
1

L

}
时, φ 是 X = {x(t) ∈ C[−h, h] | x(0) = ξ, ρ(x, ξ) ≤ δ} 上

的压缩映射. 根据压缩映射定理, 存在唯一 x(t) ∈ X 使得 x(t) 满足方程 (1.21)和
(1.19).

例 2: 隐函数存在定理

定理 1.22. 设 f : Rn ×Rm → Rm, (x, y) 7→ f(x, y), U × V ⊂ Rn ×Rm 为开

集. (x0, y0) ∈ U × V , 设有
(1) f(x0, y0) = 0

(2) det
[
∂f

∂y
(x0, y0)

]
6= 0

(3) ∂f

∂y
在 U × V 连续

则存在 (x0, y0) 的一个开邻域 U0 × V0 ⊂ U × V 及唯一连续函数 φ : U0 →
V0, x 7→ φ(x) 使得 ∀x ∈ U0

(1) f(x, φ(x)) = 0

(2) φ(x0) = y0

证明. 令 C(Br(x0),Rm) := {u : Br(x0) → Rm | u连续}, 在 C(Br(x0),Rm) 上引
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入度量, 对 ∀u, v ∈ C(Br(x0),Rm) 定义

ρ(u, v) := max
x ∈ Br(x0)

1 ≤ k ≤ m

|uk(x)− vk(x)|

容易验证 (C(Br(x0),Rm), ρ) 是完备度量空间. 为了方便起见, 假设 ∂f

∂y
(x0, y0) =

Im. 构造映射

T : C(Br(x0),Rm) → C(Br(x0),Rm)

u(x) 7→ Tu := u(x)− f(x, u(x))

于是, 对 ∀u, v ∈ C(Br(x0),Rm) 有

(1.23)

(Tu− Tv)k = (u(x)− v(x))k − (fk(x, u(x))− fk(x, v(x)))

= (uk(x)− vk(x))−
m∑
j=1

∂fk
∂yj

(x, ŷk(x))(uj(x)− vj(x))

=
m∑
j=1

(
δjk −

∂fk
∂yj

(x, ŷk(x))

)
(uj(x)− vj(x))

其中 ŷk(x) = θku(x)+(1−θ)kv(x), 0 ≤ θk ≤ 1. 注意到 ∂f

∂y
(x0, y0) = Im, ∂f

∂y
(x, y)

在 U × V 上连续, ∃δ > 0 使得当 (x, y) ∈ Bδ(x0)×Bδ(y0) 时有∣∣∣∣δjk − ∂fk
∂yj

(x, y)

∣∣∣∣ ≤ 1

2m

因此, 根据估计式 (1.23), 当 r < δ 时

|(Tu− Tv)k| ≤
m∑
j=1

1

2m
|uj(x)− vj(x)| ≤

1

2
ρ(u, v)

所以左边取最大值得

(1.24) ρ(Tu, Tv) ≤ 1

2
ρ(u, v)

即 T 为压缩映射. 另一方面, 由 f 的连续性及 f(x0, y0) = 0, ∃η > 0, 当 η <

min{δ, r}, x ∈ Bη(x0) 时,

max
x ∈ Bη(x0)

1 ≤ i ≤ m

|fi(x, y0)| ≤
δ

2
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于是,

(1.25)

ρ(Tu, y0) ≤ ρ(Tu, Ty0) + ρ(Ty0, y0)

≤ ρ(Tu, Ty0) + max
x ∈ Bη(x0)

1 ≤ i ≤ m

|fi(x, y0)|

≤ 1

2
ρ(u, y0) +

δ

2
≤ δ

综上, 取 X = {u ∈ C(Bη(x0),Rm) | u(x0) = y0, u(x) ∈ Bδ(y0)}, 可知 X 在 ρ 下

是完备的, 由 (1.24)知 T 为压缩映射, 由 (1.25)知 TX ⊂ X. 根据压缩映射定理,
结论成立.

1.4 度量空间中的紧性
主要介绍度量空间中集合的几类紧性及其相互关系, 具体有: (自) 列紧集, 紧

集, 完全有界集.

1.4.1 列紧集

回顾: (Rn, ρ) 中有界点列一定有收敛的子列, 但在一般的度量空间中不成立,
如:
例 (1) (C[0, 1], ρ), {xn} ⊂ C[0, 1]

xn(t) =


0

1

n
< t ≤ 1

1− nt 0 ≤ t <
1

n

ρ(xn(t), 0) = max
t∈[0,1]

|xn(t)| = 1

{xn(t)} ⊂ (C[0, 1], ρ) 有界, 又对 ∀p ∈ N, 有

|xn+p(t)− xn(t)| =


0

1

n
≤ t ≤ 1

1− nt
1

n+ p
≤ t ≤ 1

n

pt 0 ≤ t <
1

n+ p

ρ(xn+p(t), xn(t)) =
p

n+ p
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所以 {xn(t)} 中无子列是基本列, 即 {xn} 中无收敛的子列.

例 (2) ℓ2 := {x = (x1, x2, · · · , xn, · · · ) | xi ∈ R,
∞∑
i=1

|xi|2 < ∞}, 对 ∀x, y ∈ ℓ2,

ρ(x, y) =

( ∞∑
i=1

|xi − yi|2
) 1

2

易证 (ℓ2, ρ) 是完备的.

en = (0, · · · , 0, 1(第n个), 0, · · · ) ∈ ℓ2

对 ∀n 6= m, ρ(en, em) =
√
2 > 0, 于是

M := {en | n = 1, 2, · · · } ⊂ ℓ2

是有界子集, 但 M 中无收敛的子列.

定义 1.26. (X, ρ) 是度量空间, A ⊂ X 是子集, 若 A 中任意点列有收敛的

子列, 称 A 是 列紧的; 若 A 中任意点列有收敛到 A 中的子列, 称 A 是 自

列紧的. 若 X 是列紧的, 称 X 是 列紧空间.

[注记:(1) Rn 中列紧集 ⇐⇒ 有界集; 自列紧 ⇐⇒ 有界闭集. (2) 自列紧集一
定是闭集 (3) 列紧空间一定是完备的.]

定义 1.27. (X, ρ) 是度量空间, N ⊂ M ⊂ X, ε > 0, 若 ∀x ∈ M , ∃y ∈ N 使

得 x ∈ Bε(y), 称 N 是 M 的一个 ε-网; 若 N 中只有有限个元素, 称 N 是

M 的一个 有穷的 ε-网; 若 ∀ε > 0, M 有有穷的 ε-网, 称 M 是 完全有界的.

[注记: (1) 对 ∀ε > 0, Qn 是 Rn 的 ε-网; (2) 完全有界集是有界集;(3) 完全有
界这一概念非常实用, 指出了具体逼近方式.]

定理 1.28. (Hausdorff). 度量空间中, M ⊂ X 是列紧集, 则 M 是完全有界

的; 反过来, 若 M ⊂ X 是完全有界的, 且空间 X 完备, 则 M 是列紧集.
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证明. (=⇒) (反证) 设 M 是 (X, ρ) 中的列紧集, 若 M 不是完全有界的, 则

∃ε > 0,∀x1 ∈ M, ∃x2 ∈ M 使得 x2 /∈ Bε(x1), 对
2⋃

k=1

Bε(xk),∃x3 ∈ M 使得

x3 /∈
2⋃

k=1

Bε(xk), 依此类推得到点列 {xn} ⊂ M 使得 xn+1 /∈
n⋃

k=1

Bε(xk). 于是, 对

∀k 6= l 有 ρ(xk, xl) ≥ ε, 即 {xk} 中无收敛子列, 矛盾.

(⇐=) (对角线方法) 设 M 是完备空间 (X, ρ) 中的完全有界集, 下证 M 中

任意点列 {xn} 有收敛子列. 对 M 的有穷 1-网 N1 = {y1,1, y1,2, · · · , y1,k1} 使得

M ⊂
k1⋃
l=1

B1(y1,l)

∃y1 ∈ N1 及 {xn} 中的子列 {x1,k} ⊂ B1(y1). 对 M 的有穷
1

2
-网, ∃y2 ∈ N2 及

{x1,k} 的子列 {x2,k} 使得 {x2,k} ⊂ B 1
2
(y2). 同理, 对 M 的有穷

1

n
-网, ∃yn ∈ Nn

及 {xn−1,k} 的子列 {xn,k} 使得 {xn,k} ⊂ B 1
n
(yn). 记 zk := xk,k, 则 {zk} ⊂ {xn},

对 ∀p ∈ N,
ρ(zk+p, zk) = ρ(xk+p,k+p, xk,k)

≤ ρ(xk+p,k+p, yk) + ρ(yk, xk,k)

≤ 2

k

即 {zk} 是基本列, 由 (X, ρ) 的完备性, {zk} 收敛.

1.4.2 紧集

定义 1.29. (X, ρ) 是度量空间, M ⊂ X. 若 M 的任意开覆盖有有限子覆盖,
称 M 是 紧集.

性质 1.30. 紧集一定是闭集.

证明. (X, ρ) 是度量空间, M ⊂ X 是紧集, 要证 M 是闭集, 当且仅当 X\M 是开
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集. 对 ∀x0 ∈ X\M , 注意到

M ⊂
⋃
x∈M

B ρ(x,x0)
2

(x)

由 M 的紧性知, ∃x1, · · · , xn ∈ M 使得

M ⊂
n⋃

k=1

B ρ(x0,xk)

2

(xk)

记 δ := min
1≤k≤n

{
ρ(xk, x0)

3

}
, 对 ∀x ∈ Bδ(x0) 有

ρ(x, xk) ≥ ρ(xk, x0)− ρ(x0, x)

>
ρ(xk, x0)

2

即 x /∈ B ρ(xk,x0)

2

(xk), Bδ(x0) ⊂ X\M . 于是, X\M 开, M 闭.

定理 1.31. (X, ρ) 是度量空间, M ⊂ X 是紧集 ⇐⇒ M 自列紧.

证明. (=⇒) (反证) 设 M ⊂ (X, ρ) 紧, {xn} ⊂ M . 假设 {xn} 中的点不重复且
无收敛子列. 构造

On = {x1, x2, · · · , xn−1, xn+1, · · · }

则 On ⊂ X 闭, X\On 开, 且

∞⋃
n=1

(X\On) = X ⊃ M

即
∞⋃
n=1

On 是M 的开覆盖,由M 的紧性, ∃n1, · · · , nm ∈ N使得M ⊂
m⋃
k=1

(X\Onk
)

记 N := max
1≤k≤m

{nk}, 则

M ⊂
N⋃
k=1

(X\Ok) = X\{xN+1, xN+2, · · · }
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与 {xn} ⊂ M 矛盾.

(⇐=) (反证) 设 M ⊂ (X, ρ) 自列紧, 假设 M 的开覆盖 {Uα | α ∈ Λ} 无
有限子覆盖. 由 M 的列紧性, M 完全有界. 对 ∀n ∈ N, ∃ 有穷的 1

n
-网 Nn :=

{xn,1, · · · , xn,kn} 使得

M ⊂
kn⋃
i=1

B 1
n
(xn,i)

则 ∃yn ∈ Nn 使得 B 1
n
(yn) 不能被有限 Uα 覆盖. 由 M 的自列紧性, {yn} ⊂ M

有收敛子列, 仍记为 {yn}, 设 lim
n→∞

yn = y0 ∈ M . 于是 ∃α0 使得 y0 ∈ Uα0 , 注意

到 Uα0 ⊂ X 开, ∃δ > 0 使得 Bδ(y0) ⊂ Uα0 . 对于充分大的 n 满足
1

n
<

δ

2
, 且

ρ(yn, y0) <
δ

2
, 对 ∀x ∈ B 1

n
(yn)

ρ(x, y0) ≤ ρ(x, yn) + ρ(yn, y0) <
1

n
+

δ

2
< δ

所以 B 1
n
(yn) ⊂ Bδ(y0) ⊂ Uα0 , 与 B 1

n
(yn) 不能由有限个 Uα 覆盖矛盾.

1.5 紧集上的连续函数空间
主要介绍紧集上连续函数空间中列紧集的等价刻画. 即 Arzela-Ascoli 定理.

设 (X, ρ) 为度量空间, M ⊂ X 为紧集,

C(M) := {u | u是M上的连续函数}

对 ∀u, v ∈ C(M), 定义

ρ(u, v) := max
x∈M

|u(x)− v(x)|

性质 1.32. ρ 的定义是合理的, 即上述最大值能够取到.

证明. 只要证 ∀ω ∈ C(M), ω 在 M 上最大值能够取到. 先证 ω(M) ⊂ R 是紧集,
对 ω(M) 的任意开覆盖

⋃
α∈Λ

Oα, 由 ω 的连续性,
⋃
α∈Λ

ω−1(Oα) 是 M 的开覆盖. 则
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根据 M 的紧性,∃ω−1(Oα1), · · · , ω−1(Oαm) 是 M 的有限开覆盖, 即

M ⊂
m⋃
k=1

ω−1(Oαk
)

于是, ω(M) ⊂
m⋃
k=1

Oαk
, 为 ω(M) 的有限开覆盖. 于是 ω(M) ⊂ R 紧, 注意到 R

上紧集为有界闭集, 有最大值 a 和最小值 b, 取 x ∈ ω−1(a) 或 x ∈ ω−1(b), 则
ω(x) = a 或 b.

[注记: (1) (C(M), ρ) 是完备度量空间;(2) ∀u ∈ C(M), u 是一致连续的.]

定义 1.33. (X, d) 是度量空间,F ⊂ C(M) 子集, 若 ∀ε > 0,∃δ = δ(ε), 对
∀x, y ∈ M , 当 d(x, y) < δ, 对 ∀φ ∈ F 有 |φ(x)− φ(y)| < ε, 称 F 等度连续.
若存在常数 K > 0, 使得 ∀x ∈ M,φ ∈ F 有 |φ(x)| < K, 称 F一致有界.

定理 1.34. Arzela − Ascoli 定理: (X, d) 是度量空间, M ⊂ X 紧, 子集
F ⊂ C(M) 是列紧的 ⇐⇒ F 一致有界且等度连续.

证明. (=⇒) Step1. F 是列紧的,则 F 是完全有界的,一定是有界集.即 ∃K > 0,
使得对 ∀φ ∈ F , ρ(φ, 0) = max

x∈M
|φ(x)| < K. 即 F 一致有界.

Step2. 证明 F 等度连续. ∀ε > 0, 由 F 的完全有界性, F 存在有穷的
ε

3
-网

{φ1, · · · , φn}, 即 F ⊂
n⋃

k=1

B ε
3
(φk). 由 C(M) 中元素都是 M 上一致连续函数, 对

上述有限 φ1, · · · , φn 存在 δ = δ(ε) > 0 使得当 d(x, y) < δ 时,

|φi(x)− φi(y)| <
ε

3
,∀1 ≤ i ≤ n

于是, ∀φ ∈ F, ∃φi0 使得 ρ(φ,φi0) <
ε

3
, 从而当 d(x, y) < δ 时有

|φ(x)− φ(y)| ≤ |φ(x)− φi0(x)|+ |φi0(x)− φi0(y)|+ |φi0(y)− φ(y)|

<
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε
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即 F 是等度连续的.
(⇐=) 注意到 (C(M), ρ)是完备的,只要证明 F 是完全有界的.由 F 的等度连续

性, ∀ε > 0, ∃δ > 0, 当 d(x, y) < δ 时, 对 ∀φ ∈ F 有 |φ(x)− φ(y)| < ε

3
. 又 M ⊂ X

是紧集, 对上述 δ, M 存在有穷 δ-网 Nδ := {x1, · · · , xm}, 作映射如下:

T : F → Rm, φ 7→ (φ(x1), · · · , φ(xm))

由于 F 一致有界, ∃K > 0 使得对 ∀x ∈ M,φ ∈ F 有 |φ(x)| ≤ K(
m∑
i=1

|φ(xi)|2
) 1

2

≤
√
mK

即 T (F ) 是 Rm 中有界集 (关于标准距离 ρ0), 从而是 Rm 中完全有界集, 从而存
在有限的

ε

3
-网

Ñ ε
3
= {Tφ1, · · · , Tφl}

于是, 对 ∀φ ∈ F, ∃φi0 使得 ρ0(Tφ, Tφi0) <
ε

3
. 对 ∀x ∈ M, ∃xr ∈ Nδ 使得

d(x, xr) < δ, 那么有:

|φ(x)− φi0(x)| ≤ |φ(x)− φ(xr)|+ |φ(xr)− φi0(xr)|+ |φi0(xr)− φi0(x)|

<
ε

3
+ ρ0(Tφ, Tφi0) +

ε

3

≤ ε

对上式两边关于 x 取最大值

ρ(φ,φi0) < ε

即 {φ1, · · · , φl} 是 F 的有穷 ε-网, 从而 F 是完全有界的.

例: Ω ⊂ Rn 是有界开凸集, C1, C2 是两个给定的正数

F := {u ∈ C(1)(Ω) | |u(x)| ≤ C1, |∇u(x)| ≤ C2,∀x ∈ Ω}

则 F ⊂ C(Ω) 列紧.

证明. 显然 F 是一致有界的, 对 ∀x, y ∈ Ω,

|u(x)− u(y)| = |∇u(xθ)(x− y)| ≤ C2 |x− y|

其中 xθ = θx+ (1− θ)y, 0 ≤ θ ≤ 1 , 因此 F 等度连续.
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2 赋范空间
主要介绍赋范空间的基本概念, 赋范空间之间有界线性算子的性质, 有开映射

定理, 闭图像定理, 共鸣定理.

2.1 赋范空间
介绍赋范空间的定义, 有限维赋范空间的刻画及商空间.

2.1.1 赋范空间

定义 2.1. X 是 K 上的线性空间, 其中 K = C 或 R. 若函数 || · || : X → R
满足:
(1) 正定性: ||x|| ≥ 0, ||x|| = 0 ⇐⇒ x = 0

(2) 三角不等式: ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||, ∀x, y ∈ X

(3) 齐次性: 对 ∀α ∈ K, ||αx|| = |α| · ||x||
称 || · || 是 X 上的一个 范数. 此时, (X, || · ||) 称为一个 赋范空间. 给定赋范
空间 (X, || · ||) 可以诱导出 X 上的一个度量: ρ(x, y) := ||x− y||,∀x, y ∈ X 若

(X, ρ) 是完备的, 称 (X, || · ||) 是 Banach 空间.

[注记: 若定义中正定性条件 (1) 改为“||x|| ≥ 0, ∀x ∈ X”, 称 || · || 为 X 上的

一个 半范数, 通常记为 p(·).]
例 (1) (Ω,B, µ) 是测度空间, p ≥ 1

Lp(Ω) = {u | u是Ω上可测函数, |u|p可积}

∀u ∈ Lp(Ω), ||u||Lp :=

(∫
Ω
|u|p dµ

) 1
p

, 则 (Lp(Ω), || · ||Lp) 是 Banach 空间.

(2)(Ω,B, µ) 是测度空间,Ω 是 σ-有限的.

L∞(Ω) := {u | u是Ω上本性有界的可测函数}

对 ∀u ∈ L∞(Ω), 定义

||u||L∞ := inf
E⊂Ω,µ(E)=0

sup
x∈Ω\E

|u(x)|
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则 (L∞(Ω), || · ||L∞) 是 Banach 空间.

(3) ℓp :=

{
x = (x1, · · · , xn, · · · )

∣∣∣∣ ∞∑
k=1

|xk|p < ∞

}
, p ≥ 1, 可在 ℓp 上定义

||x||ℓp :=

( ∞∑
k=1

|xk|p
) 1

p

则 (ℓp, || · ||ℓp) 是 Banach 空间.
(4) ℓ∞ := {{xk} | {xk}是有界列} , 在 ℓ∞ 上引入

||x||ℓ∞ := sup
k≥1

|xk|

则 (ℓ∞, || · ||ℓ∞) 是 Banach 空间.
(5) Ω ⊂ Rn 为有界开区域.

Ck(Ω) := {u | u在Ω上有k阶连续偏导数}

对 ∀u ∈ Ck(Ω), 定义

||u||Ck(Ω) := max
|α|≤k,x∈Ω

∣∣∣∣∣ ∂|α|

∂xα
u(x)

∣∣∣∣∣
其中 α = (α1, · · · , αn) ∈ Nn, |α| =

n∑
k=1

αk, ∂
α :=

∂|α|

∂xα
=

∂|α|

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n
, 则

(Ck(Ω), || · ||Ck(Ω)) 是 Banach 空间.
(6) Ω ⊂ Rn 为有界开区域, Ck(Ω) 与 (5) 相同, k ∈ N, 1 ≤ p < +∞, ∀u ∈ Ck(Ω),
定义

||u||k,p :=

∑
|α|≤k

∫
Ω
|∂αu|p dx

 1
p

则 (Ck(Ω), || · ||k,p) 是赋范空间, 但不是 Banach 空间. 记 Ck(Ω) 中的子集

S := {u | u ∈ Ck(Ω), ||u||k,p < ∞}

S 在上述范数诱导度量下为完备化空间, 记为 W k,p(Ω) 或 Hk,p(Ω), 称为 Sobolev
空间.
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2.1.2 有限维赋范空间

定义 2.2. 设 || · ||1, || · ||2 是线性空间 X 上的两个范数. 若存在常数 C1, C2 > 0

使得对 ∀x ∈ X 有

C1||x||2 ≤ ||x||1 ≤ C2||x||2

称 X 上范数 || · ||1, || · ||2 等价, 记为 || · ||1 ∼ || · ||2.

[注记: 线性空间上两个等价范数所诱导的拓扑 (开集) 是一致的. 所描述的收
敛性也是一致的. ]

定理 2.3. 有限维赋范空间上任何两个范数都等价.

证明. (X, || · ||) 是赋范空间, dimX = n < +∞. 取 X 的一组基 {e1, · · · , en}, 则

∀x ∈ X,x =
n∑

i=1

xiei. 令

||x||0 :=

(
n∑

i=1

∣∣xi∣∣2) 1
2

则 || · ||0 是 X 上另一个范数. 作映射

p : X → R, x 7→ ||x||

由三角不等式有

|p(x)− p(y)| ≤ p(x− y) =

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

(xi − yi)ei

∥∥∥∥∥
≤

n∑
i=1

∣∣xi − yi
∣∣ · ||ei||

≤

(
n∑

i=1

∣∣xi − yi
∣∣2) 1

2

·

(
n∑

i=1

||ei||2
) 1

2

(Cauchy − Schwarz)

= ||x− y||0 ·

(
n∑

i=1

||ei||2
) 1

2

——31——



何家志 整理 泛函分析

因此可知, p(x) 在 (X, || · ||0) 上一致连续. 注意到单位球面 S := {ξ ∈ X | ||ξ||0 =

1} ⊂ (X, || · ||0) 是紧集. 把 p(x) 限制到 S 上, 记 p(x) 在 S 上最大值为 C2, 最小值

为 C1. 则
C1 ≤ p(ξ) ≤ C2, ∀ξ ∈ S

易知, C1 > 0. 否则若 C1 = 0, 由 S 的紧性, ∃ξ ∈ S 使得 ||ξ|| = p(ξ) = C1 = 0 , 即
ξ = 0, 与 ξ ∈ S 矛盾. 于是对 ∀x ∈ X\{0}, ξ =

x

||x||0
∈ S, 因此

0 < C1 ≤ p

(
x

||x||0

)
≤ C2

即

C1||x||0 ≤ ||x|| ≤ C2||x||0

即 || · || ∼ || · ||0, 由范数等价的传递性, X 上任何两个范数是等价的.

[注记: 定理说明有限维赋范空间都是 Banach 空间.]

推论 2.4. 最佳逼近: (X, ||·||)是赋范空间, X0 ⊂ X 为子空间, dimX0 < +∞,
对 ∀y ∈ X, 存在 x0 ∈ X0 使得

||y − x0|| = inf
x∈X0

||y − x||

证明. 不妨设 y ∈ X\X0, 否则取 x0 = y 即可. 令 φy : X0 → R, x 7→ φy(x) =

||y − x||, 则有 ∀x1, x2 ∈ X 有

|φy(x1)− φy(x2)| ≤ |||y − x1|| − ||y − x2||| ≤ ||x1 − x2||

于是, φy 是 X0 上的一致连续函数. 注意到 X0 是闭的, 则 d := inf
x∈X0

||y − x|| > 0.

由下确界的定义, 对 ∀n ∈ N, ∃xn ∈ X0 使得

d ≤ ||y − xn|| ≤ d+
1

n

于是 {xn} ⊂ X0 是有界列, 由于 dimX0 < +∞, 存在收敛的子列 {xnk
} 使得

lim
k→∞

xnk
= x0 ∈ X0 . 由于 {xnk

} 满足

d ≤ φy(xnk
) ≤ d+

1

nk
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令 k → ∞, 得到 φy(x0) = ||y − x0|| = d.

定理 2.5. (X, || · ||) 是赋范空间, dimX < +∞ ⇐⇒ X 中的单位球面是列紧

的.

证明. (=⇒) 显然.
(⇐=) (反证) 假设 dimX = +∞, 记 S := {x | ||x|| = 1} 为 X 的单位球面, 任取
x1 ∈ S, 令 X1 = Span{x1}, 对 ∀y ∈ X\X1, 由推论(2.4)知, ∃x ∈ X1 使得

d := ||y − x|| = inf
z∈X1

||y − z|| > 0

记 x2 =
y − x

d
∈ S, 则

||x2 − x1|| =
∥∥∥∥1d(y − x)− x1

∥∥∥∥ =
1

d
||y − (x+ dx1)|| ≥

1

d
· d = 1

由假设知 X 是无穷维的, 重复上述过程依次取 X2 = Span{x1, x2},
X3 = Span{x1, x2, x3}, · · ·, 可得到点列 {xn} ⊂ S, 满足

||xn − xi|| ≥ 1, 1 ≤ i ≤ n− 1

从而有界列 {xn} 无收敛的子列, 与 S 列紧性矛盾.

定理 2.6. Riesz 引理: (X, || · ||) 是赋范空间, X0 ⊂ X 闭子空间, 则对 ∀0 <

ε < 1,∃y ∈ X\X0 使得

(1) ||y|| = 1

(2) ||y − x|| ≥ 1− ε, ∀x ∈ X0

证明. 任取 z ∈ X\X0, 记 d := inf
x∈X0

||z − x|| > 0. 由 X0 是闭子空间知 d > 0, 由下

确界的定义, ∀δ > 0, ∃x0 ∈ X0 使得

d ≤ ||z − x0|| ≤ d+ δ
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令 y =
z − x0
||z − x0||

, 则 ||y|| = 1. 于是, ∀x ∈ X0 有

||y − x|| = 1

||z − x0||
||z − (x0 + ||z − x0||x)||

≥ d

||z − x0||
≥ d

d+ δ
:= 1− ε

取 δ =
d

1− ε
− d 即可.

2.1.3 商空间

(X, || · ||) 是赋范空间, X0 ⊂ X 闭子空间. 在 X 上引入等价关系

x ∼ x′ ⇐⇒ x− x′ ∈ X0

对 ∀x ∈ X, 所在的等价类记为 [x]. 则得到商空间

X/X0 := {[x] | x ∈ X}

在 X/X0 上引入:
1. 加法: [x] + [y] := [x+ y]

2. 数乘: λ · [x] := [λx]

易知, 上述加法, 数乘定义不依赖代表元的选取, 从而使得 X/X0 成为线性空间.

定理 2.7. 在 X/X0 上引入 ||[x]||0 := inf
y∈[x]

||y||, 则

(1) (X/X0, || · ||0) 是赋范空间
(2) 若 (X, || · ||) 是 Banach 空间, (X/X0, || · ||0) 是 Banach 空间.

证明. (1) 只需验证 || · ||0 是范数.
(i) 正定性: 显然对 ∀[x] ∈ X/X0 有 ||[x]||0 ≥ 0. 若 ||[x]||0 = 0, 于是 ∃yn ∈ [x] 使得

||yn|| → 0. 由于 x− yn ∈ X0 及 X0 闭知 x = lim
n→∞

x− yn ∈ X0, 故 [x] = [0].
(ii)三角不等式: 对 ∀[x], [y] ∈ X/X0,取 xn ∈ [x], yn ∈ [y]使得 lim

n→∞
||xn|| = ||[x]||0,

lim
n→∞

||yn|| = ||[y]||0. 注意到 xn + yn ∈ [x] + [y] = [x+ y], 有

||[x+ y]||0 ≤ ||xn + yn|| ≤ ||xn||+ ||yn||
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令 n → ∞ 有
||[x+ y]||0 ≤ ||[x]||0 + ||[y]||0

(iii) 齐次性: 对 ∀λ ∈ K, [x] ∈ X/X0, ||λ[x]||0 = ||[λx]||0 = inf
y∈[λx]

||y|| = inf
y′∈[x]

||λy′|| =

|λ| · inf
y′∈[x]

||y′|| = |λ| · ||[x]||0

(2) 设 (X, || · ||) 是完备的, 下证 (X/X0, || · ||0) 是完备的. 任给基本列 {[xn]}, 不妨
设对 ∀n ∈ N, 有

||[xn+1]− [xn]||0 = ||[xn − xn+1]||0 ≤
1

2n+1

取 yn,n+1 ∈ [xn − xn+1] 满足

||yn,n+1|| ≤ ||[xn − xn+1]||0 +
1

2n+1
≤ 1

2n

记 y1 = x1, yn+1 = yn − yn,n+1, 注意到 yn,n+1 ∈ [xn − xn+1], ∃zn ∈ X0 使得

yn,n+1 = xn − xn+1 + zn. 于是

yn+1 = yn − (xn − xn+1 + zn)

或者

yn+1 − xn+1 = yn − xn − zn

注意到 y1 = x1 递推得到 yn+1 − xn+1 ∈ X0, 即 [yn+1] = [xn+1]. 对 ∀p ∈ N,

||yn − yn+p|| ≤
p∑

k=1

||yn+k−1 − yn+k||

≤
p∑

k=1

||yn+k−1,n+k||

≤
p∑

k=1

1

2n+k−1
≤ 1

2n−1

从而 {yn} ⊂ X 是基本列, 记 y = lim
n→∞

yn, 因此

||[xn]− [y]||0 = ||[yn]− [y]||0 = ||[yn − y]||0 ≤ ||yn − y|| → 0

即 (X/X0, || · ||0) 完备.
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2.2 线性算子
本节主要介绍线性算子的定义及赋范空间之间有界算子的基本性质.

2.2.1 定义

定义 2.8. X,Y 线性空间, D ⊂ X 为子空间. 若映射 T : D → Y 满足

∀λ, µ ∈ K,∀x1, x2 ∈ D, 有

T (λx1 + µx2) = λ · Tx1 + µ · Tx2

称 T 为一个 线性算子. D 称为 T 的 定义域. R(T ) := {Tx | x ∈ D} 称为
T 的 值域. 特别地, 当 D = X,Y = K 时, 称 T 为 X 上的一个 线性泛函,
记为 f := T .

[注记: 上述定义仅与空间的线性结构有关.]

定义 2.9. (X, || · ||X), (Y, || · ||Y ) 是赋范空间.T : X → Y 是线性算子, 若存在
常数 M > 0, 使得对 ∀x ∈ X, 有

||Tx||Y ≤ M · ||x||X

称 T 是一个 有界算子.

性质 2.10. (X, || · ||X), (Y, || · ||Y ) 是赋范空间.T : X → Y 是线性算子, 则下
列三条等价:
(1) T 是连续的.
(2) T 在 0 处连续.
(3) T 是有界的.

证明. (1) =⇒ (2) 显然.
(2) =⇒ (3) (反证) 假设 T 不是有界的, ∀n ∈ N,∃xn ∈ X, 使得

||Txn||Y > n · ||xn||X
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令 yn =
xn

||Txn||Y
, 则 ||yn||X =

||xn||X
||Txn||Y

<
1

n
, 即 yn → 0, 但 ||Tyn||Y =

||Txn||Y
||Txn||Y

=

1 6→ 0, 与 T 在 x = 0 处连续矛盾.
(3) =⇒ (1) 设 xn

||·||X−→ x0 ∈ X, 则

||Txn − Tx0||Y = ||T (xn − x0)||Y ≤ M ||xn − x0||X → 0

即 Txn → Tx0, n → ∞ 时, 因此 T 连续.

例子: (1) X = Rm, Y = Rn, A ∈ Rn×m, 则 T : X → Y, x 7→ Tx := Ax 是线

性算子.
(2) Ω ⊂ Rn 为区域, X = Y = C∞(Ω)

P (∂x) :=
∑

|α|≤m

aα(x)∂
α
x

其中 α = (α1, · · · , αn) ∈ Nn, |α| =
n∑

k=1

αk, ∂
α
x =

∂|α|

∂xα1 · · · ∂xαn
, 则 T : X →

Y, u(x) 7→ Tu := P (∂x)u =
∑

|α|≤m

aα(x)∂
α
xu 是线性算子.

(3) X = L1(R), Y = L∞(R), 则 T : X → Y, u 7→ Tu :=

∫
R
eiξxu(x)dx 是线性算

子.

2.2.2 有界算子空间

(X, || · ||X), (Y, || · ||Y ) 是赋范空间.

L (X,Y ) := {T | T : X → Y是有界线性算子}

在 L (X,Y ) 上引入:
1. (λ · T1 + µ · T2)(x) := λ · T1x+ µ · T2x,∀x ∈ X,λ, µ ∈ K

2. ||T || := sup
x∈X\{0}

||Tx||Y
||x||X

= sup
||x||X=1

||Tx||Y 显然 L (X,Y ) 在上述加法和数乘下是

线性空间.

定理 2.11. (X, || · ||X), (Y, || · ||Y ) 是赋范空间
(1) (L (X,Y ), || · ||) 是赋范空间
(2) 若 Y 是 Banach 空间, 则 (L (X,Y ), || · ||) 也是 Banach 空间.
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证明. (1) (i) 正定性: 显然 ||T || ≥ 0, 若 ||T || = 0, 则对 ∀x ∈ X, 有 Tx = 0, 即
T = 0.
(ii) 三角不等式: 对 ∀T1, T2 ∈ L (X,Y )

||T1 + T2|| = sup
||x||X=1

||(T1 + T2)x||Y

= sup
||x||X=1

||T1x+ T2x||Y

≤ sup
||x||X=1

(||T1x||Y + ||T2x||Y )

≤ sup
||x||X=1

||T1x||Y + sup
||x||X=1

||T2x||Y

= ||T1||+ ||T2||

(iii) 齐次性: 对 ∀α ∈ K, T ∈ L (X,Y )

||αT || = sup
||x||X=1

||α · Tx||Y

= |α| sup
||x||X=1

||Tx||Y

= |α| ||T ||

(2) 设 {Tn} ⊂ L (X,Y ) 是基本列, ∀ε > 0, ∃N 使得当 n > N 时, 对 ∀p ∈ N, 有
||Tn+p − Tn|| ≤ ε, 于是, 对 ∀x ∈ X, 有

(2.12)

||Tn+px− Tnx||Y = ||(Tn+p − Tn)x||Y
≤ ||Tn+p − Tn|| · ||x||X (|| · ||的定义)

≤ ε · ||x||X

这说明 {Tnx} ⊂ Y 是基本列. 由 Y 的完备性, lim
n→∞

Tnx 存在, 作映射

T : X → Y, x 7→ Tx := lim
n→∞

Tnx ∈ Y

下证: T ∈ L (X,Y ) 且 lim
n→∞

Tn = T

(i) 显然 T 是线性的

(ii) 证明 Tn
||·||−→ T . 在 (2.12)式中令 p → ∞ 时有

||Tnx− Tx||Y ≤ ε||x||X
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从而
||(Tn − T )x||Y

||x||X
≤ ε

由 || · || 的定义 ||Tn − T || ≤ ε.
(iii) 证明 T ∈ L (X,Y ). 由 (ii) 知, 对 ε = 1 时, ∃N , 当 n > N 时, 对 ∀x ∈
X, ||x||X = 1 有

||Tx||Y ≤ ||Tnx||Y + 1

≤ ||Tn|| · ||x||X + ||x||X
≤ (||Tn||+ 1) · ||x||X

从而
||Tx||Y
||x||X

≤ ||Tn||+ 1

注意到 {Tn} ⊂ L (X,Y ) 是有界的, 因此 T ∈ L (X,Y ).

[注记:(1) T ∈ L (X,Y ), 则 ∀x ∈ X 有 ||Tx||Y ≤ ||T ||||x||X
(2) 若对 ∀x ∈ X, ||Tx||Y ≤ M ||x||X , 则 ||T || ≤ M .
(3) L (X) := L (X,X), X∗ := L (X,K).]

例子: (1) X,Y 是赋范空间, T : X → Y 是线性算子. 若 dimX < +∞, 则 T

是有界的.

证明. 设 dimX = m,dimR(T ) = n,则 (R(T ), ||·||Y )是有限维赋范空间,注意到有
限维赋范空间上范数等价.不妨X,R(T )取标准范数,设 {e1, · · · , em}, {ε1, · · · , εn}
为 X,R(T ) 的一组基. 则

Tei =
n∑

α=1

tαi εα, ∀1 ≤ i ≤ n
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于是, 对 ∀x =
m∑
i=1

xiei 有

||Tx||Y =

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

xiTei

∥∥∥∥∥
Y

=

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

n∑
α=1

xitαi εα

∥∥∥∥∥
Y

=

 n∑
α=1

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

tαi x
i

∣∣∣∣∣
2
 1

2

≤

[
n∑

α=1

(
m∑
i=1

|tαi |
2 ·

m∑
i=1

∣∣xi∣∣2)] 1
2

(Cauchy − Schwarz)

=

(
n∑

α=1

m∑
i=1

|tαi |
2

) 1
2

·

(
m∑
i=1

∣∣xi∣∣2) 1
2

=

(
n∑

α=1

m∑
i=1

|tαi |
2

) 1
2

· ||x||X

即 T ∈ L (X,Y ) .

(2) (无界线性算子) X = C1[0, 1], Y = C[0, 1],

||u||X := max
t∈[0,1]

|u(t)| , ||v||Y := max
t∈[0,1]

|v(t)|

则 T : X → Y, u(t) 7→ Tu := u′(t) 是无界的.

证明. (反证) 取 un(t) =
tn

n
, 则

||un(t)||X = max
t∈[0,1]

∣∣∣∣ tnn
∣∣∣∣ = 1

n
→ 0, n → ∞

||Tun||Y = max
t∈[0,1]

∣∣tn−1
∣∣ = 1 6→ 0

即 T 是无界的.

2.3 有界算子的基本定理
利用 Baire纲定理来研究 Banach空间之间算子有界性的若干性质,主要内容

有: 开映射定理,Banach 逆映射定理, 闭图像定理, 共鸣定理.
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2.3.1 开映射定理

定义 2.13. (X, ρ), (Y, d) 是度量空间, 若映射 T : X → Y 满足 ∀O ⊂ X 是

开集, 有 T (O) ⊂ Y 开集, 称 T 是 开映射.

定理 2.14. 开映射定理: X,Y 是 Banach 空间, T ∈ L (X,Y ). 若 T 是满射,
则 T 是开映射.

分析: (i) Br(x0) = x0 + Br(0), Uδ(Tx0) = Tx0 + Uδ(0), 其中 Br(x0) ⊂
X,Uδ(y0) ⊂ Y .
(ii) T 线性: Uδ(0) ⊂ T (Br(0)) ⇔ Uεδ(0) ⊂ T (Bεr(0)),∀ε > 0. 要证 ∀W ⊂ X 开

集, 有 TW ⊂ Y 是开集 ⇔ ∀x0 ∈ W,∃δ > 0, 使得 Uδ(Tx0) ⊂ TW ⇔ ∃δ > 0, 使

得 Uδ(0) ⊂ T (B1(0)).

证明. 记号约定: Br(x) := X 中以 x 为球心, 半径为 r 的开球; B̃r(y) := Y 中以

y 为球心, 半径为 r 的开球. 由 X,Y 是线性空间及 T 的线性性, 要证 T 是开映射

⇔ ∃δ > 0, 使得 B̃δ(0) ⊂ T (B1(0)).
Step1. 先证 ∃δ > 0 使得 B̃3δ(0) ⊂ TB1(0)

注意到 X =
∞⋃
k=1

Bk(0) , 则由 T 是满射知 Y =
∞⋃
k=1

TBk(0) . 又 Y 是完备的, Y

是第二纲集, ∃n ∈ N 使得 TBn(0) 不是疏集, 因此有内点, 即 ∃B̃r(y0) ⊂ TBn(0).
由于 TBn(0) ⊂ Y 是对称的凸集, 则 B̃r(−y0) ⊂ TBn(0)(对称), 再由 TBn(0) 的

凸性知 B̃r(0) ⊂ TBn(0). 根据 T 的线性性, B̃ r
n
(0) ⊂ TB1(0). 取 0 < 3δ <

r

n
, 则

B̃3δ(0) ⊂ TB1(0), 或 B̃δ(0) ⊂ TB 1
3
(0).

Step2. 再证 B̃δ(0) ⊂ TB1(0), 只需证 ∀y0 ∈ B̃δ(0), ∃x0 ∈ B1(0), 使得 Tx0 = y0.

根据 Step1,任取 y0 ∈ B̃δ(0), ∃x1 ∈ B 1
3
(0)使得 ||y0−Tx1||Y <

δ

3
.令 y1 = y0−Tx1,

则 y1 ∈ B̃ δ
3
(0), 同理 ∃x2 ∈ B 1

32
(0)(0) 使得 ||y1 − Tx2||Y <

δ

32
, 令 y2 = y1 − Tx2 ∈

B̃ δ
32
(0). 重复上述过程, 对 yn = yn−1 − Txn ∈ B̃ δ

3n
(0), ∃xn+1 ∈ B 1

3n+1
(0) 使得

||yn −Txn+1||Y <
δ

3n+1
. 注意到

∞∑
k=1

||xk|| ≤
1

2
, 由 X 的完备性知, lim

n→∞

n∑
k=1

xk 存在,
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记 x0 := lim
n→∞

n∑
k=1

xk =
∞∑
k=1

xk. 另一方面,

||yn||Y = ||yn−1 − Txn||Y =

∥∥∥∥∥y0 − T
n∑

k=1

xk

∥∥∥∥∥
Y

<
δ

3n

由 T 的连续性, 令 n → ∞ 得到 ||y0 − Tx0||Y = 0, 即 Tx0 = y0.

推论 2.15. Banach 逆算子定理: X,Y 是 Banach 空间, T ∈ L (X,Y ) 是双

射, 则 T−1 ∈ L (X,Y ) .

证明. 注意到 T 是满射, 由开映射定理的证明, ∃δ > 0, 使得 B̃1(0) ⊂ TBδ(0). 于
是, T−1B̃1(0) ⊂ Bδ(0). 对 ∀y ∈ Y, ε > 0, 有

y

||y||Y + ε
∈ B̃1(0), 则

∥∥∥∥T−1 y

||y||Y + ε

∥∥∥∥
X

≤ δ或||T−1y||X ≤ δ · (||y||Y + ε)

令 ε → 0 有 ||T−1y||X ≤ δ||y||Y , 即 T−1 是有界算子.

推论 2.16. 等价范数定理: X 是线性空间, || · ||1, || · ||2 是 X 上的两个完备范

数. 若存在常数 C > 0 使得对 ∀x ∈ X 有 ||x||1 ≤ C||x||2, 则 || · ||1 与 || · ||2 等
价.

证明. 取 T = id : (X, || · ||2) −→ (X, || · ||1), x 7→ Tx = x. 于是 ||Tx||1 = ||x||1 ≤
C||x||2, 即 T 连续. 显然 T 是 Banach 空间之间的双射, 由 Banach 逆算子定理,
T−1 = id : (X, ||·||1) −→ (X, ||·||2)是有界算子.因此, ∃C ′ > 0使得 ||x||2 = ||Tx||2 ≤
C ′||x||1, 即 || · ||1 与 || · ||2 等价.

2.3.2 闭算子

本小节主要介绍一类重要算子, 即闭算子, 并给出它是有界算子的充要条件.
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定义 2.17. (X, || · ||X), (Y, || · ||Y ) 是赋范空间, T : D ⊂ X → Y 是线性算子.
若 T 满足: 当 xn → x, Txn → y 时, 有 x ∈ D 且 Tx = y, 称 T 为 闭算子.

问题: 有界算子与闭算子之间有什么关系?

性质 2.18. X,Y 是赋范空间, Y 完备. T ∈ L (D,Y ), 则 ∃T̃ ∈ L (D,Y ) 使

得 T̃ |D = T 且 ||T̃ || = ||T ||.

证明. 对 ∀x ∈ D, ∃{xn} ⊂ D 使得 xn → x. 注意到

||Txn − Txm||Y ≤ ||T || · ||xn − xm||X

从而 {Txn} ⊂ Y 是基本列. 由 Y 的完备性, ∃y ∈ Y 使得 Txn → y. 易知, y 仅依
赖于 x, 与 {xn} 的选取无关. 定义 T̃ : D → Y, x 7→ T̃ x = y = lim

n→∞
Txn, 则 T̃ 线

性且 T̃ |D = T . 由于 D ⊂ D, 显然有 ||T || ≤ ||T̃ ||. 另一方面,

||T̃ x||Y = ||y||Y = lim
n→∞

||Txn||Y ≤ lim
n→∞

||T || · ||xn||X = ||T || · ||x||X

即 ||T̃ || ≤ ||T ||.

[注记:(1) 命题说明: 到完备赋范空间中的有界算子都可以保范延拓到它定义
域的闭包上, 使之成为闭算子.
(2) 一般地, 闭算子未必能延拓到定义域的闭包上, 使之成为闭算子.
(3) 在性质 (2.18)的意义下, 完备赋范空间中的有界算子可以看成闭算子.]

例子: X = Y = C[0, 1], 取最大值范数. D = C1[0, 1], T =
d
dt , 则 T : D → Y

是闭算子.

证明. 设 xn(t) → x(t),
dxn
dt = Txn → y(t) ∈ C[0, 1], 则

xn(t)− xn(0) →
∫ t

0
y(τ)dτ

xn(t)− xn(0) → x(t)− x(0)

于是, x(t) =
∫ t

0
y(τ)dτ + x(0) ∈ D, 且 Tx = y.
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[注记:(1) 例子说明闭算子可以不是有界算子 (2) 结合性质 (2.18), 闭算子要
比有界算子广.]

定义 2.19. (X, ||·||X), (Y, ||·||Y )是赋范空间. X×Y := {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y },
易知 ||(x, y)|| := ||x||X + ||y||Y 是 X × Y 上范数, 称 (X × Y, || · ||) 为 X,Y 的

乘积空间.

定义 2.20. (X, || · ||X), (Y, || · ||Y ) 是赋范空间, D ⊂ X 为子空间. T : D → Y

是线性算子, 称 Γ(T ) := {(x, Tx) | x ∈ D} ⊂ X × Y 为算子 T 的 图像.

性质 2.21. X,Y 为赋范空间, D ⊂ X 为子空间, T : D → Y 为闭算子

⇔ Γ(T ) ⊂ X × Y 闭.

证明. (=⇒) 若 (xn, Txn)
||·||−→ (x, y), 下证 (x, y) ∈ Γ(T ) . 由

||xn − x||X + ||Txn − y||Y = ||(xn, Txn)− (x, y)|| → 0(n → +∞)

有 xn
||·||X−→ x, 由 T 闭算子定义知 x ∈ D, Tx = y, 即 (x, y) ∈ Γ(T ),Txn

||·||Y−→ y, 故
Γ(T ) ⊂ X × Y 闭.
(⇐=) 设 {xn} ⊂ D,xn → x, Txn → y. 由 Γ(T ) 的闭性, (xn, Txn) → (x, y) ∈
Γ(T ), 从而 x ∈ D 且 y = Tx.

定理 2.22. 闭图像定理: X,Y 是 Banach 空间,T : D → Y 是闭算子, 若
D ⊂ X 为闭子空间, 则 T ∈ L (D,Y ).

证明. 在 D 上引入新范数: ||x|| := ||x||X + ||Tx||Y ,∀x ∈ D.
Step1. 先证 (D, || · ||) 完备.
设 {xn} ⊂ (D, || · ||) 为基本列, 由 || · || 的定义知 {xn} ⊂ X, {Txn} ⊂ Y 是基

本列, 则 xn → x ∈ X,Txn → y ∈ Y . 根据闭算子定义, x ∈ D,Tx = y. 于是,
xn

||·||−→ x ∈ D.

——44——



何家志 整理 泛函分析

Step2.由 Step1知 || · ||, || · ||X 是 D上的完备范数,且 ||x||X ≤ ||x||,∀x ∈ D.由范数等

价性定理, ∃C > 0使得 ||x|| ≤ C ·||x||X ,∀x ∈ D.特别地, ||Tx||Y ≤ C ·||x||X , ∀x ∈ D,

即 T ∈ L (D,Y ).

[注记:Banach 空间之间的闭算子是有界算子.]

2.3.3 共鸣定理

定理 2.23. 共鸣定理:X 为 Banach 空间, Y 是赋范空间. W ∈ L (X,Y ). 若
对 ∀x ∈ X, ∃Mx > 0 使得

sup
T∈W

||Tx||Y ≤ Mx < +∞

则 ∃M > 0 使得 sup
T∈W

||T || ≤ M .

证明. 在 X 上引入 ||x|| := ||x||X + sup
T∈W

||Tx||Y .

(i) 显然 (X, || · ||) 是赋范空间.
(ii) 证明 (X, || · ||) 是 Banach 空间. 设 {xn} ⊂ (X, || · ||) 是基本列, 则对 ∀m,n ∈ N,
有

(2.24) ||xm − xn|| = ||xm − xn||X + sup
T∈W

||Txm − Txn||Y

由 (2.24)知, {xn} ⊂ X 是基本列, 有

xn
||·||X−→ x ∈ X

且 ∀ε > 0,∃N(ε) ∈ N 使得当 n,m > N(ε), 对 ∀T ∈ W 有

||Txm − Txn||Y < ε

令 n → ∞, 有
||Txm − Tx||Y ≤ ε, ∀T ∈ W
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结合(2.24)式子, 有 xn
||·||−→ x, 即 (X, || · ||) 是 Banach 空间. 注意到对 ∀x ∈

X, ||x||X ≤ ||x||, 根据等价范数定理, ∃M > 0 使得

||Tx||Y ≤ sup
T∈W

||Tx||Y ≤ ||x|| ≤ M ||x||X , ∀T ∈ W

因此,||T || ≤ M, ∀T ∈ W.

[注记: 定理给出了一族算子一致有界的判断方法.]

推论 2.25. (Banach − Steinhaus): X 是 Banach 空间,Y 是赋范空间,
{Tn, T} ⊂ L (X,Y ), X0 ⊂ X 稠密子集. 则对 ∀x ∈ X 都有 lim

n→∞
Tnx = Tx

的充要条件是 {||Tn||} 有界且 lim
n→∞

Tny = Ty, ∀y ∈ X0.

证明. (=⇒) 由共鸣定理, 结论显然.
(⇐=) 设 ||Tn|| ≤ M, ∀n ∈ N. 由 X0 ⊂ X 为稠密子集, 那么 ∀x ∈ X, 任给
ε > 0,∃y ∈ X0 使得

||x− y||X ≤ ε

2(M + ||T ||)

||Tnx− Tx|| ≤ ||Tnx− Tny||Y + ||Tny − Ty||Y + ||Ty − Tx||Y
≤ ||Tn|| · ||x− y||X + ||Tny − Ty||Y + ||T || · ||y − x||X
≤ (M + ||T ||)||x− y||X + ||Tny − Ty||Y

≤ ε

2
+ ||Tny − Ty||Y

注意到 y ∈ X0, lim
n→∞

Tny = Ty, 因此, lim
n→∞

Tnx = Tx.

[注记: 定理中描述了有界线性算子的一种收敛方式, {Tn, T} ⊂ L (X,Y ), 若
对 ∀x ∈ X 有 lim

n→∞
Tnx = Tx, 称 Tn 强收敛于 T . 称 Tn

||·||−→ T 是 Tn一致收敛于

T .]

3 Hilbert 空间
本章主要介绍 Hilbert 空间的基本性质, 有正交性, 正交分解,Riesz 表示定理

及其应用.
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3.1 内积
本节主要介绍内积定义, 内积与范数之间的联系.

3.1.1 定义

回顾 Cn = {z = (z1, · · · , zn) | zi ∈ C}.

(z, w) :=

n∑
k=1

zkwk

有性质:
(1) (λz1 + µz2, w) = λ(z1, w) + µ(z2, w)

(2) (z, λw1 + µw2) = λ(z, w1) + µ(z, w2)

(1) 与 (2) 合称 共轭双线性
(3) 共轭对称性: (z, w) = (w, z)

(4)正定性: (z, z) ≥ 0.(z, z) = 0 ⇐⇒ z = 0.

定义 3.1. X 是线性空间, 映射 a : X ×X → K, (x, y) 7→ a(x, y) ∈ K.
(1) 若 a(·, ·) 满足性质 (1), (2), 称 a 为 X 上的 共轭双线性型, 称 q(x) :=

a(x, x) 为 a 的 二次型.
(2) 若 a 满足性质 (1), (2), (3), (4), 称 a 为 X 上的一个 内积,(X, a(·, ·)) 称
为 内积空间.

例子: (1) X = Cn

• A 是 Hermitian 方阵, (x, y) := xAyt 是 Cn 上的共轭双线性型.

• A 是正定 Hermitian 方阵, (x, y) := xAyt 是 Cn 上的内积.

(2) X = ℓ2 =

{
u = (x1, · · · , xn, · · · )

∣∣∣∣ ∞∑
k=1

|xk|2 < +∞

}

(u, v) :=
∞∑
k=1

xkyk

是 ℓ2 上的内积.
(3) X = L2(Ω, µ), (u, v) :=

∫
Ω
uv dµ 是 L2 内积.
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(4) X = Ck(Ω)

(u, v) :=
∑
|α|≤k

∫
Ω
∂αu∂αv dx

是 Ck(Ω) 上的内积.

性质 3.2. 二次型 q(x) = a(x, x) ∈ R ⇐⇒ a(x, y) = a(y, x),∀x, y ∈ X

证明. (⇐=) 显然.
(=⇒) 对 ∀x, y ∈ X, 有

(3.3) q(x+ y) = q(x) + a(x, y) + a(y, x) + q(y)

由 q(x+ y) = q(x+ y), 从(3.3)式得

(3.4) a(x, y) + a(y, x) = a(x, y) + a(y, x)

在 (3.4)式中用 iy 代替 y 得到

(3.5) −a(x, y) + a(y, x) = a(x, y)− a(y, x)

(3.4) − (3.5)得
a(x, y) = a(y, x)

性质 3.6. 广义 Cauchy − Schwarz: 设 a 是 X 上的共轭双线性型, 若二次
型 q(x) 满足正定性: q(x) ≥ 0,∀x ∈ X 且 q(x) = 0 ⇐⇒ x = 0, 那么对
∀x, y ∈ X 有

|a(x, y)|2 ≤ q(x)q(y)

等号成立当且仅当 x 与 y 线性相关.

证明. 不妨设 y 6= 0, 则对 ∀λ ∈ K 有

(3.7) 0 ≤ q(x+ λy) = q(x) + λa(y, x) + λa(x, y) + |λ|2 q(y)
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取 λ = −a(x, y)

q(y)
代入 (3.7)式得

0 ≤ q(x+ λy) = q(x)− 2
|a(x, y)|2

q(y)
+

|a(x, y)|2

q(y)

= q(x)− |a(x, y)|2

q(y)

其中用到了 a(x, y) = a(y, x)(因为由假设 q(x) ≥ 0 知 q(x) ∈ R, ∀x ∈ X, 由性
质(3.2)即得). 因此,

|a(x, y)|2 ≤ q(x)q(y)

等号成立 ⇐⇒ x+ λy = 0, 即 x, y 线性相关.

[注记: 当 a(·, ·) 是内积时, 记 a(·, ·) = (·, ·), 有 |(x, y)|2 ≤ ||x||2||y||2, 其中
||x|| =

√
(x, x), 即常见的 Cauchy-Schwarz 不等式.]

3.1.2 内积与范数

性质 3.8. 设 (X, (·, ·)) 是内积空间, 令 ||x|| :=
√
(x, x), 则 (X, || · ||) 是赋范

空间.

证明. (i) ||x|| ≥ 0.||x|| =
√

(x, x) = 0 ⇐⇒ x = 0.

(ii)∀λ ∈ K, ||λx|| =
√
(λx, λx) =

√
|λ|2 (x, x) = |λ| · ||x||

(iii) 对 ∀x, y ∈ X

||x+ y||2 = (x+ y, x+ y)

= (x, x) + (x, y) + (y, x) + (y, y)

= ||x||2 + 2Re((x, y)) + ||y||2

≤ ||x||2 + 2 |(x, y)|+ ||y||2

≤ ||x||2 + 2||x|| · ||y||+ ||y||2 (Cauchy − Schwarz)

= (||x||+ ||y||)2

因此 ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||.
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[注记:(1) 内积空间 ⊆ 赋范空间 ⊆ 度量空间.
(2) 完备的内积空间称为 Hilbert 空间.]
问题: 给出一个赋范空间 (X, || · ||), 什么条件下 || · || 可以由内积诱导出?

性质 3.9. (X, || · ||) 是赋范空间, || · || 是内积诱导的 ⇐⇒ || · || 满足平行四边形
法则, 即

||x+ y||2 + ||x− y||2 = 2(||x||2 + ||y||2), ∀x, y ∈ X

证明. (=⇒) 显然.
(⇐=) (i) K = R. 令

(x, y) :=
1

4

(
||x+ y||2 − ||x− y||2

)
则 (·, ·) 有性质:

• (x, y) = (y, x)

• (x, x) ≥ 0, (x, x) = 0 ⇐⇒ x = 0

• (−x, y) = −(x, y)

下证: (x+ y, z) = (x, z) + (y, z), (λx, y) = λ(x, y),∀λ ∈ R+

(3.10)

||x+ y + z||2 + ||x− y||2

=
∥∥∥(x+

z

2

)
+
(
y +

z

2

)∥∥∥2 + ∥∥∥(x+
z

2

)
−
(
y +

z

2

)∥∥∥2
= 2

(∥∥∥x+
z

2

∥∥∥2 + ∥∥∥y + z

2

∥∥∥2) (平行四边形法则)

(3.11)

||x+ y − z||2 + ||x− y||2

=
∥∥∥(x− z

2

)
+
(
y − z

2

)∥∥∥2 + ∥∥∥(x− z

2

)
−
(
y − z

2

)∥∥∥2
= 2

(∥∥∥x− z

2

∥∥∥2 + ∥∥∥y − z

2

∥∥∥2) (平行四边形法则)

(3.10) −(3.11), 由 (·, ·) 的定义

(3.12) (x+ y, z) = 2
(
x,

z

2

)
+ 2

(
y,

z

2

)
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在 (3.12)中分别取 x = 0, y = 0 得到

(3.13) (y, z) = 2
(
y,

z

2

)
, (x, z) = 2

(
x,

z

2

)
代入 (3.12)式得

(3.14) (x+ y, z) = (x, z) + (y, z)

由 (3.14)式, 对 ∀n ∈ N 有

(3.15) (nx, y) = n(x, y)

对 ∀q =
n

m
∈ Q+, 根据 (3.15)式有

m(qx, y) = (mqx, y) = (nx, y) = n(x, y)

因此 (qx, y) = q(x, y). 再根据连续性, 对 ∀λ ∈ R+, 有

(λx, y) = λ(x, y)

(ii) K = C, 令

(x, y) :=
1

4

(
||x+ y||2 − ||x− y||2 + i

(
||x+ iy||2 − ||x− iy||2

))
类似 (i) 验证.

3.2 Hilbert 空间的基
本节主要介绍内积空间正交的基本性质,Hilbert 空间基的存在性及性质, 可分

Hilbert 空间的结构.

3.2.1 正交

定义 3.16. (X, (·, ·)) 是内积空间, M ⊂ X 为子集, x, y ∈ X.
(1) 若 (x, y) = 0, 称 x 与 y正交, 记为 x⊥y.
(2) 若对 ∀y ∈ M , 有 x⊥y, 称 x 与 M 正交, 记为 x⊥M .
(3) 称 M⊥ := {x ∈ X | x⊥M} 为 M 的 正交补.

性质 3.17. (X, (·, ·)) 是内积空间, M ⊂ X, 则 M⊥ ⊂ X 是闭子空间.
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证明. (i) M⊥ 是线性空间

设 x, y ∈ M⊥, λ, µ ∈ K, 则对 ∀z ∈ M 有

(λx+ µy, z) = λ(x, z) + µ(y, z) = 0

即 (λx+ µy)⊥M, 或 (λx+ µy) ∈ M⊥.

(ii)M 是闭的.
设 xn ∈ M⊥, xn → x, 则对 ∀y ∈ M 有

|(x, y)| = |(x− xn, y) + (xn, y)|

= |(x− xn, y)| ≤ ||x− xn|| · ||y|| → 0(n → ∞)

即 x⊥y, x ∈ M⊥.

定义 3.18. (X, (·, ·)) 是内积空间, S := {eα | α ∈ Λ} ⊂ X, 若 S 满足:
(1) 对 ∀α, β ∈ Λ, eα⊥eβ.
(2) 对 ∀α ∈ Λ, ||eα|| = 1.

称 S 是 X 的一个 正交规范集.

[注记: 若 S 仅满足 (1), 称 S 为 正交集. 若正交集 S 满足 S⊥ = {0}, 称 S

为完备的. ]
问题: 完备正交集是否一定存在?

性质 3.19. 非零的内积空间一定有完备正交集.

证明. (X, (·, ·)) 是内积空间, 在 X 的所有正交子集构成的集合 X 中引入序关系

为包含关系. 于是, X 中任意完全有序子集有上界, 为它们的并. 根据 Zorn 引理,
X 有极大元 S, 则 S⊥ = {0}. 否则, 存在 0 6= x0 ∈ S⊥, 则 S ⊂ S̃ := S ∪ {x0}, S̃
仍是正交集, 与 S 的极大性矛盾.
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3.2.2 Hilbert 空间的基

定理 3.20. Bessel: (X, (·, ·)) 是内积空间, S := {eα | α ∈ Λ} ⊂ X 为正交规

范集, 则对 ∀x ∈ X 有 ∑
α∈Λ

|(x, eα)|2 ≤ ||x||2

称为 Bessel 不等式.

证明. (i) 上述和是至多可数项求和. 对指标 Λ 的任意有限子集, 不妨记为
{1, 2, · · · ,m} 有

0 ≤

∥∥∥∥∥x−
m∑
i=1

(x, ei)ei

∥∥∥∥∥
2

=

(
x−

m∑
i=1

(x, ei)ei, x−
m∑
i=1

(x, ei)ei

)

= ||x||2 − 2
m∑
i=1

|(x, ei)|2 +
m∑
i=1

|(x, ei)|2

= ||x||2 −
m∑
i=1

|(x, ei)|2

即

(3.21)
m∑
i=1

|(x, ei)|2 ≤ ||x||2

根据估计式(3.21), 对 ∀n ∈ N, 满足 |(x, eα)| >
1

n
的指标 α 只有有限个, 从而

(x, eα) 6= 0 的指标 α 是至多可数个.
(ii) 由 (i),

∑
α∈Λ

|(x, eα)|2 中至多有可数项求和, 再有 (3.21)式知结论成立.
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推论 3.22. (X, (·, ·)) 是 Hilbert 空间, S = {eα | α ∈ Λ} 是 X 中的正交规

范集, 则对 ∀x ∈ X 有

(1)
∑
α∈Λ

(x, eα)eα ∈ X

(2)

∥∥∥∥∥x−
∑
α∈Λ

(x, eα)eα

∥∥∥∥∥
2

= ||x||2 −
∑
α∈Λ

|(x, eα)|2

证明. (1) 由定理(3.20)的证明,
∑
α∈Λ

(x, eα)eα 是至多可数和, 不妨记为

∑
α∈Λ

(x, eα)eα =

∞∑
k=1

(x, ek)ek

令 xm =

m∑
k=1

(x, ek)ek, 则对 ∀p ∈ N 有

(3.23) ||xm+p − xm||2 =

∥∥∥∥∥
k=m+p∑
k=m+1

(x, ek)ek

∥∥∥∥∥
2

=

m+p∑
k=m+1

|(x, ek)|2

由 Bessel 不等式,
∞∑
k=1

|(x, ek)|2 ≤ ||x||2, 因此级数收敛. 由 (3.23)知, {xm} ⊂ X 是

基本列, 有 lim
m→∞

xm =

∞∑
k=1

(x, ek)ek ∈ X.

(2) 注意到对 ∀m ∈ N, 有∥∥∥∥∥x−
m∑
k=1

(x, ek)ek

∥∥∥∥∥
2

= ||x||2 −
m∑
k=1

|(x, ek)|2

令 m → ∞ 即可.

定义 3.24. (X, || · ||) 是内积空间, S = {eα | α ∈ Λ} 为 X 的正交规范集, 若
对 ∀x ∈ X, 有

x =
∑
α∈Λ

(x, eα)eα

称 S 为 X 的一组 正交规范基, {(x, eα) | α ∈ Λ} 称为 x 关于 S 的 Fourier
系数.
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[注记: 正交规范基不是代数基.]

定理 3.25. (X, (·, ·)) 是 Hilbert 空间, S = {eα | α ∈ Λ} 是正交规范集, 下
列三条等价:
(1) S 是 X 的正交规范基

(2) S 是完备的

(3) Parseval 等式成立: ||x||2 =
∑
α∈Λ

|(x, eα)|2 , ∀x ∈ X

证明. (1) =⇒ (2) (反证) 假设 S 不完备, ∃0 6= x ∈ S⊥, 则 (x, eα) = 0,∀α ∈ Λ. 但

由于 S 是 X 的正交规范基, x =
∑
α∈Λ

(x, eα)eα = 0, 矛盾.

(2) =⇒ (3) (反证) 若 ∃x ∈ X, 使得 Parseval 等式不成立, 则有∥∥∥∥∥x−
∑
α∈Λ

(x, eα)eα

∥∥∥∥∥
2

= ||x||2 −
∑
α∈Λ

|(x, eα)|2 > 0

令 y := x−
∑
α∈Λ

(x, eα)eα 6= 0, 于是, 对 ∀α ∈ Λ, (y, eα) = (x, eα)− (x, eα) = 0, 即

y ∈ S⊥, 与 S 完备矛盾.
(3) =⇒ (1) 注意到∥∥∥∥∥x−

∑
α∈Λ

(x, eα)eα

∥∥∥∥∥
2

= ||x||2 −
∑
α∈Λ

|(x, eα)|2 , ∀x ∈ X

若 Parseval 等式成立, 则 x−
∑
α∈Λ

(x, eα)eα = 0, 即 S 为 X 的正交规范基.

例子: (1) X = L2[0, 2π], (u, v) :=

∫ 2π

0
uv dt

S :=

{
en(t) =

1√
2π

eint
∣∣∣∣n ∈ Z

}
是 (X, (·, ·)) 的一个正交规范基.
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(2)X = ℓ2 :=

{
x = (x1, · · · , xn, · · · )

∣∣∣∣xi ∈ C,
∞∑
k=1

|xk|2 < ∞

}

(x, y) :=
∞∑
k=1

xkyk

S := {en = (0, · · · , 0, 1︸ ︷︷ ︸
n

, 0, · · · ) | n = 1, 2, · · · } 为 ℓ2 的一组正交规范基.

(3) X = H2(D) :=

{
u在D上全纯

∣∣∣∣ ∫
D
|u|2 dxdy < ∞

}
, D ⊆ R2 为单位圆盘. 规

定内积为

(u, v) :=

∫∫
D
uv dxdy

则 S :=

{
un =

√
n+ 1

π
zn
∣∣∣∣n = 0, 1, · · ·

}
为 H2(D) 的一组正交规范基.

证明. 对 ∀m ≤ n, 有

(um, un) =

√
m+ 1

√
n+ 1

π

∫∫
D
zmzn dxdy

=

√
m+ 1

√
n+ 1

π

∫ 1

0

∫ 2π

0
rm+n+1ei(m−n)θ dr dθ

= δmn

再根据 Taylor 展开, ∀u ∈ H2(D), u 可以表示成 S 中元素的和.

3.2.3 可分 Hilbert 空间的结构

定义 3.26. (X, ρ) 是度量空间, 若存在 X 的可数子集 M , 使得 M = X, 称
X 是 可分的.

定义 3.27. (X1, (·, ·)1), (X2, (·, ·)2) 为内积空间, 若 ∃T : X1 → X2 满足:
(1)T 是线性同构 (既单又满)

(2) 对 x, y ∈ X1, 有 (Tx, Ty)2 = (x, y)1

称 T 是内积空间 (X1, (·, ·)1) 到 (X2, (·, ·)2) 的一个 等距同构 .
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定理 3.28. (X, (·, ·)) 是 Hilbert 空间, 则 X 是可分的 ⇐⇒ (X, (·, ·)) 同构于
ℓ2 或 Kn.

证明. (i) 先证明 (X, (·, ·)) 是可分 Hilbert 空间 ⇐⇒ X 有至多可数的规范正交基.
(=⇒) 设可数集 M ⊂ X 稠密, 即 M = X. 取 M 的一个极大线性无关组

M ′ = {x1, · · · , xk, · · · , xN} (N = +∞或N < +∞)

把 M ′ 中元素 Schmidt 正交化得

S = {e1, · · · , ek, · · · , eN}

则有 SpanS = SpanM ′ = X, 对 ∀x ∈ X, 存在基本列{
xm :=

N∑
k=1

am,kek

}

使得 xm → x. 那么对任意 k 固定, {am,k | m = 1, · · · ,∞} ⊂ K 是基本列 (因为

|am,k − an,k| ≤ ||xm − xn||), 记 ak = lim
m→∞

am,k, 则 x =

N∑
k=1

akek, 即 S 是 X 的一

组规范正交基.
(⇐=) 设 S = {e1, · · · , eN}, N 同上, 是 X 的一组规范正交基, 于是, 对 ∀x ∈

X,x =
N∑
k=1

akek, ak ∈ K. 取

M =

{
N∑
k=1

akek

∣∣∣∣Re(ak), Im(ak) ∈ Q

}

则 M 可数, 且 M 在 X 中稠密.
(ii) 由 (i), 取 X 的一组规范正交基 S = {e1, · · · , eN}, N = ∞ 或 N = n < ∞. 做
对应

T : X −→ ℓ2或Kn

x =

N∑
k=1

(x, ek)ek 7−→ ((x, e1), · · · , (x, eN ))
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由 Parseval 等式有

||x||2 =
N∑
k=1

|(x, ek)|2 ∀x ∈ X

由此可见, 对应 T 是 X → KN (当N < ∞) 或 X → ℓ2(当N = ∞) 的既单又满线

性同构. 此外,

(x, y) =

 N∑
i=1

(x, ei)ei,

N∑
j=1

(x, ej)ej

 =

N∑
i=1

(x, ei)(y, ei), ∀x, y ∈ X

因此 T 还是保持内积的. 于是当 N < ∞ 时, X 同构于 KN ; 而当 N = ∞ 时, X
同构于 ℓ2.

3.3 正交分解
本节主要介绍 Hilbert 空间中点到闭凸集最佳逼近元的存在性, 由此导出

Hilbert 空间关于 闭子空间的分解.

3.3.1 点到闭凸子集的最佳逼近

定义 3.29. (X, ρ) 是度量空间, x ∈ X, M ⊂ X 是子集. 若存在 y ∈ M 使得

ρ(x, y) = inf
z∈M

ρ(x, z)

称 y 是 x 到 M 的 最佳逼近元. 此类问题称为 最佳逼近问题.

定理 3.30. (X, (·, ·)) 是 Hilbert 空间, x ∈ X,C ⊂ X 是闭凸集, 则存在唯一
y ∈ C 使得

||x− y|| = inf
z∈C

||x− z||

证明. (i) 存在性: 不妨设 x /∈ C, 否则取 y = x 即可. 对 x /∈ C, 由 C 闭性

d = inf
z∈C

||x− z|| > 0
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取 zn ∈ C 使得

(3.31) d ≤ ||x− zn|| ≤ d+
1

n

注意到对 ∀m,n ∈ N,

||zm − zn||2 = ||(zm − x)− (zn − x)||2

= 2
(
||zm − x||2 + ||zn − x||2

)
− 4

∥∥∥∥zm − x

2
+

zn − x

2

∥∥∥∥2 (平行四边形)

= 2
(
||zm − x||2 + ||zn − x||2

)
− 4

∥∥∥∥zm + zn
2

− x

∥∥∥∥2
≤ 2

((
d+

1

m

)2

+

(
d+

1

n

)2
)

− 4d2 → 0 m,n → ∞

即 {zn} ⊂ C 是基本列, 记 y = lim
n→∞

zn ∈ C. 在 (3.31)式中令 n → ∞ 得到

d = inf
z∈C

||x− z|| = ||x− y||

(ii) 唯一性: 设 y, y′ 满足条件, 则

||y − y′||2 = 2
(
||y − x||2 + ||y′ − x||2

)
− 4

∥∥∥∥y + y′

2
− x

∥∥∥∥2
≤ 4d2 − 4d2 = 0

从而 y = y′.

定理 3.32. (X, (·, ·)) 是 Hilbert 空间, C ⊂ X 是闭凸集, x ∈ X, 则 y 是 x

在 C 中最佳逼近元 ⇐⇒ Re(x−y, y−z) ≥ 0 或 Re(x−y, z−y) ≤ 0,∀z ∈ C.

证明. 对 ∀z ∈ C, 作线段 zt = (1− t)y + tz, t ∈ [0, 1].

(3.33)
||x− zt||2 = ||(x− y) + t(y − z)||2

= ||x− y||2 + 2tRe(x− y, y − z) + t2||y − z||2
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令 φz(t) = ||x− zt||2, 则 y 是 x 在 C 中最佳逼近元, 当且仅当

(3.34) φz(t) ≥ φz(0) (∀z ∈ C, ∀t ∈ [0, 1])

下只需证 Re(x− y, y − z) ≥ 0(∀z ∈ C) 成立当且仅当 (3.34)成立. 由 (3.33)知

φ′
z(0) = 2Re(x− y, y − z)

因此, Re(x− y, y − z) ≥ 0(∀z ∈ C) 成立当且仅当 φ′
z(0) ≥ 0, 又因为

φz(t)− φz(0) = φ′
z(0)t+ ||y − z||2t2

所以 φ′
z(0) ≥ 0 成立当且仅当 (3.34)成立. 证毕.

[注记:(1) Cn = {z = (z1, · · · , zn) | zk = xk + iyk, xk, yk ∈ R}, 则 Cn 是 C 上

n 维线性空间, 是 R 上 2n 维线性空间. (z, w) :=
n∑

k=1

zkwk 是 C 上的 Hermitian

内积. 〈z, w〉 := Re(z, w), 则 〈·, ·〉 是 Cn 看成 R 上的实向量空间上的内积.
(2) 给定 C 上 Hilbert 空间 (X, (·, ·)), 则 〈x, y〉 := Re(x, y) 是 X 看成 R 上线性空
间时的一个内积. 因此

cos θ =
〈x, y〉
||x||||y||

(3)Re(x− y, y − z) ≥ 0 ⇐⇒ 向量 x− y 与 y − z 夹角小于
π

2
.]

3.3.2 正交分解

性质 3.35. (X, (·, ·)) 是 Hilbert 空间, X0 ⊂ X 是闭子空间, x ∈ X, y 是 x

在 X0 中的最佳逼近 ⇐⇒ x − y⊥X0 − y. 其中 X0 − y := {z − y | z ∈ X0}
(还是X0自己)

证明. 设 y 是 x 在 X0 中最佳逼近元, 则对 ∀w = z − y, z ∈ X0, 有

(3.36) Re(x− y, w) ≤ 0
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注意到 −w ∈ X0 − y, 代入 (3.36)式得

(3.37) Re(x− y, w) ≥ 0

由 (3.36)和 (3.37)得

(3.38) Re(x− y, w) = 0, ∀w ∈ X0 − y

再由 X0 是线性空间, iw ∈ X0 − y, 代入 (3.38)式得

(3.39) 0 = Re(x− y, iw) = Im(x− y, w)

由 (3.38)和 (3.39)式得 (x− y, w) = 0,∀w ∈ X0 − y = X0

定理 3.40. (X, (·, ·)) 是 Hilbert 空间, X0 是闭子空间, 则对 ∀x ∈ X,

x = y + z, y ∈ X0, z ∈ X⊥
0

且这种分解唯一, y 称为 x 在 X0 上的 正交投影.

证明. 对 ∀x ∈ X, 记 y 是 x 在 X0 中最佳逼近元, 由性质(3.35) , x − y⊥X0, 令
z = x−y,则 x = y+z, y ∈ X0, z ∈ X⊥

0 .下证唯一性,设 x = y+z = y′+z′, y, y′ ∈
X0, z, z

′ ∈ X⊥
0 . 则

y − y′ = z′ − z ∈ X0 ∩X⊥
0 = {0}

从而 y = y′, z = z′.

[注记: (X, (·, ·)) 是 Hilbert 空间, X0 是闭子空间, 则 X = X0 ⊕X⊥
0 .]

3.3.3 正交投影算子

定义 3.41. (X, (·, ·)) 是 Hilbert 空间, 设 X0 是 X 的一个闭线性子空间, 由
正交分解定理, ∀x ∈ X,x = y + z, y ∈ X⊥

0 , z ∈ X0. 定义 P : X → X0, x 7→
Px := z, 称 P 为 X 到 X0 的 正交投影算子.
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性质 3.42. (X, (·, ·)) 是 Hilbert 空间, {0} 6= X0 ⊂ X 是闭子空间, P 是 X

到 X0 的正交投影算子. 则有
(1) P 是线性算子

(2) P ∈ L (X,X0) 且 ||P || = 1

证明. (1) 线性性: 对 ∀λ, µ ∈ K, x1, x2 ∈ X,Px1 = z1 ∈ X0, Px2 = z2 ∈ X0.

λx1 + µx2 = λ(Px1 + y1) + µ(Px2 + y2)

= (λ · Px1 + µ · Px2) + (λy1 + µy2)

由正交分解的唯一性, 有

P (λx1 + µx2) = λ · Px1 + µ · Px2

即 P 是线性的.
(2) 证明 ||P || = 1. 由正交分解, ∀x ∈ X, 有

||x||2 = ||y||2 + ||Px||2

从而 ||Px||2 ≤ ||x||2,即 ||Px|| ≤ 1 · ||x||.所以 ||P || ≤ 1,又对 ∀x ∈ X0\{0}有 Px = x,

则
||Px||
||x||

= 1, 从而 ||P || = 1.

3.4 Riesz 表示定理
本节主要介绍 Hilbert 空间中有界线性泛函的 Riesz 表示定理, 以及它在有界

共轭双线性型, 测度论中的应用.

3.4.1 Riesz 表示定理

(X, (·, ·)) 是 Hilbert 空间, 任给一个 y ∈ X, 定义 fy : X → K, x 7→ (x, y), 则
fy 有性质:
1. 线性性
2. 对 ∀x ∈ X, |fy(x)| = |(x, y)| ≤ ||y|| · ||x||, 所以 ||fy(x)|| ≤ ||y||, 即 fy ∈ X∗(有界线
性泛函全体 L (X,K) = X∗)
3. ||fy|| = ||y||(特别地, 取 x = y)
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[注记:Hilbert 空间给定一点, 利用内积得到一个有界线性泛函.]
问题: 给定 Hilbert 空间上一个有界线性泛函 f ∈ X∗, 是否存在 y ∈ X 使得

f = fy?

定理 3.43. Riesz 表示定理: (X, (·, ·)) 是 Hilbert 空间, f ∈ X∗, 则存在唯一
y0 ∈ X, 使得 f(x) = (x, y0), ∀x ∈ X 或 f = fy0.

证明. 假设 f 6= 0, 记 M := {x ∈ X | f(x) = 0}. 由 f 的连续性知 M ⊂ X 是闭子

空间, 取 x0 ∈ M⊥ 且 ||x0|| = 1.
(i) 先证 X = Span{x0} ⊕M .

对 ∀x ∈ X,有 x = y+z, y ∈ M⊥, z ∈ M.注意到 f(x0) 6= 0及 f

(
y − f(y)

f(x0)
x0

)
=

0, 即

y − f(y)

f(x0)
x0 ∈ M ∩M⊥ = {0}

那么 y =
f(y)

f(x0)
x0, 则 x =

f(y)

f(x0)
x0 + z. 所以 X = Span{x0} ⊕M .

(ii) 取 y0 = f(x0)x0, 对 ∀x ∈ X

f(x) = f

(
f(y)

f(x0)
x0 + z

)
=

(
f(y)

f(x0)
x0 + z, f(x0)x0

)
= (x, y0)

(iii) 唯一性: 设 ∃y, y′ 使得对 ∀x ∈ X

f(x) = (x, y) = (x, y′)

从而 (x, y − y′) = 0,∀x. 特别地, 取 x = y − y′, 有 ||y − y′||2 = 0, 即 y = y′.

[注记:(1) ||fy|| = ||y||;(2)Hilbert 空间上的有界线性泛函全体等同于它自身 (指
Hilbert 空间自己). 因为由 (1) 知存在等距同构.]
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3.4.2 有界共轭双线性型的表示

定理 3.44. (X, (·, ·)) 是 Hilbert 空间, a(·, ·) 是 X 上的共轭双线性型, 满足:
∃M ≥ 0 使得对 ∀x, y ∈ X 有

(3.45) |a(x, y)| ≤ M · ||x||||y||

则存在唯一 A ∈ L (X) 使得对 ∀x, y ∈ X 有

a(x, y) = (x,Ay)

且

||A|| = sup
x,y∈X\{0}

|a(x, y)|
||x||||y||

证明. 给定 y ∈ X, 则由 (3.45)式知 a(·, y) ∈ X∗, 由 Riesz 表示定理, ∃z = z(y)

使得 a(·, y) = (·, z), 定义: A : X → X, y 7→ Ay = z.
(i) 先证 A 是线性的. 对 ∀λ, µ ∈ K, y1, y2 ∈ X 及 ∀x ∈ X

(x,A(λy1 + µy2)) = a(x, λy1 + µy2)

= λa(x, y1) + µa(x, y2)

= λ(x,Ay1) + µ(x,Ay2)

= (x, λAy1 + µAy2)

所以

(x,A(λy1 + µy2)− λAy1 − µAy2) = 0

由 x 的任意性, A(λy1 + µy2) = λAy1 + µAy2.

(ii) 唯一性: 若 ∃A′, A 使得对 ∀x, y ∈ X, 有

(x,A′y) = a(x, y) = (x,Ay)

从而 (x,A′y −Ay) = 0, 由 x 的任意性, Ay = A′y.
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(iii) 有界性: 由 Riesz 表示定理注记 (1), 有

||Ay|| = ||fAy|| = sup
x∈X\{0}

|(x,Ay)|
||x||

= sup
x∈X\{0}

|a(x, y)|
||x||

(∗)

≤ M · ||y|| ((3.45))

所以有 ||A|| ≤ M, 即 A ∈ L (X). 由 (∗) 式,

||A|| = sup
y∈X\{0}

||Ay||
||y||

= sup
y∈X\{0}

sup
x∈X\{0}

|a(x, y)|
||x||||y||

定理 3.46. Lax − Milgram 定理: (X, (·, ·)) 是 Hilbert 空间, a(x, y) 是 X 上

的共轭双线性型. 满足:
(1) ∃M > 0 使得 |a(x, y)| ≤ M · ||x||||y||,∀x, y ∈ X

(2) ∃δ > 0 使得 |a(x, y)| ≥ δ||x||2,∀x ∈ X.

则存在唯一 A ∈ L (X) 使得 a(x, y) = (x,Ay), ∀x, y ∈ X 且 A−1 ∈ L (X),
||A−1|| ≤ 1

δ
.

证明. A 的存在唯一性由定理(3.44)保证. 下证:
(i) A 是单射

若 Ay1 = Ay2, 则对 ∀x ∈ X, 有

a(x, y1 − y2) = (x,Ay1)− (x,Ay2) = 0

特别地, 取 x = y1 − y2. 由正定性条件

0 = |a(y1 − y2, y1 − y2)| ≥ δ||y1 − y2||2

所以 y1 = y2.
(ii) A 是满射 (R(A) 是闭的,R(A)⊥ = {0}.)
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设 w ∈ R(A), 则 ∃{xn} ⊂ X 使得 w = lim
n→∞

Axn, 注意到 ∀m,n ∈ N,

δ||xm − xn||2 ≤ |a(xm − xn, xm − xn)|

= |(xm − xn, A(xm − xn))|

≤ ||xm − xn|| · ||Axm −Axn||

即得

(3.47) ||xm − xn|| ≤
1

δ
||Axm −Axn||

由于 w = lim
n→∞

Axn, 则 {Axn} ⊂ X 是基本列, 由 (3.47)知 {xn} ⊂ X 是基本列,
记 x = lim

n→∞
xn. 于是, 由 A 的连续性, w = Ax, 即 w ∈ R(A), 所以 R(A) 闭.

再证 R(A)⊥ = {0}, 对 w ∈ R(A)⊥, 有 (w,Ax) = 0, x ∈ X, 特别取 x = w, 有

0 = |(w,Aw)| = |a(w,w)| ≥ δ||w||2

即得 w = 0, 从而 R(A)⊥ = {0}, 即得 X = R(A),A 是满射.
(iii) 再由 Banach 逆算子定理, A−1 ∈ L (X) , 下证 ||A−1|| ≤ 1

δ
. 对 y ∈ X, 有

||y|| · ||Ay|| ≥ |(y,Ay)| = |a(y, y)| ≥ δ||y||2

所以

(3.48) ||y|| ≤ 1

δ
||Ay||

取 y = A−1x, 代入 (3.48)式得 ||A−1x|| ≤ 1

δ
||x||, 即

||A−1|| ≤ 1

δ
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3.4.3 Radon-Nikodym 定理

定义 3.49. (Ω,B, µ) 是测度空间, 若存在可测集列 {Ωn | n = 1, 2, ·} 使得
(1) µ(Ωn) < +∞
(2) Ωn ⊂ Ωn+1

(3) Ω =

+∞⋃
n=1

Ωn

称 Ω 关于 µ 是 σ-有限的.

定义 3.50. (Ω,B, µ),(Ω,B, ν) 是测度空间, 若对 ∀E ∈ B 且 µ(E) = 0, 有

ν(E) = 0, 称 ν 关于 µ 是绝对连续的.

定理 3.51. Radon − Nikodym 定理: 设 (Ω,B, µ), (Ω,B, ν) 是两个 σ-有限
测度, 且 ν 关于 µ 绝对连续, 即

E ∈ B, µ(E) = 0 =⇒ ν(E) = 0

则存在关于 µ 的可测函数 g, 且 g(x) ≥ 0 a.e. µ, 使得

ν(E) =

∫
E
g(x)dµ, ∀E ∈ B

证明. (i) 先证 µ(Ω) < +∞ 的情形.
注意到 L2(Ω, (µ + ν)) 关于 (u, v) :=

∫
Ω
uv d(µ + ν) 是实 Hilbert 空间. 定义

f : L2(Ω, (µ+ ν)) → R, u 7→ f(u) :=

∫
Ω
udµ, 则

|f(u)| =
∣∣∣∣∫

Ω
udµ

∣∣∣∣ ≤ (∫
Ω
1dµ

) 1
2
(∫

Ω
u2 dµ

) 1
2

= |µ(Ω)|
1
2 ||u||L2(Ω,µ)

≤ |µ(Ω)|
1
2 ||u||L2(Ω,µ+ν)

于是, f 是 L2(Ω, (µ + ν)) 上的一个有界线性泛函, 根据 Riesz 表示定理, 存在
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v ∈ L2(Ω, (µ+ ν)), 使得对 ∀u ∈ L2(Ω, (µ+ ν)) 有∫
Ω
udµ =

∫
Ω
uv d(µ+ ν)

即

(3.52)
∫
Ω
u(1− v)dµ =

∫
Ω
uv dν

断言: 0 < v(x) ≤ 1,a.e. µ.
令 F := {x ∈ Ω | v(x) ≤ 0}, 在 (3.52)式中取 u(x) = χF (x),

µ(F ) ≤
∫
F
(1− v)dµ =

∫
F
v dν ≤ 0

从而 µ(F ) = 0.
同样, 令 G := {x ∈ Ω | v(x) > 1}, 在 (3.52)式中取 u(x) = χG(x)

0 ≥
∫
G
(1− v)dµ =

∫
G
v dν ≥ ν(G) ≥ 0

从而

∫
G
(1 − v)dµ = 0. 又因为 1 − v(x) < 0, x ∈ G. 所以 µ(G) = 0. 因此,

0 < v(x) ≤ 1, x ∈ Ω,a.e. µ. 令 g(x) =
1− v(x)

v(x)
, 则 g(x) ≥ 0,a.e. µ, 且 g(x) 关于

µ 可测. 对 ∀E ∈ B, 在 (3.52)式中取 u =
χE(x)

v(x) + 1
n

,∀n ∈ N, 有

∫
Ω
χE(x)

1− v(x)

v(x) + 1
n

dµ =

∫
Ω
χE(x)

v(x)

v(x) + 1
n

dν

因为 ν 关于 µ 绝对连续, 且 v(x) > 0,a.e. µ, 故 v(x) > 0,a.e. ν. 由单调收敛定理,
令 n → ∞ 有 ∫

E
g(x)dµ =

∫
E
1dν = ν(E), E ∈ B

(ii) 再考虑 µ(Ω) = +∞ 的情形.

由 (Ω,B, µ) 是 σ 有限的, 取 {Ωn} ⊂ B, 使得 Ω =
∞⋃
n=1

Ωn,Ωn ⊂ Ωn+1, µ(Ωn) <

∞,∀n ≥ 1. 对 ∀E ∈ B, 由 (i) 知, 存在 µ 可测函数 gn(x) ≥ 0,a.e.∫
E∩Ωn

gn(x)dµ = ν(E ∩ Ωn)
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且 gn(x) = gn+1(x), x ∈ Ωn,令 g(x) = lim
n→+∞

gn(x),再由单调收敛定理,令 n → ∞
有 ∫

E
g(x)dµ =

∫
E

dν = ν(E)

4 Hahn-Banach 定理 (线性泛函)
本章主要研究线性空间上线性泛函有“多少”,即一般线性空间特别赋范空间

线性泛函的延拓, 即 Hahn-Banach 定理, 以及它的几何形式: 凸集分离.

4.1 Hahn-Banach 定理
本节主要介绍一般线性空间, 赋范空间上线性泛函的延拓.

4.1.1 有限维线性空间上的线性泛函

X 是 K 线性空间, dimX = n < +∞, X∗ := {f | f是X上的线性函数}.

性质 4.1. dimX∗ = n

证明. 取 X 的一组基 e1, · · · , en, 则 ∀x ∈ X, ∃xk ∈ K, 使得 x =
n∑

k=1

xkek. 对任意

1 ≤ k ≤ n, 构造 X 上的线性函数 fk(el) = δkl, ∀1 ≤ l ≤ n. 对 ∀f ∈ X∗, x ∈ X, 有

f(x) = f

(
n∑

k=1

xkek

)
=

n∑
k=1

xkf(ek)

=

n∑
k=1

fk(x)f(ek)

=

(
n∑

k=1

f(ek) · fk

)
(x)

由 x 的任意性, f =

n∑
k=1

f(ek)f
k.
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[注记: 对 ∀x, y ∈ X,x 6= y, ∃f ∈ X∗ 使得 f(x) 6= f(y).]

4.1.2 线性空间上线性泛函的延拓

定义 4.2. X 线性空间, p : X → R, 若 p 满足

(1) p(λx) = λp(x), ∀λ ∈ R+

(2) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y),∀x, y ∈ X

称 p(x) 为 X 上的一个 次线性泛函.

性质 4.3. (1)p(x) 是凸函数:∀t ∈ [0, 1], x, y ∈ X 有

p(tx+ (1− t)y) ≤ tp(x) + (1− t)p(y)

(2) f 是 X 上的线性泛函, 对 ∀x ∈ X, f(x) ≤ p(x) ⇐⇒ p′(x) := −p(−x) ≤
f(x) ≤ p(x). [在 f(x) ≤ p(x) 中令 x = −t 即得.]

定理 4.4. 实 Hahn − Banach: X 是实线性空间, X0 ⊂ X 子空间, p 是 X

上次线性泛函, f0 是 X0 上的线性泛函且 f0(x) ≤ p(x),∀x ∈ X0, 则存在 X

上的线性泛函 f 满足:
(1) f(x) ≤ p(x), ∀x ∈ X

(2) f |X0 = f0

证明. (i) 把 f0 延拓到高 1 维的子空间 X1 上. 取 x ∈ X\X0, 构造
X1 := X0 ⊕ Span{x1} = {x+ αx1 | x ∈ X0, α ∈ R}. 对 ∀y, z ∈ X0 有

f0(y)− f0(z) = f0(y − z) ≤ p(y − z)

= p(y − x1 + x1 − z) ≤ p(y − x1) + p(x1 − z)

从而有

f0(y)− p(y − x1) ≤ f0(z) + p(x1 − z), ∀y, z ∈ X0
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取 c ∈

[
sup
y∈X0

{f0(y)− p(y − x1)}, inf
z∈X0

{f0(z) + p(x1 − z)}

]
, 作

f1 : X1 = X0 ⊕ Span{x1} −→ R

x+ αx1 7−→ f1(x+ αx1) := f0(x) + αc

则 f1|X0 = f0. 对 ∀α ∈ R+,

f1(x+ αx1) = f0(x) + αc

≤ f0(x) + α
[
f0

(
−x

α

)
+ p

(
x1 +

x

α

)]
= f0(x) + f0(−x) + αp

(
x1 +

x

α

)
= p(x+ αx1)

对 ∀α ∈ R−,

f1(x+ αx1) = f0(x) + αc

≤ f0(x) + α
[
f0

(
−x

α

)
− p

(
−x

α
− x1

)]
= p(x+ αx1)

即 f1(x) ≤ p(x), ∀x ∈ X1.
(ii) 用 Zorn 引理把 f0 延拓到 X 上.
记 F := {(f̃ , X̃) | X0 ⊆ X̃, f̃ |X0 = f0, f̃(x) ≤ p(x), ∀x ∈ X̃}. 在 F 上引入序关

系: (f̃1, X̃1) ≼ (f̃2, X̃2) ⇐⇒ X̃1 ⊆ X̃2, f̃2|X̃1
= f̃1. 设M = {(fλ, Xλ) | λ ∈ Λ} 是

全序子集, 令 XM :=
⋃
λ∈Λ

Xλ, fM(x) := fλ(x), x ∈ Xλ. 则有 X0 ⊆ XM, 且易知

fM 定义合理,fM(x) ≤ p(x),∀x ∈ XM. 因此, (XM, fM) 是M 的一个上界. 根据
Zorn 引理, F 存在一个极大元, 记为 (X∆, f∆), 则 X∆ = X, 否则由 (i) 的构造方
法, ∃(X̃∆, f̃∆) 使得 X∆ ⊊ X̃∆, f̃∆|X∆

= f∆, f̃∆(x) ≤ p(x),∀x ∈ X̃∆, 与 (X∆, f∆)

是极大元矛盾.

[注记: 定理证明中 c 的取法不唯一, 由此 f0 的延拓 f 可能也不唯一!]

——71——



何家志 整理 泛函分析

定理 4.5. 复 Hahn − Banach:X 是复线性空间, X0 ⊂ X 是子空间, f0 是

X0 上线性泛函, p(x) 是 X 上半范数, 且 |f0(x)| ≤ p(x),∀x ∈ X0, 则存在 X

上的线性泛函 f 满足:
(1) |f(x)| ≤ p(x), ∀x ∈ X

(2) f |X0 = f0

证明. 视 X0, X 为 R 上的线性空间, 令 g0(x) = Re(f0(x)),∀x ∈ X0. 则 g0 是

X0 作为实线性空间上的实线性泛函, 且 g0(x) ≤ p(x),∀x ∈ X0. 根据实 Hahn-
Banach 定理, 存在 g(x) 是 X 作为实线性空间上的实线性泛函使得 g|X0 = g0,
g(x) ≤ p(x), ∀x ∈ X. 令 f(x) = g(x)− ig(ix), 则 f 满足

(i) 复线性: f(ix) = g(ix)− ig(−x) = g(ix) + ig(x) = i(g(x)− ig(ix)) = if(x)
(ii)f |X0 = f0,∀x ∈ X0

f(x) = g(x)− ig(ix)

= Re(f0(x))− i Re(f0(ix))

= Re(f0(x))− i Re(if0(x))

= Re(f0(x)) + i Im(f0(x))

= f0(x)

(iii) |f(x)| ≤ p(x), ∀x ∈ X

对 ∀x ∈ X, ∃rx ≥ 0, θx ∈ [0, 2π], 使得 f(x) = rxe
iθx

|f(x)| = rx = e−iθxf(x) = f(e−iθxx)

= g(e−iθxx) ≤ p(e−iθxx) = p(x)
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4.1.3 赋范空间中泛函的延拓

定理 4.6. Hahn − Banach:X 赋范空间, X0 ⊂ X 子空间, f0 ∈ X∗
0 , 则存在

f ∈ X∗, 使得

(1) f |X0 = f0

(2) ||f || = ||f0||0
其中 ||f0||0 := sup

x∈X0\{0}

|f0(x)|
||x||

证明. 令 p : X → K, x 7→ ||f0||0||x||, 则 p 是 X 上半范数. 根据复 Hahn-Banach 定
理, 存在 X 上的线性泛函 f 使得 f |X0 = f0, 且 |f(x)| ≤ p(x),∀x ∈ X. 有

|f(x)| ≤ p(x) = ||f0||0||x||, ∀x ∈ X

从而 ||f || ≤ ||f0||0, 又

||f || = sup
x∈X\{0}

|f(x)|
||x||

≥ sup
x∈X0{0}

|f(x)|
||x||

= ||f0||0

从而, ||f || = ||f0||0.

性质 4.7. X 是赋范空间, 对 ∀x, y ∈ X, x 6= y, 则存在 f ∈ X∗ 使得

f(x) 6= f(y).

证明. 令 z = x− y 6= 0,X0 = Span{z} = {λz | λ ∈ K}, 作

f0 : X0 −→ K

λz 7−→ λ||z|| = f0(λz)

则 f0 ∈ X∗
0 , 且

||f0||0 = sup
λz∈X0\{0}

|f0(λz)|
||λz||

= 1

根据定理 (4.6), 存在 f ∈ X∗, 使得 f |X0 = f0 且 ||f || = ||f0||0 = 1, 于是

f(x)− f(y) = f(x− y) = f(z) = f0(z) = ||z|| 6= 0
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即 f(x) 6= f(y).

[注记:(1) 命题说明赋范空间中有界线性泛函“足够多”, 多到可以区分任何
不同两点.
(2) 命题的证明有如下事实: X 是赋范空间, ∀z ∈ X\{0},∃f ∈ X∗ 使得 ||f || = 1,

且 f(z) = ||z||.]

定理 4.8. X 是赋范空间, M ⊂ X 是子空间, x0 ∈ X 且 d = ρ(x0,M) > 0,
则 ∃f ∈ X∗ 使得

(1) f |M ≡ 0

(2) f(x0) = d

(3) ||f || = 1

证明. 令 X0 = M ⊕ Span{x0} = {x+ αx0 | x ∈ M,α ∈ K}. 作

f0 : X0 −→ K

x+ αx0 7−→ f0(x+ αx0) := αd

则 f0|M = 0, f0(x0) = d, 对 ∀y = x+ αx0 ∈ X0(α 6= 0),

|f0(y)| = |αd| = |α| d

≤ |α|
∥∥∥x0 + x

α

∥∥∥
= ||αx0 + x|| = ||y||

因此有 ||f0||0 ≤ 1. 取 {xn} ⊂ M 使得

ρ(x0, xn) = ||x0 − xn|| ≤ ρ(x0,M) +
1

n
,∀n ∈ N

d = |f0(x0)| = |f0(x0 − xn)|

≤ ||f0||0||x0 − xn||

≤ ||f0||0
(
f +

1

n

)
令 n → +∞, 得到 ||f0||0 ≥ 1. 从而 ||f0||0 = 1. 根据 Hahn-Banach 定理, 存在
f ∈ X∗ 使得 f |X0 = f0, ||f || = ||f0||0 = 1.
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推论 4.9. X 是赋范空间, M ⊂ X 是子集, x0 ∈ X, 则 x0 ∈ Span{M} ⇐⇒
对 ∀f ∈ X∗ 且 f |M = 0, 有 f(x0) = 0.

证明. (=⇒) 显然.
(⇐=) (反证) 假设 x0 /∈ Span{M}, 则

d = ρ(x0,Span{M}) > 0

由定理 (4.8), ∃f ∈ X∗ 使得 f |Span{M} ≡ 0, 但 f(x0) = d 6= 0, 矛盾.

4.2 凸集分离
本节介绍 Hahn-Banach 在 实线性空间上的几何形式: 凸集分离性.

4.2.1 凸集的 Minkowski 泛函

定义 4.10. X 是线性空间, C ⊂ X 为子集. 若对 ∀x, y ∈ C, t ∈ [0, 1] 有

tx+ (1− t)y ∈ C, 称 C 是 X 的一个 凸子集.

定义 4.11. X 是线性空间, C ⊂ X 是凸子集, 0 ∈ C, 定义

p(x) := inf
{
λ > 0

∣∣∣∣xλ ∈ C

}
, ∀x ∈ X

称 p(x) 为凸集 C 的 Minkowski 泛函.

性质 4.12. p(x) 具有性质:
(1) p(x) ∈ [0,+∞], p(0) = 0

(2) p(λx) = λp(x), λ > 0

(3) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y),∀x, y ∈ X

(4) p(C) ≤ 1

(5) ∀x0 ∈ X\C, p(x0) ≥ 1
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证明. (2)

p(λx) : = inf
{
µ > 0

∣∣∣∣λxµ ∈ C

}
= inf

{
µ > 0

∣∣∣∣ x

µ/λ
∈ C

}
= inf

{
λµ′
∣∣∣∣ xµ′ ∈ C

}
= λ inf

{
µ′
∣∣∣∣ xµ′ ∈ C

}
= λp(x)

(3)对 ∀x, y ∈ X,若 p(x) = +∞或 p(y) = +∞,不等式显然成立.下证 p(x), p(y) <

+∞. 对 ∀ε > 0, 记 λ = p(x) +
ε

2
, µ = p(y) +

ε

2
, 则 x

λ
,
µ

λ
∈ C, 于是

x+ y

λ+ µ
=

λ

λ+ µ

x

λ
+

µ

λ+ µ

y

µ
∈ C

由 p(x, y) 的定义, p(x + y) ≤ λ + µ = p(x) + p(y) + ε, 令 ε → 0, 得 p(x + y) ≤
p(x) + p(y).

性质 4.13. X 是赋范空间, C ⊂ X 是凸子集. 若 0 ∈ C̊( 0 是 C 的内点), 则
p(x) 是连续的.

证明. 注意到 0 是 C 的内点, ∃r > 0, 使得 Br(0) ⊂ C. 于是, 对 ∀x ∈ X\{0},
rx

2||x||
∈ C, 则 p(x) ≤ 2||x||

r
. 由性质 (4.12) 三角不等式 (3), 有

|p(x)− p(y)| ≤ max{p(x− y), p(y − x)} ≤ 2||x− y||
r

从而,p(x) 是一致连续的.
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4.2.2 超平面 (极大线性流形)

定义 4.14. X 是线性空间, M ⊂ X 是子空间. 若对 ∀x0 ∈ X\M , 有

X = M ⊕ Span{x0}

称 M 是 X 的一个 极大子空间.

定义 4.15. X 是线性空间, L ⊂ X 是子集. 若存在 x0 ∈ X 及 X 的极大子

空间 M 使得

L = x0 +M := {x0 + x | ∀x ∈ M}

称 L 是 X 的一个 超平面或 极大线性流形.

定义 4.16. X 是线性子空间, L ⊂ X 子集, 若 ∃x0 ∈ X,X0 ⊂ X 子空间使

得 L = x0 +X0, 称 L 是 X 的 线性子流形. 当 X0 是极大子空间时, L 就是
极大线性子流形.

回顾: Rn := {(x1, · · · , xn) | xi ∈ R}, 〈x, y〉 :=
n∑

i=1

xiyi

Rn 中 n− 1 维子空间的表示: dimM = n− 1,

M = {x ∈ Rn | 〈x,n〉 = 0}

令 f : Rn → R, x 7→ f(x) := 〈x,n〉, 则 f 是 Rn 上的线性泛函. ∀r ∈ R, 记

Hr
f := {x ∈ Rn | f(x) = r}

则超平面 M = H0
f .

Rn 中超平面的表示: M ′ = M + x0, 此时 M ′ = Hr
f , r = f(x0).

(∗) Rn 中超平面正好是某个线性泛函等值面.

性质 4.17. X 是线性空间, L ⊂ X 超平面 ⇐⇒ ∃X 的线性泛函 f, r ∈ K, 使
得

L = Hr
f := {x ∈ X | f(x) = r}
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证明. (=⇒) 设 L = x0 +M,M ⊂ X 极大子空间.
(1) 若 x0 ∈ M,L = M. 由于 M 是极大子空间. ∀x1 ∈ X\M,

X = M ⊕ Span{x1} = {x+ λx1 | x ∈ M,λ ∈ K}

作 f : X → K, x+ λx1 7→ f(x+ λx1) := λ, 则 L = M = H0
f .

(2) 若 x0 /∈ M, 则 X = M ⊕ Span{x0} = {x + λx0 | x ∈ M,λ ∈ K}, 作
f : X → K, x+ λx0 7→ f(x+ λx0) := λ, 则 f(x0) = 1, L = x0 +M = H1

f .
(⇐=) 先证 H0

f 是极大子空间. 任取 x0 ∈ X\H0
f , 则 f(x0) 6= 0. 对 ∀x ∈ X, 则

f

(
x− f(x)

f(x0)
x0

)
= 0

即 x− f(x)

f(x0)
x0 ∈ H0

f 或 x = y +
f(x)

f(x0)
x0, y ∈ H0

f . 因此有

X = H0
f ⊕ Span{x0}

即 H0
f 是 X 的极大子空间. 此时, L = Hr

f =
rx0
f(x0)

+H0
f .

4.3 凸集分离 (实线性空间)
定义 4.18. X 是实线性空间, E,F ⊂ X 子集, L = Hr

f 是超平面. 若 f(E) ≤
r ≤ f(F ) 或 f(F ) ≤ r ≤ f(E), 称 超平面 L 分离 E,F .

定理 4.19. X 是实赋范空间, E ⊂ X 是真凸子集, 0 ∈ E̊, x0 /∈ E, 则存在超
平面 L = Hr

f 分离 x0 与 E.

证明. 设 E 的 Minkowski 泛函为 p(x), 则 p(E) ≤ 1. 由 x0 ∈ X\E, 有 p(x0) ≥ 1.
令 X0 = {λx0 | λ ∈ R}. 作 f0 : X0 → R, λx0 7→ f0(λx0) := λp(x0). 则
若 λ ≥ 0, f0(λx0) = λp(x0) = p(λx0)

若 λ < 0, f0(λx0) = λp(x0) < 0 ≤ p(λx0)

即对 ∀x ∈ X0, f0(x) ≤ p(x). 由实 Hahn-Banach 定理, 存在 X 上的线性泛函

f 使得 f0(x) = f(x),∀x ∈ X0 且 f(x) ≤ p(x),∀x ∈ X. 于是, 对 ∀x ∈ E 有
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f(x) ≤ p(x) ≤ 1 ≤ p(x0) = f0(x0) = f(x0), 即 f(E) ≤ 1 ≤ f(x0), 取 r ∈[
sup
x∈E

p(x), p(x0)

]
, 则 Hr

f 分离 x0 与 E.

[注记:(1) 利用平移, 结论可以推广到含有内点的真凸子集的情形.(2) 由 p 的

连续性及 f 的线性得 f ∈ X∗, 因此 Hr
f ⊂ X 是闭集.]

定理 4.20. X 是实赋范空间, E1, E2 ⊂ X 是凸子集. 若满足
(1) E̊1 或 E̊2 6= ∅
(2) E1 ∩ E2 = ∅
则存在超平面 Hr

f 分离 E1 与 E2.

证明. 令 E := E1−E2 := {x−y | x ∈ E1, y ∈ E2},则 E ⊂ X 是凸子集,且 E̊ 6= ∅,
0 /∈ E. 由定理 (4.19)和注记 (2), ∃f ∈ X∗, s ∈ R 使得 f(E) ≤ s ≤ f(0) = 0, 即超
平面 Hs

f 分离 E 与 0. 则 ∀z = x − y ∈ E, f(x) − f(y) = f(x − y) = f(z) ≤ s ≤

f(0) = 0, 即对 ∀x ∈ E1, y ∈ E2 有 f(x) ≤ f(y), 取 r ∈

[
sup
x∈E1

f(x), sup
y∈E2

f(y)

]
, 则

f(E1) ≤ r ≤ f(E2), 即 Hr
f 分离 E1 与 E2.

[条件 (2) 可以改为 E̊1 ∩ E2 = ∅ 或 E1 ∩ E̊2 = ∅.]

推论 4.21. Ascoli:X 是实赋范空间, E ⊂ X 是闭凸子集, 则对 ∀x0 ∈ X\E,
∃f ∈ X∗, r ∈ R 使得 f(E) < r < f(x0).

证明. 注意到 X\E 为开集, ∃δ > 0 使得 Bδ(x0) ⊂ X\E. 于是,Bδ(x0) ∩ E = ∅,

由定理(4.20), ∃f ∈ X∗\{0}, s ∈ R 使得 f(E) ≤ s ≤ f(Bδ(x0)), 即 sup
x∈E

f(x) ≤

inf
y∈Bδ(x0)

f(y), 下证: inf
y∈Bδ(x0)

f(y) < f(x0)(反证), 由于 f ∈ X∗\{0}, ∃y0 ∈ Bδ(x0)

使得 f(y0 − x0) = f(y0)− f(x0) 6= 0. 令

yt = x0 + t
y0 − x0
||y0 − x0||

, t ∈ (−δ, δ)
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则 yt ∈ Bδ(x0), 且有

(4.22) f(yt) = f(x0) + tf

(
y0 − x0
||y0 − x0||

)

假设 inf
y∈Bδ(x0)

f(y) ≥ f(x0), 与 (4.22)式矛盾. 取 r ∈
(

inf
y∈Bδ(x0)

f(y), f(x0)

)
, 则

f(E) < r < f(x0).

推论 4.23. Mazur: X 是实赋范空间, E ⊂ X 是闭凸子集, E̊ 6= ∅, F ⊂ X

为线性子流形. E̊ ∩ F = ∅, 那么 ∃ 超平面 Hr
f 使得 f(E) ≤ r 且 F ⊂ Hr

f .

证明. 设 F = x0 +M,M ⊂ X 是线性子空间. 那么由定理 (4.20), ∃f ∈ X∗, s ∈ R
使得 f(E) ≤ s ≤ f(F ). 则对 ∀x ∈ M, s ≤ f(x0 + x) = f(x0) + f(x) 或 f(x) ≥
s− f(x0). 注意到 M 是线性子空间, 则 −x ∈ M, 于是 f(x) ≤ −(s− f(x0)). 因此,
对 ∀x ∈ M 有

s− f(x0) ≤ f(x) ≤ −(s− f(x0))

从而 f(x) = 0, ∀x ∈ M , 即 f(M) = 0. 综上, f(E) ≤ s ≤ f(F ) = f(x0 + M) =

f(x0) := r, 且 F ⊂ Hr
f .

5 共轭理论
本章主要介绍共轭空间,共轭算子,以及与之相关的弱收敛, ∗弱收敛,弱紧性,

∗ 弱紧性.

5.1 共轭空间
本节主要介绍共轭空间, 第二共轭空间和一些基本的例子.
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5.1.1 定义

定义 5.1. X 是赋范空间, 称 X∗ := {f | f是X上有界线性泛函} 为 X 的 共

轭空间 (对偶空间); X∗ 的共轭空间 X∗∗ := (X∗)∗ 称为 X 的 第二共轭空

间.

[注记: X∗ = L (X,K), X∗∗ = L (X∗,K) 是 Banach 空间.]

性质 5.2. X 是赋范空间, 在等距同构意义下, X 是 X∗∗ 的子空间.

证明. 作 J : X −→ X∗∗, x 7−→ Jx. 其中 Jx 定义为: Jx : X∗ −→ K, f 7−→
Jx(f) := f(x).
(1) J 是线性的. ∀λ, µ ∈ K, x, y ∈ X, f ∈ X∗

(J(λx+ µy))(f) : = f(λx+ µy)

= λf(x) + µf(y)

= (λ · Jx)(f) + (µ · Jy)(f)

= [λ · Jx+ µ · Jy](f)

由 f 的任意性, J(λx+ µy) = λ · Jx+ µ · Jy.
(2) ||x||X = ||Jx||X∗∗ .
对 ∀f ∈ X∗,

|J(x)(f)| = |f(x)| ≤ ||f ||||x||

则 ||Jx|| ≤ ||x||.
对 ∀x ∈ X\{0}, 由 Hahn-Banach 定理, ∃f ∈ X∗, 使得 ||f || = 1 且 f(x) = ||x||. 则

||x|| = f(x) ≤ |f(x)| = |J(x)(f)| ≤ ||J(x)||||f || = ||Jx||

由 (1),(2) 知 J : X −→ X∗∗ 是等距.

[注记: (1) 称 J 为 典则映射, 在 J 下, 不区分 x 与 Jx. (2) 若 X = X∗∗, 称
X 是 自反空间, Hilbert 空间是自反的.]
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5.1.2 例子

例 1: (Lp[0, 1]))∗ = Lq[0, 1], 1 ≤ p < ∞,
1

p
+

1

q
= 1.

思路:(1) 对 ∀g ∈ Lq[0, 1], g 可以定义 Lp[0, 1] 上的一个线性泛函 Fg.
(2) 对 ∀F ∈ (Lp[0, 1])∗, ∃g ∈ Lq[0, 1] 使得 F = Fg.

证明. (1) ∀g ∈ Lq[0, 1], g 定义 Lp[0, 1] 上的一个有界线性泛函 Fg.

Fg : Lp[0, 1] −→ R, f 7−→ Fg(f) :=

∫ 1

0
fg dµ. 显然, Fg 是线性的. 又由 Holder 不

等式

|Fg(f)| =
∣∣∣∣∫ 1

0
fg dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0
|fg| dµ

≤
(∫ 1

0
|f |p dµ

) 1
p
(∫ 1

0
|g|q dµ

) 1
q

= ||g||Lq · ||f ||Lp

因此, ||Fg|| ≤ ||g||Lq , 即 Fg ∈ (Lp[0, 1])∗.

(2) 要证对 ∀F ∈ (Lp[0, 1])∗ , ∃g ∈ Lp[0, 1] 使得 ∀f ∈ Lp[0, 1] 有 F (f) =

∫ 1

0
fg dµ.

定义

χt(τ) :=

1 τ ∈ [0, t]

0 τ ∈ (t, 1]

于是, [0, 1] 上任何简单函数是 {χt | t ∈ [0, 1]} 的线性组合. Span{χt | t ∈ [0, 1]}
在 Lp[0, 1] 中稠密,∀F ∈ (Lp[0, 1])∗, 令 G(t) = F (χt), 下证: g(t) := G′(t) 满足要

求.
(i) G(t) 绝对连续.
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对任意有限个互不相交开区间 {δi := (ai, bi) ⊂ [0, 1] | i = 1, 2, · · · , n}, 有

n∑
i=1

|G(bi)−G(ai)| =
n∑

i=1

εi(G(bi)−G(ai)) εi = ±1

=
n∑

i=1

εi(F (χbi)− F (χai)) = F

(
n∑

i=1

εi(χbi)− χai

)

≤ ||F || ·

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

εi(χbi − χai)

∥∥∥∥∥
Lp

= ||F || ·

(∫
⋃n

i=1 δi

dµ
) 1

p

= ||F || ·

(
n∑

i=1

(bi − ai)

) 1
p

从而 G(t) 绝对连续, 几乎处处可微. 记 g(t) := G′(t).

(ii) 对简单函数 f 有 F (f) =

∫ 1

0
fg dµ.

由于 f 是简单函数, ∃ci ∈ R, 0 ≤ a1 < a2 < · · · < a2m−1 < a2m ≤ 1 使得

f(t) =
m∑
i=1

ci
(
χa2i(t)− χa2i−1(t)

)
于是, 由 F 的线性知

F (f) =
m∑
i=1

ci
(
F (χa2i)− F (χa2i−1)

)
=

m∑
i=1

ci(G(a2i)−G(a2i−1))

绝对连续
=======

m∑
i=1

ci

∫ a2i

a2i−1

1 · g(t)dµ =

∫ 1

0
fg dµ

(iii) 对有界可测函数 f , 有 F (f) =

∫ 1

0
fg dµ.

设 f 是有界可测函数,则 ∃M > 0及简单函数列 {fn}使得 |f | , |fn| ≤ M,fn
a.e.−→ f .

由控制收敛定理, fn
Lp

−→ f . 又由 F ∈ (Lp[0, 1])∗, 从而 F (f) = lim
n→∞

F (fn). 注意到
|fng| ≤ M · |g| , g 可积, 再由控制收敛定理

lim
n→∞

F (fn) = lim
n→∞

∫ 1

0
fng dµ =

∫ 1

0
fg dµ
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(iv) g ∈ Lq[0, 1], 1 < p < ∞

令 hn(t) =

|g|q−1 sgn(g) |g|q ≤ n

0 其他
为有界可测函数, 利用 (iii) 得

∫
En

|g|q dµ =

∫
En

hng dµ = F (hn)

≤ ||F ||||hn||Lp

= ||F ||
(∫

En

|g|q dµ
) 1

p

其中 En := {t ∈ [0, 1] | |g(t)|q ≤ n}. 于是(∫
En

|g|q dµ
) 1

q

≤ ||F ||

令 n → ∞ 得到 ||g||Lq ≤ ||F ||.

(v) 对任意 f ∈ Lp[0, 1], 有 F (f) :=

∫ 1

0
fg dµ.

注意到有界可测函数在 Lp[0, 1]中稠密,存在有界可测函数列 {fn},使得 fn
Lp

−→ f.

由 F 的连续性,

F (f) = lim
n→∞

F (fn) = lim
n→∞

∫ 1

0
fng dµ =

∫ 1

0
fg dµ

[注记:(1) p = 1 时类似. (2) 对 ∀1 < p < +∞, Lp[0, 1] 是自反的.]
例 2. (C[0, 1])∗ = BV0([0, 1]) := {g | g(t)是[0, 1]右连续函数, g(0) = 0, V (g) <

+∞}.

5.2 共轭算子
本节主要介绍算子的共轭和一些基本例子.
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5.2.1 定义

定义 5.3. X,Y 是赋范空间, T ∈ L (X,Y ), X∗, Y ∗ 分别是 X,Y 的共轭空间.
定义: T ∗ : Y ∗ −→ X∗, f 7−→ T ∗f, T ∗f : X −→ K, x 7−→ (T ∗f)(x) := f(Tx),
称 T ∗ 为 T 的 共轭算子.

X∗ Y ∗T ∗
oo

X

OO

T // Y

OO

例 1: 有限维空间之间的算子的共轭. dimX = n,dimY = m, 则 dimX∗ =

n,dimY ∗ = m. X = Span{e1, · · · , en}, X∗ = Span{f1, · · · , fn}, f i(ej) = δij , Y =

Span{ε1, · · · , εm}, Y ∗ = Span{g1, · · · , gm}, gi(εj) = δij , T : X −→ Y, 记 Tei =
m∑
j=1

tjiεj , 则 T 在 {e1, · · · , en}, {ε1, · · · , εm} 下的矩阵为 (tji ), T
∗ : Y ∗ −→ X∗,

T ∗gk ∈ X∗, 设 T ∗gk =
n∑

i=1

pkl f
l, pkl 待定.

(T ∗gk)(ei) = gk(Tei) = gk
(
tjiεj

)
= tjig

k(εj) = tji δjk = tki

又因为

(T ∗gk)(ei) =

(
n∑

i=1

pkl f
l

)
(ei) =

n∑
l=1

pkl f
l(ei) =

n∑
l=1

pkl δli = pki

因此 pki = tki .
(∗) 有限维情形, 从矩阵的角度来看, 共轭算子所对应的矩阵是原算子对应矩阵的
转置！

性质 5.4. T ∗ ∈ L (Y ∗, X∗)
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证明. (1) T ∗ 是线性的. ∀λ, µ ∈ K, f1, f2 ∈ Y ∗, 对 ∀x ∈ X 有

(T ∗(λf1 + µf2)) (x) = (λf1 + µf2)(Tx)

= λf1(Tx) + µf2(Tx)

= λ(T ∗f1)(x) + µ(T ∗f2))x

= [λ · (T ∗f1) + µ · (T ∗f2)] (x)

由 x 的任意性, T ∗(λf1 + µf2) = λ · T ∗f1 + µ · T ∗f2.
(2) ||T ∗|| ≤ ||T ||
对 ∀f ∈ Y ∗, x ∈ X

|(T ∗f)(x)| = |f(Tx)| ≤ ||f || · ||Tx|| ≤ ||f || · ||T || · ||x||

因此 ||T ∗f || ≤ ||f || · ||T ||, 从而 ||T ∗|| ≤ ||T ||, 即 T ∗ ∈ L (Y ∗, X∗).

性质 5.5. 映射 ∗ : L (X,Y ) −→ L (Y ∗, X∗), T 7−→ T ∗ 是等距.

证明. (1) ∗ 是线性的. 对 ∀λ, µ ∈ K, T1, T2 ∈ L (X,Y ), ∀x ∈ X, ∀f ∈ Y ∗

[(λT1 + µT2)
∗f ] (x) = f (λ · T1x+ µ · T2x)

= λf(T1x) + µf(T2x)

= λ · (T ∗
1 f)(x) + µ(T ∗

2 f)(x)

= [(λT ∗
1 f + µT ∗

2 f)]x

由 f, x 的任意性, (λT1 + µT2)
∗ = λT ∗

1 + µT ∗
2 , 即 ∗ 是线性的.

(2) ∗ 是等距, 只需证 ||T || ≤ ||T ∗||.
不妨设 T 6= 0, 则 ∃x ∈ X 使得 Tx 6= 0. 由 Hahn-Banach 定理, 存在 f ∈ Y ∗ 使得

||f || = 1, f(Tx) = ||Tx||Y . 于是, 有

||Tx||Y = f(Tx) = (T ∗f)(x) ≤ ||T ∗f ||||x||X ≤ ||T ∗|| · ||f || · ||x||X = ||T ∗|| · ||f ||

即 ||T || ≤ ||T ∗||. 由性质(5.4)知 ∗ 是等距.

[注记:(1) T ∈ L (X,Y ), T ∗ ∈ L (Y ∗, X∗), T ∗∗ ∈ L (X∗∗, Y ∗∗).(2) 注意到, 在
等距的意义下, X ⊂ X∗∗, Y ⊂ Y ∗∗, 那么 T ∗∗ 可以看成 T 在 X∗∗ 中的延拓, 且
||T || = ||T ∗|| = ||T ∗∗||.]
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5.2.2 例子

例 1. (Ω,B, µ) 是测度空间, X = L2(Ω, µ), X∗ = X, 函数 K : Ω × Ω →
K, (x, y) 7→ K(x, y) 且∫

Ω×Ω
|K(x, y)|2 dµx dµy := M < +∞

对 ∀u ∈ L2, 定义

Tu(x) :=

∫∫
Ω
K(x, y)u(y)dµy

则 (1) T ∈ L (L2, L2)

(2) 对 ∀u ∈ (L2)∗ = L2, (T ∗v)(y) =

∫
Ω
K(x, y)v(x)dµx

证明. (1) 对 ∀u ∈ L2 有

||Tu||2L2 =

∫
Ω
|Tu|2 dµx

=

∫
Ω

∣∣∣∣∫
Ω
K(x, y)u(y)dµy

∣∣∣∣ dµx

≤
∫
Ω

(∫
Ω
|K(x, y)u(y)| dµy

)2

dµx

≤
∫
Ω

(∫
Ω
|K(x, y)|2 dµy

∫
Ω
|u(y)|2 dµy

)
dµx Holder

≤ M · ||u||2L2

因此 ||T || ≤
√
M .

(2) 对 ∀v(x) ∈ (L2)∗ = L2, ∀u(y) ∈ L2.

(T ∗v)(u) = v(Tu)

=

∫
Ω
(Tu)(x) · v(x)dµx

=

∫
Ω

(∫
Ω
K(x, y)u(y)dµy

)
v(x)dµx

Fubini
======

∫
Ω
u(y)

(∫
Ω
K(x, y)v(x)dµx

)
dµy

=

(∫
Ω
K(x, y)v(x)dµx

)
(u)
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由 u 的任意性, T ∗v =

∫
Ω
K(x, y)v(x)dµx.

例 2.(卷积) K(x) ∈ L1(R), 对 ∀f ∈ Lp(R), 1 ≤ p < ∞, 定义卷积: Tf =

(K ∗ f)(x) :=
∫
R
K(x− y)f(y)dy, 求 T ∗.

解. (1) T ∈ L (Lp, Lp), 对任意 1 < p < +∞,
1

p
+

1

q
= 1, 有∣∣∣∣∫

R
K(x− y)f(y)dy

∣∣∣∣ ≤ ∫
R
|K(x− y)|

1
q |K(x− y)|

1
p |f(y)| dy

≤
(∫

R
K(x− y)dy

) 1
q
(∫

R
|K(x− y)| |f(y)|p dy

) 1
p

Holder

= ||K||
1
q

L1

(∫
R
|K(x− y)| |f(y)|p dy

) 1
p

所以 ∫
R
|K ∗ f |p dx ≤

∫
R
||K||

p
q

L1

(∫
R
|K(x− y)| |f(y)|p dy

)
dx

Fubini
====== ||K||

q
p

L1 ·
∫
R
|f(y)|p

∫
R
|K(x− y)| dxdy

= ||K||
q
p

L1 · ||K||L1 · ||f ||pLp

即 ||Tf ||Lp ≤ ||K||L1 · ||f ||Lp (Young 不等式). 当 p = 1 或 +∞ 时结论也成立. 因此,
||T || ≤ ||K||L1 .
(2) 求 T ∗. 对 ∀f ∈ (Lp)∗ = Lq, g ∈ Lp.

(T ∗f)(g) = f(Tg) =

∫
R

(∫
R
K(x− y)g(y)dy

)
f(x)dx

Fubini
======

∫
R
g(y)

(∫
R
K(x− y)f(x)dx

)
dy

由 g 的任意性, T ∗f =

∫
R
K(x− y)f(x)dx.

[注记: ||K ∗ f ||Lp ≤ ||K||L1 · ||f ||Lp 称为 Young 不等式.]

5.3 弱收敛与 ∗ 弱收敛
本节介绍赋范空间 X 上的弱收敛与其共轭空间 X∗ 上的 ∗ 弱收敛, 以及由他

们诱导的算子的几种收敛方式.
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5.3.1 弱收敛

定义 5.6. X 是赋范空间, {xn} ⊂ X,x ∈ X.若对 ∀f ∈ X∗,有 f(xn) → f(x),
称 {xn}弱收敛到 x. x 称为 {xn} 的 弱极限, 记作 xn ⇀ x.

性质 5.7. (1) 收敛一定是弱收敛.
(2) 弱极限若存在一定唯一.

证明. X 是赋范空间, {xn} ⊂ X,x ∈ X.
(1) 设 xn

||·||−→ x, 则 ||xn − x|| → 0, n → ∞. 对 ∀f ∈ X∗, |f(xn)− f(x)| =

|f(xn − x)| ≤ ||f || · ||xn − x|| → 0, n → ∞. 即 f(xn) → f(x), 从而 xn ⇀ x.
(2)设 xn ⇀ x, xn ⇀ y.对 ∀f ∈ X∗, |f(x− y)| ≤ |f(x)− f(xn)|+|f(xn)− f(y)| →
0, 即 f(x− y) = 0. 由 f 的任意性, x = y.

性质 5.8. X 是赋范空间.
(1) 若 dimX = n < +∞, 弱收敛也是收敛.
(2) 若 dimX = +∞, 弱收敛不一定是收敛.

证明. (1) 取 X 的一组基 {e1, · · · , en}, X∗ 的一组基 {f1, · · · , fn} 使得 f i(ej) =

δij . 设 xn = ainei 弱收敛于 x = aiei. 对任意的 fk, 有 fk(xn) = akn → fk(x) = ak,

即 akn → ak, 1 ≤ k ≤ n. 于是,

||xn − x|| ≤
n∑

k=1

∣∣∣akn − ak
∣∣∣ · ||ek|| → 0

即 xn
||·||−→ x.

(2)取X = L2[0, 1], xn = sin (nπt),则对 ∀f ∈ L2[0, 1] = (L2[0, 1])∗,根据 Riemann-
Lebesgue 定理, 有

〈f, xn〉 =
∫ 1

0
f(t) sin (nπt)dt → 0

即 xn ⇀ 0. 但 ||xn||L2 =

√
2

2
, 即 xn 6→ 0 .
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定义 5.9. X 是线性空间, A ⊂ X 子集, 称

co(A) :=
{

n∑
i=1

λixi

∣∣∣∣ n∑
i=1

λi = 1, λi ≥ 0, xi ∈ A,∀n ∈ N

}

为集合 A 的 凸包.

[注记: co(A), co(A) 是凸集.]

定理 5.10. Mazur: X 是赋范空间, xn ⇀ x. 则对 ε > 0,∃x′ ∈ co(xn) 使得
||x− x′|| < ε.

证明. 注意到 E := co{xn} ⊂ X 是闭凸子集. 若 x ∈ X\E, 由 Ascoli 定理,
∃a ∈ R, f ∈ X∗ 使得 f(E) < a < f(x). 于是, 对任意 n, f(xn) < a < f(x), 与
f(xn) → f(x) 矛盾.

定理 5.11. X 是赋范空间, {xn} ⊂ X,x ∈ X, 则 xn ⇀ x 当且仅当

(1) {||xn||} 有界.
(2) 在 X∗ 中有稠密子集 M∗, 对 ∀f ∈ M∗ 有 f(xn) → f(x).

证明. 在 Banach-Steinhaus 定理中取 (X,Y ) = (X∗,R), Tn = xn : X∗ → K 即可.
(xn ∈ X∗∗)

5.3.2 ∗ 弱收敛

定义 5.12. X 是赋范空间, {fn} ⊂ X∗, f ∈ X∗. 若对 ∀x ∈ X, 有 fn(x) →
f(x), 称 {fn}∗ 弱收敛于 f . 称 f 是 {fn} 的 ∗ 弱极限. 记 fn

w∗
−→ f .

性质 5.13. X 是赋范空间, 在 X∗ 中, 弱收敛蕴含 ∗ 弱收敛; 当 X 是一个

自反空间时, X∗ 上的弱收敛与 ∗ 弱收敛等价.
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证明. 设 {fn} ⊂ X∗, f ∈ X∗, 回忆:

{xn} ⊂ X,x ∈ X,xn ⇀ x ⇔ ∀f ∈ X∗, f(xn) → f(x)

{fn} ⊂ X∗, f ∈ X∗, fn ⇀ f ⇔ ∀x∗∗ ∈ X∗∗, x∗∗(fn) → x∗∗(f)

(1) 若 fn ⇀ f , 则对 ∀x∗∗ ∈ X∗∗, 有 x∗∗(fn) → x∗∗(f). 特别地, 注意到 X ⊂ X∗∗

[X 可以连续地嵌入 X∗∗] , 取 x∗∗ = x ∈ X, 有 x(fn) := fn(x) → x(f) = f(x). 即
fn

w∗
−→ f .

(2) 由 X∗∗ = X 即可.

定理 5.14. X 是 Banach 空间, {fn} ⊂ X∗, f ∈ X∗, 则 fn
w∗
−→ f , 当且仅当

(1) {||fn||} 有界
(2) 存在 X 的一个稠密子集 M 使得 fn(x) → f(x), ∀x ∈ M

证明. 在 Banach-Steinhuas 定理中取 (X,Y ) = (X,K), Tn = fn.

5.3.3 算子的几种收敛方式

定义 5.15. X,Y 是赋范空间, {Tn} ⊂ L (X,Y ), T ∈ L (X,Y ).
(1) 若 ||Tn − T || → 0, 称 Tn 一致收敛于 T , 记作 Tn ⇒ T

(2) 若对 ∀x ∈ X, 有 ||Tnx− Tx|| → 0, 称 Tn 强收敛于 T , 记作 Tn → T .
(3) 若对 ∀x ∈ X, f ∈ Y ∗ 有 (T ∗

nf)(x) → (T ∗f)(x), 称 Tn 弱收敛于 T , 记作
Tn ⇀ T .

[注记: 一致收敛 =⇒ 强收敛 =⇒ 弱收敛, 但反过来一般不对.]

• 对 ∀x ∈ X, ||Tnx− Tx|| ≤ ||Tn − T || · ||x|| → 0, n → ∞, 即 Tn → T , 所以一致
收敛 =⇒ 强收敛.
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• 对 ∀f ∈ Y ∗, x ∈ X

|(T ∗
nf)(x)− (T ∗f)(x)| = |f(Tnx)− f(Tx)|

= |f(Tnx− Tx)|

≤ ||f || · ||Tnx− Tx|| → 0

因此强收敛 =⇒ 弱收敛.

例 1. X = ℓ2, T : ℓ2 → ℓ2 , x = (x1, x2, · · · , xn, · · · ) 7→ Tx = (x2, x3, · · · ),
Tn := T ◦ · · · ◦ T︸ ︷︷ ︸

n

, 则 Tn → T = 0, 但 Tn 6⇒ 0.

证明. (1) 对任意 x = (x1, · · · , xn, · · · ) ∈ ℓ2

Tnx = (xn+1, xn+2, · · · ), ||Tnx|| =

( ∞∑
k=n+1

|xk|2
) 1

2

→ 0

即 Tn → 0.
(2) 注意到对 en+1 = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · ), 有 Tnen+1 = e1. 于是,

||Tn|| = sup
||x||=1

||Tnx||
||x||

≥ ||Tnen+1||
||en+1||

= 1

从而 ||Tn|| 6→ 0, 即 Tn 6⇒ 0

例 2. X = ℓ2, T : ℓ2 → ℓ2, x 7→ Tx = (0, x1, x2, · · · ), Tn := T ◦ · · · ◦ T︸ ︷︷ ︸
n

, 则

Tn ⇀ 0, 但 Tn 6→ 0.

证明. (1) 对 ∀x ∈ ℓ2, y ∈ (ℓ2)∗ = ℓ2. Tnx = (0, · · · , 0, x1, x2, · · · ),

(T ∗
ny)(x) = y(Tnx) = (Tnx, y) =

∞∑
k=1

xkyn+k

≤

( ∞∑
k=1

|xk|2
) 1

2

·

( ∞∑
k=1

|yn+k|2
) 1

2

→ 0, n → ∞

(2) 注意到 Tnx = (0, · · · , 0, x1, x2, · · · ), ||Tnx|| = ||x|| 6→ 0.
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5.4 弱列紧性与 ∗ 弱列紧性
本节介绍自反空间中有界集的弱列紧性及可分赋范空间的共轭空间中有界集

的 ∗ 弱列紧性.

定义 5.16. X 是赋范空间,X∗ 为共轭空间. A ⊂ X,B ⊂ X∗.
(1) 若 A 中任意点列有弱收敛子列, 称 A 是弱列紧的.
(2) 若 B 中任意点列有 ∗ 弱收敛子列, 称 B 是 ∗ 弱列紧的.

5.4.1 可分空间共轭空间中有界列的 ∗ 弱列紧性

定义 5.17. (X, ρ) 是度量空间, 若存在 X 的可数子集 M 使得 M = X, 称
X 是 可分的.

定理 5.18. (Banach)X 是赋范空间, X∗ 可分, 则 X 可分.

证明. (1) S(X∗) := {f ∈ X∗ | ||f || = 1} 可分.
由 X∗ 的可分性, 则存在 {fn} ⊂ X∗ 稠密. 于是, ∀f ∈ S(X∗), 存在子列 {fnk

} 使

得 fnk

||·||−→ f . 令 fn :=
fn
||fn||

, gn ∈ S(X∗), 那么

||f − gnk
|| ≤ ||f − fnk

||+ ||fnk
− gnk

|| = ||f − fnk
||+

∥∥∥∥fnk
− fnk

||fnk
||

∥∥∥∥
= ||f − fnk

||+ |1− ||fnk
|||

||f ||=1
===== |||f || − ||fnk

|||+ ||fnk
− f ||

≤ 2||fnk
− f || → 0

即 {gn} ⊂ S(X∗) 稠密.
(2) 注意到 ||gn|| = 1, 由算子范数的定义, ∃xn ∈ X , ||xn|| = 1 且 |gn(xn)| ≥

1

2
. 记

X0 = Span{xn}, X0 可分, X0 ⊂ X 闭子空间.
(3) X0 = X.(反证)假设 X0 6= X,取 x0 ∈ X\X0,由 Hahn-Banach定理, ∃f ∈ X∗
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使得 f |X0 = 0, ||f || = 1. 此时,

||gn − f || = sup
||x||=1

|gn(x)− f(x)| ≥ |gn(xn)− f(xn)| = |gn(xn)| ≥
1

2

与 {gn} 在 S(X∗) 中稠密矛盾. 由于 Span{Xn} 可数, 从而 X 可分.

定理 5.19. X 为可分赋范空间, 那么 X∗ 中任意有界列 {fn} 有 ∗ 弱收敛的
子列.

证明. 由 X 的可分性, 存在 X 的稠密子集 M = {xm}. 对 X∗ 中任意的有界列

{fn}, 固定 xm 有

|fn(xm)| ≤ ||fn|| · ||xm||

即 {fn(xm) | n = 1, 2, · · · } ⊂ K 是有界列, 从而有收敛的子列. 由此, 对 x1, 有
{fn} 的子列 {f1,n} 使得 {f1,n(x1)} 收敛. 对 x2, 有 {f1,n} 的子列 {f2,n} 使得
{f2,n(x2)} 收敛; · · ·; 对 xm 有 {fm−1,n} 的子列 {fm,n} 使得 {fm,n(xm)} 收敛. 设
fnk

:= fk,k, 则 ∀xm, f ∈ M,fnk
(xm) 收敛, 记 f(xm) = lim

k→∞
fnk

(xm), 则 f 在

X0 = Span{M} 上是线性的. 此外,

|f(xm)| ≤ sup
k

|fnk(xm)| ≤ sup
k

||fnk
|| · ||xm||

因此 f ∈ X∗
0 ,对 f 延拓得 f : X → K有界,再由 Banach-steinhuas定理即得.

5.4.2 自反赋范空间中有界列的弱列紧性

定理 5.20. (Pettis): X 是自反赋范空间, X0 ⊂ X 闭子空间, 则 X0 自反.

[注记: 自反有闭遗传性.]

证明. 要证 X0 自反 ⇐⇒ ∀z0 ∈ X∗∗
0 ,∃x ∈ X0 使得 f(x) = z0(f),∀f ∈ X∗

0 . 作
映射 T : X∗ → X∗

0 , f̃ 7→ T f̃ = f̃ |X0 := f, T ∈ L (X∗, X∗
0 ) [||T f̃ || = ||f || ≤ ||f̃ ||]

, 则 T ∗ ∈ L (X∗∗
0 , X∗∗). 记 z = T ∗z0 ∈ X∗∗, 由 X 的自反性, ∃x ∈ X 使得
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z(f̃) = f̃(x), ∀f̃ ∈ X∗.
(1) x ∈ X0 .(反证) 假设 x ∈ X\X0, 由 Hahn-Banach 定理, ∃f̃ ∈ X∗ 使得

||f̃ || = 1, f̃ |X0 = 0, f̃(x) = ρ(x,X0) > 0. 但

0 = z0(T f̃) = (T ∗z0)(f̃) = z(f̃) = f̃(x) = ρ(x,X0) > 0

矛盾.
(2) z0(f) = f(x), ∀f ∈ X∗

0 .
根据 Hahn-Banach 定理, ∀f ∈ X∗

0 , ∃f̃ ∈ X∗, 使得 f̃ |X0 = f , 所以 f(x) = f̃(x) =

z(f̃) = (T ∗z0)(f̃) = z0(T f̃) = z0(f).

定理 5.21. Eblein − Smulian:X 是自反空间, X 中有界列有弱收敛的子列.

证明. 设 {xn} ⊂ X 有界列, 记 X0 = Span{xn}, 则 X0 ⊂ X 可分的闭子空间.
(1) X∗

0 , X
∗∗
0 可分的.

注意到 X0 ⊂ X 闭, X 自反, 由定理 (5.20)知 X0 是自反的, 即 X0 = X∗∗
0 . 再由

X0 的可分性知 X∗∗
0 是可分的, 从而 X∗

0 是可分的.(定理(5.18))
(2) {xn} 有弱收敛的子列.
注意 X0 = X∗∗

0 , 那么对 {xn}, ∃{gn} ⊂ X∗∗
0 使得对 ∀f ∈ X∗

0 有 gn(f) =

f(xn), ||gn|| = ||xn||, ∀n. 因此 {gn} ⊂ X∗∗
0 为有界列. 根据定理(5.19)知, {gn} 有 ∗

弱收敛的子列 {gnk
}, 即 ∃g ∈ X∗∗

0 使得 gnk
(f) → g(f), ∀f ∈ X∗

0 , 再由 X0 = X∗∗
0 ,

∃x ∈ X0 使得对 ∀f ∈ X∗
0 有 g(f) = f(x). 下证 xnk

⇀ x, 对 ∀f̃ ∈ X∗,

f̃(xnk
) = f̃ |X0(xnk

) = f(xnk
) = gnk

(f) → g(f) = f(x) = f̃(x)

6 谱理论
本章介绍 Banach 空间算子的谱理论, 特别是紧算子的谱理论以及 Fredholm

算子的基本性质.
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6.1 算子的谱
主要介绍闭算子的谱的定义, 谱的存在性及谱半径的估计.

回忆:X 是 C 上线性空间, dimX = n < +∞, A : X → X 是线性变换. 任意给定
λ ∈ C, 有

• ker(λI − A ) = {0} ⇐⇒ R(λI − A ) = X ⇐⇒ (λI − A )−1 存在.

• ker(λI − A ) 6= {0} ⇐⇒ ∃0 6= α ∈ X 使得 A α = λα, 即 λ 为 A 的特征值.

(∗) dimX < +∞, 特征值, 特征向量一定存在.
问题:X 是 Banach 空间, A ∈ L (X), 给定 λ ∈ C
(1) ker(λI − A) = {0} =⇒ 可定义 (λI − A) 的逆 (λI − A)−1, R(λI − A) 是否等

于 X? R(λI −A) 是否等于 X?
(2) ker(λI −A) 6= {0} =⇒ ∃0 6= x ∈ X 使得 Ax = λx, 即 λ 为 A 的特征值.

6.1.1 谱的定义

R(λI −A) := {(λI −A)x | x ∈ D}, λ ∈ C

定义 6.1. X 是 Banach 空间, D ⊂ X 是子空间, A : D → X 是闭算子.
(1) 若 (λI −A)−1 存在, R(λI −A) = X, 称 λ 为 A 的 正则值. 所有正则值
的全体记为 ρ(A) .
(2) 若 (λI −A)−1 存在, R(λI −A) 6= X, 但 R(λI −A) = X, 称 λ 为 A 的

连续谱. 全体连续谱记为 σc(A) .
(3) 若 (λI −A)−1 存在, R(λI −A) 6= X, 称 λ 为 A 的 剩余谱. 全体剩余谱
的集合记为 σr(A).
(4) 若 (λI − A)−1 不存在, 称 λ 为 A 的 点谱. 点谱全体构成的集合记为
σp(A).

[注记:(1) 当 λ ∈ σp(A), 则 ∃0 6= x ∈ X 使得 Ax = λx. 此时 λ 也称为 A 的

特征值. x 称为 属于 λ 的特征向量.(2) 称 σ(A) := σc(A)∪ σr(A)∪ σp(A) 为 A 的

谱集. (3) ρ(A) = C\σ(A).(4) 上述三种谱都可能存在.]
例 1. X = L2[0, 1], D = {u ∈ C2[0, 1] | u(0) = u(1), u′(0) = u′(1)}, A : D →
X,u(t) 7→ Au := −u′′(t), 则 σ(A) = σp(A) = {(2nπ)2 | n = 0, 1, · · · }
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证明. (1) A 是闭算子. (?)
(2) {(2nπ)2 | n = 0, 1, · · · } ⊂ σp(A), 对 u ∈ D,λ ∈ C,(λI − A)u = λu+ u′′(t), 注
意到 un = cos (2nπt) 或 sin (2nπt),[

(2nπ)2I −A
]
un = (2nπ)2un +

[
−(2nπ)2

]
un = 0

即 λn := (2nπ)2 ∈ σp(A).
(3) ∀λ ∈ C\{(2nπ)2 | n = 0, 1, · · · } 是正则值. 要证 ∀f ∈ L2[0, 1], ∃u ∈ D 使得

(λI −A)u = f

f =
∑
n∈Z

cne
2nπit

其中 cn :=

∫ 1

0
f(t)e−2nπit dt,设 u =

∑
n∈Z

ane
2nπit, an 待定,代入 (λI−A)u = f 得

an =
cn

λ− (2nπ)2

则可证 u =
∑
n∈Z

cn
λ− (2nπ)2

e2nπit ∈ D, 并且

||u||2L2 =
∑
n∈Z

|cn|2

|λ− (2nπ)2|2
≤ sup

n∈Z

1

|λ− (2nπ)2|2
∑
n∈Z

|cn|2

= sup
n∈Z

1

|λ− (2nπ)2|2
||f ||2L2

例 2. X = C[0, 1], A : X → X,u(t) 7→ Au = t ·u(t),则 σ(A) = σr(A) = [0, 1].

证明. (1) C\[0, 1] ⊆ ρ(A)(ρ(A) = C\[0, 1]).
对 ∀λ ∈ C\[0, 1], u ∈ X, (λI − A)u = (λ − A)u(t), 注意到 λ ∈ C\[0, 1], v(t) :=
1

λ− t
u(t) ∈ X, 且 (λI − A)v(t) = u(t), 此外 (λI − A)u = (λ − t)u(t) = 0 ⇐⇒

u(t) = 0, 即 ker(λI −A) = {0}. 因此, C\[0, 1] ⊂ ρ(A).
(2) [0, 1] ⊂ σr(A). 对 ∀λ ∈ [0, 1], (λI − A)v(t) = (λ − t)v(t) := u(t), 从而对
∀u(t) ∈ R(λI −A) 有 u(λ) = 0, 于是 1 /∈ R(λI −A), 即 (λI −A) 6= X.
综合 (1), (2), σ(A) = σr(A) = [0, 1].
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例 3. X = L2[0, 1], A : X → X,u(t) 7→ Au = tu(t), 则 σ(A) = σc(A) = [0, 1].

证明. (1) C\[0, 1] ⊂ ρ(A).对 ∀λ ∈ C\[0, 1], v(t) ∈ X, (αI−A)v(t) = (λ−t)v(t),于
是 ker(λI−A) = {0},即 (λI−A)−1 存在.对 ∀u ∈ X,取 v =

1

λ− t
u(t) ∈ L2[0, 1],

且 (αI −A)v = u.

(2) [0, 1] ⊂ σc(A). ∀λ ∈ [0, 1], v(t) ∈ X, (λI − A)v(t) = (λ − t)v(t). 注意到
1

λ− t
/∈ L2[0, 1], 从而 1 /∈ R(λI − A). 即 R(λI − A) 6= X. 下证 R(λI −A) = X.

对 ∀u ∈ L2[0, 1],对充分小 ε > 0,记 Eε = [0, 1]\(λ− ε, λ+ ε),令 uε =
1

λ− t
χEεu,

(λI −A)uε = χEεu
L2

−→ u, a.s.ε → 0

即 R(λI −A) = X.

6.1.2 谱的存在性

定义 6.2. X 是 Banach 空间, A ∈ L (X), 定义 R : ρ(A) → L (X), λ 7→
R(λ) = Rλ(A) := (λI −A)−1, 称 Rλ(A) 为 A 的 预解式 .

性质 6.3. T ∈ L (X), 若 ||T || < 1, 则有 (I − T )−1 ∈ L (X) 且

||(I − T )−1|| ≤ 1

1− ||T ||

证明. (1) (I − T )−1 存在.
任给 y ∈ X, 作 S : X → X,x 7→ y + Tx. 对 ∀x1, x2 ∈ X, 有

||Sx1 − Sx2|| = ||Tx1 − Tx2|| ≤ ||T ||||x1 − x2||

即 S 是 X 上的压缩映射. 那么, 存在唯一 x ∈ X 使得 Sx = x 或 y = (I − T )x,
即 (I − T )−1 存在.
(2) ||I − T ||−1 ≤ 1

1− ||T ||
.
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由 ||y|| = ||(I − T )x|| ≥ ||x|| − ||T ||||x|| = (1 − ||T ||)||x|| 得 ||x|| ≤ 1

1− ||T ||
||y||. 即

||(I − T )−1y|| ≤ 1

1− ||T ||
||y||, 因此 ||I − T ||−1 ≤ 1

1− ||T ||
.

[注记:(1) x = lim
k→∞

Sky = lim
k→∞

(y + Ty + T 2y + · · · + T ky) = lim
k→∞

k∑
l=0

T ly =

∞∑
l=0

T ly =

( ∞∑
k=0

T k

)
y. 因此

(I − T )−1 =

∞∑
k=0

T k

(2) λ ∈ ρ(A), 则有 (λI − A)−1 =

∞∑
k=0

Ak

λk+1
, ||(λI − A)−1|| ≤

∥∥∥∥∥ 1λ
(
I − A

λ

)−1
∥∥∥∥∥ =

1

|λ|

∥∥∥∥∥
(
I − A

λ

)−1
∥∥∥∥∥ ≤ 1

|λ|
(
1− ||A||

|λ|

) =
1

|λ| − ||A||
.]

性质 6.4. ρ(A) ⊂ C 是开集.

证明. 即证明 ∀λ0 ∈ ρ(A),∃δ > 0,使得对 ∀λ ∈ Bδ(λ0),有 (λI−A)−1 ∈ L (X),注

意到 λI−A = (λ−λ0)I+(λ0I−A) = (λ0I−A)
[
I + (λ− λ0)(λ0I −A)−1

]
,记 T :=

−(λ− λ0)(λ0I − A)−1, 当 |λ− λ0| < ||(λ0I − A)−1||−1 时, ||T || = |λ− λ0| ||(λ0I −
A)−1|| < 1, 根据性质 (6.3), I + (λ − λ0)(λ0I − A)−1 ∈ L (X), 于是, 取 δ <

||(λ0I −A)−1||−1 时, 对 ∀λ ∈ Bδ(λ0), 有 (λI −A)−1 ∈ L (X).

[注记: 记 B = I + (λ− λ0)(λ0I −A)−1, 则

Rλ(A) = (λI −A)−1 = [(λ0I −A)B]−1 = B−1Rλ0(A)

||Rλ(A)|| ≤ ||Rλ0(A)|| · ||B−1|| ≤ ||Rλ0(A)||
1− ||(λ− λ0)Rλ0(A)||

]

定理 6.5. Rλ(A) 关于 λ 是 ρ(A) 上的解析函数.
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证明. (1) 第一预解公式, 对 ∀λ, µ ∈ ρ(A),

Rλ(A) = Rλ(A)(µI −A)Rµ(A)

= Rλ(A) [(λI −A) + (µ− λ)I]Rµ(A)

= Rµ(A) + (µ− λ)Rλ(A)Rµ(A)

因此得到了 第一预解公式: Rλ(A)−Rµ(A) = (µ− λ)Rλ(A)Rµ(A).
(2) Rλ(A) 关于 λ 连续.
给定 λ0 ∈ ρ(A) , 对 ∀λ ∈ ρ(A),

Rλ(A)−Rλ0(A) = (λ0 − λ)Rλ(A)Rλ0(A)

由性质 (6.4)的注记, 当 |λ− λ0| ≤
1

2
||(λ0I −A)−1||−1 时,

||Rλ(A)|| ≤ ||Rλ0(A)||
1− 1

2

≤ 2||Rλ0(A)||

于是, ||Rλ(A)−Rλ0(A)|| ≤ |λ− λ0| · 2||Rλ0(A)||2, 即 Rλ(A) 关于 λ 连续.
(3) Rλ(A) 关于 λ 可微.

lim
λ→λ0

Rλ(A)−Rλ0(A)

λ− λ0
= lim

λ→λ0

−(λ− λ0)Rλ(A)Rλ0(A)

λ− λ0
= −Rλ0(A)2

定理 6.6. 谱的存在性: X 是 Banach 空间, A ∈ L (X), 则 σ(A) 6= ∅.

证明. 反证, 假设 σ(A) = ∅, 则 ρ(A) = C.

(1) Rλ(A) 在 C 上有界. 当 |λ| > 2||A|| 时,
∥∥∥∥Aλ
∥∥∥∥ < 1. 根据性质 (6.3),

||Rλ(A)|| = ||(λI −A)−1|| ≤ 1

|λ| − ||A||
≤ 1

||A||

另一方面, Rλ(A) 在 B2||A||(0) 上是连续的, 从而 ||Rλ(A)|| 在 C 上有界.
(2) Rλ(A)与 λ无关,与第一预解公式矛盾.注意到 Rλ(A)在 C上关于 λ解析.则
对 ∀f ∈ L (X)∗ , F (λ) := f(Rλ(A)) 是 C 上解析函数. 又由 (1) 知, Rλ(A) 有界,
从而 f(Rλ(A)) 是 C 上有界函数, 根据 Liouville 定理, F (λ) 为常数 (与 f 有关) .
由 Hahn-Banach 定理, Rλ(A) 与 λ 无关, 与第一预解公式矛盾.
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6.1.3 谱半径估计

定义 6.7. X 是 Banach 空间, A ∈ L (X) , 称 rσ(A) = sup{|λ| | λ ∈ σ(A)}
为 A 的 谱半径.

定理 6.8. Gelfand:X 是 Banach 空间, A ∈ L (X), 则

rσ(A) = lim
n→∞

||An||
1
n

证明. (1) lim
n→∞

||An||
1
n = inf

n
||An||

1
n , 记 r = inf

n
||An||

1
n , 则 lim inf

n→∞
||An||

1
n ≥ r. 下证

lim sup
n→∞

||An||
1
n ≤ r, 对 ∀ε > 0,∃m ∈ N 使得 ||Am||

1
m ≤ r + ε. 对 ∀n ∈ N, 都有

n = mpn + qn, 0 ≤ qn < m. 于是,

||An||
1
n = ||Ampn+qn ||

1
n

≤ ||Ampn ||
1
n · ||A||

qn
n

≤ ||Am||
pn
n · ||A||

qn
n

≤ (r + ε)
mpn
n · ||A||

qn
n

取上极限及 ε 的任意性知

lim sup
n→∞

||An||
1
n ≤ r

(2) rσ(A) ≤ r := inf
n
||An||

1
n .

注意到

∞∑
n=0

||An||zn 的收敛半径为 lim
n→∞

1

||An||
1
n

. 所以, 当 |λ| > r 时,
∞∑
n=0

An

λn+1
收

敛.
∞∑
n=0

An

λn+1
= (λI −A)−1 = Rλ(A)

且 ||Rλ(A)|| ≤ 1

|λ| − ||A||
, 即 rσ(A) ≤ r.

(3) rσ(A) ≥ r := inf
n
||An||

1
n .

根据 rσ(A) 的定义, 当 |λ| < rσ(A) 时, λ ∈ ρ(A) . 由 Rλ(A) 在 ρ(A) 上解析,
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∀f ∈ L (X)∗, f(Rλ(A)) 是 ρ(A) 上的解析函数, 且 f(Rλ(A)) =
∞∑
n=0

f(An)

λn+1
. 因此,

∀ε > 0, 有
∞∑
n=0

|f(An)|
(rσ(A) + ε)n+1

< +∞

于是, ∃M > 0, 对 ∀n ∈ N

|f(An)|
(rσ(A) + ε)n+1

< M

其中 M 是依赖于 f 的. 由共鸣定理, ∃M > 0 使得
||An||

(rσ(A) + ε)n+1
≤ M .

||An||
1
n ≤ M

1
n (rσ(A) + ε)

n+1
n

令 n → ∞ 有
r = lim

n→∞
||An||

1
n ≤ rσ(A) + ε

由 ε 的任意性, r ≤ rσ(A).

[注记:r = inf
n
||An||

1
n ≤ ||A||.]

6.1.4 例子

例 1. A : ℓ2 → ℓ2, x = (x1, x2, · · · ) 7→ Ax = (0, x1, x2, · · · ), 求证: σp =

∅, σc(A) = S1 = {λ ∈ C | |λ| = 1}, σr(A) = D2 = {λ ∈ C | |λ| < 1}.

证明. ∀λ ∈ C, (λI −A)x = (λx1, λx2 − x1, · · · , λxn+1 − xn, · · · ). 注意到 ||A|| = 1,

由 Gelfand 定理知 rσ(A) ≤ 1.

(1) σp(A) = ∅.
若 (λI −A)x = 0 ⇐⇒ λx1 = 0, λxn+1 = xn ⇐⇒ xn = 0,∀n ∈ N, 即 σp(A) = ∅.
(2) σc(A) = S1.
对 ∀λ ∈ S1 = {λ ∈ C | |λ| = 1}. 由 (1) 的证明, ker(λI − A) = {0}, 即 λI − A 是

单射. 下证: R(λI − A) 6= ℓ2, 但 R(λI −A) = ℓ2. 记 en = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · ) , 若

(λI − A)x = e1, 则 λx1 = 1, λxn+1 = xn, 由 λ ∈ S1, x =

(
1

λ
,
1

λ2
,
1

λ3
, · · ·

)
/∈ ℓ2,

即 e1 /∈ R(λI − A) . 对 ∀y ∈ R(λI − A)⊥, 则 ((λI − A)en, y) = 0,∀n =⇒
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(λen − en+1, y) = 0 =⇒ λyn − yn+1 = 0 =⇒ |yn| = |yn+1| , 由 y ∈ ℓ2 知 yn = 0, 即
y = 0, R(λI − A)⊥ = {0}. 又 R(λI −A)

⊥ ⊂ R(λI − A)⊥ = {0}, 即 R(λI −A) =

X(正交分解保证).
(3) σr(A) = D2 = {λ ∈ C | |λ| < 1}.
对 λ ∈ D2, |λ| < 1, 则 z = (1, λ, λ

2
, · · · ) ∈ ℓ2, 对 ∀x ∈ ℓ2, ((λI − A)x, z) =

λx1+λ(λx2−x1)+λ2(λx3−x2)+· · ·+λn(λxn+1−xn)+· · · = 0,即 z ∈ R(λI −A)
⊥,

从而 R(λI −A) 6= X.

定义 6.9. (X, (·, ·)) 是 Hilbert 空间,A ∈ L (X).
(1) 若 ∀x, y ∈ X, 有 (Ax, y) = (x,Ay), 称 A 是 对称算子.
(2) 若对 ∀x, y ∈ X, 有 (Ax,Ay) = (x, y) 且 R(A) = X, 称 A 是 X 上 酉算

子.

例 2. (X, (·, ·)) 是 Hilbert 空间, A 是 X 上对称算子, 则 σ(A) ⊂ R 且
σr(A) = ∅.

证明. 对 λ = a+ bi ∈ C\R, ∀x ∈ X 有

||(λI −A)x||2 = ((aI −A)x+ ibx, (aI −A)x+ ibx)

= ||(aI −A)x||2 − i ((aI −A)x, bx) + i(bx, (aI −A)x) + b2||x||2

= ||(aI −A)x||2 + b2||x||2

因此, 当 λ ∈ C\R, ker(λI −A) = {0}.
(1) ∀λ ∈ C\R, λ ∈ ρ(A)(⇐⇒ σ(A) ⊂ R) .
根据 Banach 逆算子定理, 等价证明 λI −A 是满射.
(i) R(λI−A) = R(λI −A). ∀xn ⊂ X 使得 (λI−A)xn → y ∈ X,由 ||(λI−A)(xm−
xn)||2 ≥ b2||xm − xn||2 知 {xn} ⊂ X 是基本列, 记 xn → x, 于是 (λI − A)xn →
(λI −A)x = y.

(ii) R(λI −A)⊥ = {0} ⇐⇒ λI −A 满. ∀y ∈ R(λI −A)⊥, 则对 ∀x ∈ X, 有

((λI −A)x, y) = (x, λy −Ay) = (x, (λI −A)y) = 0

由 x 的任意性知, (λI − A)y = 0, 即 y ∈ ker(λI − A) = {0}, 即 y = 0. 从而
R(λI −A)⊥ = {0}.
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(2) σr(A) = ∅.
对 ∀λ ∈ σr(A) ⊂ σ(A) ⊂ R, 则 ker(λI −A) = {0}. R(λI −A)⊥ = ker(λI −A) =

ker(λI −A) = {0}.

R(λI −A)⊥ = ker(λI −A) = ker(λI −A) = {0}

因此 R(λI −A)
⊥ ⊂ R(λI − A)⊥ = {0}, 即 R(λI −A) = X, 矛盾. 即 λ 不存

在.

例 3. (X, (·, ·)) 是 Hilbert 空间, A 是 X 上酉算子, 则 σ(A) ⊂ S1, σr(A) = ∅.

证明. 注意到 ∀x ∈ X, ||Ax||2 = ||x||2, 则 ||A|| = 1, 且 A 是单射, 又 A 是满射. 由
Banach 逆算子定理, A−1 ∈ L (X) 且 ||A−1|| = 1.
(1) σ(A) ⊂ S1.
根据 Gelfand 定理, σ(A) ⊂ {λ ∈ C | |λ| ≤ 1}, 下证 σ(A) ⊂ S1. 对 ∀λ, |λ| <
1, ||λA−1|| = |λ| · ||A−1|| < 1, (λI − A) = −A(I − λA−1), 由性质 (6.3)知, (I −
λA−1)−1 ∈ L (X). 于是, (λI −A)−1 ∈ L (X).
(2) σr(A) = ∅.
若 λ ∈ σr(A) ⊂ S1, 则 ker(λI − A) = {0}. 对 ∀x, y 有 ((λI − A)x, y) =

(x, (λI − A−1)y). 由此, R(λI − A)⊥ = ker(λI − A−1) = ker(λI − A) = {0},
即有 R(λI −A)

⊥ ⊂ R(λI − A)⊥ = {0} , 因此 R(λI −A) = X, 与 λ 是剩余谱矛

盾. [ker(λI − A−1) = ker(λI − A) 因为 (λI − A−1)x = 0 ⇐⇒ λx = A−1x ⇐⇒
λAx = x ⇐⇒ λλAx = λx ⇐⇒ Ax = λx] .

6.2 紧算子
本节主要介绍 Banach 空间的一类重要算子: 紧算子, 并说明它与全连续算子,

有限秩算子的关系.

6.2.1 定义

定义 6.10. X,Y 是 Banach 空间, A : X → Y 线性算子. B1(X) 是 X 中单

位球. 若 A(B1(X)) ⊂ Y 紧, 则称 A 是 紧算子 (Compact operator), 所有紧
算子全体记为 C(X,Y ),C(X) := C(X,X).
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[注记: (1) A 紧算子 ⇐⇒ 对 X 中任意有界集 M 有 A(M) ⊂ Y 紧 ⇐⇒ 对 X

中任意有界列 {xn}, {Axn} 中有收敛的子列.
(2) A,B ∈ C(X,Y ), α, β ∈ K, 则 αA+ βB ∈ C(X,Y ).
(3) X0 ⊂ X 闭子空间, A ∈ C(X,Y ), 则 A|X0 ∈ C(X0, Y ).
(4) A ∈ C(X,Y ), 则 R(A) 是可分的.
(5) A ∈ L (X,Y ), B ∈ C(Y, Z), 则 BA ∈ C(X,Z).]
例: Ω ⊂ Rn 紧, X = C(Ω), K : Ω × Ω → K 连续, T : X → X,u 7→ Tu :=∫
Ω
K(x, y)u(y)dy, 则 T 是紧算子.

证明. 记 B1(X)是 X 中的单位球,下证 TB1(X) ⊂ X 是紧的.根据 Arzela-Ascoli
定理, 只要证 TB1(X) 一致有界且等度连续即可. 记 M := sup

x,y∈Ω
|K(x, y)|,

||Tu|| = max
x∈Ω

|Tu(x)| ≤ max
x∈Ω

∫
Ω
|K(x, y)u(y)| dy

≤ M · ||u|| · |Ω| ≤ M · |Ω|

注意到 K(x, y) 在 Ω × Ω 上一致连续, 那么,∀ε > 0,∃δ, 当
∣∣x− x′

∣∣ < δ 时有∣∣K(x, y)−K(x′, y)
∣∣ < ε∣∣Tu(x)− Tu(x′)

∣∣ ≤ ∫
Ω

∣∣K(x, y)−K(x′, y)
∣∣ |u(y)| dy

≤ ε

∫
Ω
|u(y)| dy

≤ ε||u|| |Ω| ≤ ε |Ω|

性质 6.11. C(X,Y ) ⊂ L (X,Y ) 闭

证明. (1) C(X,Y ) ⊂ L (X,Y ).
设 A ∈ C(X,Y ), AB1(X) ⊂ Y 紧, 从而有界.
记 M := sup

x∈B1(X)
||Ax|| = sup

y∈A(B1(X))
||y|| < +∞. 因此, 对 ∀x ∈ X\{0}, x

2||x||
∈

B1(X). 于是,
∥∥∥∥A x

2||x||

∥∥∥∥ ≤ M 或 ||Ax|| ≤ 2M · ||x||, 即 A ∈ L (X,Y ).
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(2) C(X,Y ) ⊂ L (X,Y ) 闭.
设 An ∈ C(X,Y )且 An

||·||−→ A ∈ L (X,Y ),下证: A ∈ C(X,Y ),即 A(B1(X)) ⊂ Y

紧, 对 ∀ε > 0, 取 n ∈ N 使得 ||An − A|| < ε

3
. 注意到 An(B1(X)) 存在有限

ε

3
网

N ε
3
:= {y1, · · · , ym}. 于是, ∀y ∈ A(B1(X)),∃x ∈ B1(X) 使得 ||Ax − y|| < ε

3
. 对

Anx,∃yi0 ∈ N ε
3
使得 ||yi0 −Anx|| ≤

ε

3
. 从而

||y − yi0 || ≤ ||y −Ax||+ ||Ax−Anx||+ ||Anx− yi0 ||

<
ε

3
+ ||A−An|| · ||x||+

ε

3

< ε

即 {y1, · · · , ym} 为 A(B1(X)) 的 ε-网. 由 ε 的任意性, A(B1(X)) ⊂ Y 紧.

定理 6.12. T ∈ C(X,Y ) ⇐⇒ T ∗ ∈ C(Y ∗, X∗)

证明. (=⇒) 设 {fn} ⊂ B1(Y
∗), 则 φn := fn|TB1(X)

∈ C(T (B1(X)))

(1) {φn} 在 C
(
TB1(X)

)
中有收敛子列.

注意到 T ∈ C(X,Y ), T (B1(X)) ⊂ Y 紧. 根据 Arzela-Ascoli定理,只需证 {φn}一
致有界, 等度连续. 对 ∀y ∈ T (B1(X)), |φn(y)| = |fn(y)| ≤ ||fn|| · ||y|| ≤ ||y|| ≤ ||T ||.
[||y|| ≤ ||T || 是因为 ∃Txn → y, ||y|| = lim

n→∞
||Txn|| ≤ sup

n
||T ||||xn|| ≤ ||T ||.] 因此, {φn}

一致有界. 对 y, y′ ∈ T (B1(X)),
∣∣φn(y)− φn(y

′)
∣∣ ≤ ||fn||||y − y′|| ≤ ||y − y′||, 这说

明 {φn} 等度连续.
(2) {T ∗fn} 有收敛的子列.
由 (1) , 不妨设子列 {φnk

} 按最大模范数收敛. 于是

‖T ∗fnk+p
− T ∗fnk

‖ = sup
x∈B1(X)

∥∥(T ∗fnk+p
− T ∗fnk

)x
∥∥

= sup
x∈B1(X)

‖(fnk+p
− fnk

)(Tx)‖

≤ ‖φnk+p
− φnk

‖ → 0 (k → ∞,∀p ∈ N)

即 {T ∗fnk
} ⊂ X∗ 是基本列, 从而收敛.

(⇐=) 由必要性, T ∗∗ ∈ C(X∗∗, Y ∗∗), 又 X ⊂ X∗∗ 且 T ∗∗|X = T . 从而 T ∈
C(X,Y ).
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6.2.2 全连续算子

定义 6.13. 设 A ∈ L (X,Y ), 若对任意的 xn ⇀ x 有 Axn
∥·∥Y−→ Ax, 称 A 是

全连续算子.

性质 6.14. (1) 若 A ∈ C(X,Y ), 则 A 是全连续的.
(2) X 自反的 Banach 空间, A 全连续, 则 A ∈ C(X,Y ).

证明. (1) 设 xn ⇀ x, 下面反证: Axn → Ax. 若 Axn 不收敛到 Ax, ∃ε0 > 0, 及子
列 {xnk

} 使得 ‖Axnk
− Ax‖ ≥ ε0. 根据共鸣定理知 {xn} 有界, 从而 {xnk

} 有界.
由 A 的紧性知存在 {xnk

} 的子列, 不妨仍记为 {xnk
} 使得 Axnk

→ y ∈ Y . 另一
方面, 对 ∀f ∈ Y ∗, 有 f(Axnk−Ax) = (A∗f)(xnk

− x) → 0, 即 Axnk
⇀ xAx, 由弱

极限的唯一性, Ax = y. 从而 Axnk
→ Ax, 矛盾.

(2)设 {xn} ⊂ X 有界,由 X 的自反性知 {xn}有弱收敛的子列 {xnk
},设 xnk

⇀ x,
由 A 的全连续性, Axnk

→ Ax, 从而 A ∈ C(X,Y ).

6.2.3 有限秩算子

定义 6.15. X,Y 是赋范空间, T ∈ L (X,Y ). 若 dimR(T ) < +∞, 称 T 是

有限秩算子. 全体有限秩算子记为 F (X,Y ), F (X) := F (X,X).

[注记: 显然有 F (X,Y ) ⊂ C(X,Y )]

例: 设 f ∈ X∗, y ∈ Y {0}. 令 T := f ⊗ y : X → Y, x 7→ f(x) · y, 则 T ∈
L (X,Y ),dimR(T ) = dim Span{y} = 1, 称 T = f ⊗ y 为秩 1 的算子.

性质 6.16. T ∈ F (X,Y ) ⇐⇒ ∃y1, · · · , ym ∈ Y, f1, · · · , fm ∈ X∗ 使得 T =
m∑
k=1

fk ⊗ yk
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证明. (⇐=) 显然.
(=⇒)取R(T )的一组基 {y1, · · · , ym},则对 ∀x ∈ X,存在唯一的 f1(x), · · · , fm(x) ∈

K 使得 Tx =
m∑
k=1

fk(x)yk, 由 T 的线性性, fk : X → K, x 7→ fk(x) 是线性的. 注意

到 ||Tx||,
m∑
k=1

|fk(x)| 都是 R(T ) 上的范数且 dimR(T ) < +∞. 于是, ∃M > 0 使得

∣∣∣fk(x)
∣∣∣ ≤ m∑

k=1

|fk(x)| ≤ M · ||Tx|| ≤ M · ||T ||||x||

即 fk ∈ X∗, 因此, 由 x 的任意性及 Tx =

(
m∑
k=1

fk ⊗ yk

)
(x) 知, T =

m∑
k=1

fk ⊗

yk.

6.2.4 紧算子的逼近

问题: 已经知道有限秩算子是紧算子, 能否用有限秩算子去逼近紧算子? 即
F (X) = C(X)?

定理 6.17. (X, (·, ·)) 是 Hilbert 空间, 则 F (X) = C(X).

证明. F (X) = C(X) ⇐⇒ ∀T ∈ C(X),∀ε > 0,∃Tε ∈ F (X) 使得 ||Tε − T || < ε. 注
意到 TB1(X) ⊂ X 紧, ∃ 有限 ε

2
− 网 N ε

2
:= {y1, · · · , ym} 使得

TB1(X) ⊂
m⋃
k=1

B ε
2
(yk)

记 Xε := Span{y1, · · · , ym}, 作正交投影 Pε : X → Xε, 则 Pε, PεT ∈ F (X), 对
∀x ∈ B1(X), ∃yi 使得 ||Tx− yi||X ≤ ε

2
. 从而, 有

||PεTx− yi|| = ||PεTx− Pεyi|| ≤ ||Pε|| · ||Tx− yi|| = ||Tx− yi|| ≤
ε

2

于是, ||Tx−PεTx|| ≤ ||Tx−yi||+ ||yi−PεTx|| ≤ ε.即 ||T −PεT || ≤ ε,取 Tε := PεT

即可.
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[注记: 这里用到算子范数的等价定义 ||T || = sup
x∈B1(X)

||Tx||] .

定义 6.18. X 是可分的 Banach 空间, {en | n = 1, 2, · · · } ⊂ X(线性无关).
若 ∀x ∈ X, 存在唯一数列 {cn(x)} ⊂ K 使得

x = lim
n→∞

n∑
k=1

ck(x)ek

称 {en} 为 X 的 Schauder 基.

性质 6.19. cn : X → K, x 7→ cn(x) 是 X 上的连续线性泛函.

证明. (1) 线性性: 由 {cn(x)} 的唯一性保证.

(2) 有界性: 记 Sn(x) :=
n∑

k=1

ck(x)ek. 由 ck(x) 的线性性知, Sn(x) 是线性的. 令

||x||′ := sup
n∈N

||Sn(x)||,∀x ∈ X. 易知 || · ||′ 是 X 上的范数且 ||x|| = lim
n→∞

||Sn(x)|| ≤

sup
n

||Sn(x)|| = ||x||′, ∀x ∈ X. 下证 (X, || · ||′) 是完备的. 设 {xk} ⊂ (X, || · ||′) 是基本

列, 则由 ||xk − xl|| ≤ ||xk − xl||′ 知 {xk} ⊂ (X, || · ||) 是基本列. 记 xk
||·||−→ x ∈ X.

由 {xk} ⊂ (X, || · ||′) 是基本列知: ∀ε > 0,∃K > 0 使得 k, l > K, 对 ∀n ∈ N 有

(6.19) ||Sn(xk)− Sn(xl)|| ≤ sup
n

||Sn(xk − xl)|| = ||xk − xl||′ <
ε

3

于是, 对任意固定 n ∈ N, {Sn(xk) | k = 1, 2, · · · } ⊂ Xn := Span{e1, · · · , en} 是基
本列, 注意到 Xn ⊂ X 闭, 可设 Sn(xk)

||·||−→ yn ∈ Xn, k → ∞. 由 Xn ⊂ Xn+1 且有

限维, 可记 yn =

n∑
p=1

apep ∈ Xn, ap ∈ K. 对上述的 ε > 0, 在 (6.19 )式中令 l → ∞,

则对任意 n ∈ N 有
||Sn(xk)− yn|| ≤

ε

3
, k > K

由 xk
||·||−→ x, 取 l0 > K 使得 ||xl0 − x|| < ε

3
, 则由 lim

n→∞
Sn(xl0) = xl0 知 ∃N ∈ N,
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当 n ≥ N 时有 ||Sn(xl0)− xl0 || ≤
ε

3
. 于是, 当 n ≥ N 时有

||yn − x|| ≤ ||yn − Sn(xl0)||+ ||Sn(xl0)− xl0 ||+ ||xl0 − x||

≤ ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε

因此 yn
||·||−→ x, 又 yn =

n∑
p=1

apep, 由 Schauder 基定义 yn = Sn(x), 因此对 ∀n ∈ N

有

||Sn(xk)− Sn(x)|| ≤
ε

3
, k > K

从而

||xk − x||′ = sup
n∈N

||Sn(xk)− Sn(xl)|| ≤
ε

3
, k > K

即 ∀ε > 0,∃K, 使得 k > K 时, ||xk − x||′ < ε

3
, 因此 xk

||·||′−→ x, (X, || · ||′) 完备. 根
据等价范数定理,∃M > 0 使得 ||x||′ ≤ M · ||x||, ∀x ∈ X. 于是,

||cn(x)en|| ≤ ||Sn(x)− Sn−1(x)|| ≤ ||Sn(x)||+ ||Sn−1(x)|| ≤ 2||x||′ ≤ 2M · ||x||

即有

|cn(x)| ≤ 2M · ||en||−1||x||,∀x ∈ X

因此 cn ∈ X∗.

定理 6.20. X 是可分的 Banach 空间, 有 Schauder 基, 则 F (X) = C(X)

证明. (1) Sn : X → X,x 7→
n∑

k=1

ck(x)ek 一致有界. 由性质 (6.19)知 Sn ∈ L (X),

又对 ∀x ∈ X,Sn(x) 收敛到 x. 从而 sup
n

||Sn(x)|| ≤ Mx < +∞. 根据共鸣定理,

∃M > 0, ||Sn|| ≤ M .
(2) F (x) = C(X). 即证 ∀T ∈ C(X), 对 ∀ε > 0, ∃Tε ∈ F (X) 使得 ||Tε − T || < ε. 由
TB1(X) ⊂ X 紧, 那么 ∀ε > 0, 存在

ε

3(M + 1)
网 {y1, · · · , ym}, 即 ∀x ∈ B1(X),

∃yi 使得
||Tx− yi|| <

ε

3(M + 1)

——110——



何家志 整理 泛函分析

又 ||Sn|| ≤ M , 上式隐含着

||Sn(Tx− yi)|| ≤ ||Sn|| · ||Tx− yi|| ≤
M · ε

3(M + 1)
<

ε

3

根据 Schauder 基定义, ∃N ∈ N 使得当 n ≥ N 时有

||yl − Sn(yl)|| <
ε

3
,∀l ∈ {1, · · · ,m}

于是,

||Sn(Tx)− Tx|| ≤ ||Sn(Tx)− Sn(yi)||+ ||Sn(yi)− yi||+ ||yi − Tx||

< ε, ∀x ∈ B1(X)

因此 ||SnT − T || < ε, 取 Tε := SnT 即可.

6.3 Riesz-Fredholm 理论
本节主要介绍由 Banach 空间上紧算子 A 构造的新算子 T := I − A 的性质,

它与有限维线性空间上线性变换有相同的性质.

6.3.1 记号约定与定理描述

X 是 Banach 空间, T ∈ L (X),M ⊂ X,N ⊂ X∗, 约定
(1) R(T ) := {Tx | x ∈ X}, ker(T ) := {x ∈ X | Tx = 0}
(2) M⊥ := {f ∈ X∗ | f(x) = 0, ∀x ∈ M}
(3) N⊥ := {x ∈ X | f(x) = 0,∀f ∈ M}

性质 6.21. T ∈ L (X) , 有:
(1) R(T )⊥ = ker(T ∗), R(T ∗)⊥ = ker(T )
(2) R(T ) = ker(T ∗)⊥, R(T ∗) ⊂ ker(T )⊥

证明. (1)
R(T )⊥ = {f ∈ X∗ | f(Tx) = 0, ∀x ∈ X}

= {f ∈ X∗ | (T ∗f)(x) = 0,∀x ∈ X}

= {f ∈ X∗ | T ∗f = 0} = ker(T ∗)
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R(T ∗)⊥ = {x ∈ X | (T ∗f)(x) = 0, ∀f ∈ X∗}

= {x ∈ X | f(Tx) = 0,∀f ∈ X∗}

= {x ∈ X | Tx = 0} = ker(T )

(2) 仅证第一个等式. 由 (1) 知, 只需证 R(T ) =
(
R(T )⊥

)⊥
(i) R(T ) ⊂

(
R(T )⊥

)⊥
∀x ∈ R(T ), ⊥{xn} ⊂ X 使得 Txn → x. 对 ∀f ∈ R(T )⊥,0 = f(Txn) → f(x), 即
f(x) = 0, x ∈ (R(T )⊥)⊥.

(ii)
(
R(T )⊥

)⊥
⊂ R(T )

设 x ∈ (R(T )⊥)⊥, 对任意 f ∈ R(T )⊥, 由定义 f(x) = 0. 由 Hahn-Banach 定理的
推论知 x ∈ R(T ).

定理 6.22. X 是 Banach 空间, A ∈ C(X), T := I −A, 则有
(1) R(T ) = ker(T ∗)⊥, R(T ∗) = ker(T )⊥

(2) ker(T ) = {0} ⇐⇒ R(T ) = X

(3) σ(T ) = σ(T ∗)

(4) dim ker(T ) = dim ker(T ∗) < +∞
(5) codimR(T ) = dim ker(T )

[注记:(3) 对任何 T ∈ L (X) 均成立. codimR(T ) := dimX/R(T )]

6.3.2 定理的证明

性质 6.23. X 是 Banach 空间, A ∈ C(X), T := I −A, 有

R(T ) = ker(T ∗)⊥

证明. 根据性质 R(T ) = ker(T ∗)⊥,只要证 R(T ) = R(T )即可.注意到 T ∈ L (X),
ker(T ) ⊂ X 闭子空间, 作商空间 X̃ := X/ ker(T ) 及映射

T̃ : X̃ −→ X, [x] 7−→ T̃ [x] := Tx
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则有 ||T̃ [x]|| = ||Ty|| ≤ ||T || · ||y||,∀y ∈ [x]. 关于 y 在 [x] 中取下确界, 由商空间范数
定义得

||T̃ [x]|| ≤ ||T || · inf
y∈[x]

||y|| = ||T || · ||[x]||

即 ||T̃ || ≤ ||T ||, 所以 T̃ ∈ L (X̃,X). 又 ker(T̃ ) = {[0]}, T̃−1 存在.
(1) T̃−1 : R(T ) → X̃ 连续.
反证, 假设 T̃−1 不连续, 即 ∃{Txn} ⊂ R(T ), ∃ε0 > 0 使得 ||Txn|| → 0 但

||T̃−1(Txn)|| = ||[xn]|| ≥ ε0. 于是, 令 x′n =
xn

||[xn]||
, 则 ||[x′n]|| = 1 且

T̃ [x′n] = Tx′n =
Txn
||[xn]||

≤ Txn
ε0

→ 0

由 ||[x′n]|| 的定义, ∃yn ∈ [x′n] 使得 ||yn|| ≤ 2, 则

(I −A)yn = Tyn = Tx′n → 0

注意到 {yn} 有界且 A 紧, 则 {Ayn} 有收敛子列 (仍记为 Ayn), 收敛于 y, 即
Ayn → y. 因此, 由 (I − A)yn → 0 知 yn → y. 于是, (I − A)y = 0 或 y ∈ ker(T ).
有 yn − y ∈ [x′n], 从而 ||[x′n]|| ≤ ||yn − y|| → 0, 与 ||[x′n]|| = 1 矛盾.
(2) R(T ) = R(T )

由 T̃−1 的连续性及 R(T ) = R(T̃ ), 把 T̃−1 的定义域延拓到 R(T ), 即 T̃−1 :

R(T ) → X̃. 下证: R(T ) ⊂ R(T ). ∀y ∈ R(T ), ∃[xn] ∈ X̃ 使得 T̃ [xn] → y. 由
T̃−1 的连续性, [xn] = T̃−1(T̃ [xn]) → T̃−1y ∈ X̃. 于是, y = T̃ (T̃−1y) ∈ R(T̃ ) =

R(T ).

性质 6.24. X 是 Banach 空间, A ∈ C(X), T = I −A. 若 ker(T ) = {0}, 则
R(T ) = X.

证明. 记 X0 = X,Xk := T kX. 注意到

T k = (I −A)k =
k∑

l=0

Cl
kI

k−l(−1)lAl := I − Ã

其中 Ã ∈ C(X), 由性质(6.23)知 Xk ⊂ X 为闭子空间. 下面使用反证法, 假设
X 6= R(T ), 由 T 是单射知 X0 ⊋ X1 ⊋ X2 ⊋ · · · ⊋ Xk ⊋ · · ·. 事实上, 若
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TX = T 2X, ∀y ∈ X, ∃x ∈ X 使得 T 2x = Ty ⇐⇒ T (y − Tx) = 0. 即 y − Tx ∈
ker(T ) = {0} 或 y = Tx. 于是, X = R(T ), 矛盾. 类似可证: T kX ⊋ T k+1X. 注意
到 Xk 闭, 根据 Riesz 引理, ∀k, ∃yk ∈ Xk\Xk+1 使得 ||yk|| = 1 且 ρ(yk, Xk+1) ≥

1

2
.

于是, 对 ∀p ∈ N 有

||Ayn −Ayn+p|| = ||yn − Tyn − yn+p + Tyn+p|| ≥
1

2

从而 {Ayn} 中无收敛子列, 与 A 的紧性矛盾.

性质 6.25. X 是 Banach 空间, T ∈ L (X), 则 T−1 ∈ L (X) ⇐⇒ (T ∗)−1 ∈
L (X∗).

证明. (=⇒) 只需证 (T ∗)−1 = (T−1)∗. 对 ∀x ∈ X, f ∈ X∗,(
(T−1)∗T ∗f

)
(x) = (T ∗f)(T−1x) = f(TT−1x) = f(x)

(T ∗(T−1)∗f)(x) =
(
(T−1)∗f

)
(Tx) = f(T−1Tx) = f(x)

所以, (T−1)∗T ∗ = T ∗(T−1)∗ = I. 或 (T ∗)−1 = (T−1)∗ ∈ L (X∗).
(⇐=) 由 (T ∗)−1 ∈ L (X∗) 及必要性知 (T ∗∗)−1 ∈ L (X∗∗). 注意到, X ⊂ X∗∗,
T = T ∗∗|X 知 T 单射. 若能证明 R(T ) = X, 根据 Banach 逆算子定理, 则 T−1 ∈
L (X).
(i) R(T ) ⊂ X 闭: 设 xn ∈ X 使得 Txn → y ∈ X, 则 xn = (T ∗∗)−1T ∗∗xn =

(T ∗∗)−1Txn → (T ∗∗)−1y. 由 X 的完备性知 (T ∗∗)−1y ∈ X. 于是,

y = T ∗∗(T ∗∗)−1 = T (T ∗∗)−1y ∈ R(T )

(ii) R(T ) = X.(反证), 若 R(T ) 6= X, 由 (i) 及 Hahn-Banach 定理, ∃f ∈ X∗\{0}
使得 f |R(T ) = 0, 即 f ∈ R(T )⊥ = ker(T ∗) 6= {0} 与 (T ∗)−1 ∈ L (X∗) 矛盾.

推论 6.26. X 是 Banach 空间, A ∈ L (X), 则 σ(A) = σ(A∗)

证明. σ(A) = σ(A∗) ⇐⇒ ρ(A) = ρ(A∗) ⇐⇒ (λI − A)−1 ∈ L (X) 当且仅当

(λI −A∗)−1 ∈ L (X∗), 在性质(6.25)中取 T = λI −A 即可.
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性质 6.27. X 是 Banach 空间, A ∈ C(X), T = I − A, 则 codimR(T ) ≤
dim ker(T ) < +∞.

证明. (1) dim ker(T ) < +∞.
注意到 A|ker(T ) = I|ker(T ), 若 dim ker(T ) = +∞, 那么 ker(T ) 中的单位球不是列
紧的. 但 A(B1(ker(T ))) = B1(ker(T )), 与 A 的紧性矛盾. 记 dim ker(T ) = n.
(2) ∃P ∈ L (X)使得 PX = ker(T ), P |kerT = id.取 ker(T )的一组基 {e1, · · · , en},
记 Mi = Span{e1, · · · , ei−1, ei+1, · · · , en}. 由 Hahn-Banach 定理, ∃fi ∈ X∗ 使得

fi|Mi = 0, fi(ei) = 1. 作 P : X → ker(T ) , x 7→
n∑

k=1

fk(x)ek, 则 P 满足要求.

(3) codimR(T ) ≤ ker(T ).
(反证), 假设 dimX/R(T ) > dim ker(T ), 取 x1, · · · , xn, xn+1 ∈ X 使得

[x1], · · · , [xn+1] 在 X/R(T ) 中线性无关. 记 N := Span{x1, · · · , xn}, 则 N ∩
R(T ) = {0}, xn+1 /∈ R(T ). 任取线性同构 V : kerT → N . 令 T ′ := T + V P =

I−(A−V P ), A−V P ∈ C(X).下证: ker(T ′) = {0}. 若 T ′x = 0 ⇐⇒ Tx = −V Px.
由 N ∩ R(T ) = {0} 知 −V Px = 0 = Tx, 即 x ∈ ker(T ). 所以 Px = x, 由于
V : kerT → N 是线性同构, 知 x = 0. 再由 A − V P ∈ C(X) 及 ker(T ′) = {0},
由性质 (6.24)知 R(T ′) = X, 但由 R(T ′) = R(T ) ⊕ N 知 xn+1 ∈ R(T ′) = X, 矛
盾.

[注记: 对 T ∗ 也有 codimR(T ∗) ≤ dim ker(T ∗) < +∞]

引理 6.28. X 是赋范空间, M ⊂ X 闭子空间, 则 (X/M)∗ ⋍ M⊥ 等距同构.

证明. (1) ∀f ∈ M⊥ := {f ∈ X∗ | f(M) = 0}. 作 f̃ : X/M → K, [x] 7→ f̃([x]) :=

f(x). 易知, f̃ 良定且线性, 又∣∣∣f̃([x])∣∣∣ = |f(y)| ≤ ||f || · ||y||,∀y ∈ [x]

关于 y 在 [x] 中取下确界得: ∣∣∣f̃([x])∣∣∣ ≤ ||f || · ||[x]||
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即 ||f̃ || ≤ ||f ||.
(2) ∀f̃ ∈ (X/M)∗, 作 f : X → K, x 7→ f(x) := f̃([x]), f 线性且

|f(x)| =
∣∣∣f̃([x])∣∣∣ ≤ ||f̃ || · ||[x]|| ≤ ||f̃ || · ||x||

即 ||f || ≤ ||f̃ ||.

性质 6.29. dim ker(T ) = dim ker(T ∗) = codimR(T ) = codimR(T ∗)

证明.
codimR(T ) = dimX/R(T ) = dim(X/R(T ))∗ = dimR(T )⊥

= dim
(
(kerT ∗)⊥

)⊥
≥ dim ker(T ∗)

在上式中, 用 T ∗ 代替 T 有

codimR(T ∗) ≥ dim ker(T ∗∗) ≥ dim ker(T )

于是, dim ker(T ∗) ≤ codimR(T ) ≤ dim ker(T ) ≤ codimR(T ∗) ≤ dim ker(T ∗)

性质 6.30. X 是 Banach 空间, A ∈ C(X), T = I −A, 有 R(T ∗) = ker(T )⊥

证明. 根据性质 (6.29)有 dim ker(T ) = dim ker(T ∗∗) < +∞, 又由 ker(T ) ⊂
ker(T ∗∗)知 ker(T ) = ker(T ∗∗).再由性质 (6.23)知 R(T ∗) = ker(T ∗∗)⊥ = ker(T )⊥.

6.4 Riesz-Schauder 理论
本节介绍紧算子谱的分布, 紧算子的不变子空间的存在性及紧算子的结构.
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6.4.1 紧算子的谱

定理 6.31. X 是 Banach 空间, A ∈ C(X), 则
(1) 若 dimX = +∞, 则 0 ∈ σ(A)

(2) σ(A)\{0} = σp(A)\{0}
(3) σ(A) 的聚点只能是 0.

证明. (1) (反证) 若 0 /∈ σ(A), 则 0 为 A 的正则值, 即 A−1 ∈ L (X). 于是, 由
I = AA−1, 把等式限制到 X 的单位球面 S1(X) 上, 由 dimX = +∞, S1(X) 不是

列紧的. 但 S1(X) = AA−1(S1(X)), 由 A 的紧性知 S1(X) 列紧, 矛盾.
(2) 由 Riesz-Fredholm 定理, 若 ker(λI −A) = {0}(λ 6= 0), 则 R(λI −A) = X, 根
据 Banach 逆算子定理, (λI −A)−1 ∈ L (X), 即 λ 是正则值.(即 A 无除 0 之外的

剩余谱和连续谱)
(3)(反证) 假设 λn ∈ σp(A)\{0}, λi 6= λj(i 6= j) 且 λn → λ 6= 0 . 取 xn ∈
ker(λnI −A)\{0}, 则 {x1, x2, · · · , xn, · · · } 线性无关. 令 Xn := Span{x1, · · · , xn},
则 X1 ⊊ X2 ⊊ · · · ⊊ Xn ⊊ · · ·. 根据 Riesz 引理, ∃yn+1 ∈ Xn+1, ‖yn+1‖ =

1, ρ(yn+1, Xn) ≥
1

2
. 注意到 λ 6= 0, 所以 inf

k
{|λk|} ≥ δ > 0, 即

{
yn
λn

}
是有界列. 另

一方面, 对 ∀p ∈ N,∥∥∥∥ 1

λn+p
Ayn+p −

1

λn
Ayn

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥yn+1 −
(
yn+1 −

1

λn+p
Ayn+p +

1

λn
Ayn

)∥∥∥∥ ≥ 1

2

与 A 的紧性矛盾.

[注记: 对于无穷维空间上的紧算子 A, A 的谱只有下列三种可能情形:
(1) σ(A) = {0}
(2) σ(A) = {0, λ1, λ2, · · · , λn}
(3) σ(A) = {0, λ1, λ2, · · · , λn, · · · }, 其中 |λ1| > |λ2| > · · · > |λn| > · · · 且
lim
n→∞

λn = 0]
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6.4.2 紧算子不变子空间的存在性

定义 6.32. X 是 Banach 空间, T ∈ L (X), M ⊂ X 是子空间. 若 T (M) ⊂
M , 则称 M 是 T 的 不变子空间.

性质 6.33. X 是 Banach 空间, T ∈ L (X), 则
(1) {0}, X 都是 T 的不变子空间.
(2) M 是 T 的不变子空间, M 也是 T 的不变子空间.
(3) ∀λ ∈ σp(A), ker(λI −A) 是 A 的不变子空间

(4) 对 ∀y ∈ X,Ly := {p(A)y | p(t)是K上多项式} 为 A 的不变子空间. [若

p(t) =
n∑

k=0

akt
k, 则 p(A) =

n∑
k=0

akA
k.]

定理 6.34. X 是 Banach 空间, dimX ≥ 2,A ∈ C(X), 则 A 有非平凡的闭

不变子空间.

证明. (反证) 我们不妨设 dimX = +∞, A 6= 0, ‖A‖ = 1, σp(A) = ∅(若有点谱, 则
一定是非平凡不变子空间), σ(A) = σr(A) ∪ σc(A) = {0}, 即 0 是 A 的剩余谱或

者连续谱, ker(A) = {0}. 注意到 ||A|| = 1, ∃x0 ∈ X 使得 ||x0|| > 1, ||Ax0|| > 1. 记
B1(x0) := {x ∈ X | ||x− x0|| < 1}, 则 C := AB1(x0) ⊂ X 紧. 由 ker(A) = {0}, 知
0 /∈ C. 假设 A 无非平凡的不变子空间, 则 ∀y ∈ C,Ly = X. 于是, 存在多项式 p(t)

使得 Ty := p(A)使得 ||Tyy−x0|| < 1.由 Ty 的连续性, ∃δy > 0使得对 ∀z ∈ Bδy(y)

有 ||Tyz−x0|| < 1.由 C 的紧性,存在有限个 y1, · · · , ym ∈ C 使得 C ⊂
m⋃
i=1

Bδyi
(yi).

对 ∀z ∈ C, ∃i1 使得 ||Ti1z − x0|| < 1, Ti1 := Tyi1
. 即 Ti1z ∈ B1(x0). 从而 ATi1z ∈

AB1(x0) = C. 对 ATi1z = Ti1Az, ∃i2 使得 ||Ti2Ti1Az − x0|| < 1, Ti2 := Tyi2
. 重复

上述过程, ∃i1, · · · , ik, · · · 使得∥∥∥∥∥
k+1∏
l=1

TilA
kz − x0

∥∥∥∥∥ < 1
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因此

||x0|| − 1 ≤

∥∥∥∥∥
k+1∏
l=1

TilA
kz

∥∥∥∥∥ ≤ µk+1||Akz|| ≤ µk+1||Ak||||z||

其中 µ = max
1≤i≤m

||Tyi || > 0, 从而有

1

µ

(
||x0|| − 1

µ||z||

) 1
k

≤ ||Ak||

令 k → ∞,
1

µ
≤ lim

k→∞
||Ak||

1
k = 0(Gelfand 谱半径估计), 矛盾.

6.4.3 紧算子的结构

定义 6.35. X 是 Banach 空间, T ∈ L (X), 称 {0} ⊆ ker(T ) ⊆ ker(T 2) ⊆
· · · ⊂ ker(T k) ⊆ · · · 为 T 的 零链; 称 X ⊇ R(T ) ⊇ · · · ⊇ R(T k) ⊇ · · · 为 T

的 像链.

[注记: 可以验证: 若 ker(T k) = ker(T k+1)(R(T k) = R(T k+1)), 则对 ∀l ≥ k

有 ker(T k) = ker(T l)(R(T k) = R(T l)).]

定义 6.36. 最小 p(q) ∈ N 满足 kerT p = kerT p+1(R(T q) = R(T q+1)), 称为
T 的 零链长 (像链长).

性质 6.37. X 是 Banach 空间, A ∈ C(X), T := I −A, 则 p = q < +∞.

证明. (1) q < +∞, 反证, 若 q = +∞, 由 q 的定义, R(T ) ⊋ R(T 2) ⊋ · · · ⊋

R(T k) ⊋ · · ·. 由于 T k = (I − A)k = I − Ã, Ã := −
k∑

l=1

Cl
k(−A)l ∈ C(X). 根据

Riesz-Fredholm 理论, R(T k) ⊂ X 闭. 利用 Riesz 引理, 得到与 A 紧矛盾.
(2) p ≤ q. 注意到 dim ker(T q) = codimR(T q) = codimR(T q+1) = dim kerT q+1 <

+∞, 以及 kerT q ⊂ kerT q+1 知 ker(T q) = ker(T q+1). 由 p 的定义, p ≤ q.
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(3) q ≤ p. 由 kerT p = kerT p+1 知:

codimR(T p+1) = dim ker(T p+1) = dim ker(T p) = codimR(T p)

知 dimX/R(T p) = dimX/R(T p+1).由 R(T p) ⊋ R(T p+1)得到 R(T p) = R(T p+1).
由 q 的定义, q ≤ p.

定理 6.38. X 是 Banach 空间, A ∈ C(X), T := I − A, 则 ∃p ∈ N 使得
X = ker(T p)⊕R(T p) 且 T ′ := T |R(T p) : R(T p) → R(T p+1) 有有界逆.

证明. 设 p 为 T 的零链长.
(1) ker(T p) ∩R(T p) = {0}.
设 y ∈ kerT p∩R(T p),则 ∃x ∈ X 使得 T px = y 及 T py = 0.于是, T px = T py = 0.
由 kerT p = kerT 2p 知 x ∈ kerT p. 从而, y = T px = 0.
(2) X = kerT p ⊕R(T p).
∀x ∈ X,T px ∈ R(T p) = R(T 2p). 于是, ∃y ∈ X 使得 T px = T 2py. 令 z = x− T py,
则 T pz = T px− T 2py = 0, 即 z ∈ kerT p. 所以 x = z + T py ∈ kerT p ⊕R(T p).
(3) T ′ = T |R(T p) 有有界逆.
注意到 R(T p) = R(T p+1) 知 T ′ : R(T p) → R(T p+1) 满. 根据 Banach 逆算子定
理, 只要证 T ′ 单. 设 x ∈ kerT ′, 则 T ′x = Tx = 0. 由于 x ∈ R(T p), ∃y ∈ X 使得

x = T py.于是, Tx = T p+1y = 0,即 y ∈ kerT p+1 = kerT p.所以 x = T py = 0.

6.5 Hilbert-Schmidt 定理
本节主要介绍 Hilbert 空间上对称算子的谱理论.X 约定为 Hilbert 空间.

6.5.1 对称算子

定义 6.39. (X, (·, ·)) 是 Hilbert 空间, A ∈ L (X). 若对 ∀x, y ∈ X 有

(Ax, y) = (x,Ay), 称 A 为 对称算子.

[注记:A 是对称算子, 则 A = A∗. 因为 (Ax, y) = y(Ax) = (A∗y)(x) =

(x,A∗y) = (x,Ay).]
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例. X 是 Hilbert 空间, M ⊂ X 闭子空间. PM : X → M ⊂ X 是正交投影,
则 PM 是对称算子.

证明. 对 ∀x, y ∈ X, 有 x = xM + x⊥M , y = yM + y⊥M , 其中 xM , yM ∈ M,x⊥M , y⊥M ∈
M⊥. 于是, (PMx, y) = (xM , y) = (xM , yM ) = (xM , PMy) = (x, PMy).

性质 6.40. X 是 Hilbert 空间, A ∈ L (X) 对称.
(1) A 对称 ⇐⇒ (Ax, x) ∈ R, ∀x ∈ X

(2) σ(A) ⊂ R 且对 ∀λ ∈ C\R 有

||(λI −A)−1x|| ≤ 1

|Im(λ)| ||x||

(3) X0 ⊂ X 为 A 的闭不变子空间, 则 A|X0 是 X0 上的对称算子.
(4) λ, µ ∈ σp(A), λ 6= µ, 则 ker(λI −A)⊥ ker(µI −A)

(5) ||A|| = sup
||x||=1

(Ax, x)

证明. (1) 令 a(x, y) := (Ax, y), 则 a 是 X 上的共轭双线性型. q(x) := a(x, x) =

(Ax, x) 是 a 的二次型. A 对称 ⇐⇒ a(x, y) = (Ax, y) = (x,Ay) = (Ay, x) =

a(y, x) ⇐⇒ q(x) = a(x, x) = (Ax, x) ∈ R, ∀x ∈ X.
(2) 根据本章第一节中的例子知 σ(A) ⊂ R . 对任意的 λ = a+ ib ∈ C\R , a, b ∈ R,
b 6= 0. 对 ∀x ∈ X 有

||(λI −A)x||2 = ||(aI −A)x||2 + ||bx||2 ≥ b2 · ||x||2

注意到此时 (λI −A)−1 ∈ L (X), 对 ∀y ∈ X, 在上式中取 x = (λI −A)−1y, 则有

||(λI −A)−1y||2 ≤ 1

b2
||y||2

或 ||(λI −A)−1y|| ≤ 1

|Im(λ)|
||y||.

(5) 记 C := sup
|x|=1

|(Ax, x)|, 则 C = sup
|x|=1

|(Ax, x)| ≤ sup
|x|=1

||A|| · ||x|| · ||x|| = ||A||. 另一
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方面, 对任意的 x, y ∈ X, ||x|| = ||y|| = 1.

Re(Ax, y) = 1

4
[2(Ax, y) + 2(y,Ax)]

=
1

4
[(A(x+ y), x+ y)− (A(x− y), x− y)]

≤ 1

4

[
C · ||x+ y||2 + C · ||x− y||2

]
≤ C

4

[
||x+ y||2 + ||x− y||2

]
=

C

4

[
2||x||2 + 2||y||2

]
= C

于是, ∀x, y ∈ S1(X), ∃α ∈ S1, 使得

|(x,Ay)| = |(Ax, y)| = α(Ax, y) = (A(αx), y) = Re(A(λx), y) ≤ C

根据 Riesz 表示定理的应用, 有

||A|| ≤ sup
||x||=1

sup
||y||=1

|(Ax, y)| ≤ C

6.5.2 紧对称算子的谱

定理 6.41. X 是 Hilbert 空间, A 是紧对称算子. |λ| := sup
||x||=1

|(Ax, x)| , 则

∃x0 ∈ S1(X) 使得 |λ| = |(Ax0, x0)| 且 Ax0 = λx0.

证明. 不妨设 λ = sup
||x||=1

|(Ax, x)| = sup
||x||=1

(Ax, x), 否则考虑 −A 即可. 由 λ 的定

义, ∃{xn} ⊂ S1(X) 使得 (Axn, xn) → λ. 又 X 是 Hilbert 空间是自反的, 那么
{xn} 中有弱收敛的子列, 仍记为 {xn}, 即 xn ⇀ x0, 注意到 B1(X) 是弱闭的, 于
是 ||x0|| ≤ 1.
(1) λ = (Ax0, x0).
由 A 的紧性, 可设 Axn → y0. 于是,

||Ax0 − y||2 = |(Ax0 − y0, Ax0 − y0)|

= |(Ax0 −Axn +Axn − y0, Ax0 − y0)|

≤
∣∣(x0 − xn, A

2x0 −Ay0)
∣∣+ |(Axn − y0, Ax0 − y0)| → 0
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即 Ax0 = y0. 从而有 Axn → Ax0. 另一方面, 有

|(Axn, xn)− (Ax0, x0)| ≤ |(Axn −Ax0, xn) + (Ax0, xn)− (Ax0, x0)|

≤ |(Axn −Ax0, xn)|+ |(x0, Axn −Ax0)| → 0

从而 λ = lim
n→∞

(Axn, xn) = (Ax0, x0).
(2) ||x0|| = 1(反证)
假设 ||x0|| < 1, 那么 (Ax0, x0) ≤ ||A|| · ||x0||2 = sup

||x||=1
(Ax, x) · ||x0||2 < sup

||x||=1
(Ax, x) =

λ, 矛盾.
(3) Ax0 = λx0

对 ∀y ∈ X, 当 |t| << 1 时, φy(t) =
(A(x0 + ty), x0 + ty)

||x0 + ty||2
在 t = 0 时达到最大值.

于是, φ′
y(0) = 0. 注意到

φ′
y(0) =

(Ay, x0) + (Ax0, y)

||x0||2
− (Ax0, x0) · [(y, x0) + (x0, y)]

||x0||4

= 2Re(y,Ax0)− 2Re(y, λx0)

= 2Re(y,Ax0 − λx0)

由 y 的任意性, Ax0 = λx0.

定理 6.42. (Hilbert − Schmidt): X 是 Hilbert 空间, A 是紧对称算子, 则有
至多可数非零实数 {λi} 及一组正交规范基 {ei} 使得

x =
∑

(x, ei)ei, Ax =
∑

λi(x, ei)ei,∀x ∈ X

证明. 注意到 ∀λ ∈ σp(A)\{0}, 在 ker(λI −A) 取一组规范正交基 Eλ, 把所有 Eλ

的并记为 {εi}, 至多可数. 若 0 ∈ σp(A) , 把 ker(A) 中的正交规范基记为 {ε′i}, 可
能不可数. 令

{ei} :=

{εi}, 0 /∈ σp(A)

{εi} ∪ {ε′i}, 0 ∈ σp(A)
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M := Span{ei}. 下证 M = X. 反证, 假设 M 6= X, 则 M⊥ 6= {0}. 记 Ã = A|M⊥ .
注意到 Ã 在 M⊥ 无特征值. 然而, 根据定理(6.41)知 λ = sup

x∈M⊥,||x||=1

∣∣∣(Ãx, x)∣∣∣ 是
Ã 的特征值, 矛盾.

约定: 把特征值按绝对值大小并计重数, 作如下排列

|λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λn| ≥ · · ·

于是, 按正负值可有如下:
λ+
1 ≥ λ+

2 ≥ · · · ≥ 0

λ−
1 ≤ λ−

2 ≤ · · · ≤ 0

对应的特征向量分别为 e+1 , e
+
2 , · · · 和 e−1 , e

−
2 , · · ·

定理 6.43. (极大极小刻画) : X 是 Hilbert 空间, A 是紧对称算子. 则有

λ+
n = inf

En−1

sup
x∈E⊥

n−1\{0}

(Ax, x)

(x, x)
, λ−

n = sup
En−1

inf
x∈E⊥

n−1\{0}

(Ax, x)

(x, x)

其中 En−1 为 X 的任意 n− 1 维线性子空间.

证明. 只证明第一个等式. 设 x =
∑

a+i e
+
i +

∑
a−i e

−
i , 则

(Ax, x)

(x, x)
=

∑
λ+
i

∣∣a+i ∣∣2 +∑ λ−
i

∣∣a−i ∣∣2∑ ∣∣a+i ∣∣2 +∑ ∣∣a−i ∣∣2
记 µn := inf

En−1

sup
x∈E⊥

n−1\{0}

(Ax, x)

(x, x)
, 则

(1) λ+
n ≤ µn

对任意 En−1, 在 Span{e+1 , · · · , e+n } 中总有 xn 6= 0 使得 xn⊥En−1. 于是

sup
x⊥En−1\{0}

(Ax, x)

(x, x)
≥ (Axn, xn)

(xn, xn)
=

∑n
i=1 λ

+
i

∣∣a+i ∣∣2∑n
i=1

∣∣a+i ∣∣2 ≥ λ+
n
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(2) λ+
n ≥ µn

取 En−1 = Span{e+1 , · · · , e+n−1}, 有

λ+
n = sup

x⊥En−1\{0}

(Ax, x)

(x, x)

由 µn 的定义, µn ≤ λ+
n .

6.6 Fredholm 算子
本节介绍 Fredholm 算子的定义, 刻画及 Fredholm 算子指标的性质.

6.6.1 Fredholm 算子

定义 6.44. X,Y 是 Banach 空间, T ∈ L (X,Y ). 若 T 满足:
(1) R(T ) ⊂ Y 闭.
(2) dim ker(T ) < +∞
称 T 为一个 Fredholm 算子, ind(T ) := dim ker(T )− codimR(T ) 称为 T 的

指标 (index).

[注记:(1) 所有 Fredholm 算子构成的集合记为 F (X,Y ), F (X) := F (X,X).
(2) A ∈ C(X), 则 ind(I −A) = 0.]

定理 6.45. (1) T ∈ F (X,Y ), 则 ∃S ∈ L (Y,X), A ∈ C(X), A2 ∈ C(Y ) 使

得

ST = IX −A1, TS = IY −A2

(2) T ∈ L (X,Y ). 若 ∃S1, S2 ∈ L (Y,X),A1 ∈ C(X), A2 ∈ C(Y ) 使得 S1T =

IX −A1, TS2 = IY −A2, 则 T ∈ F (X,Y ).

证明. 注意到 dim kerT < +∞, codimR(T ) = dimY /R(T ) < +∞, 视 Y /R(T )

为 Y 中的一个有限维子空间. 根据性质 (6.27)证明 (2) 的构造, 存在有限秩算子
(紧)A1 : X → ker(T ), A2 : Y → Y /R(T ), 满足 A1|kerT = Idker(T ), A2 = IdY /R(T ).
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又 kerT ⊂ X,R(T ) ⊂ Y 闭, 有直和分解:

X = kerT ⊕X/ kerT, Y = Y /R(T )⊕R(T )

且 (IX − A1)|kerT = 0, (IY − A2)|Y /R(T ) = 0, (IY − A2)|R(T ) = IdR(T ), (IX −
A1)|X/ kerT = IdX/ kerT . 作 T̃ : X/ kerT → R(T ), [x] 7→ Tx. 由 X/ kerT,R(T )

闭, T̃ 双射且连续,根据 Banach逆算子定义, T̃ 有有界逆 T̃−1.注意到 T = T̃ (IX−
A1), T̃ = (IY −A2)T̃ , T̃−1 = (IX −A1)T̃

−1, 作 S := T̃−1(IY −A2), 则有

ST = T̃−1(IY −A2)T = T̃−1(IY −A2)T̃ (IX −A1) = T̃−1T̃ (IX −A1) = IX −A1

TS = T̃ (IX −A1)T̃
−1(IY −A2) = T̃ T̃−1(IY −A2) = IY −A2

(2) 设 S1, S2, A1, A2 如条件所述, 则

ker(T ) ⊂ ker(S1T ) = ker(IX −A1),dim kerT ≤ dim ker(IX , A1) < +∞

另一方面, R(T ) ⊇ R(TS2) = R(IY −A2), codimR(T ) < codimR(IY −A2) < +∞.
又 R(T ) ⊇ R(TS2)及 codimR(TS2) < +∞,知存在有限维子空间 N 使得 R(T ) =

R(TS2)⊕N , 从而 R(T ) 闭.

[注记:(i) 由 (2) 知 (1) 中的 S ∈ F (Y,X),(ii) 定理的证明可以由下图描述.]
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6.6.2 Fredholm 算子指标的性质

定理 6.46. X,Y, Z 是 Banach 空间, T1 ∈ F (X,Y ), T2 ∈ F (Y, Z), 则
T2T1 ∈ F (X,Z) 且 ind(T2T1) = ind(T1) + ind(T2)

证明. (1) T2T1 ∈ F (X,Z)

根据定理(6.45),∃S1 ∈ L (Y,X), S2 ∈ L (Z, Y ), A11 ∈ C(X), A12 ∈ C(Y ), A21 ∈
C(Y ), A22 ∈ C(Z) 使得

S1T1 = IX −A11, T1S1 = IY −A12, S2T2 = IY −A21, T2S2 = IZ −A22

令 S = S1S2 ∈ L (Z,X), 则

ST2T1 = S1S2T2T1 = S1(IY −A21)T1 = S1T1 − S1A21T1 = IX − (A11 + S1A21T1)

T2T1S = T2T1S1S2 = T2(IY −A12)S2 = T2S2 − T2A12S2 = IZ − (A22 + T2A12S2)

由定理 (6.45) 知 T2T1 ∈ F (X,Z).
(2) ind(T2T1) = ind(T1) + ind(T2)

取 Y2 = R(T1) ∩ ker(T2), 则 dimY2 < +∞. 取闭子空间 Y1, Y3 使得:

R(T1) = Y1 ⊕ Y2, kerT2 = Y2 ⊕ Y3

注意到 dimY /(kerT2 + Y1) ≤ dimY /(Y1 + Y2) = codimR(T1) < +∞. 取闭子空
间 Y4,dimY4 < +∞ 使得 Y / kerT2 = Y1 ⊕ Y4. 作 T̃1 : X/ kerT1 → R(T1), T̃2 :

Y / kerT2 → R(T2), 则 T̃1, T̃2 同构. 注意到

ker(T2T1) = kerT1 ⊕ T̃1
−1

Y2, R(T2) = R(T2T1)⊕ T̃2Y4

于是有

dim ker(T2T1) = dim kerT1 + dimY2

codimR(T2T1) = codimR(T2) + dimY4

又

codimR(T1) = dimY3 + dimY4
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dim ker(T2) = dimY2 + dimY3

所以

ind(T2T1) = dim ker(T2T1)− codimR(T2T1) = ind(T1) + ind(T2)

定理 6.47. X,Y 是 Banach 空间, T ∈ F (X,Y ), 则 ∃ε > 0 使得当 S ∈
L (X,Y ) 且当 ||S|| ≤ ε 时, 有 T + S ∈ F (X,Y ) 且 ind(T + S) = ind(T ).

证明. 根据定理 (6.45), ∃R ∈ F (Y,X), A1 ∈ C(X), A2 ∈ C(Y ) 使得

RT = IX −A1, TR = IY −A1
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对 S ∈ L (X,Y ) 有

R(T + S) = IX −A1 +RS, (T + S)R = IY −A2 + SR

注意到当 ||S|| < 1

||R||
时, IX +RS, IY + SR 均可逆. 此时, 有

(IX +RS)−1R(T + S) = IX − (IX +RS)−1A1

(T + S)R(IY + SR)−1 = IY −A2(IY + SR)−1

由定理 (6.45)知 T + S ∈ F (X,Y ). 注意到 I − A(紧), 以及可逆算子的指标为 0,
由上面的式子得到

indR+ indT = 0, indR+ ind(T + S) = 0

即 indT = ind(T + S).

7 一些补充内容和总结
7.1 完备度量空间的刻画-闭球套定理
定理 7.1. 闭球套定理: 设 (X, ρ) 为完备的度量空间, Kn = B(xn, rn) 是 X

中的一列闭球, 并且满足 K1 ⊃ K1 ⊃ · · · ⊃ Kn ⊃ · · ·(称为闭球套). 若半径
{rn} 构成的序列 {rn} → 0(n → +∞), 则存在 X 中唯一的一个点 x0 含于

所有的球中.

证明. (i) 存在性: 考虑球的中心构成的序列 {xn}. 若 m > n, 则有 Km ⊂ Kn,
xm ∈ Kn, 即 ρ(xm, xn) ≤ rn, 因此 ρ(xm, xn) → 0(n,m → +∞), 即 {xn} 是
X 中的柯西列, 由 X 的完备知存在 x0 ∈ X 使得 xn

ρ−→ x0(n → +∞). 下证

x0 ∈
∞⋂
n=1

Kn. 任取一个 Kn0 , 当 n ≥ n0 时 xn ∈ Kn0 , 由 Kn0 闭知 x0 ∈ Kn0 , 因

此 x0 ∈
∞⋂
n=1

Kn.

(ii) 唯一性: 若存在 y0 ∈
∞⋂
n=1

Kn, 则 ∀n = 1, 2, · · · ,

ρ(x0, y0) ≤ ρ(x0, xn) + ρ(xn, y0) ≤ 2rn → 0(n → +∞)
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因此 x0 = y0.

闭球套定理的逆命题也成立

性质 7.2. 若度量空间 (X, ρ) 满足: 任意一列闭球套 Kn = B(xn, rn),K1 ⊃

K2 ⊃ · · · ⊃ Kn ⊃ · · · 满足半径 rn → 0(n → +∞) 均有
∞⋂
n=1

Kn 6= ∅, 则 X

完备.

证明. (i) 任取 X 中的基本列 {xn}, 则存在子列 {xnk
} ⊂ {xn} 使得

ρ(xnk+1
, xnk

) <
1

2k

记 Kk = B

(
xnk

,
1

2k−1

)
(k = 1, 2, · · · ), 则 Kk ⊃ Kk+1 ⊃ · · ·, 即 {Kk} 为一列闭球

套. 事实上, ∀x ∈ Kk+1,

ρ(x, xnk
) ≤ ρ(x, xnk+1

) + ρ(xnk+1
, xnk

) ≤ 1

2k
+

1

2k
=

1

2k−1

则 x ∈ Kk, 且闭球 {Kk} 半径构成的序列
{

1

2k−1

}
→ 0(k → +∞), 由假设知,

∃x0 ∈ X 使得 x0 ∈
∞⋂
k=1

Kk.

(ii) 证明 lim
n→+∞

xn = x0. 因 x0 ∈ Kk(∀k = 1, 2, · · · ) 有

ρ(xn, x0) ≤ ρ(xn, xnk
) + ρ(xnk

, x0) ≤ ρ(xn, xnk
) +

1

2k−1

注意到 {xn} 为基本列, 当 n → +∞, k → +∞ 有 ρ(xn, xnk
) → 0,

1

2k−1
→ 0, 因此

xn
ρ−→ x0(n → +∞). 因此 X 完备.

用闭球套定理证明 Baire 纲定理的等价叙述

定理 7.3. Baire 纲: 设 (X, ρ) 为完备度量空间, (On)n≥1 为 X 中一列开的

稠密子集, 则 O =
∞⋂
n=1

On 在 X 中稠密.
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证明. 要证: 任取 X 中的非空开集 U , 有 U ∩

( ∞⋂
n=1

On

)
6= ∅. 任取 X 中的非

空开集 U , 由 O1 在 X 中稠, U ∩ O1 6= ∅, 存在闭球 F1 ⊂ U ∩ O1(F1 半径为

r1); 由 O2 在 X 中稠密, F̊1 ∩ O2 6= ∅, 存在闭球 F2 ⊂ F̊1 ∩ O2, 且设 F2 半径

r2 ≤ r1
2

,· · ·, 由 On 在 X 中稠密, ˚Fn−1 ∩ On 6= ∅, 存在闭球 Fn ⊂ ˚Fn−1 ∩ On,

且设 Fn 半径 rn ≤ rn−1

2
, 一直进行下去, 得到一列非空的闭球序列 (Fn)n≥1 , 且

Fn+1 ⊂ F̊n ∩ On+1 , 且 Fn+1 半径 rn+1 ≤ r1
2n

(∀n ∈ N+), 因 X 完备, 由闭球套

定理存在唯一的 x ∈ X 使得 x ∈
∞⋂
n=1

Fn, 因此 x ∈
∞⋂
n=1

On 且 x ∈ F1 ⊂ U , 因此

x ∈ U ∩O 6= ∅, 即
∞⋂
n=1

On 在 X 中稠密.

[注记: 证明方法不唯一, 此叙述与完备度量空间均为第二纲集等价.]

7.2 第一纲集, 第二纲集有关性质
性质 7.4. 若 X 为度量空间, A ⊂ B ⊂ X.
(1) 若 B 为第一纲集, 则 A 也为第一纲集.
(2) 若 A 为第二纲集, 则 B 也为第二纲集.

证明. (1)若 B 为第一纲集,设 B =

+∞⋃
k=1

Ek, Ek 为疏集,由 A ⊂ B 有 A = A∩B =

+∞⋃
k=1

(A ∩ Ek). 注意到疏集的子集仍为疏集, A 为第一纲集.

(2) 反证, 若 B 是第一纲集, 则由 (1) 知 A 也为第一纲集, 矛盾.

性质 7.5. 设 X 为度量空间, A ⊂ X 闭子集且为第二纲集, 则 A 包含 X 中

某个闭球.

证明. 由 A 为第二纲集知 A 为非疏集 (否则 A 为第一纲集), 故 Å = Å 6= ∅, 因
此存在球 B(x0, r0) ⊂ A, 取 B

(
x0,

r0
2

)
⊂ A 即可.
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性质 7.6. 设 X 为完备的度量空间, G ⊂ X 非空开集, 则 G 为第二纲集.

证明. 设 G ⊂ X 为非空开集, 则存在闭球 S ⊂ G, 由 X 完备知 S 完备, 即 S 为

第二纲集, 由 (7.4)知 G 为第二纲集.

性质 7.7. 若 E1, E2 均为度量空间 (X, ρ) 的疏集, 则 E1 ∪ E2 也为疏集.

证明. 要证 ˚E1 ∪ E2 = ∅, 反证, 若 x ∈ ˚E1 ∪ E2, 则存在 B(x, r) ⊂ E1 ∪ E2 =

E1∪E2.不妨设 x ∈ E1,由 E1 为疏集知存在 B(x1, r1) ⊂ B(x, r)使得 B(x1, r1)∩
E1 = ∅, 从而 B(x1, r1) ⊂ E2, 与 E̊2 = ∅ 矛盾. 因此 E1 ∪ E2 也为疏集.

性质 7.8. 赋范线性空间 X 真闭子空间 L 是疏集.

证明. 即证: 只要 L̊ 6= ∅, 一定有 L = L = X, 矛盾于 L 6= X. 设 a ∈ L̊ = L̊, 则
存在 r > 0, 使得 B(a, r) = {x ∈ X : ||x− a|| < r} ⊂ L , 设 x 为 X 中任意一个元

素, 若 x 6= 0, 设 y = a+
r

2||x||
· x, 则 ||y − a|| = r

2
< r, 因此, y ∈ B(a, r) ⊂ L. 因

L 是子空间, x =
2||x||
r

(y − a) ∈ L, 因此 L = X, 又 L = L 6= X 矛盾. 因此 L̊ = ∅,
即 L 是疏集.

性质 7.9. 单点集为疏集, 但可列个单点集的并不一定为疏集, 如有理数集
Q.

7.3 紧性
各种紧性有关概念关系如图
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性质 7.10. 设实泛函 f(·), fn(·)(n = 1, 2, 3, · · · ) 在紧空间 X 上连续. 若
{fn(·)} 是单调增泛函序列, 且 ∀x ∈ X, 有 fn(x) → f(x) , 则 fn(x) 在 X 上

一致收敛于 f(x).

证明. 任取 ε > 0, 令 Gn = {x ∈ X : |fn(x)− f(x)| < ε}, 则由 fn 为单调泛

函序列知 Gn 为单调递增集合列, 且 X =
+∞⋃
n=1

+∞⋂
k=n

Gk =
+∞⋃
n=1

Gn. 事实上, ∀x ∈

X, fn(x) → f(x),则对 ∀ε > 0,∃N ,对 ∀n > N 有 |fn − f | < ε,即 x ∈ Gn,故等式
成立. 由函数连续性知 Gn 为开集, 因此 {Gn} 是 X 的一个开覆盖, 由 X 紧, ∃N

使得 X =
N⋃

n=1

Gn = GN , 即 X = GN = GN+1 = · · ·, 即 ∀ε > 0,∃N , 当 n > N

时,∀x ∈ X 有 |fn(x)− f(x)| < ε, 即 fn(x) 在 X 上一致收敛.

[注记: 紧空间单调逐点收敛 =⇒ 一致收敛]
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性质 7.11. 设 E1, E2 是赋范空间 X 的子集, E1+E2 = {x+ y | x ∈ E1, y ∈
E2}, 则有
(1) 若 E1 或者 E2 为开集, 则 E1 + E2 为开集.
(2) 若 E1 和 E2 均为紧集, 则 E1 + E2 为紧集.
(3) 若 E1 紧, E2 为闭集, 则 E1 + E2 为闭集.
(4) 若 E1, E2 均为闭集, E1 + E2 未必为闭集.

证明. (1) 任取 c ∈ E1 + E2, ∃a ∈ E1, b ∈ E2 使得 c = a + b. 设 E1 开, 则存
在 r > 0 使得 B(a, r) ⊂ E1, 则 B(c, r) ⊂ E1 + E2. 事实上, 任取 z ∈ X 满足

||z − c|| < r, 若 x = z − b, 则 x− a = z − c, 即 ||x− a|| = ||z − c|| < r, 故 x ∈ E1,

因此 z = x+ b ∈ E1 + E2. 从而 E1 + E2 为开集.
(2) 只需证 E1 + E2 自列紧即可. 任取 E1 + E2 中的序列 {zn}, 存在 {xn} ⊂
E1, {yn} ⊂ E2 使得 zn = xn + yn, 由 E1 紧, 存在 {xnk

} ⊂ {xn}, 使得 xnk
→

x0 ∈ E1; 由 E2 紧, 存在 {ynkj
} ⊂ {ynk

} 使得 ynkj
→ y0 ∈ E2. 于是 {znkj

=

xnkj
+ ynkj

} ⊂ {zn} 使得 znkj
→ x0 + y0 ∈ E1 + E2, 因此 E1 + E2 自列紧.

(3) 若 zn = xn + yn → z, {xn} ⊂ E1, {yn} ⊂ E2, 下证 z ∈ E1 + E2. 由 E1 紧, 存
在子列 {xnk

} ⊂ {xn} 使得 xnk
→ x ∈ E1, 于是 ynk

= znk
− xnk

→ z − x, 由 E2

闭知 z − x ∈ E2, 即 z ∈ E1 + E2, 故 E1 + E2 为闭集.

(4) 取 X = R, 考虑集合 E1 =

{
n+

1

n
: n ∈ N

}
, E2 = {−n : n ∈ N}, E1, E2 均

无极限点, 故 E1 + E2 闭. 而 ∀p ≥ 2, n ≥ 1, p+
1

n+ p
= n+ p+

1

n+ p
+ (−n) ∈

E1 + E2, 则 lim
n→+∞

p +
1

n+ p
= p, 但 p /∈ E1 + E2 . 事实上, 若 p ∈ E1 + E2, 则

p =

(
n+

1

n

)
+ (−m), 即 n(m + p − n) = 1, 只有 n = 1,m = 2 − p 时上式才成

立, 若 p ≥ 2, 则 p /∈ E1 + E2, 因此 E1 + E2 不是闭集.

性质 7.12. 设 E1, E2 是赋范空间 X 中的子集,若 E1 紧, E2 闭且 E1∩E2 =

∅, 证明: 存在 r > 0, 使得 (E1 +B(0, r)) ∩ E2 = ∅.

证明. 令 g(x) = ρ(x,E2) = inf{||x − y|| : y ∈ E2}, ∀x ∈ X, 则 g 是 X 上的连

续函数. 因为 E1 紧, ∃x1 ∈ E, 使得 g(x1) = min
x∈E1

g(x). 因 x1 /∈ E2 且 E2 闭知
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g(x1) = ρ(x1, E2) > 0. 设 0 < r < g(x1), 则 (E1 + B(0, r)) ∩ E2 = ∅. 事实上, 若
存在 x ∈ (E1 +B(0, r)) ∩ E2, 则 x ∈ E2, x = y + z(y ∈ E1, z ∈ B(0, r)) . 故

g(y) = ρ(y,E2) ≤ ρ(y, x) = ||x− y|| = ||z|| < r < g(x1)

但由 y ∈ E1, 有 g(x1) ≤ g(y) 矛盾. 因此 (E1 +B(0, r)) ∩ E2 = ∅.

性质 7.13. 有限维赋范空间的又一等价刻画: (X, || · ||) 为有限维赋范空间当
且仅当 X 是局部紧的.

[注: 称拓扑空间 X 是 局部紧的, 如果 ∀x ∈ X, 存在 x 的紧的邻域.]

证明. (=⇒) 若 X 为有限维赋范空间, ∀x0 ∈ X, 则 B(x0, 1) = {x ∈ X | ||x −
x0|| ≤ 1} 是 X 的闭子集, 因而 B(x0, 1) 是紧集且为 x0 的邻域, 因此 X 是局部紧

的.
(⇐=) 若 X 为局部紧赋范空间, 则 ∃X 中一紧集 E 以 O 为内点. 此时 E 完

全有界, 且 ∃r > 0 使得 B(0, r) ⊂ E, 故 B(0, r) 完全有界. 即存在有限个开球

B

(
xi,

1

4

)
(i = 1, 2, · · · , n) 使得 B(0, r) ⊂

n⋃
i=1

B

(
xi,

1

4

)
.

设 Y = Span{x1, x2, · · · , xn}, 则 Y 有限维, 因此 Y 闭. 若 Y 6= X, 则由 Riesz
引理, 存在 x0 ∈ X, ||x0|| = 1 且 ρ(x0, Y ) ≥ 3

4
. 因为 rx0

2
∈ B(0, r), 存在 i 使得

rx0
2

∈ B
(
xi,

r

4

)
.因此,

∥∥∥rx0
2

− xi

∥∥∥ <
r

4
,即

∥∥∥∥x0 − 2xi
r

∥∥∥∥ <
1

2
,又因为 ρ(x0, Y ) ≥ 3

4

有
2xi
Y

/∈ Y 矛盾于
2xi
r

∈ Y , 故 Y = X, 即 X 是有限维的.

[注记:(1) 若赋范空间 X 中的球 B(0, r) 是完全有界的, 则 X 是有限维的. (2)
本题是如何应用 Riesz 引理的例子.]

性质 7.14. X 为度量空间, 若 X 中每个完全有界集均为列紧集, 则 X 完备.

证明. 任取X 中的基本列 {xn},则 ∀ε > 0,∃N > 0,对 ∀n,m ≥ N ,有 ρ(xn, xm) <

ε. 从而 {x1, · · ·xN} 是 {xn} 的有穷 ε 网, 即 {xn} 完全有界. 由假设知 {xn} 列紧,
有收敛子列, 因而基本列 {xn} 本身也收敛, 从而 (X, ρ) 完备.
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性质 7.15. X 为赋范空间, A 是 X 中的有界集, 则 A 完全有界当且仅当

∀ε > 0, 存在有限维空间 Xε ⊂ X 使 A 中每个点和 Xε 的距离均小于 ε.

[注记:有界集成为完全有界集的条件.]

证明. (=⇒) 若 A 完全有界, 则 ∀ε > 0,∃x1, x2, · · · , xN ∈ A 使得

A ⊂
N⋃
i=1

B(xi, ε). 令 Xε = Span{x1, · · · , xN}, 则 Xε 为有限维空间且 ∀x ∈

A, ρ(x,Xε) ≤ ρ(x, xi) < ε.
(⇐=) 设 ∀ε > 0,∃ 有限维空间 X ε

2
⊂ X 使得 x ∈ A 时, ρ(x,X ε

2
) <

ε

2
. 取

B =

{
y ∈ X ε

2

∣∣∣∣∃x ∈ A s.t. ρ(x, y) < ε

2

}
即 B 表示 A 的

ε

2
邻域中 X ε

2
的点. 由 A 有界知 B 在 X ε

2
中有界, 因此 B 是

列紧集, 从而完全有界. 设 {y1, · · · , yn} 是 B 的
ε

2
网, 下证其为 A 的 ε 网. 任取

x ∈ A,∃y ∈ X ε
2
使得 ρ(x, y) <

ε

2
, 故 y ∈ B, 于是 ∃i 使得 ρ(yi, y) <

ε

2
, 从而

ρ(x, yi) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, yi) <
ε

2
+

ε

2
= ε

因此 A 完全有界.

性质 7.16. A 是度量空间 X 中的子集, 则 A 完全有界当且仅当 ∀ε >

0, ∀B ⊂ A, 当 B 中任意两点之间的距离均不小于 ε 时, B 为有限集.

证明. (=⇒) A 完全有界, 则 ∀ε > 0, ∃a1, · · · , ak ∈ X, 使得 A ⊂
k⋂

i=1

B
(
ai,

ε

2

)
.

任取 B ⊂ A, 当 B 中点多于 k 个时, 必存在 B
(
ai,

ε

2

)
包含 B 中两个点, 此两点

之间距离小于 ε, 即 B 中点个数不超过 k.
(⇐=) 若 A 不是完全有界, ∃ε > 0, 使得 A 无有穷 ε 网, 即对 x1 ∈ A, ∃x2 ∈ A

使得 ρ(x1, x2) ≥ ε. 对上述 x1, x2, ∃x3 ∈ A 使得 ρ(x3, xi) ≥ ε(i = 1, 2), · · · 一直进
行下去, 存在 {xn} ⊂ A, 使得 ∀m 6= n, 有 ρ(xm, xn) ≥ ε, 可见 {xn} 是无限集, 矛
盾于假设.
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7.4 集合列紧性判别法补充

性质 7.17. ℓp 空间中子集列紧的判定:

ℓp(1 ≤ p < +∞) =

x = (ξ1, ξ2, · · · , ξn, · · · )
∣∣∣∣
(

+∞∑
i=1

|ξi|p
) 1

p

< +∞


A ⊂ ℓp 列紧当且仅当

(1) ∃K > 0,∀x = (ξ1, · · · , ξn, · · · ) ∈ A 有
+∞∑
n=1

|ξ|p < K , 即集合 A 有界

(2) ∀ε > 0, ∃N > 0, 使得当 m > N 时, ∀x = (ξ1, · · · , ξn, · · · ) ∈ A 有
+∞∑
n=m

|ξn|p < ε

证明. (=⇒) (1) A 列紧则 A 完全有界, 则 A 有界, 即存在 K
1
p > 0, ρ(x, 0) =(

+∞∑
i=1

|ξi|p
) 1

p

< K
1
p (∀x ∈ A), 故 (1) 成立.

(2) A 完全有界则 A 存在有穷的
1

2
ε

1
p 网 N = {x1, x2, · · · , xn0}.

(i) 由 xi ∈ ℓp(1 ≤ i ≤ n0),∀ε > 0,∃Ni > 0, 当 m > Ni 时有

(
+∞∑
n=m

∣∣∣ξ(i)n

∣∣∣p) 1
p

<

ε
1
p

2
. 再取 N = max{N1, · · · , Nn0} 有 ∀ε > 0, ∃N > 0, 对 m > N 时, ∀x ∈

N,

(
+∞∑
n=m

∣∣∣ξ(i)n

∣∣∣p) 1
p

<
ε

1
p

2

(ii) 由 N 是
1

2
ε

1
p 网, ∀x ∈ A, ∃xi ∈ N 使得

ρ(x, xi) =

(
+∞∑
n=1

∣∣∣ξn − ξ(i)n

∣∣∣p) 1
p

<
1

2
ε

1
p

故(
+∞∑
n=m

|ξn|p
) 1

p

≤

(
+∞∑
n=m

∣∣∣ξn − ξ(i)n

∣∣∣p) 1
p

+

(
+∞∑
n=m

∣∣∣ξ(i)n

∣∣∣p) 1
p

(Minkowski不等式)

<
1

2
ε

1
p +

1

2
ε

1
p = ε

1
p
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即

+∞∑
n=m

|ξn|p < ε, (2) 成立.

(⇐=) 由于 ℓp 完备, A 列紧当且仅当 ∀ε > 0, A 有列紧的 ε 网, 下证 A 存在列

紧的 ε 网. 由 (2) 知, 从 x 的第 N 项之后
+∞∑
n=m

|ξn|p < ε, 令

B = {(ξ1, ξ2, · · · , ξN , 0, 0, · · · , 0, · · · ) | x = (ξ1, ξ2, · · · ) ∈ A}

即保留 A 中每个元素的前 N 项后面全变为 0. 则有:
(i) B 是 A 的 ε 网, 事实上, 由 (2) ∀ε > 0, ∀x = (ξ1, · · · , ξn, · · · ) ∈ A,∃N > 0, 取

x̃ = (ξ1, · · · , ξN , 0, · · · ) ∈ B 有

ρ(x, x̃) =

(
+∞∑

n=N+1

|ξn|p
) 1

p

< ε
1
p

(ii) B 是列紧的. 取 B 中一列点列 y1, y2, · · · , yk, · · ·, 其中

yk = (ξ
(k)
1 , ξ

(k)
2 , · · · , ξ(k)N , 0, · · · )

由 (1) 知 ∀y = (ξ1, · · · , ξN , 0, · · · ) ∈ B, ∀1 ≤ i ≤ N 有 |ξn| ≤ K
1
p , 即对每个

位置 n 而言 {ξ(k)n } 构成 R 中有界序列, 必有收敛子列. 因此使用老套路 (对角线
抽子列的方法) : 对 {ξ(k)1 }, 存在 {ξ(k1n)1 } ⊂ {ξ(k)1 } 使得 ξ

(k1n)
1 → ξ

(0)
1 , n → +∞,

此时得 {yk} 的子列 {yk1n}; 对 {ξ(k1n)2 }, 存在 {ξ(k2n)2 } ⊂ {ξ(k1n)2 } 使得 ξ
(k2n)
2 →

ξ
(0)
2 , n → +∞,此时得到 {yk1n}的子列 {yk2n}; · · ·对 {ξ(k(N−1)n)

N },存在 {ξ(kNn)
N } ⊂

{ξ(k(N−1)n)

N } 使得 ξ
(kNn)
N → ξ

(0)
N , n → +∞, 此时得 {yk(N−1)n

} 的子列 {ykNn
}. 令

y = (ξ
(0)
1 , ξ

(0)
2 , · · · , ξ(0)N , 0, · · · ), 则 y ∈ ℓp 且

ρ(ykNn
, y) =

(
N∑
l=1

∣∣∣ξ(kNn)
l − ξ

(0)
l

∣∣∣p)
1
p

→ 0(n → +∞)

因此 B 列紧.

7.5 有关线性基

性质 7.18. Banach 空间不可能有可数的线性基.

——138——



何家志 整理 泛函分析

证明. 设 X 为无穷维 Banach 空间且有可数的线性基 {x1, x2, · · · }. 令

Yn = Span{x1, x2, · · · , xn}, n = 1, 2, · · · , Vn = X\Yn

则

+∞⋃
n=1

Yn = X,
+∞⋂
n=1

Vn = ∅. 因 Yn 为有限维在 X 中闭, 则 Vn 开, 由 Baire 纲定理

(完备度量空间中可数个开的稠密子集的交在 X 中稠密) 知存在 n0 使得 Vn0 6= X.
下证 Yn0 = X 从而矛盾于 X 无穷维.
设 a ∈ X 且 a /∈ Vn0 ,则存在 B(a, r) ⊂ Yn0 .任取 x ∈ X, ∃δ > 0使得 δ||x−a|| < r,

即有 y = a+ δ(x−a) ∈ B(a, r) ⊂ Yn0 , 因 x =
y − a

δ
+a =

1

δ
y+

(
1− 1

δ

)
a ∈ Yn0 ,

即 Yn0 = X. 从而与 X 有穷维矛盾.

[注记: 由此知 Banach 空间的线性基个数要么有限要么无限不可数.]
Hilbert 空间中线性基和正交规范基的关系:
X 为 Hilbert 空间, 则 X 的正交规范基 S 指 S⊥ = {0} ⇐⇒ SpanS = X.(用
(S⊥)⊥ = SpanS 的性质). X 的线性基 S 指 S 为 X 的极大线性无关组 ⇐⇒
SpanS = X.

性质 7.19. X 为 Hilbert 空间, 则 X 为有限维 ⇐⇒ X 的规范正交基即为

线性基.

证明. (=⇒) 若 X 为有限维,则 SpanS = X 知 SpanS 闭,即 SpanS = SpanS,
从而 X 的规范正交基 S 即为线性基.(规范正交基一定线性无关)
(⇐=) 下证: 若 X 为无穷维空间, 则 X 中任意一组规范正交基 S 均不是线性基,
即任给一组规范正交基 S, ∃x ∈ X 使得 x /∈ SpanS.

设 S0 = {en}+∞
n=1 ⊂ 规范正交基 S, 因

+∞∑
n=1

1

n2
< +∞, ∃x ∈ X 使得 x =

+∞∑
n=1

1

n
en,

其中 (x, en) =
1

n
. 若 x ∈ SpanS, 不妨设 ∃e1, e2, · · · , em ∈ S 使得 x = k1e1 +

k2e2 + · · ·+ kmem, 从而当 j ≥ m+ 1 有 (x, ej) = 0, 矛盾于 (x, ej) =
1

n
.
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7.6 Banach 闭图像定理的应用:Hellinger-Toeplitz 定理
定理 7.20. Hellinger − Toeplitz 定理: 设 (X, (·, ·)) 是 Hilbert 空间, 而 A :

X → X 是自伴线性算子, 它满足

(Ax, y) = (x,Ay) ∀x, y ∈ X

则 A 是连续的.

证明. 由 Banach 闭图像定理, 只需证明 A 是闭算子. 设 (xn)
∞
n=1 ∈ X, 当 n → ∞

时, xn → x ∈ X,Axn → y ∈ X. 根据内积的连续性, 对任意的 z ∈ X, 当 n → ∞
时有

(Axn, z) → (y, z) (Axn, z) = (xn, Az) → (x,Az) = (Ax, z)

因此, (y, z) = (Ax, z) 对所有 z ∈ X 成立, 有 y = Ax, 说明 A 是闭算子. Banach
闭图像定理表明 A 是连续的 (空间 X 是完备的).

7.7 有界线性算子 (泛函) 的性质
常用: T : (X, || · ||X) −→ (Y, || · ||Y ) 线性算子

• T ∈ L (X,Y ) =⇒ N(T ) = {x ∈ X | Tx = 0} 是闭的.

• 若 X 为有限维, 则 T 连续.

• 若 Y 为有穷维赋范空间, T 满射, 则 T 连续 ⇐⇒ N(T ) 在 X 中闭.

f : X → K 为线性泛函:

• f ∈ X∗ ⇐⇒ N(f) 在 X 中闭

• 若 f 非 0, f 无界 ⇐⇒ N(f) 在 X 中稠密; f 无界 ⇐⇒ ∀a ∈ X, r >

0, f(B(a, r)) = K.

• 任给一非零线性泛函能将 X 分解, 即只要 f(x0) 6= 0, 则 X = Span{x0} ⊕
N(f)

• f ∈ X∗, f 6= 0, 则 f 为开映射 (f : X → R)
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性质 7.21. T : X → Y 为线性算子, N(T ) = {x ∈ X | Tx = 0}, 则若
T ∈ L (X,Y ) =⇒ N(T ) 为闭子空间, 但是 N(T ) 为 X 的闭子空间未必有

T ∈ L (X,Y ).

证明. N(T ) 为 X 的子空间, 下证 N(T ) 闭. 取 {xn} ⊂ N(T ), 如果 {xn}
||·||X−→ x0,

则 Txn → Tx0 =⇒ Tx0 = 0, 即 x0 ∈ N(T ). 故 N(T ) 为 X 的闭子空间.

反例: 取 X = ℓ1 =

{
(ξ1, ξ2, · · · , ξn, · · · )

∣∣∣∣ ∞∑
n=1

|ξn| < ∞

}
, ||x|| = sup

i≥1
|ξi| , 取 α =

(1,−1, 0, 0, · · · ) ∈ X, 取一线性泛函 f : X → K, x 7→
+∞∑
i=1

ξi, 显然 ||α|| = 1, f(α) =

0. 定义算子 T : X → X,x 7→ x− αf(x), 显然 N(T ) = {0}, 从而 N(T ) 为闭子空

间. 下面证明 T 无界, 先证线性泛函 f 无界. 令

ek := (0, 0, · · · , 0, 1, 0, · · · ), xn :=
n∑

k=1

ek ∈ X

则有 ||xn|| = 1, f(xn) = n, 由此可见 lim
n→∞

|f(xn)|
||xn||

= ∞, 即 f 无界得证. 再证 T 无

界. 用反证法, 如果 T 有界, 即存在 M > 0 使得 ||Tx|| ≤ M ||x||, ∀x ∈ X, 那么对
x ∈ X, ||α|| |f(x)| ≤ (1 +M)||x||, 即 |f(x)| ≤ (1 +M)||x||, 从而 f 有界, 矛盾.

性质 7.22. T : (X, || · ||X) → (Y, || · ||Y ) 为线性算子, 若 X 为有限维空间, 则
T : X → Y 一定连续.

证明. X 为有限维, 设 {e1, · · · , en} 为 X 的一组基, 则 x =
n∑

i=1

xiei ∈ X, 在 X 中

赋予另一范数 ||x||∞ = max
1≤i≤n

|xi| , 由于有限维赋范空间任意两范数等价, 则 ∃c > 0

使得 ||x||∞ ≤ c||x||. 现

||Tx||Y =

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

xiTei

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

i=1

|xi| ||Tei||Y ≤ ||x||∞
n∑

i=1

||Tei||Y ≤ c
n∑

i=1

||Tei||Y ||x||

这说明 T 是有界的.
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性质 7.23. 若 X,Y 为赋范空间, Y 为有限维空间, T : X → Y 为满射, 线
性映射, 则 T 连续 ⇐⇒ N(T ) 在 X 中闭.

证明. (=⇒) T 连续, 则 N(T ) 闭前面已证.
(⇐=) 由 N(T ) 在 X 中闭, 可定义商空间 X/N(T ), 定义映射: T̃ : X/N(T ) →
Y, [x] 7→ T̃ [x] = Tx, ∀x ∈ [x].
1. T̃ 定义良好, 即 T̃ [x] 与代表元选取无关. 取 y, z ∈ [x], 则 y − z ∈ N(T ) =⇒
Ty = Tz, 故 T̃ 良定.
2. T̃ 为单射. 如果 T̃ [x] = Tx = 0 =⇒ x ∈ N(T ) =⇒ [x] = [0]

3. T̃ 为满射. 任取 y ∈ Y, 由 T 为满射, ∃x ∈ X 使得 y = Tx, 则取 x 所在等价类

[x], 有 T̃ [x] = Tx = y.
4. T̃ 连续. 事实上, X/N(T ) 与 Y 线性同构, 由 Y 有限维知 X/N(T ) 为有限维

空间, 而有限维空间出发的线性映射一定连续. 从而存在 M > 0,

||T̃ [x]||Y = ||Tx||Y ≤ M ||[x]||0 ≤ M ||x||, ∀x ∈ Y

因此 T 连续.

性质 7.24. f : X → K 为有界线性泛函, 当且仅当 N(f) 为 X 闭线性子空

间.

证明. (=⇒) f ∈ X∗, N(f) 闭同有界线性算子.
(⇐=) 反证, 若 f 无界, 则对 ∀n ∈ N, ∃{xn} ⊂ X 有 |f(xn)| ≥ n||xn||, 下面
构造 N(f) 中的收敛点列, 但是此点列极限不在 N(f) 中, 与 N(f) 闭矛盾. 令
yn =

xn
f(xn)

− x1
f(x1)

, 则 f(yn) = 0, 即 yn ∈ N(f), 但是

∥∥∥∥yn −
(
− x1
f(x1)

)∥∥∥∥ =
||xn||

|f(xn)|
≤ 1

n
→ 0(n → ∞)

故 lim
n→∞

yn = − x1
f(x1)

/∈ N(f), 与 N(f) 闭矛盾, 故 f 有界.
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性质 7.25. 泛函能导致空间的分解: 若 X 为赋范空间, f : X → K 为
非零线性泛函 (不要求有界性), 则 ∃x0 ∈ X 使得 f(x0) 6= 0, 进而 X =

N(f)⊕ {αx0}(α ∈ K).

证明. f 6= 0, ∃x0 ∈ X 使得 f(x0) 6= 0, 任取 x ∈ X, 定义 y = x − f(x)

f(x0
x0, 则

f(y) = 0, 即 y ∈ N(f). 令 α =
f(x)

f(x0)
, 则有 x = y + αx0 ∈ N(f) + {αx0}, 即

X = N(f) + {αx0}, 同时 {αx0} ∩N(f) = {0}, 故 X = N(f)⊕ {αx0}.

性质 7.26. 若 X 为赋范空间, f : X → K 为非零线性泛函, 则 f 无界 ⇐⇒
N(f) 在 X 中稠密.

证明. (⇐=) 反证, 若 f 有界, 则 N(f) 闭 =⇒ N(f) = N(f) = X, 即 f 为零泛

函, 矛盾.
(=⇒) 若 f 无界, 则 ∀n ∈ N, ∃X 中一列点 {xn} 使得 |f(xn)| ≥ n||xn||({xn} 6⊂
N(f)). 下面, 任取 x ∈ X, 我们证明: ∃N(f) 点列能逼近 x.
1. 若 f(x) = 0, 则 x ∈ N(f), 取 N(f) 中的常值点列 {x, x, · · · } 有 lim

n→∞
x = x.

2. 若 f(x) 6= 0, 则 ∃{yn} ⊂ N(f), kn ∈ K, 使得 xn = yn + knx, 故 |f(xn)| =

|knf(x)| ≥ n||xn|| 解得 |kn| ≥
n||xn||
|f(x)|

, 下面令

xn = kn

(
yn
kn

)
+ knx = kn

(
x−

(
−yn
kn

))
令 zn = −yn

kn
, 有

||x− zn|| =
1

|kn|
||xn|| ≤

|f(x)|
n||xn||

||xn|| → 0(n → ∞)

这样, 得到 {zn} ⊂ N(f) 能逼近 x. 综上, N(f) 在 X 中稠密.

性质 7.27. X 为数域 K 上赋范空间, f 为 X 上非零线性泛函, 则 f 无界

⇐⇒ ∀a ∈ X, ∀r > 0, 有 f(B(a, r)) = {f(x) : ||x− a|| < r} = K.
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证明. (=⇒) 若 f 不连续, 考虑 B(0, 1) = U .
1. f(U) 无界. 反证, 若 f(U) 有界, 则 ∃M ≥ 0, 任取 x ∈ U , 有 |f(x)| ≤ M . 取
rn ∈ (0, 1), rn → 1(n → ∞), 则对 ∀x ∈ X, ||x|| ≤ 1, 有 |rnf(x)| = |f(rnx)| ≤ M,

令 n → ∞ 有 |f(x)| ≤ M , 即 ||f || ≤ M , 与 f 无界矛盾.
2. f(U) = K. 由于 f(0) = 0, 任取 a ∈ K {0}, 由 f 无界, ∃x0 ∈ U, 使得

|f(x0)| > a, 现令 y =
ax0
f(x0)

有 ||y|| < ||x0|| = 1 且 f(y) = a, 故 f(U) = K. 注意到

B(a, r) = rB(0, 1) + a, 则 f(B(a, r)) = f(a) + rf(B(0, 1)) = K.
(⇐=) 注意到 f 把有界集映成了无界集, ||f || = sup

||x||=1
f(x) = +∞, 故 f 无界.
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