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1 判断是否为因果和可逆的
（a）模型是因果可逆的。
A(z) = 1 + 0.2z − 0.48z2, B(z) = 1

A(z) = 0 ⇒ z1 = −1.25, z2 = 5/3

（b）模型不是因果但是可逆的。
A(z) = 1 + 1.9z + 0.88z2, B(z) = 1 + 0.2z + 0.7z2

A(z) = 0 ⇒ z1 = − 10
11
, z2 = −1.25, |z1| < 1

B(z) = 1 + 0.2z + 0.7z2 > 0 恒成立。

（c）模型是因果但是不可逆的。
A(z) = 1 + 0.6z2, B(z) = 1 + 1.2z

A(z) = 1 + 0.6z2 > 0 恒成立。
B(z) = 0 ⇒ z = − 5

6
, |z| < 1

（d）模型是因果可逆的。
A(z) = 1 + 1.8z + 0.81z2, B(z) = 1

A(z) = 0 ⇒ z1 = z2 = − 10
9
, |z| > 1

（e）模型不是因果但是可逆的。
A(z) = 1 + 0.6z,B(z) = 1− 0.4z + 0.04z2

A(z) = 0 ⇒ z = − 5
8
, |z| < 1

B(z) = 1− 0.4z + 0.04 = 0 ⇒ z1 = z2 = −5, |z| > 1

2 有相同的自相关系数
对于 Xt,

γ0 = σ2
∑1

j=0 b
2
j = σ2 (b20 + b21) = σ2 (1 + θ2)

γ1 = σ2b0b1 = θσ2

γk = 0, |k| > 1

对于 Yt,
γ′0 = σ2θ2

∑1
j=0 b

′2
j = σ2θ2

(
1 + 1

θ2

)
= σ2 (1 + θ2)

γ′1 = σ2θ2b′0b
′
1 = θσ2

γ′k = 0, |k| > 1

故 Xt, Yt 有相同的自相关系数。

3 (1)

Xt = ϕ0 + ϕ1Xt−1 + εt − θ1εt−1 ⇒ Xt −
ϕ0

1− ϕ1

= ϕ1

(
Xt−1 −

ϕ0

1− ϕ1

)
+ εt − θ1εt−1
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Yt = Xt −
ϕ0

1− ϕ1

, Yt = ϕ1Yt−1 + εt − θ1εt−1

A(z) = 1− ϕ1z ̸= 0, |z| ≤ 1;B(z) = 1− θ1z ̸= 0, |z| ≤ 1

A(L)Yt = B(L)εt ⇒ Yt =
B(L)

A(L)
εt, εt =

A(L)

B(L)
Yt

B(z)

A(z)
=

1− θ1z

1− ϕ1z
= (1− θ1z)

∞∑
j=0

(ϕ1z)
j
= 1 +

∞∑
j=1

(ϕ1 − θ1)ϕ
j−1
1 zj

A(z)

B(z)
=

1− ϕ1z

1− θ1z
= 1 +

∞∑
j=1

(θ1 − ϕ1) θ
j−1
1 zj

⇒ Yt =
B(L)

A(L)
εt = εt +

∞∑
j=1

(ϕ1 − θ1)ϕ
j−1
1 εt−j , εt =

A(L)

B(L)
Yt = Yt +

∞∑
j=1

(θ1 − ϕ1) θ
j−1
1 Yt−j

⇒ Xt = Yt +
ϕ0

1− ϕ1

=
ϕ0

1− ϕ1

+ εt +
∞∑
j=1

(ϕ1 − θ1)ϕ
j−1
1 εt−j

εt = Xt −
ϕ0

1− ϕ1

+
∞∑
j=1

(θ1 − ϕ1) θ
j−1
1

(
Xt−j −

ϕ0

1− ϕ1

)
(2)

EXt = EYt +
ϕ0

1− ϕ1

=
ϕ0

1− ϕ1

对于 Yt, 其自协方差函数为

γk = σ2

∞∑
j=0

ψjψj+k, ψ0 = 1, ψj = (ϕ1 − θ1)ϕ
j−1
1 , j ≥ 1

γ0 = σ2

∞∑
j=0

ψ2
j = σ2

(
1 + (ϕ1 − θ1)

2
∞∑
j=1

ϕ2j−2
1

)
= σ2

(
1 +

(ϕ1 − θ1)
2

1− ϕ2
1

)

γk = σ2

(
(ϕ1 − θ1)ϕ

k−1
1 + (ϕ1 − θ1)

2
∞∑
j=1

ϕk+2j−2
1

)
= σ2

(
(ϕ1 − θ1)ϕ

k−1
1 +

(ϕ1 − θ1)
2
ϕk
1

1− ϕ2
1

)
, k ≥ 1

Xt 的自协方差函数 γ′k = γk.

4 (1)

Xt =
∞∑
j=0

ψjεt−j , EXtεt−k =

{
σ2ψk, k ≥ 0

0, k < 0

ψj = a1ψj−1 + bj ⇒ ψ0 = 1, ψ1 = 1.5, ψj =
9

5

(
4

5

)j−2

, j ≥ 2

γ0 = σ2

∞∑
j=0

ψ2
j = 12.25σ2

Xt = 0.8Xt−1 + εt + 0.7εt−1 + 0.6εt−2

两边同乘 Xt−1, 取期望

γ1 = 0.8γ0 + (0.7ψ0 + 0.6ψ1)σ
2 ⇒ ρ1 = 0.8 + (0.7ψ0 + 0.6ψ1) /12.25
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两边同乘 Xt−2, 取期望

γ2 = 0.8γ1 + 0.6ψ1σ
2 ⇒ ρ2 = 0.8ρ1 + 0.6ψ1/12.25

两边同乘 Xt−k, k ≥ 3, 取期望

γk = 0.8γk−1 ⇒ ρk = 0.8ρk−1, k ≥ 3

(2)
A(z) = 1− 0.8z,B(z) = 1 + 0.7z + 0.6z2

A(z) = 0 ⇒ z = 1.25, B(z) = 0 ⇒ |z1| = |z2| =
√

5

3

序列是因果可逆的。

(3)

εt =
A(L)

B(L)
Xt

设 A(z)
B(z)

=
∑∞

j=0 ξjz
j (

1 + b1z + b2z
2
) ∞∑

j=0

ξjz
j = 1− a1z

⇒ ξ0 + (ξ1 + b1ξ0) z +
∞∑
j=2

(ξj + b1ξj−1 + b2ξj−2) z
j = 1− a1z

⇒ ξ0 = 1, ξ1 = −a1 − b1ξ0 = −1.5, ξ2 = 0.45, ξj = −b1ξj−1 − b2ξj−2, j ≥ 2

记 α, β 为 B
(
1
z

)
= 0 的两个根, 令 c1 =

βξ1−ξ2
β−α

= 0.45+1.5β
α−β

, c2 =
ξ2−αξ1
β−α

= 0.45+1.5α
β−α

, 则

ξj = c1α
j−1 + c2β

j−1, j ≥ 3

εt =
∞∑
j=0

ξjXt−j = Xt − 1.5Xt−1 + 0.45Xt−2 +
∞∑
j=3

(
c1α

j−1 + c2β
j−1
)
Xt−j
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