
EX 4 简单的答案解析
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1 证明叙述等价
首先，(a) ⇒ (b) 和 (c) ⇒ (d) 是显然成立的。下面证明其他的：

(b) ⇔ (d)
在 t = 0 处均方连续，γ(t) → γ(0), t → 0 时，E (ξt − ξ0)

2
= 2γ(0)− 2γ(t)，反之也成立。

(a) ⇒ (c)
γ(t)− γ(s) = Eξ0ξt − Eξ0ξs = Eξ0(ξt − ξs) ⩽

√
γ(0)E(ξt − ξs)2.

(a) ⇔ (d)
E (ξt − ξs)

2
= E

(
ξ2t + ξ2s − 2ξtξs

)
= 2γ(0)− 2γ(t− s)

如果 γ(τ) 在 τ = 0 处连续，则 ∀s ∈ R, t → s 时，E (ξt − ξs)
2 → 0, 因此是均方连续的。反之亦

然。

2 证明是线性平稳过程
不妨先假设 m > n, 当 m,n → ∞ 则有

∥Yt,m − Yt,n∥22 = ∥
∑

n<j≤m

hj −Xt−j∥22 =
∑

n<i,j≤m

hihj < Xt−i, Xt−j >

=
∑

n<i,j≤m

hihjγ(i− j) ≤ γ(0)
∑

n<i≤m

|hi|2 → 0

EYt = lim
n→∞

EYt,n = lim
n→∞

E
n∑

j=−n

hjXt−j

= lim
n→∞

n∑
j=−n

hjEXt−j

=

+∞∑
j=−∞

hjEXt−j = EXt

+∞∑
j=−∞

hj = 0

E(YtYt+h) = lim
n→∞

<
n∑

j=−n

hjXt−j ,
n∑

j=−n

hjXt+h−j >

= lim
n→∞

n∑
i,j=−n

hihj < Xt−j , Xt+h−j >

= lim
n→∞

n∑
i,j=−n

hihjγ(h) = γ(h)
+∞∑

i,j=−∞

hihj

因为 Xt 是平稳的，故而 E(YtYt+h) 只依赖于 h，因此 Yt 是平稳的。
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3 均方收敛
不妨先假设 m > n, 当 m,n → ∞ 则有

∥Ym − Yn∥22 = ∥
m∑

k=n+1

akXk∥22 =
m∑

k,l=n+1

akal < Xk, Xl >

=
m∑

k,l=n+1

akalγ(k − l) → 0

因此 Yn 是均方收敛的。

4 证明是平稳过程
不妨先假设 m > n, 当 m,n → ∞ 则有

∥Xt,m −Xt,n∥22 = ∥
m∑

j=n+1

(Aj cos (ωjt) +Bj sin (ωjt)) ∥22

=
m∑

j=n+1

∥ (Aj cos (ωjt) +Bj sin (ωjt)) ∥22 → 0

因此 Xn 是均方收敛的。
EXt =

∑∞
j=1 (EAj cos (ωjt) + EBj sin (ωjt)) = 0 而且有

E(XtXt+h) = E

(
∞∑
j=1

(Aj cos (ωjt) +Bj sin (ωjt))
∞∑
j=1

(Aj cos (ωj(t+ h)) +Bj sin (ωj(t+ h)))

)

= lim
n→∞

E

(
n∑

j=1

(Aj cos (ωjt) +Bj sin (ωjt))
n∑

j=1

(Aj cos (ωj(t+ h)) +Bj sin (ωj(t+ h)))

)

= lim
n→∞

n∑
j=1

σ2
jωjcos(h)

=
∞∑
j=1

σ2
jωjcos(h)

只依赖于 h，因此 Xt 是平稳的。
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