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一.  必做题（共 3 题，总分 52） 

1. 某微观粒子的量子态由球坐标系中的波函数 

  

描写，式中 与 分别是位置矢量 的极角和方位角， . 假设径

向波函数 已满足归一化条件： 

   

①  (5 分)倘若在 态下测量粒子的轨道角动量第三分量 ， 请

问有哪些可能的测量值？ （5 分）各个测量值出现的概率是多少？ 

②  (5 分)请计算 态下 的系综平均值。. 

解： 

在球坐标系中，轨道角动量第三分量算符表达为 ，其本征

值和属于本征值的归一化本征函数分别为 与 

  

题设的波函数可表为： 

  



所以， 

① 在 态下 有两个可能的测量值， 和 。 出现的概率是： 

  

而 出现的概率为： 

  

②  态下 的系综平均值为： 

  

此结果也可以通过标准步骤得到： 

  

 

 

2. 一个电荷为 的带电粒子在  平面运动。沿 方向外加匀强

磁场。 该系统的哈密顿量为， 

                

其中  为磁感应强度。 

① (10 分) 证明哈密顿量与角动量算符第三分量对易， ,其

中 

                       



② (10 分)量子态  满足， 

                   

求解  的波函数 （不必归一化）。 

解： 

① 按照量子力学基本对易关系 ，我们有： 

  

  

把以上二式相加并注意到 

  

即得： 

  (1) 

② 此问题解法不唯一，命题者张扬老师提供了两种解法（见后面的

英文页面）。 这里列出第三种。 引入复坐标 和 ， 

我们有： 

  

注意到 和 是彼此独立的复坐标，如下对易关系成立： 

  (2) 



如此，哈密顿算符在位置表象中可表为： 

  

引入辅助算符 

  (3) 

我们看到： 

  (4) 

哈密顿算符可重新表为： 

  (5) 

这是一个标准的简谐振子的哈密顿算符。 题目中所说的量子态

实际上是 的最低本征态 ： . 换言之， 

  (6) 

显然， (6)式在复平面上各处收敛的解有无穷多： 

  (7) 

或等价地表为： 

  (8) 



我们猜测 实际上是 与 的一个共同本征态。 事实上， 

  

所以，题目中指定的量子态 在位置表象中的波函数是： 

  (9) 

 

 

 

3. 考虑一维简谐振子，其哈密顿算符是： 

  

式中 与 分别是振子的质量和角频率。 假设 时刻振子的状态

可以表达为波函数 

  

此处 为一实参数， 和 分别是简谐振子基态和第一激发

态的归一化能量本征函数。 

③ （5 分）求 时刻的状态波函数 .  

④ （10 分）给出 时刻振子位置坐标与动量的期望值。 这两个期

望值各自在什么条件下达到它们的最大值？  

⑤ （2 分）描写该量子体系随时间演化过程中的表现行为。 

解： 



①  波函数的时间演化算符是 ， 

  (10) 

因为： 

  

把这些资料代入到(10)式，知： 

 (11) 

② 振子位置坐标在 态下的平均值为： 

 

而动量的平均值为： 

  

完成上述积分（这个过程特别繁琐，建议阅卷时考生能写出上面二式的正确表达式就可

以得本小题的满分），结果为： 



 (12) 

从(12)式知，倘若 ，则随着时间的演化，振子位置坐标和动量

交替达到各自的最大值 和 .  

③ 简谐振子的位置坐标和动量无确定的测量值。 但它们的系综平均

值随时间做周期性的振荡。  

 

二．选做题（请在如下 4 题中任选 3 题进行解答，每题 16 分，

共 48 分） 

4. 两个质量为 、自旋为 的全同费米子被限制在一维无限深势阱

中运动， 

  

其中 和 分别是二费米子的自旋角动量算符， 为一无量纲的耦

合常数且   假设对此体系的总自旋角动量的 分量进行了一

次测量并得到了测量值  请求出本次测量结束瞬间（约定为

时刻）体系完整的基态波函数（10 分）与基态能量（6 分）。  

解： 

鉴于势场的势能不含轨道、自旋耦合项，体系的哈密顿算符及其本征

函数可分别表为： 

  



和  按题设，二粒子之间

仅存在自旋角动量的耦合且在势阱内部， 

  

倘若引入体系的总自旋角动量算符， ， 我们可以把

等价地表为： 

  

显然，  按题设， 时刻体系处在 属于本征值为

的本征态，即 

  

它实际上也是 的本征态：  

  

请注意 关于二粒子自由度的交换是对称的。  

计及全同性原理的限制，空间波函数 必须具有关于二粒子自

由度交换的反对称性：  

  

式中的两个因子波函数均满足定解条件： 

  

其解为： 



  

综合起来， 时刻体系完整的基态波函数是： 

  

基态能量是： 

  

 

 

5. 质量为 的微观粒子被势能为 

  

的势场限制在 轴上运动并处于束缚态，式中 为一无量纲常数且

.  

①  （8 分）已知辅助哈密顿算符 

  

的本征值方程是 ，  请计算力

学量算符 在 的任意两个本征态 与 之间的矩阵元 

.  

②  (8 分)精确到非简并微扰论的二级近似，求出哈密顿算符  



 

的本征值。   

解：  

① 把辅助哈密顿算符写作 ，不难看出可取： 

  (13) 

从而， 

  (14) 

注意到升降算符对 本征态 的作用法则是 

  (15) 

我们有： 

需要说明的是， 矩阵元 的具体表达式强烈地依赖着升降算

符的选择。 如果选择了别的升降算符， 该矩阵元的表达式可以与上式不同。 

只要上式右端各项均出现且各项的绝对值一致， 则可以认为计算结果正确。 显

然， 

  (16) 



② 设 ， 

  

从而 且： 

 (17) 

几个特例是： 

  

按照非简并微扰论， 的第 个本征值近似表为： 

  

具体地， 

  (18) 

对于 ，  

  (19) 

实际上，(18)式可以纳入到(19)式不必单独讨论。 

 



 

6. 质量为 、动量为 的非相对论微观粒子在中心力场 

  

中与靶粒子发生了弹性碰撞。 请使用波恩一级近似计算散射振幅（10

分）与微分散射截面（6 分）。 

解： 

在波恩一级近似中，散射振幅的计算公式是： 

  (20) 

这里 ， ， 为散射角。 把题设的势场

代入到(20)式，我们有： 

  (21) 

微分散射截面为： 

  (22) 

 

 



7. 假设在自旋为 的微观粒子的自旋态上相继进行了两次测量。

① 第一次测量中我们企图测量粒子自旋角动量的笛卡尔直角分量

代数和 ， 请问有哪些可能的测量值（6 分）？ 

②倘若第一次测量结束后粒子处在自旋态 

  

请问 的测量值是什么（5 分）？  

③ 对于处在 态的粒子我们进行第二次测量，但这次测量的力学

量是粒子的自旋角动量直角分量 . 请问测量结果为 的概

率分别是多少（5 分）？   

解： 

本题的关键是要把 在测量过程中从整体上看作是一个物理量。 

设 ，则在泡利表象中： 

  (23) 

① 的本征值方程 

  (24) 

在泡利表象中可表为： 

  

因此，无量纲本征值 的定解方程及其解分别是： 

  (25) 



(25)式表明 可能的测量值有两个，即 . 

② 因为， 

  (26) 

是 属于本征值 的本征态。 所以，当体系处在 态上

后， 的测量值是 .  

③ 属于本征值 的本征态分别是 和 . 注

意到 

  (27) 

倘若在 态上测量 ，将以概率 

  (28) 

得到测量值 ，以概率 

  (29) 

得到测量值 .  



Solution

1. By an explicit computation,

H =
1

2m
(p2x + p2y) +

1

8m
q2B2(x2 + y2) +

qB

2m
(ypx − xpy)

=
1

2m
(p2x + p2y) +

1

8m
q2B2(x2 + y2)− qB

2m
L3 (1)

It is clear that p2x + p2y, x
2 + y2 are rotationally invariant under the z-axis rotation. Therefore,

[H,L3] = 0 (2)

2.

• (Method 1) In polar coordinates,

H = − ~2

2m

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂φ2

)
+
q2B2

8m
r2 − qB

2m
(−i~ ∂

∂φ
) (3)

Let ψ(x, y) = f(r)g(φ). From L3|ψ〉 = ~|ψ〉, g(φ) = eiφ. The equation H|ψ〉 = qB~
2m |ψ〉 reads,

− ~2

2m

(
∂2f

∂r2
+

1

r

∂f

∂r
− 1

r2
f

)
+
q2B2

8m
r2f − qB~

m
f = 0 . (4)

From the characteristic length of Landau levels, we make an Ansatz

f(r) = F (r)e−
qBr2

4~ , (5)

and get the differential equation for F ,

~r2F ′′(r) + (~−Bqr2)
(
rF ′(r)− F (r)

)
= 0 (6)

Then from the series analysis, we can get one solution,

F (r) ∝ r (7)

The unnormalized wave function is then,

ψ(x, y) ∝ re−
qBr2

4~ eiφ (8)

• (Method 2) It is known that the ground state of Landau level with zero L3 eigenvalue is,

ψ0,0(x, y) ∝ e−
qBr2

4~ (9)



2

The L3 raising operator is

Q+ =
1

2
√

2lB

(
x− i 2

mω
px + iy +

2

mω
py

)
with the characteristic length lB =

√
~/(qB) and the classical frequency ω = qB/m. Act

Q+ on ψ0,0 and we get,

ψ(x, y) ∝ (x+ iy)e−
qBr2

4~ (10)
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