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在杨老师 quantum11 课件中最后一页，我们通过电磁场的量子化理解原子的自发跃迁过
程，但只计算出了相互作用哈密顿算符在初末态之间的矩阵元是

⟨Ψf | V̂ (t) |Ψi⟩自发发射 =
e

µ

√
2πh̄

Ωωk

⟨ψf | ελ(k) · P̂ |ψi⟩ (1)

但这一结果与课件第 33 页 Einstein 原子自发发射的跃迁速率表达式 (课件的公式缺少 e2 项，
有误)

Aab =
4ω3

bae
2

3h̄c3
| ⟨a| x̂i |b⟩ |2 (2)

还有区别，如何通过这个式子得到上面旧量子论的结果呢？首先，参考课件第 46 页我们对于
辐射电磁场的经典处理手段里，注意到：[

x̂i, Ĥ0

]
=

[
x̂i,

P̂ 2

2µ
+ V̂0

]
=
ih̄

µ
P̂i (3)

亦即：
P̂ = − iµ

h̄

[
r̂, Ĥ0

]
(4)

再结合未加电磁场条件下的能量本征方程：

Ĥ0 |ψa⟩ = Ea |ψa⟩ (5)

所以，(1) 式中的跃迁矩阵元可以化简为：

⟨ψf | ελ(k) · P̂ |ψi⟩ = − iµ
h̄
ελ(k) · ⟨ψf |

[
r̂, Ĥ0

]
|ψi⟩

= − iµ
h̄
ελ(k) · ⟨ψf | (r̂Ĥ0 − Ĥ0r̂) |ψi⟩

= − iµ
h̄

(Ei − Ef ) ελ(k) · ⟨ψf | r̂ |ψi⟩

= iµωfiελ(k) · ⟨ψf | r̂ |ψi⟩

(6)
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其中：
ωfi =

Ef − Ei

h̄
(7)

回忆课件第 17 页简谐微扰下跃迁速率的表达式：

Γi→f =
2π

h̄
| ⟨f | F̂ |i⟩ |2δ (Ef − Ei − h̄ωk) (8)

在我们这一问题中，跃迁矩阵元 ⟨f | F̂ |i⟩ 由 (1) 式给出，代入计算得到：

Γi→f =
2π

h̄

(
e

µ

√
2πh̄

Ωωk

⟨ψf | ελ(k) · P̂ |ψi⟩

)2

δ (Ef − Ei − h̄ωk)

=
4π2e2

µ2ωkΩ

∣∣∣⟨ψf | ελ(k) · P̂ |ψi⟩
∣∣∣2 δ (Ef − Ei − h̄ωk)

=
4π2e2ω2

fi

ωkΩ
|ελ(k) · ⟨ψf | r̂ |ψi⟩|2 δ (Ef − Ei − h̄ωk)

(9)

该关系式给出了单位时间的跃迁概率，对应于原子从初始状态 |Ψi⟩ 跃迁到最终态 |Ψf ⟩ 的跃
迁，这是原子自发发射出能量为 h̄ωk 的光子的结果。因此，系统的最终状态 |Ψf ⟩ 由离散原子
态 |ψf ⟩ 的和连续的光子态 |nλ(k)⟩ 组成。(初态无光子对应于 nλ(k) = 0)
发射的光子假设位于 p = h̄k = h̄ω/c 周围的动量区间 (p, p+ dp) 中。然后，需要对跃迁速率
在最终光子态上求和 (积分)
这里我们引入统计物理中态密度的概念：单位体积 Ω内的光子态数（其动量在区间 (p, p+dp)

内）由下式给出：

d3n = Ω
d3p

(2πh̄)3
= Ω

p2dpdΩ0

(2πh̄)3
=

Ωh̄3ω2

(2πh̄)3c3
dωdΩ0 =

Ωω2

(2πc)3
dωdΩ0 (10)

其中 Ω0 为立体角。
因此，对于原子的自发跃迁速率需要对 dωdΩ0 积分：

Aif =
Ω

(2πc)3

∫
dΩ0

∫ ∞

0

Γi→fω
2dω

=
e2

2πc3
|ελ(k) · ⟨ψf | r̂ |ψi⟩|2

∫
dΩ0

∫ ∞

0

ωfi ωδ (Ef − Ei − h̄ω) dω

=
e2

2πh̄c3
|ελ(k) · ⟨ψf | r̂ |ψi⟩|2

∫
dΩ0

∫ ∞

0

ωfi ωδ (ωfi − h̄ω) dω

=
ω3
fie

2

2πh̄c3
|ελ(k) · ⟨ψf | r̂ |ψi⟩|2

∫
dΩ0

=
2ω3

fie
2

h̄c3
|ελ(k) · ⟨ψf | r̂ |ψi⟩|2

(11)
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上述计算得到的跃迁速率是与光子的特定极化方向 ελ(k) 相联系的，因此为了得到总的跃迁
速率需要对光子的所有极化方向 λ 求和：

2∑
λ=1

|ελ(k) · ⟨ψf | r̂ |ψi⟩|2 = |ε1 · ⟨ψf | x̂ |ψi⟩|2 + |ε2 · ⟨ψf | ŷ |ψi⟩|2 (12)

因为三个方向的跃迁矩阵元 ⟨ψf | r̂i |ψi⟩ 是等价的，满足：〈
|⟨ψf | x̂ |ψi⟩|2

〉
=
〈
|⟨ψf | ŷ |ψi⟩|2

〉
=

1

3

〈
| ⟨ψf | r̂ |ψi⟩ |2

〉
(13)

因此 (12) 式可得：
2∑

λ=1

|ελ(k) · ⟨ψf | r̂ |ψi⟩|2 =
2

3
| ⟨ψf | r̂ |ψi⟩ |2 (14)

代入 (11) 式可得：

Aif =
4

3

ω3
fie

2

h̄c3
| ⟨ψf | r̂ |ψi⟩ |2 (15)

如果我们将初态和末态记为 a 和 b，可以发现，上式结果与 Einstein 原子自发发射的跃迁速
率 (2) 式完全一致！
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