
2023 数分 A3 期中考试题答案与答案指引

1. (24 分，每小题 6 分) 讨论级数或无穷乘积的敛散性。

(1)
∞∑
n=1

(
1− 1

n

)n

(2)
∞∑
n=1

(−1)n
cosn!

n(n+ 1)
(3)

∞∑
n=3

1

(lnn)lnn
(4)

∞∏
n=1

cos 1

n

解. (1) lim
n→∞

(
1− 1

n

)n

=
1

e。通项不趋于 0，故发散；

(2)
∣∣∣∣(−1)n

cosn!
n(n+ 1)

∣∣∣∣ ⩽ 1

n(n+ 1)
，由比较判别法，后者收敛，故级数绝对收敛，从而收敛；

(3) 当 n 充分大时，0 <
1

(lnn)lnn
=

1

nln lnn
<

1

n2
，后者收敛，由比较判别法，前者收敛；

(4) an = cos 1

n
− 1 ⩽ 0 (∀n ∈ N∗)，从而无穷乘积敛散性等价于级数

∞∑
n=1

(
cos 1

n
− 1

)
敛散性。

又 cos 1

n
− 1 ∼ − 1

2n2
，后者收敛，由比较判别法，前者收敛，故无穷乘积收敛。

2. (12 分) 讨论级数
∞∑
n=2

(−1)n
cos 2n
np

的敛散性和绝对敛散性，其中 p ∈ R

解. 本题来自课本习题 14.5.2(2)，答案可以参考群里“第二次习题课讲义”。

3. (10 分) 计算
∫ ln 5

ln 2

f(x)dx，其中 f(x) =
∞∑
n=1

ne−nx

解. 本题来自课本习题 15.3.4，只是将积分上限做了改动。
证明一致收敛：对级数在 x ∈ [ln 2, ln 5] 用 Weierstrass 判别法即可。

计算积分：结果是
3

4
.

另外 f(x) 的表达式：f(x) =
ex

(ex − 1)2
.
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4. (10 分) 求级数
∞∑
n=1

n

2n
的和.

解. 计算结果是 2. 最简单的计算方法如下：

Sn =
n∑

k=1

k

2k

= 2Sn − Sn

=
n∑

k=1

k

2k−1
−

n∑
k=1

k

2k

=
n−1∑
k=0

k + 1

2k
−

n∑
k=1

k

2k

=
n−1∑
k=1

1

2k
+ 1− n

2n

= 1− 1

2n−1
+ 1− n

2n

= 2− n+ 2

2n
(∀n ∈ N∗)

故：
∞∑
n=1

n

2n
= lim

n→∞
Sn = 2

5. (20 分)(1) 研究函数列 {fn(x) = e−(x−n)2} 在下列区间的一致收敛性：

(a) (−1, 1) (b) (−∞,+∞)

(2) 研究函数项级数
∞∑
n=1

2n sin 1

3nx
在 (0,+∞) 上的收敛性和一致收敛性.

解. 本题第 (1) 问来自课本习题 15.2.1(3)，答案可以参考群里“第三次习题课讲义”第
3,4 页；第 (2) 问来自课本习题 15.2.2(7)，答案可以参考群里“第三次习题课讲义”第 7
页。

6. (8 分) 设正数列 {an} 单调递减，且
∞∑
n=1

(−1)nan 发散，试问
∞∑
n=1

(
1

1 + an

)n

是否收敛？
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解. 由于 {an} 正数列单调递减，因此 lim
n→∞

an 存在且 lim
n→∞

an
∆
=== d ⩾ 0。此外还有 an ⩾ d (∀

n ∈ N∗)。若 d = 0，由于 {an} 单调递减正数列，
∞∑
n=1

(−1)nan 交错级数，由 Leibniz 判别法，

∞∑
n=1

(−1)nan 收敛，矛盾。因此 d > 0。最后 0 <

(
1

1 + an

)n

⩽ 1

(1 + d)n
，后者收敛，从而前

者收敛。

7. (8 分) 设函数 f(x) 在 [0, 1] 有任意阶导数，且 f(0) = 0. 若存在 α ∈ (0, 1) 使得 f ′(x) =

f(αx), x ∈ [0, 1]，则 f(x) = 0.

解. 首先由 f ′(x) = f(αx) (∀x ∈ [0, 1])，反复求导可得：

f ′′(x) = αf ′(αx) = αf(α2x) f (3)(x) = α3f ′(α2x) = α3f(α3x)

f (4)(x) = α6f ′(α3x) = α6f(α4x) f (5)(x) = α10f ′(α4x) = α10f(α5x)

由递推或数学归纳法都可以证得：

f (n)(x) = α
n(n−1)

2 f(αnx) (∀n ∈ N∗, x ∈ [0, 1]) (1)

式 (1) 代入 x = 0 可得 f (n)(0) = 0 (∀n ∈ N∗)。另一方面，由于 α ∈ (0, 1)，且 f(x) 在 [0, 1]

连续，因此 ∃M ⩾ 0，使得：

|f (n)(x)| ⩽ α
n(n−1)

2 M ⩽ M (∀n ∈ N∗, x ∈ [0, 1])

由于 f(x) 在 [0, 1] 有任意阶导数，故有以下展开式 (∃ξ ∈ [0, x])：

f(x) =
n∑

k=0

f (k)(0)

k!
xk +

f (n)(ξ)

(n+ 1)!
xn+1 =

f (n)(ξ)

(n+ 1)!
xn+1 (∀n ∈ N∗, x ∈ [0, 1])

故：

|f(x)| ⩽
∣∣∣∣ f (n)(ξ)

(n+ 1)!
xn+1

∣∣∣∣ ⩽ M

(n+ 1)!
→ 0 (n → ∞, ∀x ∈ [0, 1])

从而 f(x) = 0 (∀x ∈ [0, 1]).

8. (8 分) 设对每个 n ⩾ 1，函数 fn : [0, 1] → [0, 1] 为单调递增函数，若 fn(x) 在 [0, 1] 中收

敛于连续函数 f(x)，证明 fn(x) 在 [0, 1] 中一致收敛于 f(x).

解. 我们将用函数列一致收敛的定义来证明此命题。
首先由于 f(x) 在 [0, 1] 连续，从而在 [0, 1] 一致连续，故 ∀ε > 0，∃ δ = δ(ε) > 0，使得：

|f(x)− f(y)| < ε (∀x, y ∈ [0, 1], |x− y| < δ) (2)

3



将 [0, 1] 进行分割，得到分割点 {xn}Nn=0，其中 N 只与 ε 有关，使得 x0 = 0，xN = 1，

|xi+1 − xi| < δ (∀ 0 ⩽ i ⩽ N)。由于 {fn(x)} 在 [0, 1] 逐点收敛于 f(x)，故对每个 xi (0 ⩽ i

⩽ N)，都有 fn(xi) → f(xi) (n → ∞)。又由于 N 有限数只与 ε 有关，因此存在一个充分大

的 N0 = N0(ε) ∈ N∗，使得：

|fn(xi)− f(xi)| < ε (∀n > N0, 0 ⩽ i ⩽ N) (3)

由于 fn(x) 在 [0, 1] 单调递增，f(xi) ⩽ f(xi+1) (∀0 ⩽ i ⩽ N − 1)，故结合式 (2)(3) 可得：

0 ⩽ fn(xi+1)− fn(xi) = |fn(xi+1)− fn(xi)|

⩽ |fn(xi+1)− f(xi+1)|+ |f(xi+1)− f(xi)|+ |f(xi)− fn(xi)| (4)

< ε+ ε+ ε

= 3ε (∀n > N0, 0 ⩽ i ⩽ N − 1)

于是对每个 x ∈ [0, 1]，我们选取适当的 0 ⩽ i ⩽ N，使得 |x− xi| 最小，且 xi ⩽ x，则由于

fn(x) 在 [0, 1] 单调递增，f(xi) ⩽ f(x) ⩽ f(xi+1) (x = 1 时为 f(1) = f(xN))，故结合式 (2)
(3)(4) 可得：

|fn(x)− f(x)| ⩽ |fn(x)− fn(xi)|+ |fn(xi)− f(xi)|+ |f(xi)− f(x)|

= fn(x)− fn(xi) + |fn(xi)− f(xi)|+ |f(xi)− f(x)|

⩽ fn(xi+1)− fn(xi) + |fn(xi)− f(xi)|+ |f(xi)− f(x)| (x = 1时只有后两项)

< 3ε+ ε+ ε

= 5ε �(∀n > N0)

这就是 {fn(x)} 在 [0, 1] 一致收敛于 f(x) 的定义。

4


