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1.1 概率及其解释

介绍概率的客观 (Objective) 和主观 (Subjective) 解释, 统计推
断的各种非贝叶斯处理及其问题
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概率定义

起源于 Fermat 和 Pascal 研究赌博中的机会而发展起来的概率
理论, 是研究随机性的学科. Kolmogorov (1933) 奠定了严格的数学
公理化基础。
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The Kolmogorov axioms

记 Ω 为一个随机试验的样本空间, 则一个概率测度 P

为满足以下条件的函数：

1. 对任意事件 A ∈ Ω, P (A) ≥ 0

2. P (Ω) = 1

3. P (∪j∈JAj) =
∑

j∈J P (Aj), 其中 {Aj : j ∈ J} 为
不相容事件的可数集.

概率定律都可以基于这个公理导出. 但是, 其仅仅为纯粹的数学
定理, 并没有提供关于概率的一个实用解释.
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概率的解释

广义上来讲, 概率可能有三种概念:

• 认识论的概念, 旨在衡量客观证据支持关系. 例如,“根据相关
的地震和地质数据, 加州可能会在本十年内经历一次大地震”.

• 一种物理概念, 适用于世界上的各种系统, 与任何人的想法无
关. 例如,“特定的镭原子可能会衰减 10,000 年”.

• 代理人的信任度（分级信念）的概念. 例如,“我不确定本周在
堪培拉会下雨, 但可能会下雨”.
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有多种概率的解释方式：

• 古典解释

• 逻辑解释

• 频率解释

• 倾向性解释

• 主观概率

Gillies (2000) 给了详细介绍.
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� 古典解释

起源于 Jakob Bernoulli (1713) 的想法, Laplace(1814) 考虑了不
充分推理原则 (principle of insufficient reason/principle of indiffer-
ence), 提供了一种赋予认知和主观概率的方式.
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The principle of insufficient reason

“If we are ignorant of the ways an event can occur (and
therefore have no reason to believe that one way will oc-
cur preferentially compared to another), the event will occur
equally likely in any way.”

• 因此, 概率是感兴趣结果个数与所有可能结果个数之间的系数
(古典概型).

• 这是一种非常局限的定义, 不能简单应用于无穷维和连续样本
空间.

http://en.wikipedia.org/wiki/Principle_of_indifference

Previous Next First Last Back Forward 9

http://en.wikipedia.org/wiki/Principle_of_indifference


� 概率的逻辑解释

逻辑概率推广了古典概率的概念, 由 Keynes (1921) 和 Carnap
(1950) 提出发展. 一个命题 H 在给定证据 E 下的概率被解释为 E

在逻辑上蕴含 H 的程度. 逻辑概率仅仅依赖两个命题之间的逻辑蕴
含关系, 与人的信念程度无关. 例如,“恐龙灭绝 (H) 可能是由于陨星
撞击地球 (E) 导致的”, 则 H 由 E 所支持的程度被称为是 H 给定

E 的逻辑概率.
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逻辑概率通过使用形式语言 (formal language)来构造,具体参考
阅读材料。Bernardo and Smith (1994) 指出, 概率的逻辑解释完全缺
乏实施措施. 这种逻辑概率是被假设存在且依赖于定义它们的形式语
言。

� 频率解释

这种观点由 Venn (1876)提出, von Mises (1919)进行了阐述. 给
定一个可重复的试验, 一个事件的概率是其发生的频率在实验次数趋
于无穷时的极限.
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这是概率的约束定义, 对于不可重复的试验就不能赋予事件的概
率了.

� 倾向性解释

Poper(1957) 提出发展了该理论. 概率是单个物体或者整个系统
的一种本质的属性, 代表了物理系统具有某种倾向. 比如盐在水中会
有溶解的倾向; 硬币被抛后有朝上或者朝下的倾向. 特别地, 长期倾向
似乎与概率的频率定义一致, 尽管不清楚单次的倾向是什么, 或者它
们是否遵循概率公理.
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� 主观概率解释

概率的主观解释是作为信念的强度, 最早由 Ramsey (1926) 讨
论. 根据这个定义, 概率并不是关于物理系统的, 而是关于物理系统和
我们之间的关系.
实际上, 大多数人是不理性的, 因为他们自己的信仰强度不会满

足概率公理, 见 Kahneman et al（1982）. 因此, 为了使主观概率的
定义正式化, 重要的是仅考虑理性主体, 即其信念在逻辑上是一致的
主体.
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Consistent degrees of belief are probabilities
Cox(1946) 正式提出了一致性推理所需要的逻辑条件。他提出下

面假定：

• 首先, 不同命题真实性的相对信念是可传递的, 即如果我们认为
对三个事件 A,B,C, 有 A ≽ B 和 B ≽ C, 那么我们必须相信
A ≽ C, 其中 A ≽ B 表示 A 至少与 B 发生的可能性相同。这

个假设意味着我们可以用数字表示信仰强度, 其值越高, 信念强
度越大.

• 其次, 如果我们指定了我们相信事件 A 为真的信念强度, 那么
我们也暗含指定了我们相信事件 A 为假的信念强度.

• 最后, 如果我们指定我们相信 A 是真的信念强度大小, 以及在
给定 A 为真条件下, 我们相信假设 B 为真的信念强度大小, 那
么就暗含了我们相信 A 和 B 都为真的信念强度.
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给定这些公理, Cox 证明了这种逻辑一致性只有在用于表示信仰
程度的数值是概率时候才成立.
定义主观概率
Cox 的方法是非构造性的, 他没有给出如何定义一个给定事件的

概率. 定义概率的方法有多种, 大多是基于打赌的思想.
De Finetti (1937) 定义代理人 E 在信息 H 下对事件 A 的主观

概率, PE(A|H), 为 E 在博彩中当且仅当 A 发生他才可能得到一个

单位 (少量) 奖金情况下愿意购买一张彩票的最大付出 (公平价格).

期望收益为

PE(A|H)× 1 + (1− PE(A|H))× 0 = PE(A|H)

Previous Next First Last Back Forward 15



一个荷兰赌是一系列下注, 每个下注都可以被代理人所接受, 但
是实际情况表明所有下注一起会使得代理人肯定会输钱. 可以证明,
为了避免荷兰赌, 则代理人的概率必须满足概率公理.
需要注意的是, De Finetti 提出的定义依赖于假定代理人对金钱

的效用是线性的. Savage（1954）提供了定义概率和效用的更一般方
法. O’Hagan(1988) 第 1 至第 3 章基于博彩和赔率定义主观概率。
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概率的解释总结
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1.2 统计推断
基于频率和主观概率, 很多统计推断方法已经被提出.

• 古典 (频率) 推断

• 基于似然的方法

• 信仰统计及相关方法

• 贝叶斯推断

Barnett (1999) 详细对比了不同方法.
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1.2.1 古典推断

这种推断方法由 Neyman and Pearson (1933) 和 Fisher (1925) 的思
想发展起来.
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古典推断的特点

• 概率的频率解释

• 推断基于似然函数 L(θ|x) = f(x|θ)

• 给定 θ, 我们只能量化 (a priori)X 的不确定性

• 推断过程基于渐近性能:

– 定义估计量 t = t(X)

– θ = θ0 的合理性由似然 (密度) 来度量

L(θ0|x) ∝ f(t(x)|θ0)

(假设 t(·) 是充分统计量)

– 如果 t 不在 f(t|θ0) 的尾部, 则 θ0 是 θ 的一个合理值.
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• 古典点估计基于选择有良好渐近性质 (无偏性, 方差最小, 效率
等) 的估计量

• 有多种选择估计量的方法, 例如矩估计, 最大似然方法等

• 区间估计被定义为对指定的 α, 满足

P (l(X) < θ < u(X)|θ) = 1− α

的区间 (l(X), u(X))

• 假设检验则基于

P (t(X) > t(x)|θ0) < α

在水平 α 下拒绝 θ0
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经典推断合理性的原则

充分性原则

一个统计量 t = t(x) 称为是 θ 的充分统计量, 如果

f(x|t)与 θ 无关
Definition

Fisher(1922) 的充分性原则 (sufficiency principle) 如下:

如果一个充分统计量, t,存在,且对两个同样大小的样本 x1, x2

满足 t(x1) = t(x2) 时, 则给定 x1 和 x2 下的结论是相同的.

所有推断标准方法都满足该原则.
因子分解定理

定理 1. 一个统计量 t 是 θ 的充分统计量当且仅当存在函数 g 和 h
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使得
f(x|θ) = g(t, θ)h(x)

重复抽样原则

从样本 x 中得出的推断应该基于结论如何随着抽样样本变化

而改变的分析基础上, 这可以通过对产生样本 x 的试验在完全

相同条件下假设重复而得到.

这个原则直接来自于概率的频率定义且比较有争议性. 它意味着
不确定性的度量仅仅是假设重复试验下的渐近频率, 从而, 不可能度
量给定 x 下,θ 的后验不确定性.
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古典推断的批评

• 整体批评:

概率的频率定义限制了可以被合理分析的问题范围. 进一步,古
典推断理论像是由特定统计过程所组成的一本指南.

• 特定批评

首先, 对于估计存在很多问题. 选择一个估计量的最优方法一
般不存在, 一些常用的方法可能给出的是很差的估计量. 例如

– 设 X ∼ Pois(λ), 则 ϕ = e−2λ 的无偏估计存在且为 ϕ̂ =

(−1)X = ±1, 然而 0 < ϕ ≤ 1.

– 又如估计柯西分布位置参数 θ, 矩估计量不存在. 此外, 矩
估计量没有最大似然估计的最优性.

– 最大似然估计也不是完美的,如果 X ∼ U(1, θ),则样本量
为 1 时 θ 的最大似然估计为 θ̂ = X, 其偏差 EX − θ =
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(1− θ)/2. 当 θ 较大时偏差程度可以很大. 不管样本量多
大, 最大似然估计都不是无偏估计.

– 又如 Y ∼ N(θ, σ2In), 则 θ 的最大似然估计 θ̂ = y(最
小二乘估计). 但是当 n ≥ 3 时, θ̂ 是不可容许的, 因为
James-Stein估计量 (1− (n−2)σ2/∥y∥2)y 的均方误差更
小.

– 更重要的是可解释性问题. 例如我们在一个试验下得到参
数的 95% 置信区间值为 (1,3), 我们该如何解释?

– 古典推断在存在多余参数时候常出问题. 设 Yij ∼ N(ϕi, σ
2), i =

1, . . . , n; j = 1, 2. 感兴趣参数为 σ2, ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) 为

多余参数. 似然函数为

L(σ2, ϕ|y) ∝ σ−2n exp
(
− 1

2σ2

n∑
i=1

(yi,1 − ϕi)
2 + (yi,2 − ϕi)

2

)

估计 σ2 的方法常常是 profile(剖面) 似然方法:
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首先假设 σ2 已知, 求 ϕ 的最大似然估计

LP

(
σ2|y

)
= sup

ϕ
L
(
σ2,ϕ|y

)
= σ−2n exp

(
− 1

2σ2

n∑
i=1

[(yi,1 − ȳi)
2 + (yi,2 − ȳi)

2]

)

= σ−2n exp
(
− 1

4σ2

n∑
i=1

(yi,1 − yi,2)
2

)

其次, 最大化 σ2 的 profile 似然得到

σ̂2 =
1

2n

n∑
i=1

(yi,1 − yi,2)
2

但是

E
[
σ̂2] = σ2

2

对任何 n, σ̂2 都是不相合的.
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– 不完全清楚如何预测. 例如 X ∼ f(·|θ). 一般来说, 给定
样本, 使用 θ 的最大似然估计代替 θ 后得到估计的预测分

布 f(x|θ̂). 但是, 这个过程明显低估了预测不确定性, 因
此 θ 是未知的.
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1.2.2 基于似然的推断

这种方法完全建立在似然函数之上,由 Barnard (1949)和 Barnard
et al (1962) 提出. 首先, 假设似然原则成立. Edwards (1992) 3.3 节
定义似然原则如下:
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似然原则

样本 X 的中关于 θ 的所有相关信息都包含在观测值 x 下的似

然函数中. 进一步, 如果依赖于 θ 的两个不同样本 X1 和 X2

的似然函数满足

L(θ|X1) = cL(θ|X2),∀θ

则它们包含了关于 θ 的相同信息.

也就是说,

• 如果我们有两个试验, 即样本 Xi 和抽样分布 fi(·|θ) 下的试
验 Ei, i = 1, 2. 参数空间相同. 那么如果 f1(X1|θ, E1) ∝
f2(X2|θ, E2), 则两个试验提供了相同的证据 (EV), 从而关于 θ
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的推断是相同的. 即

L (θ|E2, X2) = cL (θ|E1, X1) for some c ⇔ EV [E1, X1] = EV [E2, X2]

• 对任意两个值 θ1 和 θ2, 似然比 L (θ1|x) /L (θ2|x) 为数据支持
θ1 相对于 θ2 证据的一种度量. 但是这在实际中有些场合很难
应用, 特别是存在多元参数的场合. 例如, 我们怎样边际化似然
函数?
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停止规则原则

在一个试验序列中, 试验所提供的关于未知参数 θ 的证据不能

依赖于停止规则.

• 停止规则在经典统计中常用来在结果充分好或者不好时候提前

停止试验.

• 频率统计学家必须在试验前选择好停止准则, 然后严格按照停
止规则进行 (否则检验将失去优良的频率性质). 比如要检验一
个硬币是否是均匀的, 那么可以考虑多种停止规则, 例如抛一个
硬币指定次; 抛一个硬币直至首次出现反面; 抛一个硬币直至第
r 次出现反面.

• 停止规则原则显然是似然原则下的结果, 因为似然函数独立于
停止规则. 但是, 经典的假设检验并不满足停止规则原则. 例
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如, 假设 θ = P ( head ). 我们要在 0.05 水平下检验 H0 : θ =

1/2 ⇔ H1 : θ > 1/2.

假设我们观察到 9 个正面和 3 个反面. 此信息对我们来说不足
写出似然函数, 还需要知道抽样机制或停止规则. 假设我们固
定抛掷次数为 12 次, 则似然函数为

L(θ|x = 9) =

(
12

9

)
θ9(1− θ)3

从而 p 值为

P (X ≥ 9|H0) =
12∑

x=9

(
12

x

)
(1/2)x(1− 1/2)12−x = 0.073

因此我们不能拒绝原假设.

假设我们抛掷硬币直至出现第三次反面. 则由负二项分布知道
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似然函数

L(θ|x) =

(
11

9

)
θ9(1− θ)3

p 值为

P (X ≥ 9|H0) =
∞∑

x=9

(
3 + x− 1

2

)
(1/2)x(1/2)3 = 0.0327

从而我们拒绝了原假设.

按照似然原理, 两个试验的结论应该是一致的. 但是经典检验
方法的结论不一致. 原因在于为了进行经典假设检验, 我们必
须指定样本空间或者停止规则. 两种试验下样本空间不同:

1. Ω = {(u, d) : u+ d = 12}

2. Ω = {(u, d) : d = 3}
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条件性原则

假设我们可以进行两个试验 E1 和 E2 来推断 θ, 选择哪个试
验通过抛硬币决定. 那么对 θ 的推断应该仅依赖于选择的试

验.

为了正式表示, 记试验为 Ei = (xi, θ, fi), 表示在试验 Ei 下,
xi ∼ fi(·|θ). 现在定义复合试验 E⋆ = ((K, xK)︸ ︷︷ ︸

x

, θ, 1
2
fK (xK)), 其中

K 服从 1 和 2 上的两点均匀分布. 条件性意味着

EV [E⋆, x] =
{

EV [E1, x1] if K = 1 so x = (1, x1)

EV [E2, x2] if K = 2 so x = (2, x2)

Birnbaum (1962) 证明了下述定理

定理 2. 似然原则等于充分性原则加上条件性原则.

我们仅证明充分性原则加上条件性原则可以导出似然原则.
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证明. 记 E1, E2 分别为两个试验, 定义复合试验 E∗ 同条件性原则里

定义. 考虑 x0
1 和 x0

2 满足:

L
(
θ|E1, x0

1

)
= cL

(
θ|E2, x0

2

)
对某个常数 c 成立. 似然原理意味着

EV (E1, x0
1) = EV (E2, x0

2). (1.1)

对混合试验 E∗, 定义统计量 T

T = t(k, xk) =

{ (
1, x0

1

)
if k = 2, x2 = x0

2

(k, xk) otherwise

则 T 对 (1, x0
1) 和 (2, x0

2) 取相同值. 那么统计量 T 是充分统计量. 事
实上, 当 t ̸= (1, x0

1) 时

Pθ(x∗ = (k, xk)|T = t) =

{
1 if t = (k, xk)

0 otherwise
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而当 t = (1, x0
1) 时

Pθ(x∗ = (1, x0
1)|T = (1, x0

1)) =
1
2
f1
(
x0
1|θ
)

1
2
f1 (x0

1|θ) + 1
2
f2 (x0

2|θ)
=

c

1 + c

当 t = (1, x0
1), 但是 x = (2, x2) 时

Pθ(x∗ = (2, x2)|T = (1, x0
1)) =

1
2
f2
(
x0
2|θ
)

1
2
f1 (x0

1|θ) + 1
2
f2 (x0

2|θ)
=

1

1 + c

因此 f(x∗|t, θ) = f(x|t) 故 T 是充分统计量.
由充分性原则,T ((1, x0

1)) = T ((2, x0
2)), 故

EV
[
E⋆,

(
1, x0

1

)]
= EV

[
E⋆,

(
2, x0

2

)]
(1.2)

再由条件性原则得到

EV
[
E⋆, x0

1

]
= EV

[
E1,

(
1, x0

1

)]
= EV

[
E⋆,

(
2, x0

2

)]
= EV

[
E2, x0

2

]
(1.3)
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由此得证 (1.1), 这就是似然原则.
类似的, 可以证明似然原则 + 充分性原则 ⇒ 条件性原则; 似然

原则 + 条件性原则 ⇒ 充分性原则.

详细证明可以参看 Birnbaum (1962).

Previous Next First Last Back Forward 37



1.2.3 信仰推断及其问题

信仰推断的目的在于给出参数 θ 的不确定性的后验度量, 而无需先验
度量. 这种推断方法由 Fisher(1930) 最早提出.
假设X|µ, σ2 ∼ N

(
µ, σ2

)
. µ为感兴趣参数. 由于 T = (X̄−µ)

√
n

S
∼

tn−1, 则对任何 t, P (T > t) = p(t), 其中 p(t) 已知. Fisher 的想法是
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将其表示为
p(t) = P (T > t)

= P

(
(X̄ − µ)

√
n

S
> t

)
= P

(
µ < X̄ − St√

n

)
然后定义 p(t) = P

(
µ < x̄− st√

n

)
为 µ 不超过 x̄ − st√

n
的信仰概率

(fiducial probability).
信仰推断的问题在于

• 概率测度从样本空间转换到参数空间, 合理性是什么?

• 如果没有轴统计量存在的话, 怎么办?

• 如何把信仰推断方法应用到高维问题尚不清楚

很多时候, 信仰概率区间与特定无信息先验下的贝叶斯信任区间
相同, 参见 Fraser(1968). 但是贝叶斯信任区间更加合理.
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