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1.1 贝叶斯层次模型
• 层次模型（Hierachical model）并没有一个公认的定义

• Gelman et al., 2004

–“Estimating the population distribution of unonobserved
parameters”

–“Multiple parameters related by the structure of the
problem”

• 知道一个“试验”的一些信息就知道另外一个试验的一些信息

– 多个相似的试验

– 不同位置的相似测量

– 在同一组图像上执行多个任务
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•“Sharing statistical strength.”这里想法是一些我们能从一组
数据中容易推断出的东西，可以帮助我们解决在另外一组数据

中不能方便推断的东西。比如，我们有 A 试验很多数据，但类

似试验 B 的数据很少。那么我们从试验 A 的数据中学习出的

东西能够帮助我们分析试验 B 的数据。

• 关键想法对一个未知量的推断，影响对另外一个未知量的推断。

– 多种称法: Multilevel models, 随机效应模型, 混合效应模
型等

– 包括许多传统的层次模型

– 先验/似然不称为层次模型

– 包含一些并没有表示成层次形式的模型，例如HMMs，Kalman
filters，高斯混合模型等
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四个关键观点

• 对具有复杂结构的数据建模

– 有许多层次模型可以处理的结构,例如学生嵌套在学校中;
房屋嵌套在社区中等

• 对异质性建模

– 标准回归考察” 平均”, 层次模型额外对方差进行建模, 例
如房屋价格的波动性从一个社区到另一个社区

• 对相依数据建模

– 结果随时间, 空间, 背景等变化而存在潜在复杂相依关系

• 对背景因素建模: 微观和宏观关系

– 例如当个房子价格依赖于其特点和社区的特点
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一些例子

• 医院手术死亡率

– 结构: 病人嵌套在不同医院中

– 问题: 那个医院死亡率特别高或特别低?

• 环境暴露 (THM)

– 结构: 测量不同供水区域自来水中的三卤甲烷 (THM) 浓
度

– 问题: 估计每个区域平均的 THM 浓度, THM 浓度在各

区域内和之间的波动性如何?

• 纵向临床试验

– 结构: 每位病人重复观测
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– 问题: 治疗效果上是否有差异? 不同治疗方案下病人的响
应是否有异质性?

• 教育成果

– 结构: 苏格兰学生 16 岁考试成绩, 学生分为小学和中学
(没有嵌套)

– 问题: 学生考试成绩中有多少波动性来自小学, 多少来自
中学?

• 单病例随机对照 (N-of-1) 试验

– 结构: 对单个病人重复观测多种干预的差异

– 问题: 疗法是否有效
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对具有复杂结构的数据建模
上述例子都说明了一个基本建模问题: 我们希望基于模型推断 n

个” 单元”(个体, 子集, 地区, 时间点, 试验等) 的各自参数 θ1, . . . , θn,
它们之间通过问题背景被联系起来. 那么我们考虑下面三种不同的模
型假设

• 相同参数 所有 θ 都相同, 此时数据可以混合起来, 个体单元可
以被忽略

• 独立参数 所有 θ 是完全不相关的, 此时每个单元的数据可以独
立分析

• 参数可交换 所有 θ 被假设是” 相似的”, 即它们的标签没有信
息. 数学上来说, 就是假设 θ1, . . . , θn 来自同一个具有未知参数

的先验分布
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Exchangeability

如果除了观测数据外, 没有其他信息来区分 θj , j = 1, . . . , n, 参
数也没有顺序或者组别的假设, 那么我们需要假设参数在其联合分布
里是对称的.

可交换性: 称 X1, . . . , Xn 是可交换的, 如果对 1, . . . , n 的
任一置换 σ(1), . . . , σ(n), 有

(X1, . . . , Xn)
d
= (Xσ(1), . . . , Xσ(n))

无穷个变量称为是无穷可交换的, 如果其任意有限个满足可
交换性.

Definition

定理 1. (de Finetti’s theorem,roughly) X1, X2, . . . 为无穷可交换的,

Previous Next First Last Back Forward 8



当且仅当对任意有限 n 和某个分布 P , 使得

p (X1, . . . , Xn) =

∫
θ

[
n∏

j=1

p (Xj |θ)

]
P (dθ)

即, 如果一个序列是无穷可交换的, 则必存在某个参数 θ 与其上

的概率分布 P , 使得给定 θ 后, 所有数据是 i.i.d 的. 使用图模型表示
如下
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↑Example
考察英国自来水 THM 浓度问题: 70 个区域, 每年在供水区域里

随机采样. 考察每个区域的平均浓度
↓Example

对每个区域假设正态似然

xiz ∼ N(θz, σ
2
[e]), i = 1, . . . , nz, z = 1, . . . , 70

• 我们有 70 个 θz, 应该用什么先验?

• 对方差, 使用模糊先验, σ2
[e] ∼ InvGamma(0.001, 0.001)

相同参数
所有 θz = θ, z = 1, . . . , 70 指定正态先验

θ ∼ N(θ0, σ
2
0)
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比如 θ ∼ N(0, 100000).
假设所有均值参数都相同显然不合理, 我们期望不同供水区域的

THM 是不同的.
独立参数
假设所有的 θz 相互独立, 每个赋予模糊先验, 比如

θz ∼ N(0, 100000), z = 1, . . . , 70

此时每个 θz 的估计是独立的, 其他数据对其估计没有影响, 无法使用
其他地区的数据.
可交换参数
我们使用如下的分层先验:

θz ∼ N(µ, σ2
[z]), z = 1, . . . , 70

µ ∼ N(0, 100000)

σ2
[z] ∼ InvGamma(0.001, 0.001)
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其中 σ2
[z] 表示不同供水区域之间的 THM浓度方差, σ2

[e] 表示了 THM
浓度残差的方差; θ 是总的平均值.

• 联合先验分布

p
(
θ1, . . . , θ70, σ

2
[e], µ, σ

2
[z]

)
∝

{
70∏
z=1

p
(
θz|µ, σ2

[z]

)}
p
(
σ2
[e]

)
p(µ)p

(
σ2
[z]

)
• 每个地区均值 θz 的边际后验分布就是从联合后验分布中积分

掉其他变量.

• 从而可以” 借力” 其他地区的信息

• 得到每个地区均值的总的光滑, 每个地区均值估计的精度得到
提高
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THM 模型的图模型表示:

• θz 是第 z 个地区的均值

• µ 是所有区域的总平均

• σ2
[z] 是不同区域浓度间的波动

• σ2
[e] 是 THM 浓度的残差方差
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每个区域估计均值地图

Previous Next First Last Back Forward 14



BHM 对均值进行了压缩 (光滑)
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不同供水区域 THM 浓度的点估计和 95% 置信区间
• 注意在 BHM 下给出了 5 个
没有数据区域的估计

• 独立 MLE 模型每个区域的
方差也是独立的, 因此如果
只有一个观测, 就没有方差
的估计

• BHM 假设了相同的误差方

差 (因此也可以假设层次先
验
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• 经典层次模型看起来如下

Xij ∼ F2(µj)

µj ∼ F1(θ)

θ ∼ F0(α)

• 我们观测到多组数据，每个组有自己的参数

• 参数的分布共享一个（些）超参数，超参数有着自己的固定超

参数。

• 对一个组的参数进行推断会影响推断其他组的参数

• 考虑下面的一个生成过程, 固定超参数 α:
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– 抽取 θ ∼ F0(α)

– 对每个组 i ∈ {1, . . . ,m} :

∗ 抽取 µi|θ ∼ F1(θ)

∗ 对每个数据点 j ∈ {1, . . . , nj}:

· 抽取 xij ∼ F2 (µj)

• 考虑第 i 组参数的后验分布

p (µi|D) ∝
∫

p(θ|α)p (µi|θ) p (xi|µi)

∏
j ̸=i

∫
p (µj |θ) p (xj |µj) dµj

 dθ

• 记 x−i = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn),µ−i = (µ1, . . . , µi−1, µi+1, . . . , µn),
上述积分中第一项和第四项一起为 p(x−i, θ|α), 注意到

p(x−i, θ|α) = p(x−i|α)p(θ|x−i, α)
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因此

p (µi|D) ∝
∫

p (θ|x−i, α) p (µi|θ) p (xi|µi) dθ

即其他组数据通过超参数的分布影响了第 i 组的参数推断

• 如果超参数 θ 固定，则显然此时其他组数据对第 i 组参数推断

没有影响

• 下面我们看看其他组数据是怎么影响 θ 的. 从图模型中我们可
以看出它们通过 µj 来影响 θ. 但是也可以通过打开后验分布
p(θ|x−i) 来看

• θ 给定 x−i 的后验分布为

p (θ|x−i, α) ∝ p(θ|α)
∏
j ̸=i

∫
p (µj |θ) p (xj |µj) dµj
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• 视每个积分为 p(µj |θ)的加权平均,对每个 µj ,权重为 p(xj |µj).
假设每个积分被在一个点处的值所控制, 记其为 µ̂j , 则可以视
后验为

p (θ|x−i, α) ∝ p(θ|α)
∏
j ̸=i

p (µ̂j |θ)

即, 其他组数据对超参数的影响通过它们各自组的代表来进行
的.

• 这看起来有些像先验/似然设置. 即如果 p(θ|α) 和 p(µ̂j |θ) 形
成一个共轭对, 则后验分布也是共轭的.

• 这不是实际的推断, 但是表明了信息是如何传递的:

– 其它组告诉我们它们的参数

– 这些参数告诉我们关于超参数的一些东西

– 超参数告诉我们关于当前研究数据组的一些东西
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• 考虑其他计算问题, 在给定数据条件下

– 一个已知组的预测分布 p (xnew
i |D) 将依赖其他组 (对超

参数) 和该组内的其他数据 (对组内参数)

– 一个完全未知组参数 µnew 的分布将依赖于 θ 给定所有数

据的后验分布
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方差分解系数 (VPC)

• 在层次模型中, 响应变量的残差波动性被分成对应不同水平的
不同部分

• 经常感兴趣的是高一层水平单元波动占总波动的百分比

• 在简单 2-水平正态线性模型中, 我们可以用 VPC 或类内相关
系数

V PC =
σ2
[z]

σ2
[z] + σ2

[e]

– σ2
[e] 是”level 1” 方差 (正态似然的方差)

– σ2
[z] 是”level 2” 方差 (随机效应方差)

• 在WINBUGS 中, 添加一行计算 VPC 的代码, 同时监视 VPC
的后验样本来得到点估计等.
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THM 例子的 VPC

因此, 大约一半的总波动性是来自不同区域之间的波动性, 另一
半是供水区域内的波动性
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↑Example
在很多问题中, 我们感兴趣的是对来自不同地区的数据进行建模,

我们这里考虑伦敦 10 年期间不同地区观测到的儿童白血病人数, yi,
i = 1, . . . , 879 个地区. 使用全国年龄/性别标准化参考发病率, 以及
人口量, 我们可以计算出每个地区期望的病例个数 Ei. 使用贝叶斯层
次模型进行分析.

↓Example

对每个地区病例数假设 Poisson 似然

yi ∼ Pois(λiEi), i = 1, . . . , 879

• 相同参数 假设所有 λi = λ, 然后赋先验

λ ∼ Gamma(a, b)

其中 a, b 为指定的值, 比如 a = b = 1, 此时模型为 Poisson-
Gamma 共轭系统.
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• 独立参数 对每个 λi 假设独立先验, 例如

λi ∼ Gamma(0.1, 0.1), i = 1, . . . , 879

此时后验均值估计 λ̂i ≈ yi/Ei, 而后者为 MLE(也称为标准化
的发病率, SMR)

• 可交换参数 假设一个层次随机效应先验

λi ∼ Gamma(a, b), a ∼ G1, b ∼ G2

什么样的超先验 G1, G2 是合适的? 这种做法不允许相邻地区
的空间相依关系

• logλi 正态随机效应模型更加灵活

yi ∼ Pois (Eiλi)

logλi = α+ θi

θi ∼ N
(
0, σ2)
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超参数 σ2 和 α 可以取无信息先验, 例如

σ2 ∼ InvGamma(0.001, 0.001), α ∼ N(0, 10000)

– θi 为随机效应

– λi = exp(α+ θi) = 第 i 个地区相对基于人群中年龄和性

别的期望风险的相对风险

– θi 也可以被视为一个隐变量, 其代表了未知或没有观测地
区的水平协变量效应

– 如果这些地区水平协变量具有空间相依关系 (比如环境效
应), 则我们对 θi 的模型应该允许这一点 (即使用空间分
布代替正态随机效应模型)

– 随机效应的方差 σ2 反映了数据中 extra-Poisson 波动性

– 对广义线性层次模型尚不清楚如何定义/计算 VPC
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– 对随机效应波动性进行汇总时候, 则替代研究它们经验分
布的分位数之比.

– 层次模型中一种有用的汇总个体波动性的方法, 是对随机
效应进行排序,然后计算两个相反极值的差或比. 比如,我
们考虑地区相对风险分布的 5% 和 95% 分位数, 则 λ5%

表示相对风险处于第 5百分位数的地区的相对风险, λ95%

表示相对风险处于第 95 百分位数的地区的相对风险, 则
QR90 = λ95%/λ5% = 位于所有地区上下 5% 处的两个地
区相对风险之比

– WINBUGS 中使用 Inference 中的 Rank 选项来监视一
个向量的元素排序: rank(x[],i) 返回 x 第 i 个元素的秩;
ranked(x[],i) 返回 x 中秩为 i 的元素
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结果分析
感兴趣的参数包括

• λi = exp(α + θi): 第 i 个地区相对于期望风险的相对风险 (见
下图)

• σ: 对数相对风险在不同地区之间的标准偏差, 后验均值和 95%
区间为 0.46(0.34,0.62)

• QR90 = 4.7, 95% 区间为 (2.9,7.5), 因此在所有地区上下 5%
的两个地区相对风险为 4.7 倍
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估计的地区水平白血病相对风险地图:
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部分地区的 SMR 与相对风险的后验均值
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对部分地区的点估计和 95% 区间估计
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地区相对风险的后验分布排序
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层次模型的一般性备注

层次模型允许从不同单元” 借力”

• θi 的后验分布从所有单元的似然贡献中” 借力”, 通过它们对未
知超参数后验估计的联合影响, 从而提升效率

• MCMC 允许随机效应分布灵活选择, 不必要限制于正态随机效
应

• 可交换性的判断需要仔细评估

– 对预先怀疑具有系统性差异的单元, 可以通过引入相关协
变量使得残差波动性能更合理反映可交换性来建模

– 具有先验性兴趣的子群体需要单独考虑
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1.2 层次模型的先验
先验指定的一般性建议

• 区分

– 对主要感兴趣的参数, 我们或许希望减少先验的影响

– 对用于光滑的次要结构, 一个 (适度) 有信息先验更合适

• 在层次模型中, 我们可能主要感兴趣第一层参数 (回归系数等),
或者方差分量 (随机效应和它们的方差), 或者两者都是

• 先验最好施加在可解释参数上

• 要特别小心 ” 在复杂模型中一个明显没有什么影响的均匀先验
不会带来大量信息” 这一观念

• ” 根本就没有什么东西可以作为一个” 无信息” 先验, 即便不正
常先验也具有信息: 所有可能值是等可能的”(Fisher, 1996)
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位置参数的先验

位置参数指均值, 回归系数等

• 在较大范围取值的均匀分布, 或者方差很大的正态分布, 例如

θ ∼ U(−100, 100), θ ∼ dunif(−100, 100)

θ ∼ N(0, 1e5), θ ∼ dnorm(0, 0.00001)

先验在似然支撑区域是局部均匀的

• 注意 WINBUGS 对正态分布使用均值和精度 (方差倒数)

• 注意” 宽” 范围和” 小” 精度依赖于 θ 的尺度
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第一层参数的先验

• 样本的方差 σ2: 标准’reference(Jeffreys)’ 先验

p
(
σ2) ∝ 1

σ2
∝ Gamma(0, 0)

• 这等价于对数尺度下的扁平 (均匀) 先验

p
(
log
(
σ2)) ∝ Uniform (−∞,∞)

• 此先验直观上合理: 它完全忽略了参数的尺度 (量级), 则它位
于区间 1-10, 和位于 10-100 是等可能的

• 对精度 τ = σ−2, Jeffreys 先验为

p(τ) ∝ 1

τ
∝ Gamma(0, 0)
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这等价于

τ ∼ Gamma(ϵ, ϵ) (with ϵ small )

• 这也是一个共轭先验, 在正态似然场合常常使用.

• 在 WINBUGS 中, tau ∼ dgamma(0.001, 0.001)
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超参数的先验

假设一个层次模型具有可交换的随机效应

θi ∼ N
(
µ, σ2) i = 1, . . . , l

则对 µ, σ2 应该选择什么先验?
常常希望对均值和随机效应方差指定合理的无信息先验

• 对位置参数, 取值范围较大的均匀先验, 或者具有大方差的正态
先验, 都可以使用

• 对随机效应方差的无信息先验则比较有技巧性

– Jeffreys 无信息先验

p
(
σ2) ∝ 1

σ2
∝ Gamma(0, 0)

是不正常先验, 但是作为第一层方差先验是可以使得后验
正常
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– 作为随机效应方差的先验, 有可能导致后验不正常

– 先验在 0 点有无穷质量, 但是 σ2 = 0(没有第 2 层波动
性), 支持这一现象的似然不能忽略

– Gamma(ϵ, ϵ),其中 ϵ > 0非常小,是一个正常先验. Gamma(0.001,0.001)
常作为随机效应精度的先验, 因为对正态分布具有很好的
共轭性质, 但是推断结果仍然可能对 ϵ 的值敏感

对精度使用不同的

gamma(a, b) 先验
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对方差的其他” 模糊” 或弱信息先验有

• 对标准偏差指定一个有限区间上的均匀分布, e.g.

σ ∼ U(0, 1000)

显然, 上限的选择依赖于参数的尺度

• 对方差指定均匀先验一般不推荐, 因为其暗含关于标准差的不
实际先验信息
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• 其他选择还有对标准差赋予半正态或半 t 分布

σ ∼ N(0, 100)I(0, )

在 WINBUGS 中, sigma ∼ dnorm(0, 0.01)I(0, )

• 当然, 半正态方差的值依赖于连续数据的测量尺度

↑ExampleGelman(2006) 比较学生天赋测试
↓Example

两层正态层次模型

Xij ∼ N(θi, σ
2), θi ∼ N(θ, σ2

2)

θi 为关于学校的随机效应

• 8 所学校观测的效应值从-2.75(SE 16.3) 到 28.4(SE 14.9)
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• 似然支持学校间的标准差取值范围较大

– 所有学校具有相同的效应 (校间 SD=0) 是合理的

– 数据支持学校间的波动很大, 尽管 SD > 50 不合理

• 考虑前三个学校 (数据非常稀疏),比较随机效应精度取先验Gamma(0.001, 0.001),
与随机效应标准差取先验 U(0, 1000)以及半 t分布 t(0, 25, 2)I(0, ):
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1.3 纵向数据中的层次模型
• 层次模型的一个主要应用领域是回归

• 层次 (或多水平,multilevel) 建模允许我们在复杂数据集上使用
回归

– 分组回归问题 (i.e., 嵌套结构)

– 重叠分组问题 (i.e., 非嵌套结构)

– 每组有不同系数的问题

– 随机效应模型

• 本节我们使用两个数据集讨论对纵向数据进行建模的方法:

– 比较一个抗抑郁临床试验中不同处理

– 评估认知随年龄减退
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纵向数据

• 个体被依时间顺序重复观测所得到的数据, 同一个体的观测之
间是相关的

• 纵向数据有不同的形式

– 连续或离散的响应变量

– 等间距或不等间距观测

– 每个个体观测时间点相同或不同

– 有或没有缺失数据

– 许多或很少时间点, T

– 许多或很少个体, n

• 我们仅关注随机效应线性模型和自回归模型
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HAMD: 抗抑郁症试验

• 6 个临床试验中心, 比较 3 种抑郁症疗法

• 367 个个体随机分成 3 组

• 使用 Hamilton depression score(HAMD)评分对每个个体治疗
效果进行评分, 每个个体每周来访一次, 共 5 次

– 第 0 周是参加临床试验前

– 第 1-4 周是治疗期间

– HAMD 得分为 0-50 分, 分值越高抑郁症越严重

• 有些个体第 2 周起退出试验 (dropout), 我们忽略掉退出的个
体, 分析其他 246 位完成试验的个体数据 (Diggle and Ken-
ward, 1994)
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HAMD 例子: 数据
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HAMD 试验目标

• 三种治疗方式中, HAMD 得分随时间变化有差异吗?

• 变量:

– y: HAMD 得分

– t: 处理 (treatment)

– w: 星期

• 为简单起见, 我们忽略试验中心的差异, 假设线性关系变化. 考
虑三种模型

– 标准线性模型 (非层次模型)

– 随机效应模型 (层次模型)

– 自回归模型 (AR1)
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贝叶斯线性模型 (非层次模型)(LM)
假设

yiw ∼ N
(
µiw, σ

2)
以及线性关系

µiw = α+ βtreat(i)W

• treat(i): 第 i 个个体接收的处理 (疗法) 标签变量, 因此取值
1,2,3

• w: 来访的星期, 取值 0,1-4.

此模型下重复观测结构被忽略了. 先验分布取为

α, β1, β2, β3 ∼ N(0, 10000)

1

σ2
∼ Gamma(0.001, 0.001)
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层次模型 假设
yiw ∼ N

(
µiw, σ

2)
以及线性关系

µiw = αi + βtreat(i)W

• 假设给定 αi 时, {yiw, w = 0, 1, . . . , 4} 相互独立

• 假设 αi ∼ N
(
µα, σ

2
α

)
i = 1, . . . , 246; 假设可交换性成立

• 假设先验分布

µα ∼ N(0, 10000) σα ∼ Uniform(0, 100)

这是层次线性模型或线性混合效应模型 (LMM) 或随机系数模型的例
子
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HAMD 例子: LM 和 LMM 的图模型表示
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HAMD 例子: LM 和 LMM 拟合直线

圆点和三角形点表示 6 个个体的得分 (每个处理 2 个)

• LM: 拟合 3 条回归线, 每个处理 1 条; 截距相同, 但斜率不同

• LMM:每个个体有不同的回归直线; 每种处理中,个体直线斜率
相同
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HAMD 例子: LM 和 LMM 拟合结果

注意

• 层次模型斜率的变化性

• 残差方差 (σ2) 在引入随机效应后减低了
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HAMD 例子: 数据再观察

从原始数据的图形上可以看出

• 不同截距是合适的

• 同时建议不同斜率

因此我们在层次模型中加入随机斜

率
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层次模型: 增加随机斜率 假设

yiw ∼ N
(
µiw, σ

2)
以及线性关系

µiw = αi + βtreat(i),iW

• 假设给定 αi, βtreat(i),i 时, {yiw, w = 0, 1, . . . , 4} 相互独立

• 假设 αi ∼ N
(
µα, σ

2
α

)
i = 1, . . . , 246; β1,i, β2,i, β3,i 服从相

同分布; 假设可交换性成立

• 假设先验分布

µα ∼ N(0, 10000) βl,i ∼ N(βµ, βτ ) σα ∼ Uniform(0, 100)
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HAMD 例子: LM 和 LMM 拟合直线

圆点和三

角形点表示 6 个个体的得分 (每个处理 2 个)

• LMM: 只有随机截距时每个个体回归直线不同; 但同一处理中,
只有截距不同

• LMM: 随机截距和随机斜率: 每个个体的截距和斜率都不同,
更好的拟合每个个体
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HAMD 例子: 估计结果比较
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自回归模型-没有协变量

• 记 y = (y1, . . . , yT ) 为依时间观测

• 自回归高斯模型

yt|yt−1, yt−2, . . . yt−p ∼ N
(

p∑
j=1

γjyt−j , σ
2
ϵ

)
, t = p+1, . . . , T

• 简单情形: AR(1) 模型

yt = γ1yt−1 + ϵt; ϵt ∼ N
(
0, σ2

ϵ

)
或者等价地,

= yt ∼ N
(
γ1yt−1, σ

2
ϵ

)

Previous Next First Last Back Forward 57



自回归模型-有协变量

• 协变量可以通过假设残差是顺次相依的来引入

• 例如, 对 AR(1) 模型, 一个解释变量, x, t = 1, . . . , n

– 令 µt = βxt

– 然后 yt|yt−1 = µt+γ (yt−1 − µt−1)+ϵt; ϵt ∼ N
(
0, σ2

)
可以表示为

yt|yt−1 = µt +Rt

R1 = ϵ1

Rt = γRt−1 + ϵt t > 1

ϵt ∼ Normal
(
0, σ2)

Previous Next First Last Back Forward 58



HAMD 例子: 自回归模型

• 指定
yiw = µiw +Riw

µiw = αi + βtreat(i)w

其中
Ri0 = ϵi0

Riw = γRi(w−1) + ϵiw w ≥ 1

ϵiw ∼ Normal
(
0, σ2) w = 0, . . . , 4

• 在 WINBUGS 里等价表示为

yiw ∼ Normal
(
θiw, σ

2)
θi0 = µi0

θiw = µiw + γ
(
yi(w−1) − µi(w−1)

)
w ≥ 1

µiw = αi + βtreat(i)w
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HAMD 例子: LMM 和 AR(1) 拟合直线

圆点和三角形点表示 6 个个体的得分 (每个处理 2 个)

• LMM: 随机截距和随机斜率: 每个个体的截距和斜率都不同,
更好的拟合每个个体

• AR(1): 所有线从一个共同截距出发; 路径根据前面时间点变化
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HAMD 例子: 结果比较
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HAMD 例子: 结果解释

• 不同处理下 HAMD得分随时间变化差异体现在 β1−β2, β1−β3

和 β2 − β3, 或者在随机斜率模型中的 µβ1 − µβ2 , µβ1 − µβ3 和

µβ2 − µβ3

• 在 WINBUS 中需要监视这些对照

# Calculate contrasts
contrasts[1]<-beta[1]-beta[2]
contrasts[2]<-beta[1]-beta[3]
contrasts[3]<-beta[2]-beta[3]
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HAMD 例子: 对照
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HAMD 例子: 模型比较

• 考虑结构的模型都比线性模型拟合的好

• 随机效应模型比 AR(1) 模型好

Previous Next First Last Back Forward 64



HAMD 例子: 模型扩展

• 允许非线性性: 引入二次项

µiw = αi + βtreat(i)W + δtreat(i)w
2

• 包含中心的效应, 允许每个中心截距不同

– 作为固定效应

µiw = αcentre(i) + βtreat(i)W

– 或者随机效应

µẇ = αi + βtreat(i)W

αi ∼ Normal
(
µαcente(i) , σ

2
αcente(i)

)
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• 允许更复杂的协方差结构, 比如 AR(2) 模型

Ri0 = ϵi0

Ri1 = γ1Ri0 + ϵi1

Riw = γ1Ri(w−1) + γ2Ri(w−2) + ϵiw w ≥ 2

ϵiw ∼ N
(
0, σ2)
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衰老与认知能力研究

• 两个研究目的: 评估年龄增长在认知减退上的效应; 评估教育
水平差异如何影响认知随时间变化率的 (称为认知保留)

• 认知保留是指思考对大脑神经病理损害的恢复力。在衰老研究

中, 心理学家假设受过高等教育的人往往具有更好的认知能力，
并且减慢了大脑随着年龄的增长而损伤的速度

• 我们使用 Canberra Longitudinal Study (CLS, Australia) 数
据, 包含了 586 个个体在度量认知功能的 Mini-Mental State
Examination (MMSE) 上的得分值

– 试验自 1991 年开始, 参加试验人群年龄在 70 到 93 之间
(进入试验时)

– 跟踪观测了 14 年, 进行了 4 次测试 MMSE 分数, 取值
0-30 分, 值越小认知能力越差
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– 其他变量: 测试时年龄,性别 (这里只考虑男性),教育 (0=
低; 1= 高)

– 只考虑第一次 MMSE 得分 ≥ 24 分以上的 (避免痴呆)
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衰老与认知能力研究例子: 线性隐增长曲线模型

• 为了评估衰老对认知能力的影响, 我们假设 MMSE 得分 yij 满

足
yij ∼ N

(
µij , σ

2
)

µij = αi + βi · age∗ij

其中 i表示个体, j表示第 j次MMSE测试. age∗ij 表示 ageij−
75, βi 表示个体 i 的认知功能年变化率; sigma2 为残差方差

• αi 和 βi 为随机效应, 假设独立先验

αi ∼ N
(
µα, σ

2
α

)
βi ∼ N

(
µβ , σ

2
β

)
σα ∼ Uniform(0, 30)

σβ ∼ Uniform(0, 10)
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• 或者使用联合先验允许可能的相关性(
αi

βi

)
∼ N

((
µα

µβ

)
,Σ

)

• Σ 的先验取为

Σ−1 ∼ Wishart (R, k)

其中 R 为 p × p 正定矩阵, k > p − 1 为自由度. 我们取
R = diag(20, 2).

• µα, µβ ∼ N(0, 10000).

• 一种检验教育水平效应的自然方法就是(
αi

βi

)
∼ N

((
µα,i

µβ,i

)
,Σ

)
µα,i = η0 + η1 · edui

µβ,i = γ0 + γ1 · edui
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η0 为 75 岁低教育水平个体的平均 MMSE 得分; γ0 为低教育
个体认知能力平均变化率; η1 为 75 岁高教育水平个体的平均
MMSE 得分; γ1 为高教育个体认知能力平均变化率;

• 另一种建模方法是将 edu 作为一个解释变量直接放入第一层回

归模型中

µij =(η0 + αi) + (γ0 + βi) · age∗ij

+ η1 · edui + γ1 · age∗ij · edui(
αi

βi

)
∼ N

((
0

0

)
,Σ

)
.

教育的效应通过 age× edu 的交互项系数 γ1 来表示; 这种方法
是前面模型的” 非中心” 表示形式
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DAGs:
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衰老与认知能力研究例子: 结果
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衰老与认知能力研究例子: 结果

注意

• MMSE 能力显著的随时间减低

• 教育低的男性显示认知能力减低的比教育高的男性更快, 但是,
差异不是统计显著的
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衰老与认知能力研究例子: 结果
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衰老与认知能力研究例子: 右删失效应

• 因为 MMSE 是为筛查痴呆而设计的, 并不是专门用于认知能
力测试. 因此健康人应该容易取得满分, 得分 30 分至少表明在
特定时间点该人至少达到了满分—右删失了

• 我们进行如下建模

y∗
ij ∼ N

(
µij , σ

2) I (lowerij ,+∞)

其中

lower ij =

{
30 if yij = 30 → y∗

ij = NA

0 if yij < 30 → y∗
ij = yij
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衰老与认知能力研究例子: 结果

• 结论不变

• 不确定性轻微增加, 因为允许删失造成信息损失
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1.4 缺失数据
• 贝叶斯层次模型很容易处理包含部分观测数据, 集成关于缺失
原因的假设模型

• 个体在第 1 和 3 组一般有比
较高的退出率

• 但是退出和完全数据在第 2
组类似
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衰老与认知能力研究例子: 对缺失性建模

• 完整数据包括

– y: HAMD 得分 (观测的和缺失值)

– t: 处理

– 缺失指标

miw =

{
0 : yiw observed
1 : yiw missing

• 因为我们

– y(随机效应模型)

– y 缺失的概率

miw ∼ Bernoulli (piw)
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缺失数据类型

• 完全随机缺失 (MCAR): 缺失不依赖观测或未观测数据, e.g.

log it (piw) = θ0

• 随机缺失 (MAR): 缺失依赖于观测数据, e.g.

logit (piw) = θ0 + θ1ti 或者logit (piw) = θ0 + θ2yi0

• 非随机缺失 (MNAR): MCAR 或 MAR 都不成立. e.g.

logit (piw) = θ0 + θ3yiw
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DAG: MCAR 缺失

注意:x 完全观测, 但是 y 有缺失值
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DAG: MAR 缺失

注意:x 完全观测, 但是 y 有缺失值
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DAG: MNAR 缺失

注意:x 完全观测, 但是 y 有缺失值
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联合建模

• 令 z = (zij) 表示数据阵, i = 1, . . . , n 个体; j = 1, . . . , k 变量

• 将 z 划分为观测和缺失部分, z =
(
zobs, zmis

)
• 令 m = (mij) 为缺失变量

mij =

{
0 : zij observed
1 : zij missing

• 令 β 和 θ 表示未知参数

• 完整数据的联合模型为

f(z,m|β, θ) = f
(

zobs, zmis,m|β, θ
)

Previous Next First Last Back Forward 84



• 观测数据似然为

f
(

zobs,m|β, θ
)
=

∫
f
(

zobs, zmis,m|β, θ
)
dzmis

• 联合似然可以分解为

f
(

zobs, zmis,m|β, θ
)
= f

(
m|zobs, zmis,β, θ

)
f
(

zobs, zmis|β, θ
)

如果假设条件独立性, 则可以进一步简化

f
(

zobs, zmis,m|β, θ
)
= f

(
m|zobs, zmis, θ

)
f
(

zobs, zmis|β
)

这种分解方法称为选择模型

• 注意观测似然

f
(

zobs ,m|β, θ
)
=

∫
f
(

zobs , zmis ,m|β, θ
)
dzmis

=

∫
f
(
m|zobs , zmis , θ

)
f
(

zobs , zmis |β
)
dzmis
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• MAR 机制下

f
(
m|zobs , zmis , θ

)
= f

(
m|zobs , θ

)
因此

f
(
zobs,m|β, θ

)
= f

(
m|zobs, θ

)∫
f
(
zobs, zmis|β

)
dzmis

= f
(
m|zobs, θ

)
f
(
zobs|β

)
• MCAR 机制下

f
(
m|zobs, zmis, θ

)
= f(m|θ)

因此

f
(

zobs,m|β, θ
)
= f(m|θ)f

(
zobs|β

)
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• 缺失数据机制称为可忽略的, 如果

– 缺失数据是 MCAR 或 MAR

– 参数 β 和 θ 是不同的

在贝叶斯模型中, 往往还假设参数 β 和 θ 是独立的

• ” 可忽略” 表示我们可以忽略缺失机制模型, 但不表示我们可以
忽略缺失数据. 如果数据机制是不可忽略的, 那么就不能忽略
缺失机制模型

• 相比于抽样过程 (常常已知), 缺失机制往往未知

• 数据自身往往不能肯定告诉我们抽样过程, 但是可以基于完全
观测数据, 使用残差或者诊断方法等, 检查对抽样过程所作假设
的合理性
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• 类似的, 缺失模式及其与观测之间关系, 并不能肯定识别缺失机
制. 很不幸的是, 我们对缺失机制所作假设并不能完全肯定地
通过手边的数据来检查

贝叶斯方法处理缺失数据

• 在贝叶斯方法中, 将缺失数据视为额外的未知量, 其可以通过后
验分布进行估计. 未知数据与未知参数之间没有本质上区别

• 对观测和缺失数据, 模型参数等唯一需要指定联合模型, 估计方
法可以使用一般的 MCMC 方法

• 注意区分响应变量缺失和协变量缺失, 可忽略和不可忽略缺失
机制.
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可忽略缺失机制

此时 zmis = ymis, zobs =
(
yobs,x

)
• 常常视完全观测的协变量为固定常数而不是随机变量

• 联合模型此时可以通过指定 f
(
yobs,ymis|x, β

)
, 即完整数据似

然函数

• 估计缺失响应 ymis 等价于使用观测数据拟合模型后进行后验

预测—在可忽略缺失下, 对缺失响应变量进行插值不影响模型
参数的估计

• WINBUGS中,使用NA表示缺失值,未知值被视为变量, WIN-
BUGS 自动根据指定的似然分布, 在给定当前所有未知参数值
下, 随机生成缺失变量值
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HAMD 例子: MCAR 机制对处理比较的影响

使用所有数据提供了更强的证据: 处理 2 比处理 1 更有效; 处理
2 比处理 3 更有效.
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HAMD 例子: NMAR 机制对处理比较的影响

• 假设退出机制的模型为

miw ∼ Bernoulli (piw)

logit (piw) = θ0 + θ1 (yiw − ȳ)

θ0, θ1 ∼ mildly informative priors

ȳ 为平均值.

• 一般数据对 θ1 提供的信息非常少. 信息依赖于参数模型假设和
误差分布
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HAMD 例子: MAR 与 NMAR

允许缺失依赖于当前得分值对处理比较结果有轻微影响, 导致处
理 1 和 3 的 95% 区间包含 0
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HAMD 例子: 灵敏度分析

• 因为真实的缺失机制是未知的, 因此有必要进行灵敏度分析

• 前面我们通过假设缺失是可忽略的, 以及有信息的缺失机制来
评估了结果

• 但是, 我们还需要检查其他的有信息缺失机制, 例如

– 允许退出概率依赖于得分的变化

logit (pi) = θ0 + θ2
(
yi(w−1) − ȳ

)
+ θ3

(
yiw − yi(w−1)

)
– 允许 θ 对不同处理不同

– 使用不同的先验分布
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HAMD 例子: 灵敏度分析结果

这是灵敏度分析, 我们并没有选择最好的模型. 对缺失数据下的
模型进行比较是非常难办的, 我们不能使用 WINBUGS 自动生成的
DIC(Mason et al. 2010).
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