
2023-2024秋季线性代数 B1 期末 
一、填空题 

1.1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 在 {1, (𝑥 − 1), (𝑥 − 1)2, (𝑥 − 1)3} 下的坐标：(4,6,4,1)𝑇 

2.𝐴 的特征多项式 (𝜆 − 2)(𝜆2 + 9) 则 det(𝐼 − 𝐴) 的值是 −10 

3.(
−1 1
−4 3

)
2024

=(
−4047 2024
−8096 4049

) 

4.二次型 𝑥1
2 + 2𝑥2

2 + 2𝑥3
2 − 𝑡𝑥1𝑥2 + 2𝑥1𝑥3 + 2𝑥2𝑥3 正定，t的取值范围 (−1 − √3, −1 + √3) 

5.𝑉 → 𝑉 的线性变换在一组基 {𝛼1, 𝛼2, 𝛼3} 下矩阵为 (
1 −1 2
3 0 −2
1 1 4

),则在 {𝛼2, 𝛼3, 𝛼1} 下矩阵 

  为 (
0 −2 3
1 4 1

−1 2 1
). 

6.(𝑥, 𝑦) → (𝑥 + 𝑦, 𝑦) 把单位圆变成椭圆，椭圆的长半轴是 
√5+1

2
 

二、判断题 

1.𝐴 是 𝑛 阶上三角正交方阵，则 𝐴 是对角阵。正确 

2.𝐴 是满足 𝐴𝐴𝑇 = 0 的复矩阵则 𝐴 = 0.错误，反例 (
1 𝑖
𝑖 −1

) 

3.𝐴 正定，𝐵 对称，则存在正实数 𝑐 使得 𝑐𝐴 + 𝐵 正定。正确 

4.线性空间的子空间 𝑋, 𝑌 满足 𝑋⋃𝑌 是子空间，则 𝑋 ⊂ 𝑌 或 𝑌 ⊂ 𝑋 . 正确 

三、二次型 𝑄(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥1
2 − 2𝑥2

2 − 2𝑥3
2 − 4𝑥1𝑥2 + 4𝑥1𝑥3 + 𝑎𝑥2𝑥3 经过变换 𝑋 = 𝑃𝑌 可以变为

𝑏𝑦1
2 + 2𝑦2

2 − 7𝑦3
2. 

(1) 𝑎 和 𝑏 分别是多少 8,2 

(2)求出正交矩阵 𝑃.（答案不唯一） 

(3) 𝑄 = 1 是什么类型的曲面？单叶双曲面 

四、对多项式 𝑓, 𝑔 定义 (𝑓, 𝑔) =
1

2
∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥

1

−1
 

(1) 证明这是一个内积。验证内积三条性质即可 

(2) 把一组基 {1, 𝑥, 𝑥2, 𝑥3} 正交化为标准正交基 {1, √3𝑥,
√5

2
(3𝑥2 − 1),

√7

2
(5𝑥3 − 3𝑥)} 

(3) ℎ(𝑥) = 1 + 𝑥3,𝑊 为 {𝑥, 𝑥2} 张成的子空间,求一个 𝑘 ∈ 𝑊 使得 |ℎ − 𝑘| 最小 

我们取 𝑘(𝑥) =
3

5
𝑥 +

5

3
𝑥2,注意到 (𝑥, ℎ − 𝑘) = (𝑥2, ℎ − 𝑘) = 0,故对任意 𝑘0 ∈ 𝑊, 



(ℎ − 𝑘0, ℎ − 𝑘0) = (ℎ − 𝑘, ℎ − 𝑘) + (𝑘 − 𝑘0, 𝑘 − 𝑘0) ≥ |ℎ − 𝑘|2 

故 |ℎ − 𝑘| 达到最小值。 

五、记 𝑀 = (
7 1
2 7

),二阶方阵的线性变换 𝔄(𝑋) = 𝑀𝑋 − 𝑋𝑀. 

(1) 求 𝔄 在基 {𝐸11, 𝐸12, 𝐸21, 𝐸22} 下的矩阵，其中 𝐸𝑖𝑗 是𝑖行𝑗列为 1其他为 0 的矩阵. 

(

0 −2 1 0
−1 0 0 1
2 0 0 −2
0 2 −1 0

) 

(2) 求 𝔄 的特征值和对应的特征向量 

2√2, 𝑡 (√2 −1

2 −√2
) , 𝑡 ≠ 0 

−2√2, 𝑡 (√2 1

−2 −√2
) , 𝑡 ≠ 0 

0, 𝑡1 (
1 0
0 1

) + 𝑡2 (
0 1
2 0

) , 𝑡1 𝑡2 不全为 0 

六、实对称方阵 𝐴, 𝐵 满足 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 

(1) 证明 𝐴, 𝐵 存在公共特征向量 𝑣 

设 𝐴 有正交相似 𝐴 = 𝑃−1𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1𝐼1, … , 𝜆𝑘𝐼𝑘)𝑃,其中 𝜆𝑖 互相不同。设 𝐵 = 𝑃−1𝐶𝑃. 

由 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 知道 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1𝐼1, … , 𝜆𝑘𝐼𝑘)𝐶 = 𝐶𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1𝐼1, … , 𝜆𝑘𝐼𝑘),故 𝐶 也是准对角阵 

𝐶 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐶1, … , 𝐶𝑘) 

设 𝑥 为 𝐶1 的特征值 𝜆 的特征向量.令 𝑣 = 𝑃−1 (
𝑥
0

).则 

𝐴𝑣 = 𝑃−1𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1𝐼1, … , 𝜆𝑘𝐼𝑘)𝑃𝑃−1 (
𝑥
0

) = 𝜆1 (
𝑥
0

) 

𝐵𝑣 = 𝑃−1𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐶1, … , 𝐶𝑘)𝑃𝑃−1 (
𝑥
0

) = 𝜆 (
𝑥
0

) 

故 𝑣 是所求特征向量 

(2) 证明存在正交方阵 𝑃 使得 𝑃𝑇𝐴𝑃, 𝑃𝑇𝐵𝑃 都是对角阵 

对 𝑛 归纳.由 (1) 知道 𝐴 𝐵 有公共特征向量 𝑣, 把它扩成标准正交基 (𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 𝑃0 

则 𝑃0
𝑇𝐴𝑃0 = (

𝑎 𝑋
0 𝐴0

) , 𝑃0
𝑇𝐵𝑃0 = (

𝑏 𝑌
0 𝐵0

).由对称性 𝑋 = 𝑌 = 0.由归纳假设存在正交 𝑃1 使得 

𝑃1
𝑇𝐴0𝑃1, 𝑃1

𝑇𝐵0𝑃1 都是对角阵. 现在令 𝑃 = 𝑃0 (
1 0
0 𝑃1

),即为所求的 𝑃. 


